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Vorwort: Farbe statt Formeln

Formeln kénnen faszinieren. Einsteins F = mc?, im Jahre 1905 als Nachtrag zu
seiner Speziellen Relativitéatstheorie veroffentlicht, hat etwas Magisches. Fiir den
Laien ist es eine Zauberformel, die Eingeweihten einen Zugang zu geheimnisvollen
Welten erdffnet, die ihm verschlossen sind.

Gleichzeitig schrecken Formeln ab. ,Jede Formel halbiert die Leserzahl®, wird
kolportiert. Nicht représentative Recherchen in meiner Umgebung scheinen das
zu bestétigen. Dies ist eine ebenso erstaunliche wie traurige Erfahrung angesichts
der Tatsache, dass zumindest jeder Abiturient (mithin fast die Hélfte jedes Schii-
lerjahrgangs, Tendenz steigend) vom Satz des Pythagoras {iber die Binomischen
Formeln bis zur Produktregel der Differentialrechnung jahrelang mit Formeln trak-
tiert wurde. Und das durchaus mit gutem Grund: Die symbolische Schreibweise
und der analytische Ansatz eréffneten vollig neue Zugéinge zu vielen Bereichen
der Mathematik, insbesondere auch der Geometrie. Eine Formel sagt dem, der
die Sprache der Mathematik spricht, mehr als 1000 Worter. Sie ermdglicht es,
ein Maximum an Information auf einem Minimum an Raum unterzubringen, und
wird daher von Mathematikern sehr geschatzt. Im Extremfall fiihrt diese Wert-
schatzung dazu, dass in einem Buch, das auf etwa 200 Seiten in die Geometrie
einfithren moéchte und nach Ansicht der Autoren so aufgebaut wurde, dass es auch
interessierten Schiilern der Oberstufe zugénglich ist, ein knapp 20-seitiger Anhang
mit Bezeichnungen und Abkiirzungen zu finden ist.

Doch wie die meisten Fremdsprachen ist die Sprache der Mathematik nicht
leicht zu lernen. Bei Sprachen, die neue Mérkte oder interessante Urlaubsziele
erschlieffen, ist naturgeméf die Bereitschaft grofser, eine solche Miihe auf sich zu
nehmen. Dass auch die Welt der Mathematik ihre Reize hat, wird zwar biswei-
len schlaglichtartig deutlich; viele gelungene Veranstaltungen im Mathematikjahr
2008 belegen dies. Doch in der Regel bleibt es beim frommen Schauer, wie er auch
den Besucher eines Trappistenklosters iiberkommt, ohne ihn deshalb zum Eintritt
zu bewegen.

Auf Kosten des geometrischen Denkens und Argumentierens ist die Manipula-
tion algebraischer Formeln bis in die Anfangsgriinde der Schulmathematik vor-
gedrungen. War dies friither gerechtfertigt durch die damit verbundene Schulung
logischen Denkens (die korrekte Addition zweier Briiche ist dafiir ein gutes Bei-
spiel), reduziert sich die Schiilerleistung heute oft auf das richtige Eintippen der
Formel in den Taschenrechner und die richtige Interpretation des von ihm gelie-
ferten Ergebnisses (das nur selten hinterfragt wird). Mathematisches Verstandnis
oder geometrisches Vorstellungsvermogen werden so sicher nicht geférdert.
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Dabei haben Mathematiker jahrhundertelang eindrucksvoll bewiesen, dass auch
ohne Formeln (und erst recht ohne Taschenrechner) tiefgehende Ergebnisse erzielt
werden konnen. Schlieflich sind Analysis und Algebra Urenkelinnen der Geome-
trie, der Urmutter jeder Mathematik. Natiirlich erschlossen diese Methoden neue
mathematische Welten, die ohne sie unentdeckt geblieben wéren. Doch sie ver-
schlossen auch fiir viele die Welt der Geometrie, indem sie Interessierten ihre
Formeln und Begriffe in den Weg stellten. Es scheint daher lohnend, Euklids for-
melfreien Ansatz wieder ndher in den Blick zu nehmen (ohne ihn verabsolutieren
zu wollen). Dies ist angesichts der Wirkungsgeschichte seiner um 300 vor Christus
entstandenen FElemente, die bis in die Neuzeit die wissenschaftliche Denkweise
pragten, mehr als gerechtfertigt. Denn auch nach der Entdeckung der hyperboli-
schen Geometrie im 19. Jahrhundert bleibt die nun euklidisch genannte Geometrie
die Geometrie unserer Erfahrungswelt.

Will man sich heute gewinnbringend mit Euklid beschéftigen, kann man die
iiber 2000 Jahre, die zwischen ihm und der heutigen Zeit liegen, nicht ausblenden.
Folgende Aspekte scheinen mir dabei bedenkenswert.

Wie Pasch gegen Ende des 19. Jahrhunderts zeigen konnte, war Euklids Axio-
mensystem liickenhaft. Als Hilbert im Jahre 1899 seine Grundlagen der Geometrie
verdffentlichte, war die Frage nach den prézisen axiomatischen Voraussetzungen
dieser Geometrie grundsétzlich gekliart, die bei Euklid vorhandenen Liicken und
unzulédssigen anschaulichen Argumentationen eliminiert. Seither wurden weitere
Axiomensysteme der euklidischen Geometrie vorgestellt, die oft bewusst sehr ab-
strakt formuliert wurden. Dies geschah einerseits, um der Gefahr anschaulicher
Trugschliisse zu entgehen; andererseits ermoglichte dies die Einbettung der eukli-
dischen Geometrie in weit allgemeinere Strukturen, die mathematisch interessant,
aber fiir den Auflenstehenden nicht mehr als Geometrie erkennbar waren. Da bei
diesen Ansétzen oft die Miithen der Ebene gescheut, also nur selten die Beweise der
schulgeometrischen Sdtze auf der Basis dieser Axiomensysteme gefithrt wurden,
blieben sie in der Regel von engerem fachwissenschaftlichem Interesse.

Demgegeniiber wird hier versucht, die Grundlagen der euklidischen Geometrie
allgemein verstandlich und trotzdem mathematisch prézise zu formulieren und
daraus ein breites Spektrum geometrischer Sétze herzuleiten. Denn natiirlich ist
heute bei einer Beschéftigung mit Euklid auf ein korrektes Axiomensystem zu
achten. Doch die hier gewihlte Formulierung greift das Vorverstdndnis des Lesers
und sein geometrisches Grundwissen, das bei vielen, auch mathematisch wenig
Interessierten vorhanden ist, auf. Wesentlich ist dabei der durch die Verwendung
von Taschenrechner und Computer oder das Messen mit Zollstock und Metermaf
vertraute Umgang mit (reellen) Zahlen.

Auch ein weitgehender Verzicht auf Begriffsbildungen und Definitionen, die
jenseits der Vorstellungswelt nichtmathematischer Leser liegen, soll den Einstieg
erleichtern. Diese Begriffsbildungen erlauben zwar kompakte Formulierungen und



erleichtern die Diskussion zwischen Mathematikern. Im Dialog mit Nichtmathema-
tikern bewirken sie jedoch das Gegenteil. (Der abschreckende Effekt von Fachspra-
chen ist ja kein ausschlieflich mathematisches Phdnomen.) Deshalb war jeweils
sorgfiltig abzuwégen, ob der Nutzen kiirzerer Formulierungen mit der Einfiihrung
eines Fachbegriffs erkauft werden sollte. Nur in wenigen Ausnahmeféllen konnte
dies bejaht werden.

Gleiches gilt fiir die Verwendung mathematischer Symbole. Ein Leser, der beim
Zeichen ,,<“ unsicher ist, ob es ,grofer oder ,kleiner“ bedeutet, hat den roten
Beweisfaden schon verloren. Daher wird konsequent die Zahl der verwendeten
Symbole auf die geometrisch notwendigen (etwa fiir Geraden oder Strecken) be-
schrankt. Auf griechische Buchstaben wird verzichtet.

Der entscheidende Schritt in Richtung des nichtmathematischen Lesers ist wahr-
scheinlich der vollige Verzicht auf Formeln und deren Manipulation. So bequem
fiir den Mathematiker das Hantieren mit Formeln ist, so sehr schreckt erfahrungs-
geméf dieser Kernbereich der mathematischen Fremdsprache den nichtmathema-
tischen Leser ab. Auch wenn dadurch manche Formulierung etwas langer wird (in
den Augen mancher Mathematiker also weniger elegant ist), kann man nur so dem
Leser einen unmittelbaren Zugang zu geometrischen Inhalten vermitteln.

Der zweite Gesichtspunkt, der Euklid dem heutigen Leser ndherbringen soll, ist
eine geeignete Auswahl unter den etwa 400 Satzen Euklids. Hier beschriankt sich
das Buch wegen seines einfithrenden Charakters auf die ebene Geometrie, also auf
eine Auswahl der Biicher I bis VI von Euklids Elementen. Wir lernen iiber 100
der 173 Sétze (und Konstruktionen) dieser Biicher kennen, darunter alle wichtigen
Séatze der Schulgeometrie. Die geringere Zahl der Sétze erklart sich vor allem durch
den Verzicht auf nichtgeometrische Resultate (etwa die Grundlegung der reellen
Zahlen im Buch V). Eine gelbe Randmarke wird jeweils anzeigen, welchen Satz
Euklids wir gerade beweisen. meint etwa den Satz 48 aus Buch L.

Schliefslich bleibt festzuhalten, dass trotz der Formelfreiheit viele Beweise Eu-
klids sperrig sind. Dies liegt nicht zuletzt an der Fiille von Bezeichnungen, die
er verwendet. Hier ldsst sich durch die heutigen Moglichkeiten, Sachverhalte zu
illustrieren, manches Dickicht lichten. Zwei gleich grofe Winkel, die man in ei-
ner Zeichnung anhand von je drei Punkten erst miithsam lokalisieren muss, fallen
sofort ins Auge, wenn man sie durch einen gleichfarbigen Winkelbogen kennzeich-
net. Nicht nur Formeln, auch Farben sagen oft mehr als viele Worte. Hierbei muss
man nicht so weit gehen wie Byrne, der (for the greater ease of learners”) in
seiner Ausgabe der ersten sechs Biicher der Elemente Bezeichnungen vollig durch
Farbcodierungen ersetzt hat. Sein Buch ist zweifellos ein &sthetischer Genuss;
doch scheint hier (wie hiufig) ein makvoller Mittelweg angemessener. In {iber 170
Abbildungen wird versucht, einen solchen Weg zu gehen.

Blaue Hervorhebungen sollen zeigen, dass sich mit einer Handvoll aus der Schu-
le bekannter Werkzeuge eine Vielzahl geometrischer Resultate erzielen ldsst. Sie
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werden grofitenteils im Abschnitt 2.1 (Zentrale Sétze) vorgestellt und natiirlich
axiomatisch bewiesen. Es handelt sich dabei um einen Satz iiber das gleichschenk-
lige Dreieck sowie um die Kongruenzsétze fiir das Dreieck. etwa verweist auf
den Satz, nach dem zwei Dreiecke kongruent sind, wenn sie in zwei Seiten und
dem dazwischenliegenden Winkel iibereinstimmen.

Im Schriftbild abgesetzte Einschiibe vermitteln einen tieferen Einblick in die
behandelten Themen. Sie sind zum Versténdnis des iibrigen Textes nicht notwen-
dig und kénnen daher (beim ersten Lesen) iibergangen werden. Sie dienen auch
dazu, dem Kundigen die Auswahl und Formulierung der verwendeten Axiome
nahezubringen.

Die einheitliche Theorie, die Euklid in seinen Elementen vorstellt, machen ihn
zum (Mit-)Begriinder der exakten Wissenschaft. Es verwundert daher nicht, dass
sein Werk viel gerithmt und noch mehr gelesen wurde. Uber 22 Jahrhunderte
riss das Interesse daran eigentlich nie ab. Erst im 20. Jahrhundert begannen die
euklidischen Schétze zu verstauben. Im Museum der Wissenschaften wurden sie in
finstere Ecken verbannt oder gleich ins Magazin ausgelagert. Es lohnt der Versuch,
sie dem Betrachter wieder etwas ansprechender zu présentieren. Das vorliegende
Buch will ein solcher Versuch sein.

Danken mochte ich meiner Frau Christa sowie meinen Kollegen Dr. Volker
Drumm und Dr. Klaus Spitzmiiller fiir ihre kritische Durchsicht des Manuskripts.
Sie haben mir wertvolle Anregungen geliefert und mich vor manchem Fehler be-
wahrt. Nicht zuletzt danke ich der Wissenschaftlichen Buchgesellschaft fiir die
Moglichkeit, dieses Vorhaben zu realisieren.

Bretten, im September 2010 Giinter Aumann



1 Die Grundlagen

Dieses Buch verfolgt zwei einander scheinbar widersprechende Ziele. Zum einen
will es eine mathematisch solide Einfiihrung in die aus der Schule vertraute ebene
euklidische Geometrie geben. Ausgehend von Axiomen sollen ohne Verwendung
anschaulicher  Argumente (wie man sieht, wie folgende Abbildung zeigt, ...)
geometrische Sétze bewiesen werden. Es soll also der Ansatz Euklids verfolgt wer-
den, und zwar konsequenter, als dies Euklid tat. Die anschaulichen Argumente,
die sich bei ihm bisweilen einschlichen, sollen vermieden werden. Dazu ist es notig,
Euklids Axiomensystem geeignet zu modifizieren, also auf Erkenntnisse, wie sie
etwa Moritz Pasch und David Hilbert im 19. Jahrhundert formulierten, zuriickzu-
greifen.

Zum anderen soll dieses Buch ohne mathematische Vorkenntnisse lesbar und
verstandlich sein. Es will und wird auskommen ohne mathematische Symbole,
ohne Formeln, ohne griechische Buchstaben. Dies kann nur funktionieren, wenn
es gelingt, das bei jedem zumindest implizit vorhandene geometrische Grundver-
stdndnis mit den zu formulierenden Axiomen zu verkniipfen. Dies soll im folgenden
Abschnitt geschehen.

1.1 Vom Geodreieck zum Axiomensystem

Wir beginnen mit den geometrischen Grundbegriffen Punkt, Gerade, Ebene. Hier
stellt sich bereits die erste Frage: Was ist ein Punkt? Euklids Antwort, ein Punkt
ist, was keine Teile hat, kann uns nicht befriedigen. Sie setzt die Anschauung
voraus. Wer nicht schon weiff, was ein Punkt ist, wird dadurch nicht schlauer.
Auch klart Euklid die Frage nicht, ob es (solche) Punkte iiberhaupt gibt.

Wir 16sen dieses Problem, indem wir auf eine Beschreibung vollig verzichten.
Punkte ist zundchst nur ein Name fiir die Elemente der Menge, die allen Betrach-
tungen zugrunde liegt. Diese Menge nennen wir Ebene. Geraden sind fiir uns (wie
fiir Euklid und auch die Schulgeometrie) Mengen von Punkten. Eigenschaften von
Punkten und Geraden ergeben sich nur aus den Axiomen, die im Folgenden zu
formulieren sind.

Da wir nur eine Ebene betrachten, hatte man natiirlich auf den Begriff Ebene
verzichten konnen. Bendotigt wird er erst bei raumlichen Betrachtungen. Da er
aber allen vertraut ist und die spatere Begriffsbildung Halbebene motiviert, wird
er hier eingefiihrt.

Zu Beginn unserer Uberlegungen wollen wir uns an das Standardwerkzeug des
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schulischen Geometrieunterrichts erinnern: das Geodreieck. Welche Konstruktio-
nen liefen sich damit durchfithren? Ob eine Konstruktion exakt oder nur néhe-
rungsweise durchgefiithrt werden konnte, soll uns dabei zundchst nicht interessie-
ren.

Die einfachste Aufgabe, die mit dem Geodreieck erledigt werden konnte, war
das Zeichnen von Geraden (genauer eines endlichen Abschnitts einer unendlichen
Geraden). Zum Beispiel konnte man durch zwei beliebig gegebene Punkte P, Q
eine (und nur eine) solche Gerade legen (siehe Abbildung 1.1). Genau dies fordern
wir im ersten Axiom.

(I/1) Zu je zwei verschiedenen Punkten gibt es genau eine Gerade, die
diese Punkte enthdlt.

Abbildung 1.1: Geraden zeichnen

Die nach Axiom (I/1) zu zwei Punkten P, ) eindeutig existierende Gerade heifst
ihre Verbindungsgerade und wird mit PQ bezeichnet. Wir verwenden die gewohn-
ten Sprechweisen wie ,, P liegt auf PQ* oder ,,PQ) geht durch Q.

Wir wissen, dass jede Gerade unendlich viele Punkte enthélt. Unsere zweite
Forderung, die garantiert, dass wir jede Gerade als Verbindungsgerade von zwei
Punkten betrachten konnen, ist daher sehr bescheiden.

(I/2) Jede Gerade enthdlt mindestens zwei Punkte.

Nach Axiom (I/1) kénnen sich zwei verschiedene Geraden nicht in zwei (oder
mehr) Punkten treffen. Sie haben also genau einen oder keinen Punkt gemeinsam.
Im ersten Fall sagt man, dass sich die Geraden schneiden, im zweiten Fall nennt
man sie parallel.
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Ferner konnen wir mit dem Geodreieck Strecken messen (links in Abbildung
1.2), also den eindeutigen, positiven Abstand ihrer Endpunkte bestimmen. Wir
halten dies fest im néchsten Axiom.

(II/1) Je zwei Punkte besitzen einen eindeutigen, nicht negativen Abstand.
Er ist genau dann null, wenn die Punkte zusammenfallen.

Diese Moglichkeit, den Abstand zweier Punkte zu bestimmen, ist grundlegend
fiir die euklidische Geometrie, ja der Ursprung aller Geometrie. Schlieflich bedeu-
tet das griechische Lehnwort Geometrie nichts anderes als Vermessung der Erde.

Abbildung 1.2: Strecken messen und halbieren

Eigentlich hatte man im Axiom (II/1) préziser fordern miissen, dass je zwei
Punkte einen eindeutigen, nicht negativen reellen Abstand besitzen. Wir haben
den Begriff reell bewusst vermieden, um den Leser nicht durch im Hinterkopf
herumspukende komplizierte Begriffe (,transzendente Zahlen“, 7, ...) zu beun-
ruhigen, die er vielleicht damit assoziiert. Nichts dergleichen bendtigen wir. Es
genligt zu wissen, dass wir diese Abstdnde auf der Zahlengeraden finden und sie
daher addieren, subtrahieren und ihre Grofe vergleichen kénnen.

Die Aussage, dass zwei Punkte den Abstand 1 haben, ist allerdings nur dann
verstandlich, wenn klar ist, welche Einheit verwendet wird. Die Frage danach
beantwortet man am einfachsten, indem man auf zwei Punkte mit dem Abstand
1 deutet. Die Existenz solcher Punkte garantiert das folgende Axiom.

(II/2) Es gibt zwei Punkte mit dem Abstand 1.

Um die {ibrigen Absténde brauchen wir uns nicht zu kiimmern. Unsere Axiome
werden uns mit einer hinreichend grofen Zahl solcher Abstédnde versorgen.
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Wir gehen einen Schritt weiter und konstruieren mit dem Geodreieck aus gege-
benen Punkten neue. Wir kénnen zum Beispiel eine Strecke halbieren, also jenen
Punkt der Strecke finden, der von beiden Endpunkten denselben Abstand hat
(rechts in Abbildung 1.2). Die halbierte Strecke konnen wir nun wieder halbieren
und dieses Verfahren theoretisch beliebig oft wiederholen. Wir finden also zwischen
zwel Punkten stets weitere Punkte. Und wir wissen, dass von drei verschiedenen
Punkten P,Q, R einer Geraden genau einer zwischen den beiden anderen liegt
(sieche Abbildung 1.3).

P Q R

Abbildung 1.3: Drei Punkte einer Geraden

Doch was heift ,dazwischenliegen? Was heifst ,Strecke? Da wir uns vorgenom-
men haben, nicht anschaulich zu argumentieren, miissen diese — uns ebenso wie
Euklid anschaulich klaren — Begriffe von der Anschauung gelést und davon unab-
héngig definiert werden. Hier sehen wir erstmals, dass eine solche Definition nicht
immer einfach oder gar naheliegend ist. Wir verwenden dazu eine Eigenschaft, die
uns so klar ist, dass wir wohl zunéchst gar nicht auf die Idee kommen, dass sie
uns weiterhelfen konnte.

Liegt der Punkt @) wie in Abbildung 1.3 zwischen P und R, so erhélt man den
Abstand von P und R, indem man die Absténde von P und @ sowie von ) und R
addiert. Diese uns gelaufige Eigenschaft der Zwischenbeziehung verwenden wir als
Definition dieser Beziehung: Gilt fiir drei paarweise verschiedene Punkte P, Q, R,
dass der (nach Axiom (II/1) eindeutig existierende) Abstand von P und R so grof
ist wie die Summe der Abstédnde von P und @ sowie von ) und R, so sagen wir,
dass @ zwischen P und R liegt.

Damit formulieren wir die folgenden Forderungen.

(I1/3) Liegt von drei Punkten einer zwischen den beiden anderen, so liegen
die Punkte auf einer Geraden.

(IT/4) Von drei verschiedenen Punkten einer Geraden liegt genau einer zwi-
schen den beiden anderen.

Hat man positive Zahlen a, b, ¢, so gilt:

— Ist ¢ die Summe von a und b, so ist ¢ groBer als b.
— Ist b die Summe von a und ¢, so ist b groBer als c.

Beides kann also nicht gleichzeitig eintreten. Dies zeigt, dass von drei verschie-
denen Punkten hochstens einer zwischen den beiden anderen liegen kann. Man
dndert daher nichts an unserer Geometrie, wenn man das Axiom (11/4) abschwécht
Zu



