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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Hauptbegriffe

Statistik begegnet uns iiberall im téiglichen Leben, wo Massendaten komprimiert
werden.

Mathematische Statistik (auch: schlieBende Statistik, induktive Statistik, Infe-
renzstatistik oder inferentielle Statistik) ist das Teilgebiet der Statistik, das die
Methoden und Verfahren der Statistik mit mathematischen Mitteln analysiert bzw.
mit ihrer Hilfe erst begriindet. Die mathematische Grundlage der Mathematischen
Statistik ist die Wahrscheinlichkeitstheorie: Typischerweise werden die vorhande-
nen Daten einer Stichprobe (d.h. Beobachtungen, Messungen) als Realisierungen
von stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen interpretiert, so dass wahrschein-
lichkeitstheoretische Methoden zur Untersuchung des stochastischen Verhaltens der
Beobachtungen anwendbar sind. Die Stochastik fasst als Oberbegriff die Gebiete
Wahrscheinlichkeitstheorie und Mathematische Statistik zusammen?.

Versuchsplanung (Design of Experiments) ist eine Anwendung der Mathemati-
schen Statistik (man sagt daher auch statistische Versuchsplanung), die — beispiels-
weise bei der industriellen Entwicklung von neuen Produkten und Fertigungspro-
zessen — helfen kann, mit moglichst geringem Aufwand reproduzierbare Ergebnisse
zu erhalten.

Die Themen dieses Buchs sind Wahrscheinlichkeitstheorie, Mathematische Sta-
tistik und Versuchsplanung, aber nicht Statistische Physik. Letztere ist eine fun-
damentale physikalische Theorie, mit deren Hilfe u.a. Gesetze der Thermodynamik
abgeleitet und begriindet werden.

Die mathematische Statistik verwendet fiir manche grundlegenden Begriffe der
Naturwissenschaft ihre eigenen Namen. Zum Beispiel benutzt der Statistiker fiir das
naturwissenschaftliche ,Messen (Beobachten)“ den Terminus ,Ziehen einer Stich-
probe“, oder er verwendet das Wort ,,Schitzen* fiir das naturwissenschaftliche ,, Be-

!'Das Wort Stochastik stammt aus der Friihzeit der Wahrscheinlichkeitsrechnung (einer der
Bernoullis hat es geprégt [Swoboda 1971, Seite 174]). Es wurde nach dem Zweiten Weltkrieg
zum wissenschaftlichen Modewort. Giinter Menges definiert in seinem ,, Grundrif3 der Statistik, 1¢
lapidar: ,,Stochastik ist alles, was auf der Wahrscheinlichkeitsrechnung aufgebaut ist oder sonstwie
mit ihr zu tun hat“ [Menges 1968]

Angewandte Stochastik und Versuchsplanung in den Natur- und Ingenieurwissenschaften: mit Beispielen in
R und SAS, First Edition. Christhard Schmid.
© 2023 WILEY-VCH GmbH. Published 2023 by WILEY-VCH GmbH.



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

stimmen (determine)®. Statistisches ,Schétzen® hat also nichts zu tun mit des-
sen umgangssprachlichen Gebrauch im Sinn von ,, Vermuten“. Was schlieflich der
Naturwissenschaftler mit ,, (statistischem) Messfehler oder ,,Rauschen® bezeichnet,
definiert die Statistik quantitativ mit Begriffen wie Konfidenzbereich, Konfidenzin-
tervall, Intervallschétzwert, Reststreuung, innere Varianz.

1.2 Zielgruppen

Das Buch wendet sich an Naturwissenschaftler und Naturwissenschaftlerinnen und
an Ingenieure und Ingenieurinnen in der Industrie.

1.2.1 Einsteiger/innen

Fiir R-Einsteiger /innen mit Windows-PC stehen 95 R-Stand-Alone-Beispiele be-
reit, die unabhéngig und gréfitenteils isoliert voneinander lauffihig sind. (Lediglich
das Programm R_42.R wird von einigen anderen Programmen eingebunden und
verwendet). Steigen Sie direkt ein mit ,learning-by-doing*:

e Installieren Sie RStudio (einmalig) — eine gute, gingige Oberfliche fiir in-
teraktives R. Installationsanleitungen und Anleitungen zur Bedienung von
RStudio finden Sie im Internet, z.B. https://www.youtube.com/watch?v=X_
Mxya2FisO und https://www.youtube.com/watch?v=tyvEHQszZJs.

e Kopieren Sie das R-Skript-Verzeichnis gem#f der Anleitung von Abschnitt
1.6, Seite 12.

e Entscheiden Sie sich fiir ein attraktives Beispiel aus dem Lehrbuch, etwa in
Abschnitt 7.2.3.1, auf S. 274.

e Offnen Sie das entsprechende Programm R_69.R mit R-Studio.

e Starten Sie das Skript zeilenweise mit Ctrl4+Enter (der Cursor wandert nach
unten).

e Stoppen Sie bei MEPlot (Fit)

e Das Ergebnis sollte ungefihr so aussehen wie der Screenshot 1.1 auf Seite 3.

Fiir Fortgeschrittene mit Vorwissen in Hoherer Mathematik (d.h. Vektoren
und Matrizen, Differential- und Integralrechnung) bietet sich die Chance zu einem
vertieften Verstindnis der Statistik in den Kapiteln 4 bis 6.

Das Kapitel 4 (Stichprobenanalyse) erldutert Grundbegriffe der Mathematischen
Statistik wie Statistische Messfehler, Konfidenzbereich in Abhéngigkeit vom Stich-
probenumfang, und liefert eine Einfiihrung in Hypothesentests wie t-Test und an-
dere, inklusive der Berechnung der Teststéirke (Power-Analyse).

Kapitel 5 behandelt die Grundlagen der Regressionsanalyse: Annahmen, Schét-
zung, Residuen, Quadratsummen, Verteilungseigenschaften, Hypothesentests, Kon-
fidenzintervalle, Prognoseintervalle, Modelldiagnose, Nichtlineare Regression.


https://www.youtube.com/watch?v=X_Mxya2Fis0
https://www.youtube.com/watch?v=X_Mxya2Fis0
https://www.youtube.com/watch?v=tyvEHQszZJs

1.2. ZIELGRUPPEN 3

(5] Rstudio -9
File Edt Code View Plots Session Buld Debug Profie Tools Help
© . oop - > - Addins ~ &) Project (Nong) ~
91100205018 —7] Envionment History Connections a0
Sourceonsave | O /- SRun | o4 HSouwce -+ =
= L fles Plots  Packages Help Viewer —
13 *2, data - Box1) 2 z00m  ZEgon+ O i % publish -
1 ))
15 -
16 Main effects plot fory
17
18 1A i COH WPa t
19 #6. T ot
20 Dpanielplot(Fit,code=TrUE, alpha=0. 5) v 2
195 | Top Level = R Saript = -
Console  Terminal =S
C//100205 24
13 12 15 10 = ]
-4.2125 5.5375 1.2375 -2.5625
Coefficients: e n
Estimate std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 74.3125  1.4609 50.868 5.55e-08 ***
T 5.0000  1.4609 3.423  0.0188 *
comt 3.1500  1.4609 2.156  0.0836 . %
MPal 3.9750  1.4609 2.721 0.0417 * = T
T 1.8625  1.4609 1.275 0.2584
T1:comL 0.1125  1.4609 0.077 0.9416
T1iMpal -2.0875  1.4609 -1.429 0.2124
: -1.7250  1.4609 -1.181  0.2908 B8
cOMI:wpal  -1.3625  1.4609 -0.933 0.3938
comt:t1) 1.3500  1.4609 0.924 0.3978
MPal:tl -0.3250  1.4609 -0.222 0.8328
signif. codes: 0 ‘wxx’ 0.001 ***' 0.01 **' 0.05 *.’ 0.1° ' 1 =
L]
Residual standard error: 5.844 on 5 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8596,  Adjusted R-squared: 0.5787 -
F-statistic: 3.061 on 10 and 5 DF, p-value: 0.1143 L
0 60 e e 71 1 10 E

> #4. main effects plots
> MEPTOT (Fit)
>

=€ O EmalNDaeN e s[S B

Abb. 1.1: Screenshot nach Durchfithrung eines Programms in R-Studio

Kapitel 6 ist der Varianzanalyse mit festen Effekten gewidmet. Die Themen sind
einfache Varianzanalyse, zweifache Varianzanalyse mit einfacher und mehrfacher
Besetzung, Lateinische und Griechisch-Lateinische Quadrate, Kovarianzanalyse.

1.2.2 Physiker/innen

Fortgeschrittene schliellich, die iber Hohere Mathematik hinaus mit der Di-
rac’schen Deltafunktion in Beriihrung gekommen sind, finden im Lehrbuch die
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie in knapper Form dargestellt, in den Ka-
piteln 2 und 3:

Das Kapitel 2 beginnt mit einer kurzen Einfithrung in die Wahrscheinlichkeits-
theorie (Auszug aus dem Vorlesungsmanuskript Theoretische Physik IV, | Ther-
modynamik und Statistische Physik“ von Prof. Dr. Friederike Schmid, Universitét
Mainz). Es wird ergéinzt durch anwendungsbezogene Themen wie Kombinatorik,
Quantile, Symmetrierelationen, quadratische Formen.

Das Kapitel 3 priisentiert acht eindimensionale diskrete Verteilungen (hypergeo-
metrische Verteilung, Binomialverteilung, Poisson-Verteilung, geometrische Vertei-
lung, negative Binomialverteilung u.a.), zehn eindimensionale kontinuierliche Vertei-
lungen (Gaufl-Verteilung, Cauchy-Verteilung, Chi-Quadrat-Verteilung, nichtzentra-
le Chi-Quadrat-Verteilung, Student-Verteilung, nichtzentrale Student-Verteilung,
F-Verteilung, nichtzentrale F-Verteilung, Exponentialverteilung und Weibull-Vertei-
lung) und zwei mehrdimensionale kontinuierliche Verteilungen (n-dimensionale und
zwei-dimensionale Gauf-Verteilung).

Die Deltafunktion, ein von dem britischen Quantenphysiker Paul Dirac (1902-
1984) erfundenes Werkzeug, dient hier dem Zweck, Statistiker von hochabstrakter
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Mathematik (MaBtheorie) zu verschonen. Sie ist auBergewdhnlich effektiv und ele-
gant:

Diskrete und kontinuierliche Verteilungsdichten verschmelzen durch die §-Funk-
tion zu einer Einheit. Man konnte z.B. die Tabellen 3.2 und 3.10 auf den
Seiten 57 und 84 zu einer einzigen Tabelle zusammenfassen (untereinander
schreiben).

Chiquadrat-, Student-, u.a. Verteilungsdichten werden mit der J-Funktion ele-
gant hergeleitet. Siehe (3.53), (3.73) u.a.

Die Verteilung einer Funktion von Zufallsvariablen ergibt sich mit Hilfe der
d-Funktion wie von selbst (Abschnitt 2.5.1).

Fiir die Verallgemeinerung auf mehrere Zufallsvariable gilt Ahnliches (Ab-
schnitt 2.5.3).

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist gleich dem Erwartungswert der §-Funktion,
und die kumulative Wahrscheinlichkeitsverteilung ist gleich dem Erwartungs-
wert der ©-Funktion (Abschnitt 2.5.2).

Eine halbe Seite (Anhang A.3) geniigt, um die Definition und die Eigenschaften
der Deltafunktion zu formulieren.

Es ist bemerkenswert, dass so gut wie alle Lehrbiicher der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie auf den Gebrauch dieses effizienten Werkzeugs verzichten.

Schliesslich sei noch auf Beitrdge hingewiesen, die einen Bezug zum physika-
lischen Praktikum haben: Man findet sie auf den Seiten 90 (Fehlerrechnung), 98
(Fehlerbalken), 184, 186 und 189 (ausfiihrliche Beispiele mit einfacher linearer Re-
gression), 193 (Regression von Hand lediglich mit Taschenrechner).

1.2.3 SAS-Anwender/innen

Zum vorliegenden Buch werden 61 SAS-Statistik-Programme zum Download be-
reitgestellt. Man kann sie nachschlagen in einem Index auf Seite 397. Dieser ist in
zwei Gruppen 1 und 2 unterteilt:

Gruppe 1 enthilt 37 SAS-Programme zur Erstellung von Grafiken und stati-
stischen Tabellen in Kapitel 2 bis 4.

o SAS-Grafiken zur Wahrscheinlichkeitstheorie finden Sie zwischen Seite 21 und
Seite 95.

e In statistischen Tabellen wird auch heute noch aus padagogischen Griinden
nachgeschlagen, um Standard-Aufgaben der schlielenden Statistik manuell zu
l16sen. Solche Tabellen finden Sie zwischen Seite 60 und Seite 76.

Gruppe 2 enthélt 24 alternative SAS-Losungen zu ausgewiihlten R-Beispielen,
(S_38.sas) bis (S_61.sas). Fiir Anwender/innen mit geringer R~, aber viel SAS-
Erfahrung kann die Gegeniiberstellung von R-Losung und SAS-Losung hilfreich sein
beim Einstieg in die R-Programmierung.
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1.3 Anmerkungen zur Notation

R-Code und R-Output hinterlegen wir grau.

Nummern von Gleichungen haben die Form (C.Lfdnr). Dabei ist C die Num-
mer eines Kapitels (Chapter) oder der Buchstabe eines Appendix, und Lfdnr
eine laufende Nummer pro Kapitel. Die Klammern sind obligatorisch. Beispie-
le: (7.12) oder (A.5).

Nummern von Tabellen haben die Form ,,Tabelle C.Lfdnr®, also ohne Klam-
mern, aber mit dem Wort Tabelle.

Nummern von Abbildungen haben die Form ,,Abbildung C.Lfdnr*

Nummern von Abschnitten haben die Form C.S, C.S.sS oder C.S.sS.ssS, ohne
Klammern!. Dabei sind S, sS und ssS die Nummern von Section, Subsection
und Subsubsection.

Matrizen schreiben wir fett und grofl. Beispiele: X, X.
Zufallsvariablen unterstreichen wir. Beispiele: z,y, 2,t. Ausnahmen: siehe unten.

Arithmetische Stichproben-Mittelwerte iiberstreichen wir. Obwohl sie selbst
Zufallsvariablen sind, verzichten wir auf eine extra Unterstreichung. Beispiele:
x,Y, 2.

Zufallsvektoren sind klein, fett und unterstrichen. Beispiel: y = (y, ---y, )"

Operatoren der Wahrscheinlichkeitsrechnung kennzeichnen wir mit kalligra-
phischen Lettern &, &, 2.
P (A): Wahrscheinlichkeit fiir Ereignis A
Z(A|B): Bedingte Wahrscheinlichkeit
E(z,
9?%(z) = 9(z, z): Varianz von z (2.31),

(gl,gz): Kovarianz von z und z, (2.32);

): Erwartungswert von z_, &(z): Vektor der Erwartungswerte von z

N

P (z,z'): Kovarianzmatrix der Vektoren z und z (2.34)

Griechische Buchstaben verwenden wir (in der Wahrscheinlichkeitstheorie) fiir
unbekannte — d.h. zu schiitzende — Parameter. Beispiele: y, o2, 3.

Schétzwerte aus einer Stichprobe kennzeichnen wir durch Uberdachung. Bei-
spiele: i, &, 9*(z), Z(z,2), Z(z,2'). Auf eine extra Unterstreichung verzich-
ten wir, obwohl Schétzwerte immer zuféllig sind.

Bemerkung: In diesem Buch werden nur erwartungstreue Schétzer verwendet,
d.h. wir fordern & () = $ fiir alle Schitzer 8 eines Parameters [3.

(z.B. E(f1) = p, £(62) = 02, E(D2(2)) = 2%(2),

P ~

&(D(2,2) = Y(z,2), € (&,2) = V(&,2) usw.)
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Beweise: Folgt A=B aus Gleichung x oder aus Abschnitt x, so schreiben wir, um
Platz zu sparen, das x direkt {iber das Gleichheitszeichen. Im einzelnen:

A @ B heifit ,,Beweis siehe Gleichung oder Abschnitt (x)“.

A (m:) B heifit ,,Definition siehe Gleichung oder Abschnitt (z)* und
A B heist »Aus A folgt B mittels Gleichung oder Abschnitt (z)“.
A 5'3':3 B heifit ,,Beweis siche Abschnitt 5.3.3 Zeile (8)“.

A Tab'i3®c B heifit ,,Beweis siehe Tabelle 5.3 Zeile (7) Spalte e“.

A< B heifit ,,Beweis offensichtlich®.
A Z B heiBt ,,ist zu beweisen (,,zu zeigen®)“.

Wortwortlich iibernommene Textpassagen: (z.B. Aufgabentexte) werden in
Anfiithrungszeichen gesetzt, und der Kurztitel wird mit dem Hinweis ,, Ww.“
versehen. Beispiele

e Seite 101 ,,Spiilmittel“, Aufgabe [Wiki 01, Ww.]
e Seite 108 ,,Betonstahlmatten®, Aufgabe [Diirr/Walter 1987, S. 136 Ww.]
e Seite 134 ,Forellenbeispiel“, Aufgabe [Wiki 02, Ww.]

1.4 Symbole und Formelzeichen

Die Formelzeichen dieses Buches sind eindeutig, systematisch und kénnen —
dadurch bedingt — manchmal recht kompliziert erscheinen. Die Formelzeichen
selbst werden in vier Tabellen vorgestellt:

Die erste Tabelle Tabelle 1.1 S. 7 enthilt Symbole und Formelzeichen zu sie-
ben diskreten eindimensionalen Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Die zweite Tabelle Tabelle 1.2 S. 8 enthélt Symbole und Formelzeichen mit
Bezug zu zwdlf kontinuierlichen eindimensionalen Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen. Man beachte das einheitliche Schema fiir Verteilungsdichten, kumu-
lative Verteilungsfunktionen und Quantilfunktionen. Ihre Bezeichnungen sind
auBerordentlich effizient. Mit ,Effizienz* ist gemeint, dass die Notation der
Quantilfunktionen als eindeutige Umkehrfunktion vermoége der Beziehungen
(2.91) und (2.92) quasi ,,von selbst rechnet®, d.h. dem Statistiker streckenwei-
se das Denken abnimmt — dhnlich wie die Diracsche Bra- und Ket-Notation
dem Physiker das Denken.

Die dritte Tabelle Tabelle 1.3 S. 9 enthéilt Formelzeichen zu Grundbegriffen wie
Wahrscheinlichkeit, Zufallsvariable, Erwartungswert, Mittelwert, Streuung, Va-
rianz und Kovarianz. Der Vollstédndigkeit halber werden darin auch die etwas
weniger systematischen, aber auch gebréuchlichen Bezeichnungen K und

2129
2

o erwahnt. Bemerkung: Diese Schreibweisen verwenden wir aber nicht.

z

Die vierte Tabelle Tabelle 1.3 S. 9 enthélt Formelzeichen zu speziellen Begrif-
fen der Stichproben- und Regressionsanalyse.
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Tabelle 1.1: Symbole zur Bezeichnung eindimensionaler diskreter Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen.

Symbol Name Def.  Dichte

Hypergeo_ min(m,k)
Hyp o metrische 3.1.1 nyp (2) = > d(z—a)Py,,
o Verteilung N M max(0,k—n) M

NegatiVe m+N—m
Nhyp Hypergeom. 3.1.2 f (z)= >, d(z—2)P (x)

v, N, M Nh,
<% P N,M r=m

Verteilung

Bin Binomial- =g g 5 () 2§ Se—a)Py. (@)

N.,p verteilung N,p z=0 N.p

Poisson-

Poi, Verteilung 3.14 fpmA (2) = a:g() 5(2*39)13&“A (2)

geometr. 0o
GeoA Verteilung ~ 3.1.5  f. = (2)= > 6(2—2)Pqs.,, (2)
. TAs q =0 B
Variante A

geometr. oo
GeoB,_ Verteilung ~ 3.1.5  f, (z) =3 0(z—2)P; 5 (2)
7%y =0 a

Variante 'B’

Nbinqw negative 316 f (z)=> 5(z—x)PNbinq i (2)

v Binomialv. Nbing =0
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Tabelle 1.2: Symbole zur Bezeichnung eindimensionaler kontinuierlicher Wahrscheinlich-
keitsverteilungen

Sym-  Name der Defi- Dichte kumulative  Quantil-
bol Verteilung nition Verteilung  funktion
(2.23) (2.12) 2.7
* allgemein f.(2) F(z) F:l(p)
Normal- 1
Nﬂvl Verteilung (2.87) fNO.l (2) FNOJ(Z) FNO,I(p)
Gauf3- 1
Nw Verteilung 321 fNW, (2) }1’“,6(2) FN#:a(p)
Cauchy- -1
Cu,x Verteilung 3.2.2 fCM N (2) Féu,)\(Z) FCM,A(p)
> x?—Verteilung 3.2.3 f,z)  F2) F(p)
n x2 X, Xn
9 nichtzentrale —1
Xn,/\ XQ—Verteilung 4 fxi N (Z) xi )\(Z) in A(p)
6 t-Verteilung ~ 3.2.5 £ (2) F (2) F (p)
nichtzentrale -1
L t-Verteilung 3.2.6 ftn,,b (2) En,u(z) F‘;
Gleich- .
G, verteilung Tab. 3.10(D fGa,,b(Z) FGa,,b(Z) FGa‘b(p)
F . F-Verteilung 3.2.7 f. (2) F (2) FF:: n(p)
P nichtzentrale 398 f () F (2) P
mnx  F-Verteilung - LI oA oA P
Exponential- -1
E/s Verteilung 3.2.9 fEﬁ (2) P};ﬁ(z) FEB(p)
W Weibull- 3.2.10 f, () E () F.' (p)

T.k Verteilung Tk W Wk
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Tabelle 1.3: Formelzeichen fiir Grundbegriffe wie Wahrscheinlichkeit, Zufallsvariable; Er-
wartungswert, Mittelwert; Varianz, Kovarianz, Streuung.

Formelzeichen kurz Bedeutung Def.

P(A) Wahrscheinlichkeit fiir Ereignis A (2.8)

P (A|B) Bedingte Wahrscheinlichkeit

a Irrtumswahrscheinlichkeit, 4.2.1

Signifikanzniveau

Z, T, Yy, etc. Zufalls-Variable 2.2.3

z=(2,2,...) Zufalls-Vektor

8(2) =pu Erwartungswert von z (2.29)

z=1%2 =/ Stichproben-Mittelwert der z; (4.1)
i=1

&(2) =/ Vektor der Erwartungswerte von z

PD(z,,2,) "2 K, . Kovarianz von z, und 2, (2.32)
nov. 172
= KZ z

172
D(x,2) =X Kovarianzmatrix von  und 2, (2.34)
Streuungsmatrix

@(L z), @(g,g’) Schétzer von 2(x, z) bzw. 2(z,2')

P%(2) = D(z,2) =o> Varianz von z (2.31)
n.v. O_z

P(2) = D(z,2) =8> Stichprobenvarianz, (4.2)

Schiitzer von 22 (z)

D(z)=P(z,2) =0 Standardabweichung von z 2.31
9(2) = @(g, z) =0 Stichprobenstandardabweichung, Tab.4.1(4)

standard error
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Tabelle 1.4: Formelzeichen fiir spezielle Begriffe der Stichproben- und Regressionsanalyse

Formelzeichen Bedeutung Def.
f=(z,+...+z,)/n Stichproben-Mittelwert (4.1)
G Stichproben-Standardabweichung, (4.10)

standard error

D(j1) standard error of the mean (4.11)

a Irrtumswahrscheinlichkeit, 4.2.1
Signifikanzniveau

X Design-Matrix bei der linearen (5.5),(5.16)
Regression

Y= (gl Yy, - yn)’ Zufalls-Vektor der n Mefwerte (5.28)

y=(9,9, --.9,) Schitzer (Fit) fiir y (5.33)

e=(, -..g) Statistischer Fehler im Regressions-  (5.1),(5.27)
ansatz

o? unbekannte Varianz von g (5.8),(5.27)

o Schiitzer von 02, mean square error  (5.37)

B= (BB ...8,) unbekannte Regressionsparameter (5.1)

B=(8,25 .. Ap)’ Schétzer von B (5.30)

E=(& ...¢&)) Residuen (5.34)

é Prognosefehler Tabelle 5.410)p

R? Bestimmtheitsmaf} (5.48)

Eidjumd korrigiertes Bestimmtheitsmaf} (5.49)

&n Schwerpunktskoordinaten bei der 5.8.1

einfachen linearen Regression

€112, lIm|I? Norm von &, Norm von 7 5.8.1
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1.5 Gliederung des Buches

Dieses Lehrbuch spannt einen anwendungsorientierten Bogen von den Grundlagen
der Wahrscheinlichkeitstheorie (Kapitel 2 und 3) iiber zentrale Teile der Mathema-
tischen Statistik (Kapitel 4 bis 6) bis zu praktischen Anwendungen der Statistischen
Versuchsplanung (Kapitel 7). Im Inhaltsverzeichnis werden auch die Beispiele auf-
gelistet, eingebettet in ihren jeweiligen Kontext.

Das Kapitel 2 bildet den ersten Schwerpunkt. Es gibt eine kurze Einfithrung
in die Wahrscheinlichkeitstheorie. Darin werden die Begriffe Zufallsversuch, Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses, Zufallsvariable, Erwartungswert, u.a. erklart. Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung diskreter oder kontinuierlicher Zufallsvariabler sowie
von Funktionen derselben wird in eleganter Weise mit Hilfe der Dirac’schen Delta-
funktion berechnet. Am Ende von Kapitel 2 findet man weitere fiir die Mathemati-
sche Statistik wichtige Teile der Wahrscheinlichkeitstheorie: Rechenregeln, Symme-
trierelationen, Kombinatorik, Quantile. Letztere werden formal als Umkehrfunktio-
nen notiert; das Unbehagen, das einen Statistik- Anfanger beféllt, wenn vom Quantil
die Rede ist, wird so an einen Formalismus delegiert.

Die Kapitel 3 behandelt die wichtigsten statistischen Verteilungen, die zur Be-
schreibung der (hypothetischen) Verteilung realer Daten verwendet werden. Eindi-
mensionale diskrete Verteilungen, eindimensionale kontinuierliche Verteilungen und
mehrdimensionale Gau$-Verteilungen.

Einen zweiten Schwerpunkt dieses Buches bilden die Kapitel 4 und 5 mit den
Themen Stichproben und lineare Regression (Ausgleichsrechnung, Fitting).

Ein zentraler Begriff der mathematischen Statistik ist die Schdtzmethode, nach
der Schéitzfunktionen fiir unbekannte Parameter einer statistischen Grundgesamt-
heit konstruiert werden. Ein klassisches Kriterium fiir die Beurteilung einer Schétz-
methode ist die Erwartungstreue (vgl. Gleichungen (4.3), (4.4); ein klassisches Bei-
spiel einer Schitzmethode ist die Methode der kleinsten Quadrate (vgl. Gl. (5.11),
(5.30), (5.37) ). Mit der Hilfe von Schiitzmethoden werden Bereichsschiitzungen von
Parametern der Grundgesamtheit durch Konfidenzintervalle (im Abschnitt 4.2) er-
mittelt. In diesen Kontext gehort auch ein zentrales Thema der Versuchsplanung,
die Ermittlung des notwendigen Stichprobenumfangs (sample size): Die Beispie-
le 4.2.7.1 und 4.2.9.1 demonstrieren den Zusammenhang zwischen sample size und
Messfehler (Fehler erster Art, a-Fehler). Der zusétzliche Einfluss von Fehlern zweiter
Art (5-Fehler) auf die sample size wird im Abschnitt 4.4 (Power-Analyse) behan-
delt, sowohl analytisch (Abschnitt 4.4.7) als auch mit R-Programmen (Abschnitt
4.4.8).

In den Abschnitten 4.3 und 5.6 wird gezeigt und durch zahlreiche Beispiele (ma-
nuell, R, SAS) demonstriert, wie konkrete Vermutungen iiber die Grundgesamtheit
durch geeignete statistische Tests bestétigt oder abgelehnt werden.

Im Kapitel 5 wird die Methode der multiplen linearen Regression ausfiihrlich
hergeleitet und an Hand von Beispielen mit kommentiertem Computeroutput ver-
anschaulicht.

Kapitel 6 behandelt die Themen Varianzanalyse mit festen Effekten (einfach,
zweifach mit einfacher und mehrfacher Besetzung), lateinische bzw. griechisch-latei-
nische Quadrate und Kovarianzanalyse.
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Den dritten, iiberwiegend praxisbezogenen Schwerpunkt dieses Buches bildet
das Kapitel 7 Versuchsplanung mit den Haupt-Themen vollfaktorielle Pline, teil-
faktorielle Plane und Response Surface Methoden. Weitere Themen sind optimale
Plane und Mixturpléne.

Anhang A enthélt mathematische Satze iiber Integrale, Matrizen etc., die bei den
Beweisen im Hauptteil verwendet werden. Die Anhénge R und S sind Verzeichnisse
der 95 R-Programme R_1.R bis R_95.R und der 61 statistischen SAS-Programme
S_1.sas bis S_61.sas.

1.6 Datenmaterial zu diesem Buch im Internet

Fiir Leser/innen dieses Buches gibt es eine Moglichkeit, die R-Programme und SAS-
Programme zu dem Buch (siehe Auflistung in den Anhéngen R und S) aus dem
Internet herunterzuladen. Man findet sie auf der Verlagsseite des Buches unter www.
wiley-vch.de/ISBN9783527346295 zum Download.



Kapitel 2

Wahrscheinlichkeitstheorie

Teile des folgenden Kapitels sind angelehnt an das Vorlesungsmanuskript ,, Theore-
tische Physik IV* von Prof. Friederike Schmid, Universitdt Mainz, mit freundlicher
Genehmigung der Autorin. (Quelle: [Uni-Mainz 2018]).

2.1 Was ist Wahrscheinlichkeit?

2.1.1 Ausgangssituation

In Experimenten 148t sich das Ergebnis eines Versuchs in der Regel nicht genau
vorhersagen. Das hat mehrere Griinde. Falls ein Kontinuum an Messwerten moglich
ist, gilt prinzipiell: Punkte im Kontinuum sind physikalisch nicht messbar. Aber
selbst wenn nur diskrete Messwerte moglich sind, lédsst sich meistens nicht hundert-
prozentig vorhersagen, wie ein Versuch ausgehen wird. Besonders deutlich wird das
zum Beispiel beim Wurf eines Wiirfels oder einer Miinze. Ublicherweise sagt man,
man erhélt ein bestimmtes Ergebnis mit einer bestimmten , Wahrscheinlichkeit®.
Doch was ist damit gemeint?

Fin moglicher Prazisierungsversuch wére: Wir ,,definieren® die ,, Wahrscheinlich-
keit“ p(F;) eines Ereignisses E; als relative Hiufigkeit dieses Ergebnisses nach ,,un-
endlich“ vielen Versuchen, also in mathematischer Notation p(F;) = limy _ "(ﬁi) .
Doch diese ,,Definition® ist in mehrfacher Hinsicht problematisch. Zum einen setzt
sie voraus, dass im Prinzip unendlich viele Versuche durchgefiithrt werden kénnten.
Das ist de facto nicht moéglich. Aber selbst wenn man davon absieht, ist die Defi-
nition nicht kompatibel mit der mathematischen Definition eines Grenzwertes: Das
Cauchy-Kriterium

lim xn::cDEst>OEINO>O:|xn7m\<5Vn>No

n— oo

kann bei einer Zufallsfolge nicht erfiillt sein! Wir miissen uns also zwei Fragen
stellen:

Frage I: Was verstehen wir unter ,, Wahrscheinlichkeit“?

Frage II: Wie ermittelt man Wahrscheinlichkeiten?

Angewandte Stochastik und Versuchsplanung in den Natur- und Ingenieurwissenschaften: mit Beispielen in
R und SAS, First Edition. Christhard Schmid.
© 2023 WILEY-VCH GmbH. Published 2023 by WILEY-VCH GmbH.
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Im Folgenden diskutieren wir zunéchst die Frage I, wobei wir uns auf sogenannte
klassische Wahrscheinlichkeiten konzentrieren. Im spéteren Abschnitt 2.2 werden
wir uns mit der Frage I beschéftigen.

2.1.2 Ermittlung von klassischen Wahrscheinlichkeiten

Es gibt keine rigorose Methode, ohne a-priori Wissen Wahrscheinlichkeiten zu be-
stimmen. Man muss stets Annahmen machen. Am einfachsten ist die sogenannte
,klassische Annahme*: Die Wahrscheinlichkeit ist gleichverteilt auf sogenannte, vor-
her festzulegende , Elementarereignisse®.

Zur Erkldarung des Begriffs Elementarereignis betrachten wir ein Experiment,
dessen Ausgang nicht mit Sicherheit vorhergesagt werden kann. Obwohl der Aus-
gang des Experiments damit im Voraus nicht bekannt ist, wollen wir annehmen, dass
wir alle mdéglichen Ausgénge des Experiments kennen. Die Menge aller moglichen
Ausgéinge eines Experiments wird als Stichprobenraum oder auch Ereignisraum
des Experiments bezeichnet, und die einzelnen Elemente des Stichprobenraums wer-
den Elementarereignisse genannt. Die Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines
beliebigen, nicht notwendigen elementaren Ereignisses F ergibt sich dann als

P(E) Anzahl der giinstigen Félle

~ Anzahl der moglichen Fille 21)

Dazu betrachten wir drei Beispiele: 2.1.2.1 ,Miinzwurf“, 2.1.2.2 , Zwei Kugeln*
und 2.1.2.3 |, N Miinzwiirfe“.

Die klassische Annahme ist die einfachstmégliche Vermutung. Sie muss eventu-
ell auf der Basis bisheriger Erfahrungen oder physikalischer Kenntnisse modifiziert
werden. Ein Beispiel dafiir ist 2.1.2.4 ,,Verbogene Miinze®.

2.1.2.1 Beispiel ,,Miinzwurf*

Beim Werfen einer Miinze gibt es offensichtlich zwei Elementarereignisse: Kopf (K)
oder Zahl (Z). Nach der klassischen Annahme sind dann die Wahrscheinlichkeiten
fiir jedes dieser Ereignisse gegeben durch Z(K) = 2(Z) = 1.

2.1.2.2 Beispiel ,,Zwei Kugeln*

Wenn wir zwei Kugeln aus einer Schiissel mit zwei schwarzen und zwei weiflen
Kugeln entnehmen, haben wir die Situation von Abbildung 2.1.

In diesem Fall gibt es 12 Elementarereignisse: Die Kugeln ¢ = 1,...,4 werden
in der Reihenfolge (4,j) entnommen mit (i,5) = (1,2),(1,3)... . Die Wahrschein-
lichkeit fiir jedes dieser Ereignisse ist demmnach @((z, j)) = 1—12 Wir stellen nun
die Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind beide gezogenen Kugeln schwarz?
Zwei Elementarereignisse fithren hier zum Ziel: (i,7) = (1,2) und (¢,7) = (2,1).
Damit folgt mit Gleichung (2.1) die Wahrscheinlichkeit Z2((e,0)) = 2/12 = 1/6.
Fragen wir umgekehrt nach der Wahrscheinlichkeit, eine weifle und eine schwar-
ze Kugel zu ziehen (in beliebiger Reihenfolge), dann gibt es 8 | giinstige* Fille:
(i,7) = (1,3),(3,1),(1,4),(4,1),(2,3),(3,2),(2,4), (4,2). Dieser Fall tritt also mit
der Wahrscheinlichkeit 2((e0)) + &?((ce)}) = 8/12 = 2/3 ein.
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2.1.2.3 Beispiel ,, N Miinzwiirfe*
Wir fragen: Mit welcher Wahrscheinlichkeit &?(n) erhélt man n-mal Kopf?

e Anzahl der moglichen Félle: Hier ist jedes Elementarereignis eine Folge von NV
Wiirfen K oder Z, also z.B. (K,Z,K,K,...,Z,K). Da es fiir jeden einzelnen Wurf
M = 2 verschiedene Ergebnisse gibt und der Wurf m = N mal ausgefiihrt
wird, gibt es M™ = 2% verschiedene solcher Folgen (sogenannte Variationen
mit Wiederholung, vergl. Abschnitt 2.8.3, Gl. (2.104)).

e Anzahl der giinstigen Félle: Aus N verschiedenen Wiirfen lassen sich ohne
Riicksicht auf Anordnung n verschiedene Wiirfe des Wertes K (Kopf) her-
ausgreifen auf (],:] ) verschiedene Weisen (sogenannte Kombinationen, vergl.
Abschnitt 2.8.3, GL. (2.101) mit n = k).

Beweis: Es gibt N(N —1)--- (N —k+1) Méglichkeiten, k£ mal Kopf auf N Wiirfe zu vertei-
len. Da die Reihenfolge der Kopf-Wiirfe egal ist, sind je k! Moglichkeiten dquivalent.

Damit folgt mit Gl. (2.1)

wobei der Ausdruck

@) N k:'(JffW—k) (2.3)

Binomialkoeffizient genannt wird.

2.1.2.4 Beispiel ,,Verbogene Miinze“

Wir betrachten N Wiirfe einer Miinze, die aber gezinkt ist. Nehmen wir an, wir
vermuten aus vergangenen Beobachtungen, dass die Miinze in einzelnen Wiirfen
mit einer Wahrscheinlichkeit p auf Kopf fallen wird und mit (1 — p) auf Zahl. Die
Wahrscheinlichkeit, n mal Kopf zu werfen, ist dann die Binomialverteilung

2 == () (2.4)

Schiissel 00 |00 (0| 1o

Elementar-

ereignisse: }0@\ ‘\ ce| 00|

Abb. 2.1: Elementarereignisse bei der Entnahme zweier Kugeln aus einer Schiissel, die je
zwei schwarze und weifle, unterscheidbare Kugeln enthilt
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Hier ist der erste Term (1) die Wahrscheinlichkeit, iiberhaupt n-mal Kopf und
(N — n)-mal Zahl zu werfen, und der Binomialkoeffizient (2) entspricht der Zahl
der Moglichkeiten, in N Wiirfen n-mal Kopf zu erhalten, die in Beispiel 2.1.2.3 (N
Miinzwiirfe) oben berechnet wurde (der sog. kombinatorische Faktor).

Die Binomialverteilung ist eine der wichtigsten Verteilungen in der Statistik.
Ebenso wichtig sind approximative Ausdriicke fiir die Binomialverteilung im Grenz-
fall sehr grofler N:

o Fiir N — oo und p — 0 bei festgehaltenem Produkt Np = X\ geht die Binomi-
alverteilung iiber in die Poisson-Verteilung

/\n
Y
P(n) —e ) (2.5)
Beweis: Z(n) = (%)"(1 _ %)N—n(i’)
= AMA-NA-RJ) "N NN 1) (N-n+1) 4
—e— A —1 —1
—AA"

Anwendung: Die Poisson-Verteilung e~ 7+ modelliert zum Beispiel die Anzahl
n von Ereignissen, die bei konstanter mittlerer Rate A unabhéngig voneinander
in einem festen Zeitintervall oder rdumlichen Gebiet eintreten (Wahrschein-
lichkeit fiir das Eintreten seltener Ereignisse).

o Falls p weder sehr nahe an p = 0 noch an p = 1 liegt, geht die Binomialver-
teilung fiir grofle N iiber in die Gauf3-Verteilung

1 _(n—w)?

P(n) = e 27 (2.6)

oV 2T

mit g = Np, 0* = Np(1 — p). Der Beweis dieses Satzes und Anwendungen
finden sich in Kapitel 2.7 (zentraler Grenzwertsatz).

2.1.3 Formale Definition des Begriffs Wahrscheinlichkeit

Wir wenden uns nun der Frage zu: Was bedeutet der Begriff ,, Wahrscheinlichkeit“
bzw. wie kann man Wahrscheinlichkeit definieren?

Fine pragmatische Antwort auf diese Frage wére: Wahrscheinlichkeit ist ein
Schatzwert fir relative Haufigkeiten, also gewissermassen eine Prognose fiir Mess-
ergebnisse. Dies liefert eine plausible Interpretation des Begriffes der Wahrschein-
lichkeit, aber immer noch keine befriedigende Definition.

Alternativ kann man sich der Diskussion entziehen, indem man einfach eine
Grofle mit Namen ,, Wahrscheinlichkeit* und bestimmten Eigenschaften postuliert.
Dieser axiomatische Zugang soll im Folgenden dargestellt werden. Das Ziel ist die
Definition einer mathematischen Struktur, die unsere intuitiven Begriffe von ,, Mes-
sergebnis“ und ,, Wahrscheinlichkeit* prézisiert. Dabei miissen wir auch beriicksich-
tigen, dass die physikalische Welt kontinuerlich ist, Punkte in einem Kontinuum in
Messungen jedoch nicht beliebig genau eingegrenzt werden kénnen. Wahrscheinlich-
keiten kénnen daher nur fiir Intervalle definiert sein und eine passende mathemati-
sche Struktur muss auf Teilmengen aufbauen (Kolmogoroff 1903 — 1987).
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2.2 Wahrscheinlichkeit abstrakt mathematisch

2.2.1 Der Wahrscheinlichkeitsraum

Der Begriff des Wahrscheinlichkeitsraums wurde in den 1930er Jahren durch den
russischen Mathematiker Andrei Nikolajewitsch Kolmogoroff (1903 — 1987) ein-
gefiithrt, der damit einen axiomatisch basierte Wahrscheinlichkeitsbegriff begriinde-
te. Eine Grundannahme ist dabei, dass verschiedene Messergebnisse als isolierte
, Punkte“ betrachtet werden kénnen, die sich gegenseitig ausschlieffen: Das Ergebnis
eines Miinzwurfs ist immer K oder Z, niemals beides. Das Ergebnis einer einzelnen
Geschwindigkeitsmessung ist eine einzelne Zahl. Mit dieser und weiteren Annah-
men lésst sich eine Wahrscheinlichkeitsrechnung als mathematisches ,,Mafl“ auf den
Teilmengen der Menge aller moglichen Messergebnisse aufbauen. Die Teilmenge ent-
halten als Elemente also mogliche Messergebnisse. Den Teilmengen (und nicht den
Messergebnissen selbst) werden als ,, Wahrscheinlichkeiten® Zahlen zwischen Null
und Eins zugeordnet. Die Kolmogoroff-Axiome besagen, grob gesagt:

(i) Wahrscheinlichkeiten diirfen nicht negativ sein.
(ii) Der Menge aller Messergebnisse ist die Wahrscheinlichkeit Eins zugeordnet.

(iii) Wahrscheinlichkeiten von disjunkten Teilmengen — d.h. Teilmengen, die keine
Elemente gemeinsam haben — addieren sich auf.

Daraus folgt unter anderem, dass Wahrscheinlichkeiten Zahlen zwischen Null und
Eins sein miissen. Wir geben nun eine etwas prézisere formale Definition des sich
daraus ergebenden mathematischen Objektes.

Formale Definition: Ein Wahrscheinlichkeitsraum (§,.7, u) ist ein Messraum
mit Ergebnismenge 2 und messbaren Mengen (Ereignisalgebra) .%, auf dem
zusétzlich ein Wahrscheinlichkeitsmaf$l i gegeben ist. Im Einzelnen:

e () ist eine beliebige nichtleere Menge, genannt die Ergebnismenge. Thre
Elemente w heiflen Ergebnisse.

e 7 ist eine Menge bestehend aus Teilmengen von (2, die 2 enthélt und ab-
geschlossen gegeniiber der Bildung von Komplementen und abzéhlbaren
Vereinigungen ist. Die Elemente von .# heiflen Ereignisse. Andere Na-
men fiir % sind: Ereignissystem, Ereignisalgebra, o-Algebra iiber
der Grundmenge (2, o-Mengenalgebra, abgeschlossenes Mengensystem,
Sigmakorper, Borelscher Mengenkérper.

o u:F — [0,1] ist ein  Wahrscheinlichkeitsmaf, das heifit eine Men-
genfunktion, die den Ereignissen Zahlen zuordnet, derart dass (<) = 0,
1(2) =1 (zweites Kolmogoroff-Axiom) und p(A4; U Ay U ...) = u(A;y) +
w(As) + ... gilt fiir paarweise disjunkte (d. h. sich gegenseitig ausschlie-
Bende) Ereignisse A, Ag, ... (drittes Kolmogoroff-Axiom).

Als Beispiele betrachten wir in den folgenden Unterkapiteln einen diskrete und
einen kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsraum.
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2.2.1.1 Beispiel eines diskreten Wahrscheinlichkeitsraums:
,, Verbogene Miinze*

Die in Abschnitt 2.1.2.4 definierte Situation ,, Verbogene Miinze“ ist charakterisiert
durch den folgenden diskreten Wahrscheinlichkeitsraum:

e Die Ergebnismenge ist = {Kopf, Zahl}

e Die Ereignisalgebra .7 besteht aus den Ereignissen ,,Kopf oder Zahl“, | weder
Kopf noch Zahl“, ,Zahl*“ und ,, Kopf*, formal

7 ={{K. 2}, {} {2} {K}}

e Damit ldsst sich das diskrete Wahrscheinlichkeitsmaf} erschépfend angeben:
n({K.2}) =1, p({}) =0, p({Z}) =p, p{K}) =1-p

2.2.1.2 Beispiel eines kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsraums:
Maxwell-Boltzmann-Verteilung

Die Maxwell-Boltzmann-Verteilung beschreibt die statistische Verteilung des Be-
trags der Teilchen-Impulse in einem idealen Gas. Sie spielt in der Thermodynamik,
speziell der kinetischen Gastheorie, eine wichtige Rolle. In diesem Beispiel betrach-
ten wir ein klassisches Teilchen in einem eindimensionalen Kasten der Lénge L unter
der Annahme, dass Ort  und Impuls p voneinander unabhéngig sind.

Diese Situation ist charakterisiert durch den folgenden kontinuierlichen Wahr-
scheinlichkeitsraum:

e Die Ergebnismenge ist der klassische Phasenraum aus Orts- und Impulskoor-
dinaten Q = {T'} = {(=,p)}

e Die Ereignisalgebra .Z ist die Menge aller (zweidimensionalen) Gebiete in §2

e Ohne Beweis: Das kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsmaf} ergibt sich als Pro-
dukt von dz dp und der Wahrscheinlichkeitsdichte, in diesem Fall der Maxwell-
Boltzmann-Verteilung. Der Begriff der Wahrscheinlichkeitsdichte wird spéter
noch genauer definiert werden.

2 1 1
d —dzd —p72k, ,Tm — 2.
w(x,p) =dzdpe I\ 3k T (2.7)

—_————

Normierung

2.2.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit
und statistische Unabhéingigkeit

Wir sprechen von der unbedingten Wahrscheinlichkeit &?(A) eines Ereignisses
A, die unabhéngig vom Eintreten anderer Ereignisse allein durch das dem Ereignis
A zugeordnete Wahrscheinlichkeitsmaf3 gegeben ist:

P(4) = u(A) (2.8)
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Im Gegensatz dazu nennen wir die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von Ereig-
nis A unter der Bedingung, dass Ereignis B bereits eingetreten ist, die bedingte
‘Wahrscheinlichkeit, Schreibweise: &2(A|B), Sprechweise ,, Wahrscheinlichkeit fiir
A unter B“. Wir definieren

P(ANB)

PAB) = =

(2.9)

Begriindung: Damit das Ereignis A eintritt, wenn das Ereignis B bereits eingetreten ist, muss
das eingetretene Elementarereignis sowohl in A als auch in B, also in A N B liegen. Da
wir aber wissen, dass das eingetretene Elementarereignis in B liegen muss, brauchen wir
nur den (reduzierten) Stichprobenraum B zu betrachten. Daher ist die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses A, wenn B bereits eingetreten ist, gleich der Wahrscheinlichkeit von AN B
relativ zur Wahrscheinlichkeit von B.

Die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit in Gleichung (2.9) vertrigt sich
mit der Interpretation der Wahrscheinlichkeit als einer relativen Haufigkeit, wenn
das Experiment nur geniigend oft wiederholt wird. Um das zu zeigen, stellen wir uns
eine grofie Zahl n von Wiederholungen eines Experiments vor. Da & (B) den Anteil
der Experimente angibt, in denen B eintritt, wird B niherungsweise n?(B)-mal
eintreten. Entsprechend werden in ndherungsweise n (AN B) dieser Experimente
sowohl A als auch B eintreten. Betrachten wir die ndherungsweise n%?(B) Experi-
mente, bei denen B eintritt, so tritt bei ihnen in n&herungsweise n (AN B) Fallen
auch A ein. Fiir die Experimente, bei denen das Ereignis B eintritt, ergibt sich also
ein Anteil, bei denen gleichzeitig das Ereignis A eintritt, ndmlich ndherungsweise

nP(ANB) P(ANB)

n?B) 2B

Diese Néherung wird immer besser, je grofler n wird. Daher gibt Gleichung (2.9)
die passende Definition fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit von A fiir den Fall, dass
B bereits eingetreten ist.

Wir nennen zwei Ereignisse A und B statistisch unabhingig voneinander,
falls gilt

P(A|B) = Z(A) (2.10)
oder dquivalent

P(ANB) = P(A)- P(B) (2.11)

2.2.2.1 Beispiel fiir eine bedingte Wahrscheinlichkeit

Fragestellung: Gegeben ist eine Schiissel mit zwei weiflen und zwei schwarzen Kugeln
(Abb. 2.2 S. 20). Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, als zweites eine weifie Kugel zu
ziehen, wenn die erste schon weifl war. Der Wahrscheinlichkeitsraum dieser Situation
besteht aus den drei Elementen (a) der Ergebnismenge 2 = {(00), (ce), (e0), (ee)},
(b) den Wahrscheinlichkeiten p({oo}) = u({ee}) = & und p({oe}) = p({eo}) = 1,
und (c) den beiden Ereignissen , 1. Kugel weifl* E; = {(00), (ce)} und ,2. Kugel
weil* Ey = {(00), (e0)}.
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Schiissel

Abb. 2.2: Tllustration zur bedingten Wahrscheinlichkeit: Angenommen, dieser Schiissel wird
eine Kugel entnommen, die zufillig weifl ist. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine zweite
zufillig entnommene Kugel dann auch weif3?

Mit Hilfe der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit erhalten wir

WENE)  aeo))) 161
w(E) al{eo)) ((e0))  1/6+1/3 " 3

2.2.3 Zufallsvariablen

P (Es|Er) =

Eine Zufallsvariable oder Zufallsgréfle (englisch ,random wvariable®) ist eine
Grofle, deren Wert vom Zufall abhéngt.

Formal ist sie eine messbare Funktion von einem Wahrscheinlichkeitsraum in
einen Messraum und hat Funktionswerte z(w), die von einer den Zufall reprisentie-
renden Grofle w abhingen. In diesem Buch wird sie im Folgenden durch Unterstrei-
chung (z.B. z ,2,,...) gekennzeichnet. Ohne Unterstreichung (z,,2,,...) handelt
es sich um eine Realisierung, d.h. einen einzelnen Wert, den die Zufallsvariable bei
der Durchfithrung eines Zufallsexperiments annimmt. Eine Zufallsvariable ist also
(formal) eine Zuordnungsvorschrift, die jedem moglichen Ergebnis eines Zufallsex-
periments eine Grofie zuordnet.

Ist diese Grofie eine Zahl, so spricht man von einer Zufallszahl. Eine Zufallszahl
ist (im reellen Fall, auf den wir uns hier beschrénken) eine Funktion, die erstens
jedem Ergebnis w aus einer Ergebnismenge 2 eine reelle Zahl z(w) zuordnet (for-
mal: eine Funktion z :  — R) und zweitens die folgende ,,Messbarkeitsbedingung*
erfiilllt: Fiir jede beliebige Zahl z muss die Menge aller Ergebnisse w, deren zu-
gehorige Zufallszahl-Realisierung unterhalb von z liegt, einem Ereignis entsprechen
(formal: Vz € R : {w|z(w) < 2z} € F).

2.2.4 Die kumulative Verteilungsfunktion

Die kumulierte oder kumulative Verteilungsfunktion (cumulative distribution
function) ist ein zentrales Konzept bei der Untersuchung von Wahrscheinlichkeits-
verteilungen auf den reellen Zahlen. Jeder Wahrscheinlichkeitsverteilung und jeder
reellwertigen Zufallsvariable kann eine Verteilungsfunktion zugeordnet werden. An-
schaulich entspricht dabei der Wert der Verteilungsfunktion an der Stelle z der
Wahrscheinlichkeit, dass die zugehorige Zufallsvariable z einen Wert kleiner oder
gleich z annimmt.

Ist beispielsweise die Verteilung der Schuhgrofen in Europa gegeben, so ent-
spricht der Wert der entsprechenden Verteilungsfunktion bei 45 der Wahrschein-
lichkeit, dass ein beliebiger Européer die Schuhgrofie 45 oder kleiner besitzt.

Wir definieren formal die kumulative Verteilungsfunktion als
F(2):=2(zw) <2)=p({weQ: z(w) < 2}) (2.12)

E2
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F=1

05

Abb. 2.3: Kumulative Zweipunktverteilung ,,10-Euro-Miinze“  (SAS-Programm S_1.sas)

Aus der Definition lesen wir leicht die folgenden Eigenschaften der kumulativen
Verteilungsfunktion ab:

F(—c0) = 0 (2.13)

F(x) = 1 (2.14)

}Z (2) = nicht abnehmend (2.15)

1— F(2) P(2(w) > 2) (2.16)

Pla<zw)<b) = F(b)-F(a) (2.17)
Beachte: Bei kontinuierlichen Verteilungen wie der Normalverteilung

ist es egal, ob man in Gleichung (2.17) < oder < schreibt. (2.18)

2.2.5 Beispiele fiir kumulative Verteilungen

2.2.5.1 Kumulative Zweipunktverteilung ,,10-Euro-Miinze*

Wir erfinden eine 10-Euro-Miinze. Der ,,Gewinn* ist eine diskrete zufillige Varia-
ble G mit Realisierungen G(Zahl) = 10 Euro und G(Kopf) = 0. Die kumulative
Verteilungsfunktion kann ausgedriickt werden als

E@)=2@E<g= Y 5 Og-a (219)

a=0,10

Die Sprungfunktion ©(x) ist im Anhang A definiert, Gleichung (A.15): ©(x) springt
an der Stelle x = 0 von Null auf Eins. An den Stellen (g —a) = 0, also bei ¢ =0
(Kopf) und bei g = 10 (Zahl der 10-Euro-Miinze), bewirkt der Term 3 ©(g — a)
einen Sprung von jeweils 0.5 Einheiten. Diesen Sprung sieht man in Abb. 2.3 S. 21.

2.2.5.2 Kumulative Maxwell-Boltzmann-Verteilung

Im Beispiel des kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsraums 2.2.1.2 betrachten wir
als Zufallsvariable die kinetische Energie z = E = p%(2m). Die dazugehérige kumu-



22 KAPITEL 2. WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE
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Abb. 2.4: Kumulative Maxwell-Boltzmann-Verteilung  (SAS-Programm S_2.sas)

lative Verteilungsfunktion ergibt sich aus der Maxwell-Boltzmann-Verteilung (2.7)

L V2me

F (e) = [ dulz,p) = [dz [ dpLePV2hsTm__L__
E c<p¥2m 0 Jame L 27k Tm
9 e/kpT -2 2 3
= == dpe ™ = —FErf 2.20
F0 1w = Zm ) (220)
Sie ist in Abb. 2.4 S. 22 dargestellt.
2.2.5.3 Kumulative Binomialverteilung
Die Binomialverteilung &(n) = p™(1 — (JZ) haben wir bereits in Gleichung
(2.4) kennengelernt. In Analogle zu Glelchung (2.19) schreiben wir die kumulative

Binomialverteilung als:

F(z)=2(z<2) Z Pn)O(z—n) =Y p"(1-p)N " (Z)@(z—n) (2.21)

Abb. 2.5 S. 22 zeigt die kumulative Binomialverteilung fiir N = 25 und p = 0.9,
und die zugehorige GauBsche Approximation mit u = Np und o2 = Np(1 —p), also
konkret p = 22.5 und o2 = 2.25.

08
06
0.4
0.2

F=0

Abb. 2.5: Kumulative Binomialverteilung  (SAS-Programm S_3.sas)
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Abb. 2.6: Kumulative Poisson-Verteilung  (SAS-Programm S_4.sas)

2.2.5.4 Kumulative Poisson-Verteilung

Auch die Poisson-Verteilung #(n) — e’A% haben wir bereits in Gleichung (2.5)
kennengelernt. In Analogie zu den Gleichungen (2.19) und (2.21) schreiben wir die
kumulative Poisson-Verteilung als:

F(z)=2(z<z2)=)» Zn)0(z—n) = Ze—k% O(z —n) (2.22)

Abb. 2.6 S. 23 zeigt ein Beispiel fiir die kumulative Poisson-Verteilung, hier mit
A = Np = 22.5, und approximiert durch eine Gauf-Verteilung mit p = 02 = Np,
konkret = 0?2 = 22.5.

2.2.6 Die Dichtefunktion
Die (Wahrscheinlichkeits-)Dichtefunktion (density function) f (z) einer Zu-

fallsvariablen ist die erste Ableitung der kumulativen Verteilung F;(z) Sie kann
einen visuellen Eindruck der Verteilung vermitteln: Wie der Name bereits andeu-
tet, zeigt diese Funktion, in welchen Teilen sich die Werte der Zufallsvariablen am

dichtesten scharen. Wir definieren sie durch die Gleichung

f(2)dzi=P(z<z(w)<z+d2) =p({w e Q:z(w) € [2,2+d2]})  (2.23)

Daraus folgt unmittelbar

(e =2Ee, [ an©-re, [ are- (221)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte kann nur positive Werte annehmen, die aber durchaus
grofer als 1 sein kénnen. Aus Gl. (2.24) (Mitte) kann man ablesen, dass die Wahr-
scheinlichkeitsdichte als Integrand der kumulativen Verteilungsfunktion aufgefasst
werden kann, also als die Funktion ,,im Integral“. Die Flache unter der Dichte hat
den Inhalt 1. Das Tripel (R, B, f (2)dz) ist wieder ein Wahrscheinlichkeitsraum,
wobei die Ereignisalgebra B aus den Intervallen auf R besteht.

In Abschnitt 2.5.2 werden wir einen eleganten Weg kennenlernen, die Wahr-
scheinlichkeitsdichte als Erwartungswert der Deltafunktion darzustellen.
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f=0+% : : : : T
-2 -1 g¢g=0 10 20 30

Abb. 2.7: Dichte der Zweipunktverteilung ,,10-Euro-Miinze“  (SAS-Programm S_5.sas)
Die beiden ,,unendlich hohen*“ Peaks stehen fiir Delta-Funktionen (siche Anhang A.3).

2.2.6.1 Die Dichte der Zweipunktverteilung ,,10-Euro-Miinze*

Wir zeichnen die ersten Ableitung der kumulativen Zweipunktverteilung ,,10-Euro-
Miinze®, Gleichung (2.19):
d d 1 1
0=l =g 2 306-a= 3, -0 (2.25)

4o <
dg a=0,10 a=0,10

und erhalten die Abbildung 2.7.

2.2.6.2 Die (Energie-)dichte der Maxwell-Boltzmann-Verteilung

Wir zeichnen die erste Ableitung der kumulativen Maxwell-Boltzmann-Verteilung,
Gleichung (2.20):

d 2 d \elkgT - 1
_ Y pe 4 dpe® =~ o~</ksT (296
fg(a) de E(E) ﬁde/o pe ek, T ¢ ( )

und erhalten die Abbildung 2.8. Das Ergebnis fiir die Dichteverteilung entspricht
der Gammaverteilung 3.108)b auf Seite 84 (mit « =1/2,8 =k, T).

f=4/kT

f=8/kT
f=2/kT

f=1kT

f=0 T T T
—kT =0 KT 2KT  SKT  4kT

Abb. 2.8: (Energie-)dichte der Maxwell-Boltzmann-Verteilung  (SAS-Programm S_6.sas)
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2.2.7 Multidimensionale Verteilungen

Die Definition (2.23) kann auf mehrere Zufallsvariablen z; - - - z,, erweitert werden:
f (21 2p) dzy - dzy = p({w € Q: 2;(w) € [z, 2 + dzi]}) (2.27)

ESRE

Analog zu (2.11) heiflen Zufallsvariablen statistisch unabhiingig, wenn die Ver-
teilung faktorisiert:

f (21 2zn) = f_ (1) "fin(zn) (2.28)

ESRE z7

2.3 Erwartungswert, Varianz, Korrelation
Wir fithren nun einige in der Statistik wichtigen Begriffe ein.

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen z ist definiert als

E(z) = /g(w) dp(w) = / dz 2 f (2) (falls Integral existiert)  (2.29)
Q —o00

Der Erwartungswert einer beliebigen Funktion g(z) ist
&(g(z)) = / dz g(2) f.(2) (falls Integral existiert)  (2.30)

Die Varianz (= Streuung) einer Zufallsvariablen 2z ist definiert als
P22) = 9(z2) = (2 - 6(2))) £ E() - 6(2)° (2:31)

Die Wurzel davon, Z(z) := \/2?(z), wird Standardabweichung genannt.
Die Kovarianz zweier Zufallsvariablen z,, z, ist definiert als

D(z1,20) = E((21-6(2)) (22— 6(22))) £ E(z20) — E(21) Elz)  (232)

o0

mit éa(gng) = / dzy dzo 21 29 féliz(zl,zg) (233)

— 00

Die Kovarianz 9(z;, z,) wird héufig als Indikator dafiir benutzt, ob zwei Variablen
statistisch abhéngig sind. Fiir statistisch unabhéngige Zufallsvariablen z, z, gilt
P(z1,2) = 0. Die Umkehrung gilt jedoch nicht unbedingt, d.h. zwei unkorrelierte
Zufallsvariablen konnen statistisch abhéngig sein.

Anmerkung: Die Schreibweise Z(z, y) ist etwas ungewohnlich, aber hat den Vor-
zug, einheitlich zu sein. In der Literatur werden oft zwei verschiedene Formelzeichen
verwendet wie z.B. COVAR(z,y) = 2(z,y) und VAR(z) = 2(2,2) = 2?(2).
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Die Varianz-Kovarianz-Matrix zweier Zufallsvektoren ist

9@y)=6(z-c@)@-Ew)) = Ey) - E@EW) (2:34)

mit den Vektoren z = (z; z,...) und y=(y, y,...)

Der Korrelationskoeffizient zwischen z; und z, ist

0., = D(21,2)/V D (21,21) D (22, 25) (2.35)
Aus der Schwarzschen Ungleichung kann man herleiten, dass
—1<p,. <1 (2.36)

Falls &(z;) = &(z4) = 0, ist der Korrelationskoeffizient gegeben durch

0.2, =621 29)/1/E(21) - €(23) (2.37)

2.3.1 Varianz von Funktionen von Zufallsvariablen

2.3.1.1 (Ko-)Varianz von Summen von Zufallsvariablen

Aus der Linearitéit der Definition (2.29) geht hervor, dass der Erwartungswert einer
Summe von Zufallsvariablen gleich der Summe der Erwartungswerte dieser Zufalls-
variablen ist. Das entsprechende Ergebnis gilt allerdings nicht allgemein auch fiir
die Varianz, wie die folgenden Gleichungen demonstrieren.

D@+zy) = Py +2zy) (2.38)
Q(Z%’ZQ]) = ZZ-@@’QJ) (2'39)
=1 j=1 i=1j=1
PQox) = Y Pa)+)y. D> I(e.a) (2.40)
i=1 i=1 i=1 j#i '
2°() z) = Z 2*(z.) falls . unabhingig (2.41)
i=1 i=1

Beweise: (2.31) bzw. (2.32) ausmultiplizieren oder [Ross 2006, Seite 111-114]

2.3.1.2 (Ko-)Varianz linearer Funktionen von Zufallsvariablen

Niitzliche Ausdriicke fiir die Kovarianz ergeben sich, wenn man die rechte Seite der
Definitionsgleichungen ausmultipliziert:

D(ar 21 + b1, a2 2o +b2) = a1 ag D(24, 25) (2.42)

Beweis: (a1 z; + b1,a2 25 + b2)
= &((a1 z; +b1) (a2 25 + b2)) — €((a1 21 + b1))& (a2 25 + b2))
= a1 a2 &(zq z9) + a1 b2 E(z1) + b1 a2 E(z4) + b1 b2
—ay az 6(21)6(25) — a1 b2 &(z;) — b1 az E(z;) — b1 b2
= a1 a2 P(z1,29) V




