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Forord

Denna bok innehéaller portfolj I1I(c) av den mer omfattande studien
och artikelsamlingen Den férsta matematiken (DFM).! Den utgér en
oversiktlig teoretisk framstéllning, genomgang och analys av det reella
talbegreppet, med mojlighet av teoretisk djupdykning i detta tema
och de sarskilda svarigheter som omgérdar de sa kallade irrationella
talen.

Boken kan vara intressant for studenter och ldrare i matematik, men
ar skriven for att &ven kunna ldsas av en allmén publik. Vilka ka-
pitel eller delar av boken som intresserar en specifik ldsare beror pa
vilka intressen man har och var man befinner sig i sin egen matema-
tiska "bildningsprocess”. Vissa delar av den ar kanske mest relevanta
for den som sjélv ocksa har ett mer teoretiskt—filosofiskt intresse for
matematiken. En allmén foérutsdttning &r nog dock att man har en
praktisk fortrogenhet med matematik dtminstone motsvarande unge-
far inledande baskurser pa gymnasieniva. Det vore inte realistiskt att
forsoka gora den hér texten mer "self-contained” &n sa.

Projektet Den férsta matematiken som helhet hade som sitt overgri-
pande syfte en omsorgsfull teoretisk redogorelse for, framstallning av
och paminnelse om de grundlaggande begreppen och sambanden i ma-

"Webbsida for artikelsamlingen &r:
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Samtliga artiklar ur DFM finns att bestélla som digitalt material fran forlagets
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tematiken som sprak, verktygslada och vetenskap (vilket innebéar ett
sarskilt fokus pa geometri, aritmetik och elementér algebra). Resulta-
tet ar dessa portfoljer av artiklar. De utgor en del av ett visst arbete
med undervisning i matematik, och denna synvinkel ger ett satt att
lasa och anvianda artiklarna. Men studien bor ocksa betraktas som ett
led i ett for mig vidare engagemang i filosofi, och ddrmed logik. Detta
tillfor ytterligare en dimension till texterna.

Den forsta artikeln har samma titel som hela denna bok — "Den
reella talsymbolens principer och hantverk” — och kan séigas utgo-
ra bokens kirna. Denna artikel — eller kanske snarare uppsats? —
ar den definitivt mest omfattande i hela studien DFM. Det fylliga
kommentarsavsnittet i den innehéaller framforallt historisk, logisk och
filosofisk férdjupning, att ldsa i mén av behov eller intresse. Artiklar-
na 2-5 i portfolj I1I(c) kan betraktas som matematisk férdjupning i
forhallande till den forsta artikeln, som har en mer 6versiktlig fram-
toning.

Det mesta av artiklarnas innehall utgoér en genomgéng av tédmligen
valkdnda samband, bevis och metoder: diagonalen och sidan i en
kvadrat, motsigelsebevis for 1/2, klassifikation av heltalsrétter, de-
cimalutvecklingar, allménna rédknelagar, algebraisk axiomatisering av
de reella talen, de mangdteoretiska konstruktionerna, med mera. En
sak som dock &verlag sdrskilt utmérker denna framstéllning och un-
dersOkning ar att vi infor och ror oss med ett perspektiv pa de reella
talen, som inte brukar goras lika explicit i de flesta laromedel i mate-
matik (for gymnasium, hogskola eller universitet).

Det hér perspektivet pa och approachen till beskrivningen av de reella
talens kalkyl skulle kanske kunna betecknas symboliskt, symbolteore-
tiskt eller semiotiskt. Det handlar kort sagt om en forstaelse av det

2Ska man folja gingse sprakbruk vore det kanske mer naturligt att kalla den
for en “uppsats” snarare &n “artikel”, givet dess omfang. Men eftersom det i pro-
cessen av att arbeta med projektet DFM kom sig naturligt att den resulterade
i mindre tematiska undersdkningar vars textméssiga omfang sillan Gversteg det
som lampligen kunde kallas en artikel, kéindes det vara fordelaktigare att behalla
denna bendmning konsekvent.



reella talet som i forsta hand givet som en operativ symbol ingaende i
en komplicerad viv av sprak (sprakspel, symbolsystem, kalkyler) och
ménsklig verklighet och praxis. Dessa talsymboler dr av olika arter
och kategorier och har alltid mer eller mindre artikulerade regler for
sin anvindning, varav vissa ar av helt fundamental karaktér. Viktiga
inspirationskillor i det héir avseendet, och speciellt for arbetet med
den forsta artikeln i samlingen, har varit Ludwig Wittgenstein och
den svenske filosofen Séren Stenlund (1943-2019, verksam vid Upp-
sala universitet).

Sa, vi har konstanter (sdsom 3, %, 1.618, /2 etc.) respektive variabler
(sdsom x,y,a,b etc.), och konstantsymbolerna kan klassificeras i ra-
tionella respektive irrationella. Vi kan, till exempel, om symbolen /2
sdga saker som: "V/2 ar storre d&n 1 men mindre #n 27 eller ”v/2 ar
1,414 till tre decimalers noggrannhet”. Medan om till exempel = och
y i rollen som reella variabelsymboler kan man inte uttala sig pa det
sdttet, eftersom vi har att gora med variabler. Daremot kan man séga
saker som: " Antag x ar storre &n 10” eller ”Om x &r mindre &n 0, sd
ar ...” eller " For alla reella tal z och y géller att zy = yz”.

Den mest allménna regeln for reella talsymboler kan formuleras som
en princip, som vi hér kallar approzimationskriteriet: "Varje reellt tal
kan entydigt approximeras med brak — sasom decimaltal — till varje
given noggrannhet ¢ > 0.” Om det reella talet dessutom later sig
uttryckas exakt som ett enda brak (med felgransen ¢ = 0) séger vi
att talet ar rationellt, i annat fall irrationellt. Sjélva mojligheten av
och dessa villkor for approximationen ar alltsa konstitutivt for den
reella talsymbolen som sadan.

Som lésaren kan ldgga mérke till forekommer det en del upprepningar
av samma eller likartat innehall mellan artiklar och i enstaka fall inom
en artikel. Detta har delvis att géra med det att artiklarna &r skrivna
for att kunna ldsas var for sig som meningsfulla helheter inom den
storre helhet som studien DFM utgor. Och delvis har det funktionen
av att forstirka effekten av genomgangen och att man far syn pa olika
saker ur en lite annan synvinkel nésta gang man ser dem.



Artiklarna i Den forsta matematiken ar skrivna med en speciell metod
och layout som jag valt att kalla for den holistiska framstdillningsfor-
men (och layouten) for matematiken, vilken jag redogdr ndrmare for
i artikeln "Allménna ord om den holistiska framstéllningsformen for
matematiken”, forlagd som appendix A till boken. Det finns bade di-
daktiska och filosofiska skil till att jag valt att experimentera med
denna en smula annorlunda form.

Lagg marke till att det finns tva olika typer av sidnumreringar i boken:
Den ena numreringen &r lokal och bara relevant for specifik arti-
kel /kapitel i sig, medan den andra &ar global och géller boken som
helhet. Lokal numrering visas nedtill pa varje sida av en artikel, den
globala numreringen upptill. Den &vergripande innehallsforteckningen
(p& nésta sida) visar “global position” for vardera artikel.
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Abstract

I den absoluta lejonparten av studier, forskning och tillampning i eller
av matematik kan ett tal vara icke—rationellt av tva olika anledningar:
Den ena mojligheten ar att det &ar ett reellt tal som &ar irrationellt,
som man siger. Exempel pa irrationella tal &r v/2 och 7. Den andra
mojligheten ar att det ar ett komplext tal, pa vilket exempel &r talet
3+ 4i.

De reella talen kan definitivt upplevas som nagonting mer proble-
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matiskt, undflyende och oklart jamfért med dem som samlas under
termen rationellt tal. Detta ar inte alls ndgon ovanlig upplevelse for
den som studerar matematik, dven pa hogskoleniva. Att det reella
talbegreppet kan upplevas som mer forvirrande tror jag kan bero pa
olika saker. En kan vara att man gor olika forvéixlingar mellan reellt
tal, decimaltal och decimalutveckling — detta ar tre skilda saker. Men
det mest patagligt forvirrande momentet dr nog férekomsten av dessa
sa kallade irrationella tal. Har finns fragor som kan vara i behov av
att benas ut, fragor av ett slag som inte bara "filosofer” kan behdva
brottas med i sina matematikstudier.

Syftet med det hér dokumentet ar dels att paAminna om och samman-
stalla de mest grundliggande begrepp, regler och allménna principer
man behover i det praktiska arbetet med matematikens reella tal. Det
ar de begrepp och regler som kommer till anvindning i studier och
tilldmpningar av de fyra réknesétten, rotter och andra aritmetiska
operationer med reella tal, i matematisk analys, med mera — alltsa i
majoriteten av kurser i matematik, ekonomi, naturvetenskap, tekno-
logi, statistik och sa vidare. Och dels ar syftet forstas att efter béasta
formaga i nagon man reda ut begreppen och na storre klarhet.

Vad som litegrann skiljer den hér framstéllningen fran den man fin-
ner i de flesta larobocker for gymnasium och universitet /hogskola &r
dels (a) den mer utforligt reflekterande behandlingen av begreppen
och sambanden, och dels (b) en lite annan approach till beskrivning-
en av de reella talens kalkyl, som explicit tar fiste pa det reella talet
som en viss typ av operativ symbol ingaende i en matematisk prak-
tik intimt sammanflatad med tillampningarna i samhélle, teknik och
naturvetenskap.

P& grund av det har talbegreppets relativa komplexitet ar den har
artikeln avsevirt tjockare &n de flesta artiklar som ingéar i studien
Den forsta matematiken.
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1 Karninnehall

1.1 Sararten hos olika slags fragor

Det finns olika sorters fragor rérande talen eller andra matematiska
begrepp och foreteelser. En del av dessa fragor har inte nagot helt
okontroversiellt svar. Vissa fragestéllningar, eller punkter av upplevd
oklarhet, leder 6ver till filosofin (matematikfilosofin). Exempel pé sa-
dana mer kontroversiella fragestallningar med tentakler till filosofin
ar:

Vad &r ett irrationellt tal — egentligen?

Hur vet man att den och den kvadratroten (decimalsummefolj-
den, griansvirdet, etc) alls existerar?

Vad &r egentligen definitionen av ett reellt tal?

Vad ar en verkligt logiskt stringent, rigoros, framstéllning av
de reella talens kalkyl och matematisk analys?

Vilken logisk status har egentligen de méangdteoretiska kon-
struktionerna av de reella talen?

Vilken status har formell logik, méngdléra och 6verhuvudtaget
axiomatiskt tdnkande i relation till matematiken som helhet?

Det rader inte nagon sjalvklar enighet betraffande precis alla fragor
om matematiken — inte ens bland matematiker. En del matematiker
(eller filosofer) har sina svar pa fragorna, men samtidigt finns det
andra matematiker (filosofer) som inte vore beredda att halla med,
och ytterligare dem som inte kénner sig sa sédkra. Dar den ene kdnner
sig tillfredsstélld med ett svar, &r det inte garanterat att den andre
ocksa gor det.

Ar denna omsténdighet nagot att forvanas éver? — Jag skulle nog
svara att det inte alls &r nagot att hdpna 6ver, bara darfor att vi har
att géra med matematik. S& dar ar det ju med de allra flesta teo-
retiska verksamheter (liksom med existentiella och religiosa fragor);
matematiken eller matematikvetenskapen ar inkluderad. Det &r om
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man klanger fast vid en viss bild av och haller sig med vissa forvint-
ningar pd hur den matematiska eller méanskliga verkligheten borde
vara, som det hér blir till ndgot problem.

— Déaremot rader inte nagon stérre oenighet om hur man ska handskas
med till exempel de reella talen ¢ praktiken, ndrmare bestamt sasom
verktyg inom olika arbetsomréaden, genom tillaimpningarna inom &m-
nen sasom ekonomi, datateknologi, fysik, kemi eller biologi, och &ven
inom lejonparten av den rent matematiska forskningen. Det &r verkli-
gen en otvivelaktig, definitiv, karakteristisk sanning om &mnet:

I praktiken rader en oerhort hog och (jamfort med ovriga dmnen) pa-
fallande grad av konsensus betriffande matematiken och dess tilldmp-
ning, kring fragor stillda sdvdl inom dmnet som omkring det.

Det vi ska gora i den 6versiktliga framstéllning som ges hér i textens
kdarninnehall ar darfor egentligen bara att pa ett tydligt och precist
satt paminna om och formulera de praktiska regler for opererandet
med reella tal som géller inom savél matematiken — som den normalt
lars ut och utévas pa gymnasium, universitet och teknisk hogskola —
som inom naturvetenskaplig forskning, ingenjérskonst, samhélle och
ekonomi. Vi ska alltsa fastsla gdllande prazis. Detta ar det sdkerhets-
bilte man behover i arbetet med att lara sig och anvanda matematik,
och kanske till och med utveckla ny matematik.

Det handlar alltsa inte om att matematiken pa néagot satt skulle be-
finna sig i gungning, i nagon allvarlig "grundvalskris”, bara déarfor att
vi konstaterar att det vid sidan om den pafallande graden av praktisk
konsensus, existerar fragestéllningar dar det inte forhaller sig pa det
sittet. Ett annat enkelt exempel: det rader fullstindig konsensus be-
traffande fragan "Vad &r summan av 5 och 77” eller "Om jag har fem
dpplen i en lada och sju i en annan, hur manga har jag totalt?”; men
knappast nagon konsensus vad géller fragan "Vilken logisk /ontologisk
status har satsen '5 + 7 = 12’ i forhallande till den naturliga verk-
ligheten? Ar det en sorts absolut sanning inristad som det vore pa
eteriska stenar i evigheten, eller &r det mer nagonting analogt med en
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miénsklig 6verenskommelse betriffande hur vi ska rdkna? Ar det ett
axiom, en definition, ett teorem? —”

Det finns atskilliga (mer eller mindre) precisa saker man kan séga om
‘de reella talen’, som alla matematiskt kompetenta personer skulle
vara Overens om, utan att ddrmed forutsidtta nagot sddant som en
standardiserad definition, som skulle vara analog med definitionen av
exempelvis ett primtal. Eller att forutsédtta konsensus rorande alla
mojliga fragor rorande de reella talen. Ibland visar det sig ocksa vér-
defullt for forstaelsen att anknyta den undervisande framstéllningen
till en liten smula begreppshistoria.

Vidare matematikfilosofiska, logisk—begreppsliga fragestillningar som
kan uppsté (hos vissa studenter) har jag forlagt till kommentarerna,
andra forfattares texter och naturligtvis ldsarens egen vidare tanke
och reflektion. Hér finns fragor som knappast kan avhandlas fullstan-
digt i ett dokument av den héar ringa omfattningen, och det jag skri-
ver i de filosofiska kommentarerna ar blott nagra fa egna reflektio-
ner.

I kéirninnehallet av artikeln, liksom i de logisk—filosofiska kommenta-
rerna, antyder eller foreslar jag alltsé ett sdtt att ndrma sig fragor om
de reella talen (och deras natur och existens), som dr en liten smula
"oortodox”. Atminstone jamfort med de approacher till de reella talen
man finner i de flesta grundlaggande eller hogre larobocker i matema-
tisk analys. Dessa fragor kan vara studentens praktiska behov i studi-
erna, lararens didaktisk—pedagogiska fragor eller mer logisk—filosofiska
fragor. Man kan ocksa vélja att ldsa delar av framstéllningen som na-
got med karaktdren av en fundering, en fragestéllning till tdnkande
lasare, snarare adn direkta pastaenden.

Den beskrivning som ges har dock naturligtvis viktiga beréringspunk-
ter med den typiska algebraiska beskrivningen av R (som en fullstén-
digt ordnad kropp) och de ansatser som gar under rubriken "méangdte-
oretisk konstruktion” av de reella talen, varav de tva mest frekventa ar
Dedekinds snittmetod respektive Cantors cauchyféljdsmetod. Grund-
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ritningen for dessa gar vi igenom i den historiska delen samt artikeln
"Typisk algebraisk axiomatisering av R och de méngdteoretiska kon-
struktionerna”. Detaljerna overlater jag till lasaren att fordjupa sig i
pa egen hand i man av tid och intresse eller studiebehov.

Den vasentliga skillnaden héar &r att vi inte betonar att ’konstruktio-
nen’ eller beskrivningen formuleras med stéd av den terminologi och
notation som hor till mangdlaran. Istallet kommer vi att rora oss med
och inom f6ljande vokabulér:

symbol (talsymbol, kvantitet, kvantitativ symbol), approx-
imation, ndrmevérde, felgréns, noggrannhet, regler, villkor

med mera. Det finns olika anledningar till att jag vill att vi provar
den hér rutten, istéllet for att direkt dra in méngdlara och den ty-
piska axiomatiseringen av R — utan att for den delen avvisa dessa
eller vilja uttrycka nagon ringaktning fér méangdlara. Den viktigas-
te anledningen &r att jag tror man kan uppleva var beskrivning eller
framstéllning som pa vissa sétt mer klargérande, didaktiskt sett men
ocksa principiellt, filosofiskt.

Man skulle kunna kalla var approach for symbolisk, semiotisk,
symbolteoretisk eller symbolisk—axiomatisk — eller nagot at det
hallet. Jag ldmnar det Sppet.

1.1.1 Beskrivning och teoretisk analys av de reella talen

Det finns manga ganska bra anledningar att dela in den férdjupade
teoretiska matematiska analysen och reflektionen Gver vara grundlig-
gande moderna talbegrepp i vésentligen tre huvudmoment:

(i)  De rationella taltyperna, med fokus pa de fyra riknesitten och
elementér algebra.

(ii) De irrationella och reella talen, med fokus pa algebrans fortsitt-
ning med rotter och utvidgningen av aritmetiska operationer till
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reella tal (vilket bildar upptakten till studiet av reellvéird analys
i en variabel).

(iii) De komplexa talen (och eventuellt ytterligare matematiska kon-
struktioner, sdsom kvaternionerna).

Var matematiska begreppsbildning &r sddan att denna uppdelning ar,
eller kan vara, mycket klargérande.

Det handlar inte om att vi ska forsoka vara "mer katoliker &n pa-
ven” i analysen och ateruppforandet av de rationella talen och deras
aritmetik och elementér algebra, liksom vissla och latsas som om de
irrationella talen inte alls existerade; men de illustrationer, resone-
mang och algebraiska hérledningar som ar mojliga for de rationella
taltyperna, gor att det finns manga teoretiska savil som didaktiska
poénger med att gora en separat behandling av grundlaggande arit-
metik som stéller in siktet specifikt p& de rationella taltyperna. Det
ar lattare att fa en upplevelse av ordning, enkelhet och Gverblick i
samband med en separat teoretisk framstéllning av de hela talen och
brakens grundlidggande regler och begrepp.

Detaljerna i den sortens teoretiska behandling av grunderna i arit-
metik och algebra utgdr avsikten med portfolj III(a)—(b) av DFM.
Hér, i denna och resten av artiklarna ur portfolj III(c), forutsitter
vi dock praktisk och teoretisk kunskap om de rationella taltyperna
(speciellt heltal, brak och decimaltal), de fyra réknesétten och vél-
digt elementér algebra som given utgangspunkt, som ’etablerad’ om
man sa vill.

Som utgangspunkt for artikeln tar vi alltsé vad man med en samlan-
de term kunde beteckna rationell aritmetik. Termen reell aritmetik
syftar da pa att vi fran rationell aritmetik gar over till att underso-
ka hur olika aritmetiska operationer ska tolkas for det vidare reella
talbegreppet: hur berdknar man till exempel en summa eller produkt
med irrationella talsymboler i sig?
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1.2 De reella talen: rationella och irrationella

1.2.1 Newtons beskrivning av det reella talet som bestim-
ning av kvantitet och det abstraherade storleksforhal-
landet

Under tiden for den naturvetenskapliga revolutionen ger Newton i
sin skrift Universal Arithmetick en beskrivning av engelskans num-
ber, vars allménna idé eller konception har motsvarar den samtida
matematikens term ’reellt tal’, pa foljande séatt:

Artikel I. Med ett tal forstar vi, inte s& mycket en given mang-
fald av enheter, utan snarare det abstraherade storleksforhallan-
det [eng. orig. the abstracted ratio] mellan en viss storhet och
en annan bestdmd storhet hérande till samma sort [kategori,
dimension|, dér vi later den senare fungera som vér enhet. Och
dessa tal ar av tre typer; heltal, brak respektive irrationellt: Ett
heltal ar det som mdter en storhet av ett helt antal enheter,
ett brak det som méter ett visst antal andelar av enheten, och
ett irrationellt tal det som méter nagot i jamforelse med vilket
enheten #r inkommensurabel.!

Dessa rader av Newton &r en kirnfull ssammanfattning av den klassiska
europeiska matematikens konception om (de reella) talen, som samlar
dess fyra visentliga komponenter: (a) talet som abstraherat storleks-
forhallande och talet som maéttet snarare 4n det konkret uppmétta;

saac Newton, Universal Arithmetick, kap. 1 ("Notation”), artikel I. Min &ver-
séttning fran den engelska utgavan fran 1768. Jag har gjort om originaltexten med
eget val av kursiveringar, i syfte att lyfta fram den newtonska konceptionens kom-
ponenter: abstraherat storleksférhallande, kategori/dimension, enhet, tre typer av
tal och talet som det som méter snarare dn det maétta.

Det engelska originalet lyder:

Article I. By Number we understand, not so much a Multitude of
Unities, as the abstracted Ratio of any Quantity, to another Quantity
of the same Kind, which we take for Unity. And this is threefold;
integer, fraction, and surd: An Integer, is what is measured by Unity,
a Fraction, that which a submultiple Part of Unity measures, and a
Surd, to which unity is incommensurable.

I det engelska originalet heter alltsa irrationellt tal “surd”.

10
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(b) varje métbar storhet har en specifik sort/kategori/dimension; (c)
val av enhet for méatningen /rékningen och (d) tre grundlidggande typer
av tal som sétt att jamfora med enheten. (Vi kommer till begreppet
inkommensurabilitet nagra avsnitt langre fram i dokumentet.)

Newtons beskrivning anknyter till och har alltsa starka berorings-
punkter med den moderna naturvetenskapens begrepp storhet — mot-
svarande det engelska physical quantity —, vilket dr nagot som (fore-
staller man sig Atminstone) later sig métas, varvid man uppger mdte-
tal och enhet. Exempel pa fysikaliska storheter ar langd, tid, massa,
temperatur och energi. Inom ekonomin hittar vi storheter som valuta,
inflation, konsumentprisindex, med mera. Och, givetvis, inom geome-
trin hittar vi rent geometriska storheter vid jamforelse av vinklar,
strackor, ytor, kroppar, med mera, en jamforelse som &dger rum in-
om det matematiska spraket och tdnkandet. Geometrins ’storheter’
ar abstrakta—symboliska storheter, de har alltsd en annan innebdrd an
den fysikaliska.

Lat oss kalla den héar klassiska konceptionen om de reella talen for
den newtonsk—cartesianska konceptionen om (det reella) talet.
Maéanga av oss skulle bendmna den hér konceptionen som ’den intuiti-
va idéen’ bakom begreppsbildningen reellt tal. Den ger bade grundrit-
ningen for tallinjen och koordinatsystemet och ar visentlig att ha god
kénsla for i all matematisk problemldsning och modellering i hantverk,
teknik, vetenskap och ekonomi. Den &r nédvéndig for att forstd hur
matematiken ska tilldmpas, hur den ska anviandas i praktiken.

Lat oss for tydlighetens skull analysera Newtons beskrivning i ett
antal punkter:

1. Det klassiska séttet att uppfatta det reella talet ar som sjélva det abstra-
herade storleksforhallande som det dr mdojligt fér en storhet och en annan
storhet som tillhor samma kategori att sta i till varandra, till exempel tva

20rdet "cartesiansk” ska hir framforallt vicka associationen till den vanliga
tallinjen och cartesiska koordinatsystem, vélbekant fran grundldggande matema-
tikundervisning; vilken allmén konception personen René Descartes skulle ha haft
om talen &r en annan fraga, som hamnar utanfor syftet med den hér genomgéngen.

11
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langder, tva areor, tva vikter, tva tidsintervall.

2. Vi kan forestélla oss att en storhet av en given kategori fixeras och far
fungera som enheten, svarande mot talet 1, alltsa ’en hel’.

3. Ett tal kan d& vara av tre arter, menar Newton: heltal, brak eller
irrationellt.

4. Heltalen svarar mot en mangfald hela enheter.

5. Brdken svarar mot en mangfald delar av en hel enhet.

6. Irrationella tal svarar mot de storheter som &r inkommensurabla med
enheten (men som fortfarande dr av samma kategori).

Som vi ser foljer forstas den vanliga tallinjens konstruktion Newtons
rekommendationer. Vid sidan om dskddliga storheter av typen langd,
area, volym, vinkel — vare sig det &r geometrins rent symboliska
eller det fysiska rummets fysikaliska motsvarigheter — kan katego-
rin av storheter vara exempelvis ett tidsintervall eller massan hos
nagot visst objekt. Den kategori en storhet tillhor kallas i modern
teknik och naturvetenskap for dess dimension. Tag som exempel ka-
tegorin/dimensionen |massal. D& &r kilogramprototypen i Paris ett
exempel pa fixering av enheten 1. Varje annan vikt, om vi foljer
Newtons tankespar, ar en storhet som ligger inom samma kategori
som kilogramprototypen och later sig ddrmed jamféras med denna.
Det ar verkligen sa man resonerar i klassisk fysik. Genom métning
av en viss vikt pa en vag (kalibrerad for kilogram) erhélles mattet pa
viktens storlek som ett métetal i enheten kilogram, sasom "m = 4,5
kg”.

Matematikens vidaste talbegrepp for bestdmning av kvantitet heter

alltsa de reella talen. Sedan Aristoteles skiljer man mellan:

kontinuerlig kvantitet: kvantitet i betydelsen storleken el-
ler magnituden av nagot som kan ténkas variera 6ver en
kontinuerlig skala, till exempel méngden vatten i en regn-
tunna maéatt i enheten liter;

diskret kvantitet: kvantitet i betydelsen antalet av nagot,
till exempel antalet tdnder i munnen.

12
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Inom matematiken och vetenskapen tdnker man normalt som sa att
svaret pa en fraga av dessa och liknande slag ar eller kan representeras,
modelleras av nagot reellt tal:

A: "Hur ménga stolar far plats i det rummet? Vi behover dtminstone fa
in 20 pers.” — B: "Det far plats minst 35 stolar, inga problem.”

A:”Hur ménga deciliter vatten behovs till broddegen?” — B: 72,5 deciliter”
A:"Hur manga kilometer &r det fran Stockholm till Uppsala?” — B: "Cirka
71 km via E4:an”

A: "Hur hogt ar triadet jamfort med bjornen som star bredvid det?” —
B: ”Om jag méter med linjal far jag att trédet &r 7,3 ganger sa hogt som
bjornen.”

A: "Hur stor &r diagonalen i en kvadrat jamfort med sidan?” — B: "Dia-
gonalen ar kvadratroten ur tva ganger storre dn sidan”

A:"Hur stor dr omkretsen av en cirkel jamfért med diametern?” — B: "Pi
ganger storre”

A: ”Hur manga kilogram véger blyklumpen?” — B: 74,53 kg enligt vagen”
"Vad dr temperaturen inne i kylskdpet fem minuter efter att det blivit
paslaget?”

"Hur manga varv ror sig Jorden kring sin egen axel pa ett ar?”

"Hur lang tid tar det for ljuset att firdas fran Solen till Jordens yta (métt
med en klocka pa jorden)?”

Denna tankegang utgér en vigledande princip for matematisk model-
lering av naturliga (fysikaliska) situationer och férlopp. Situationen
och dess forlopp kan vara temperaturens variation éver tid vid paslag-
ning/avstingning av ett kylskap eller hojden hos ett foremal som faller
mot jordytan. Dar later man typiskt temperaturen representeras av
nagon reell variabel T" och héjden av en reell variabel h eller kanske
y. Men samma végledande princip géller &ven modellering av samhél-
leliga, ekonomiska och andra sorters férlopp.

Den newtonsk—cartesianska konceptionen om ett reellt tal kan sam-
manfattas sahar: Det reella talet uppfattas hdr som det abstraherade
storleksforhallande, med hjilp av vilket forhallandet mellan tva giv-
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na storheter horande till samma kategori (dimension) later sig anges,
uttryckas, mdtas. Talet dr alltsa 'mattet’ och inte ’det mdtta’.

Det vill sdga, det avser sjilva forhallandet téankt in abstracto utan
hénsyn till nagon specifik enhet. Om en stav dr 4,5 meter lang, s& &ar
storleksforhallandet mellan staven och en meterlinjal 4,5:1. Samma
storleksforhallande 4,5:1 skulle dock kunna rada mellan en viss vikt
och kilogramprototypen, i vilket fall vikten skulle ha massan 4,5 kg.
Det reella talet 4,5 i sig sjélvt dr har egentligen en symbol som i
sin roll och funktion abstraherar fran specifika omstindigheter, fran
specifika geometriska, fysikaliska eller ekonomiska storheter, enheter

eller kategorier av storheter.

Denna allménna idé om det reella talets roll i vetenskaperna och olika
tekniska och praktiska tillimpningar ar precis lika viktig idag, i borjan
av 2000—-talets studier och forskning i matematik och vetenskap, som
pa Newtons tid. Det géller universitet och hogskola likavéil som for
undervisningen i grundskola och gymnasium.

De negativa reella talen hos Newton

Noga raknat ar vad Newton beskriver som ett tal, number, vad vi i
modern matematik skulle kalla de icke—negativa reella talen; alla tal
'till hoger’ pa tallinjen inklusive noll. Han tycks inte betrakta vara
‘negativa tal’ som en speciell typ av tal, eftersom ett number utgor
mattet pa storleksforhallandet mellan tdnkbara storheter av samma
kategori. Negativa tal inférs och betraktas snarare som en speciell
aritmetisk—algebraisk teknisk anordning, ett visst sétt att gora bruk
av tal. Ett number ar for Newton intimt forknippat med specifikt
storlek, 1 originalets engelska magnitude, och storleksjamforelse, ratio.
'Negativa tal’ bendmns hos Newton (kap. 1, art. IV) negative quanti-
ties, och &r en talsymbol forsedd med negativt fortecken, medan sam-
ma talsymbol forsedd med positivt fortecken kallas for en affirmative

14
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quantity.3

Newton fortsdtter i bokens 6vergripande och inledande kapitel:

I vetenskaperna dar det inte endast storlek [eng. magnitude] som
tas under betraktande: utan det finns mdnga egenskaper hos
och operationer pd storheter av olika slag, som man maste ta
hdnsyn till. Nar man bestdmmer storleksforhéallandet mellan
storheter dr det forstas endast deras storlek som rdknas: men
egenskaperna hos geometriska figurer beror péa sévél inbordes
lage mellan de linjer som avgriansar dem séval som pa stor-
leken. Vid behandling av rérelse maste man beakta rorelsens
riktning, sévil som dess hastighet och de krafter vilka far ro-
relsen av tillta eller avta. I optiken &r bildernas position, ljus-
styrka och skérpa av ingen mindre betydelse &n deras storlek.
— Och liknande saker kan sigas om alla 6vriga vetenskaper.
Det dr sdledes helt nodvindigt att médnga andra symboler [tec-
ken] tilldts in i algebran, utéver de bokstiver [variabler| och
tecken for tal [konstanter| vilka specifikt representerar storhe-
ternas sjilva magnitud [storlek, absolutbelopp].*

Till dessa ytterligare symboler och beteckningssatt hor: hjdlptecken
sasom parenteser, signum, fortecken +/—, skrivsitt for de fyra rikne-
satten, potenser, rétter, med mera. Det ovan citerade géller speciellt
inférandet av signum och negativa tal for att smidigt kunna uttrycka
sadant som skuld pa kontot, rorelse i motsatt riktning, temperatur
under strecket, lage pa en geometrisk linje givet en bestdmd punkt,
och sa vidare.

3Exempel pa Newtons sétt att skriva och uttrycka sig finner vi i bokens andra
kapitel, "Of Addition”:

XXIII. Negative Quantities are added after the same way as Affir-

mative. Thus —2 and —3 make —5; —4‘% and —11% make —15%;
—a+/ax and —by/ar make —a — b\/aw.
Overstrecket — — —— &r vad Newton anvénder istéllet for parenteser som al-

gebraiska hjalptecken; i modern matematik skriver vi det sista uttrycket som

(—a — b)y/az eller ((—a) + (—b))v/ax = —(a + b)\/ax.
“Tsaac Newton, Universal Arithmetick, kap. 1 ("Notation”), fotnot till §IV. Forf.
overs. Kursiveringarna tillhor originaltexten.
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1.2.2 Tallinjen som representation av de reella talen. Sam-
band med geometrin och koordinatsystem

Den beskrivning vi just gjort av reella tal traffar nagot mycket viktigt
om hur man faktiskt ldr sig att handskas med talen och de fyra rak-
nesdtten, om man studerar matematik eller &mnen som fysik, kemi,
biologi och ekonomi.

I nagra samtida uppslagsverk av typen encyklopedi laser man foljan-
de beskrivningar® av ’de reella talen’, i jamforelse med, och delvis
i kontrast till, Newtons (eftersom han inte talar i termer av nagon
"tallinje”):

"Reellt tal, tal som kan askadliggéras som punkter pa en tallin-
je.” — Nationalencyklopedien

"De reella talen ar de tal som man vanligtvis menar med tal. De
kan beskrivas som alla punkter pa en kontinuerlig linje, utan att
det finns glapp mellan talen i linjen.” — Wikipedia (svenska)

“In mathematics, a real number is a value that represents a
quantity along a continuous line.” — Wikipedia (engelska)

Det har sittet att beskriva de reella talen bygger alltsa pa tallinjen
som visuell, bildméssig, geometrisk form for representationen av de
reella talen. Den torde kiinnas bekant fran ldsarens egen erfarenhet av
att studera matematik.

Figur 1: Tallinjen eller "tallinjalen”. Punkten O kallas origo och strickan
OF ar enheten, motsvarande talet 1. Punkter pa tallinjen till héger om
origo motsvarar positiva reella tal och punkter till vinster negativa reella
tal. Strackan OP motsvarar talet 1,4 eftersom OP &r 1,4 i jamforelse med
OE. Storleksforhallandet mellan OP och OF &ar 1,4 (= 14 10-delar).

Fran 16 september 2015.
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