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Prefacio

Una de las motivaciones que llevaron al tratamiento de la tematica del texto surge
de encontrar una escasa conexién entre lo abordado sobre los puntos notables de un
triangulo como parte de la geometria sintética, en la béasica secundaria, y su desarrollo
posterior como parte de la geometria analitica en la educacion media, situacién que
se hace evidente en los textos escolares habituales y cuya problemética geométrica es
expuesta por Gascén (2002, p. 21) quien defiende la «tesis de la continuidad entre las
geometrias sintética y analitica». Adicional a lo anterior, se encuentra el hecho que
los textos escolares solo hacen menciéon de los puntos notables gravicentro, incentro,
circuncentro y ortocentro, y con ello deja de tratarse lo que tiene que ver con otros
puntos notables, como son los puntos de Nagel, de Spieker, de Feuerbach y el centro
de la circunferencia de los nueve puntos, esenciales para el desarrollo de la tematica

abordada en este texto.

Por otro lado, se tiene como fuente de motivacién especial el hecho de que el concepto
de escintor de un triangulo no se desarrolla en los textos guia usados por los docentes
escolares, los cuales, como plantean Abrate, R. S.; Delgado, G. I.; Pochulu, M. D. (2006),
se convierten, sin lugar a duda, en el «vehiculo que legitima los contenidos prescriptos
y en una de las principales fuentes de actividades y tareas». Concepto de escintor
sobre el cual es necesario indicar que lo relacionado con su clasificacion como vescintor,
mescintor y escintriz (términos acufiados por Therdn Palacio, E. y Falcén Dorado,
F., 2006), se registra en ambitos internacionales con los términos splitter, cleaver y

equalizer, respectivamente.

L' Los conceptos de splitter y cleaver se pueden rastrear en la literatura con Avishalom (1963). El

concepto de equalizer se puede rastrear en la literatura con el problema propuesto por Podkolzin
(1978), citado por Vershik (1994), si bien el término se registra con Berzsenyi (1997).
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En cuanto al aporte tedrico de lo desarrollado en la presente obra se halla la obtencién
de las formulas que permiten determinar la ubicacion de algunos de los puntos notables
de un triangulo y de los puntos extremos de los escintores de este, cuando se conozcan la
longitud de los lados o las coordenadas de sus vértices en un sistema cartesiano, dando
continuidad a lo ya expuesto y publicado por el autor (Ortiz Alzate, 2010, 2013a,b,
2016, 2018).

Es de resaltar que la facilidad que brindan los procesadores geométricos para hacer
construcciones dinamicas, esto es, «dibujar figuras en funcién de sus relaciones
geométricas y no de su apariencia» (Garcia Mangas, 2011, p. 9), permite hacer
investigacion en geometria, dado que el uso de sus potentes herramientas de
visualizacién ofrece la posibilidad de hacer conjeturas sobre ciertas propiedades de
los objetos geométricos, las cuales habran de ser validadas con posterioridad.? Fue
asi como, a partir de construcciones geométricas dinamicas «que permiten unir el
conocimiento empirico y tedrico» (Kondratieva, 2013, p. 51), se pudo constatar la
relacién entre algunos de los escintores de un triangulo con puntos notables de este y,
luego de considerar relaciones geométricas y trigonométricas intrafigurales, determinar
las féormulas que dan cuenta de las coordenadas de sus puntos extremos,® permitiendo

con ello establecer las condiciones de su existencia y sus propiedades.

El contenido tedrico expuesto en el texto va dirigido en primera instancia a docentes de
matematicas de los niveles de la educacion béasica y media, estudiantes de licenciatura
en matematicas y docentes de matematicas basicas en la educacion superior quienes,

a partir de su lectura acuciosa, y una vez vislumbrada la opcién de ampliar el margen

2 «La actividad de experimentacién con los objetos de la geometria dindmica es una actividad

productiva de relaciones entre dos polos [objetos perceptibles y objetos tedricos]. La experimentacién
implica no solamente una manipulacion perceptiva de los objetos, sino una postura tedrica que busca
explicar y predecir el comportamiento de los mismos. La actividad de experimentacién implica enunciar
conjeturas y verificarlas experimentalmente. Las conjeturas que sean validadas se convertirdan en leyes
tedricas que permitirdn guiar y controlar la percepcién» (Acosta Gempeler, M. E.; Fiallo Leal, J. E,
2017, p. 21).

3 Para la validacién de las férmulas desarrolladas en el presente texto se hizo uso del procesador
geométrico GeoGebra.
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de aplicacién de los conceptos que normalmente se desarrollan en la geometria escolar,
tendran la posibilidad de hacer una transposicién didactica de este ajustandolo a los

niveles de complejidad adecuados para cada uno de los grados del sistema educativo.

Como una primera aproximacion para el tratamiento del contenido expuesto en el texto,
en los distintos niveles del sistema educativo, se tiene que en la educacion basica primaria
podria introducirse el trazo de los segmentos que bisecan el perimetro de un triangulo
cuyas medidas de sus lados sean nimeros enteros, donde, en una primera actividad, se
podria partir, para los trazos, desde cada uno de los vértices (vescintores) y con ello
mostrar la concurrencia en un punto, el punto de Nagel. En una segunda actividad se
podria partir para los trazos desde los puntos medios de los lados (mescintores) y con

ello mostrar también la concurrencia en un punto, el punto de Spieker.

En la bésica secundaria podria llevarse a cabo la construccién sintética de los segmentos
que bisecan el perimetro de cualquier tridngulo (escintores). Adicionalmente, podrian
tratarse las razones métricas entre el gravicentro, el incentro, el punto de Nagel y el
punto de Spieker de un tridngulo y hacer uso de las formulas para establecer la ubicacion

de los puntos notables en términos de la longitud de sus lados.

En la educacion media podria llevarse a cabo la construccion sintética de los segmentos
que bisecan tanto el perfmetro como el drea de un tridngulo (escintrices) con relacién
a uno de sus angulos y hacer uso de las formulas para establecer la ubicacion de los
puntos extremos de los escintores en términos de la longitud de sus lados. Asimismo,
se podria abordar el proceso analitico para determinar las férmulas algebraicas que
permiten hallar las coordenadas de los puntos notables en términos de los lados del

triangulo y de las coordenadas cartesianas de sus vértices.
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En la educacién superior se podria abordar el proceso analitico para determinar
las férmulas algebraicas que permiten hallar las coordenadas de los extremos de las
escintrices en términos de la longitud de los lados del triangulo y de las coordenadas

cartesianas de sus vértices.

Por otro lado, el contenido del texto podria servir de referencia para investigadores
matematicos interesados en profundizar en temas afines a los desarrollados, y como
fuente de consulta para los amantes de las matematicas que tengan curiosidad por
ampliar sus conocimientos al respecto. Se espera que este texto sea de gran utilidad
para ampliar el horizonte de estudio de los puntos notables de un triangulo y sirva de
motivacién para la inclusion de la tematica de escintores como parte del contenido de

las geometrias sintética y analitica, en el curriculo de las matemaéticas escolares.

Hernan Dario Ortiz Alzate
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Introduccion

En el desarrollo de la geometria se acostumbra determinar la ubicacion de los
puntos notables de un tridngulo por métodos sintéticos, analiticos o dinamicos. Los
métodos sintéticos corresponden a procedimientos constructivos, con regla y compas, sin
referencia a un sistema de coordenadas, los cuales conllevan la inexactitud propia de los
instrumentos y la imprecision en la manipulacion de estos por parte del dibujante, siendo
métodos netamente intuitivos y visuales. Entre las técnicas distintivas para resolver
situaciones en geometrfa sintética Alvarez (2014) senala: los lugares geométricos,
enriquecer la figura, el uso de la figura de andlisis, el patron de anélisis-sintesis, el

método reductivo, el método de las transformaciones y la razén (homotecia).

Por su parte, los métodos analiticos arrojan datos exactos, con referencia a un sistema de
coordenadas. Estos métodos requieren de la referencia de las coordenadas y ubicacién
en el plano cartesiano de los vértices de un tridngulo, y la posterior determinacién
de parametros como puntos medios, pendientes, ecuaciones de rectas y puntos de
interseccién, elementos claves para establecer la ubicacién de los puntos notables, todo
haciendo uso de férmulas y procedimientos de la geometria analitica (De Oteyza, E.;
Lam, E.; Hernédndez, C.; Carrillo, A.; Ramirez, A., 2001, 2011; Véasquez, 2002). Dado
que son netamente abstractos, estos requieren de gran desempeno matematico y calculos
diversos, en los cuales se acostumbra el uso de ayudas visuales. En los métodos analiticos
dificilmente se parte de conocer las longitudes de los lados de un tridangulo. Entre las
técnicas distintivas de la geometria analitica Alvarez (2014) senala: asociar un sistema
de coordenadas a una situacion geométrica dada, la determinacion del sistema de
ecuaciones, las transformaciones algebraicas, la modelizacion algebraica con parametros

y el estudio analitico de casos, y el patrén de andlisis-sintesis.



INTRODUCCION

En cuanto a los métodos dinamicos puede decirse que son los mas versatiles porque
conjugan los dos anteriores y permiten una excelente visualizacion a partir de la
manipulacién de software creado para tal fin. Con ellos es posible determinar con
exactitud la ubicacién de los puntos notables, pero se requiere de acceso a un ordenador
y pericia en el manejo del software. Entre las técnicas y tecnologias propias de la
geometria dindmica Alvarez (2014), citando a Acosta (2005, p. 138), sefiala: el arrastre
de exploracion, el arrastre de verificacion, las transformaciones y resoluciones en

simbolos, la resolucién y graficacion en tiempo real.

En consideracién con las posibilidades brindadas por los métodos descritos previamente,
el presente texto pretende divulgar las formulas algebraicas directas que permiten
determinar la ubicaciéon de los puntos notables de un triangulo y los puntos extremos
de los escintores, haciendo uso de calculos exactos y sin requerir de construcciones

geométricas elaboradas, es asi que se plantean como objetivos:

A Exponer las formulas algebraicas directas que permitan determinar la ubicacién
de los puntos notables de un triangulo en términos de la longitud de los lados y

de las coordenadas cartesianas de sus vértices.

(A Mostrar las propiedades de los escintores y su relacién con algunos de los puntos

notables de un tridngulo.

(@ Dar a conocer las férmulas algebraicas directas que permitan determinar la
ubicacién de los puntos extremos de los escintores de un tridngulo en términos de

la longitud de los lados y de las coordenadas cartesianas de sus vértices.
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Para el abordaje del contenido expuesto en el texto se precisa que el lector cuente
con conocimientos basicos sobre la geometria del tridngulo, métodos de demostracion,
relaciones de proporcionalidad y fundamentos de geometria analitica, bagaje tedrico
que le permitirda comprender algunos procesos implicitos en el desarrollo de las

demostraciones geométricas y en la obtencién de las ecuaciones algebraicas presentadas.

En la exposicién de la teméatica se proporcionan algunas definiciones bésicas, se plantean
los teoremas que sustentan el desarrollo conceptual, se muestra el proceso llevado a cabo
para la obtencién de las formulas puestas en consideracién como aporte teérico y, por
ultimo, se valida el uso de dichas féormulas con la insercién de estas en un software

dindmico (GeoGebra) obteniendo como resultado las figuras presentadas.

El texto se compone de siete capitulos; donde, en el Capitulo 1 se desarrolla
la conceptualizacion bésica sobre las rectas y puntos notables de un tridngulo
mas habituales en la geometria escolar: mediatrices-circuncentro, alturas-ortocentro,
bisectrices-incentro y medianas-gravicentro. Para un mejor abordaje, se dan las
demostraciones de los teoremas de concurrencia de las rectas notables, de colinealidad
entre los puntos notables y de razones métricas en el segmento de Euler. Se concluye
el capitulo con el teorema de Ceva que se utiliza para probar de un modo diferente la
concurrencia de las rectas notables cevianas; correspondientes a las alturas, las medianas

y las bisectrices.

Por su parte, en el Capitulo 2 se hace un tratamiento analitico de las relaciones
métricas y trigonométricas entre los elementos de un tridngulo que llevan a establecer
las coordenadas de los puntos notables en términos de la longitud de los lados y de
las coordenadas cartesianas de los vértices. Asi mismo, se presenta el desarrollo de la
obtencion de las férmulas para el cdlculo de la distancia entre puntos notables y para
la medida de los radios de las circunferencias inscrita y circunscritas, en términos de la

longitud de los lados de un triangulo.
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A continuacion, en el Capitulo 3 se da la demostraciéon del teorema de la circunferencia
de los nueve puntos y se obtienen las coordenadas del centro de dicha circunferencia en
términos de la longitud de los lados y de las coordenadas cartesianas de los vértices de
un triangulo. De igual manera, se presentan las formulas para el calculo de la medida
del radio de la circunferencia de los nueve puntos en términos de la longitud de los lados

de un tridangulo.

En el Capitulo 4 se desarrolla lo relativo a la conceptualizacion de los puntos de Nagel
y de Spieker; se dan las demostraciones de los teoremas que sustentan su presentacion
y colinealidad con el gravicentro y el incentro para, a partir de la determinacion de la
relacién métrica entre ellos, obtener sus coordenadas en términos de las longitudes de

los lados y de las coordenadas cartesianas de los vértices de un triangulo.

Ulteriormente, en el Capitulo 5 se aborda la conceptualizacién basica respecto de
los escintores de un tridangulo: vescintores, mescintores y escintrices. Se presentan los
procesos para la construccion sintética de un escintor general y de una escintriz general,
con su respectiva justificacion, y se aborda la demostracion de los teoremas relacionados
con ellos: segmento de Nagel como vescintor, segmento de Spieker como mescintor y

escintor incentral como escintriz.

Luego, en el Capitulo 6 se desarrolla el proceso de obtencion de las coordenadas
de los puntos extremos de un escintor general y de los casos especiales: vescintores y
mescintores, en términos de la longitud de los lados y de las coordenadas cartesianas

de los vértices de un tridngulo.

Y por iltimo, en el Capitulo 7 se desarrolla el proceso de obtencién de las coordenadas
de los puntos extremos de las escintrices en términos de la longitud de los lados y de las
coordenadas cartesianas de los vértices de un tridngulo. Conjuntamente, se presenta un
analisis respecto de las condiciones para la existencia de las escintrices de un triangulo

y su cantidad, de acuerdo con la longitud de sus lados.
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Al final de los capitulos 2, 3, 4, 6 y 7 se presenta el resumen de las formulas mas
relevantes tratadas en ellos, junto con algunos ejemplos de su aplicacién. De igual
manera, en todos los capitulos se presentan para su ejecucion una serie de ejercicios

complementarios y pertinentes.
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CAPITULO 1

Rectas y puntos notables de un triangulo

Al inicio de este capitulo se aborda la conceptualizacién relacionada con las rectas
notables de un tridngulo mas comunmente tratadas en la geometria escolar, como son
las mediatrices, las alturas, las bisectrices y las medianas, y se expone la demostracion
de la concurrencia de cada uno de estos sistemas de rectas, lo cual lleva a la definicion de

los puntos notables correspondientes, circuncentro, ortocentro, incentro y gravicentro.

Posteriormente, se expone la demostracién de la colinealidad de los puntos notables
circuncentro, gravicentro y ortocentro en la que se conoce como la recta de Euler, junto
con la demostracion de la razén métrica entre ellos. Por ultimo, se integra el concepto
de ceviana y se aborda la demostracion de su propiedad proporcional, la cual se aplica
como un método alternativo para la demostracion de la concurrencia de las cevianas
que contienen las alturas, la concurrencia de las cevianas que contienen las medianas y

la concurrencia de las cevianas que contienen las bisectrices de un triangulo.



1.1. RECTAS NOTABLES DE UN TRIANGULO

1.1. Rectas notables de un triangulo

Definicién 1: la bisectriz de un angulo es la recta que lo divide en dos angulos

congruentes entre si, donde sus puntos equidistan de los lados del dngulo (figura 1.1.).

En un tridngulo por cada vértice puede trazarse una bisectriz interior (bisectriz de un
angulo interior),* que corta al lado opuesto, y una bisectriz exterior (bisectriz de un

dngulo exterior)® que es perpendicular a la interior.

Definicién 2: la mediatriz de un segmento es la recta que pasa por su punto medio y
es perpendicular a este. Los puntos de una mediatriz equidistan de los puntos extremos

del segmento.

En un tridngulo, por cada lado puede trazarse una mediatriz. (figura 1.2.).

Figura 1.1. Bisectrices interior y exterior Figura 1.2. Mediatriz de un lado de un
respecto de un vértice de un tridngulo tridngulo
P ;
\ A \ P
Bisectriz L !
\ exterior D DA
(v XN Mediatriz
Bisectriz :
\ B interior
Q g ?
”‘B‘\\ — c é
\ BD bisectrizde / ABC o
/ABD = /DBC B M c
ﬁ? bisectriz de ZABQ o
\/ABP= /PBQ BM = MC
\ BD L BP MP L BC

Fuente: elaboracién propia. Fuente: elaboraci6n propia.

4 Un 4ngulo interior de un tridngulo es la regién de este que se forma entre dos de sus lados.
5 Un éngulo exterior de un tridngulo es la regién exterior a este que se forma entre uno de sus lados
y la prolongacién del otro con el que comparte uno de sus vértices.
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Definicién 3: la mediana en un triangulo es el segmento de recta que une un vértice con

el punto medio del lado opuesto. La mediana divide al tridngulo en dos 4reas iguales®
(figura 1.3.).

En un tridangulo, desde cada vértice puede trazarse una mediana.

Definicién 4: la altura en un triangulo es el segmento de recta que va desde un vértice
hasta el lado opuesto o su prolongacién y es perpendicular a este (figura 1.4.). Al punto

de corte de la altura con el lado de un tridngulo, o su prolongacion, se le denomina pie
de la altura.
En un triangulo, desde cada vértice puede trazarse una altura.

Figura 1.3. Mediana de un tridngulo Figura 1.4. Altura de un tridngulo

A
Mediana Altura
B t M t ¢
BM = MC B ;P Cc
AP1 BC

A(AABM) = A(AAMC)

Fuente: elaboracion propia. Fuente: elaboracién propia.

1.2. Concurrencia de las rectas notables de un triangulo y puntos notables

1.2.1. Concurrencia de las mediatrices de los lados de un triangulo y

circuncentro
Teorema 1: las mediatrices de los lados de un tridngulo concurren en un punto que

equidista de los vértices.
6 Hay infinitos segmentos de recta que dividen el drea de un tridngulo en dos partes iguales. En el

portal WOLFRAM Demonstrations Project se puede acceder a la construccién dindmica disenada y
publicada por Rangel-Mondragén (2013a), en la cual el usuario puede variar la ubicacién del segmento

de recta que bisecta el area del triangulo.
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