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PREFACIO

O Célculo é uma das grandes realizagdes do intelecto humano.
Inspirados por problemas de astronomia, Newton e Leibniz
desenvolveram as idéias do Calculo ha 300 anos. Desde entdo
cada século demonstrou o poder do calculo para iluminar
questdes de matematica, das ciéncias fisicas e das ciéncias
sociais e biologicas.

O Calculo foi tdo bem sucedido por causa de seu
extraordinario poder para redugéo de problemas complicados
a regras e procedimentos simples. Nisto reside o perigo no
ensino de Célculo: é possivel ensinar o assunto como se nada
mais fosse que regras e procedimentos — perdendo assim de
vista tanto a matematica quanto seu valor pratico. Com o
generoso apoio da National Science Foundation nosso grupo
se prop0s a criar um novo curriculo de Calculo que restaurasse
essa visdo. Este livro é o segundo estagio nessa empreitada.
O primeiro estagio é nosso texto sobre uma variavel.

Principios basicos

Os dois principios basicos que guiaram nossos esforgos ao
desenvolver o texto em uma variavel permanecem vélidos. O
primeiro € nossa receita para restaurar o conteudo matematico
do Calculo:

A Regra de Trés: Todo topico deve ser
apresentado geometricamente, numericamente
e algebricamente.

Constantemente encorajamos os estudantes a pensar e escrever
sobre o significado geométrico e numérico do que estdo
fazendo. Néo ¢ nossa intengdo reduzir o aspecto puramente
algébrico do Calculo, mas antes refor¢a-lo dando significado
aos simbolos. Nos problemas para trabalho de casa lidando
com aplicagdes, continuadamente perguntamos aos estudantes
o que significam suas respostas em termos praticos.

O segundo principio, inspirado por Arquimedes, é
nossa receita para recuperar a compreensao pratica:

A maneira de Arquimedes: Defini¢des e
procedimentos formais decorrem da
investigag@o de problemas préticos.

Arquimedes acreditava que se ganha entendimento de
problemas matematicos investigando primeiro problemas
mecanicos ou fisicos.* Pela mesma razdo, nosso texto é
conduzido por problemas. Sempre que possivel partimos de
um problema pratico e dele extraimos resultados gerais. Por
problemas praticos em geral, mas ndo sempre, entendemos
aplicagdes ao mundo real. Esses dois principios levaram a
um curriculo dramaticamente novo — mais do que uma olhada
rapida ao contetido poderia indicar.

Tecnologia

No Calculo de vérias variaveis, mais ainda do que no de uma
variavel, a tecnologia do computador pode ser usada muito
vantajosamente para ajudar os estudantes a pensar
matematicamente. Por exemplo, olhar graficos de superficies
e diagramas de curvas de nivel ajuda enormemente a
compreender fungdes de varias variaveis. Além disso, a
capacidade de usar eficazmente a tecnologia como um
instrumento em si é da maior importancia. Espera-se que os
estudantes usem sua capacidade de reflexdo para decidir onde
a tecnologia ¢ util.

Porém o livro ndo exige nenhum software especifico
ou tecnologia, e nds acomodamos aqueles que ndo tém acesso

* .. julguel conveniente descrever para vocé e explicar em detalhe ... a
peculiaridade de um certo método, pelo qual serd possivel a vocé ter um
ponto de partida para permitir-lhe investigar alguns problemas de matematica
por meio da mecanica. Este procedimento, estou persuadido, ndo ¢ menos
util mesmo para a prova dos proprios teoremas; pois certas coisas primeiro
se tornam claras para mim por um método mecanico, embora tenham que ser
demonstradas depois por geometria, porque sua investigagdo pelo método
referido ndo fornece uma real demonstragdo. Mas € claro que é mais fécil,
quando pelo método ja se adquiriu algum conhecimento da questdo, fornecer
a prova, do que acha-la sem qualquer conhecimento prévio. De O Método
em The Works of Archimedes editado e traduzido por Sir Thomas L Heath
(Dover,NY)



vi

a tecnologia suficientemente poderosa fornecendo copias
master suplementares para “slides” mostrando graficos de
superficies, diagramas de contorno, curvas parametrizadas e
campos de vetores. Idealmente os estudantes deveriam ter
acesso a tecnologia, com a capacidade de tracar graficos de
superficies, diagramas de contornos, e campos de vetores, e
de calcular integrais multiplas e integrais de linha
numericamente. Faltando isso, porém, a combinagdo de
calculadoras graficas manuais e de transparéncias para
superposicao € bem satisfatoria, e tem sido usada com sucesso
em lugares em que foi testada.

Que preparo anterior do estudante se espera ?

Estudantes usando este livro deveriam ter completado com
sucesso um curso Célculo de uma unica varidvel. Nao ¢
necessario que tenham usado o livro sobre uma tinica varidvel
escrito pelo mesmo grupo para que possam aprender com este
livro.

O livro provoca reflexdo em estudantes bem
preparados, sendo ainda acessivel a estudantes com preparo
anterior mais fraco. Procedimentos graficos e numéricos bem
como algébricos fornecem aos estudantes outro modo de
dominar o material. Esta abordagem encoraja os estudantes a
persistir, diminuindo as taxas de fracasso.

Conteudo

Nosso procedimento ao planejar o curriculo foi o mesmo que
usamos no nosso livro de uma variavel: partimos de uma lousa
vazia e compilamos uma lista de topicos que julgamos
fundamentais para o assunto, ap6s discussdes com
engenheiros, fisicos, quimicos, bidlogos e economistas. Para
responder a necessidades individuais ou exigéncias de cursos,
facilmente podem ser acrescentados ou retirados tdpicos, ou
a ordem mudada.

Em todo o livro supomos que as fun¢des de duas ou
mais variaveis sdo definidas em regides com fronteiras lisas
por pedacos.

Capitulo 1: Funcdes de varias varidveis

Introduzimos fungdes de varias variaveis de diversos pontos
de vista, usando graficos de superficies, diagramas de
contornos e tabelas. Este capitulo desempenha o mesmo papel
para este curso que o Capitulo 1 para o de uma inica variavel;
dé aos estudantes a capacidade de ler graficos e diagramas de
contornos e de pensar graficamente, ler tabelas e pensar
numericamente, e aplicar essas capacidades, juntamente com
as habilidades algébricas, para modelar o mundo real. Damos
particular atengdo a idéia de uma se¢@o de uma fungdo, obtida
variando uma variavel independentemente das outras. Vimos
que é til para o estudante estudar esta nogéo antes de avangar
para as derivadas parciais e gradientes. Estudamos com detalhe
as fungdes lineares, como preparagdo para a nogio de
linearidade local. Concluimos com uma seg¢do sobre
continuidade.

Capitulo 2: Um instrumento fundamental:
vetores

Definimos vetores como objetos geométricos tendo dire¢do e
magnitude, com vetores de deslocamento como modelo, €
depois introduzimos a representagéo de vetores em termos de
coordenadas. Damos definigdes geométrica e algébrica
equivalentes do produto escalar e do produto vetorial.

Capitulo 3: Diferenciaciio de fungdes de varias
variaveis

Introduzimos as nogdes bésicas de derivada parcial, derivada
direcional, gradiente e diferencial. De acordo com o espirito
do livro de uma variavel, pomos estas no¢des na moldura de
linearidade local. Também usamos a linearidade local para
introduzir a nogdo de diferenciabilidade, e na discussdo da
regra da cadeia em vdrias variaveis. Discutimos derivadas
parciais de ordem superior, sua interpretagdo e equagdes a
derivadas parciais e sua aplicagdo a aproximagdes de Taylor
quadraticas. Concluimos com uma seg¢do sobre
diferenciabilidade.

Capitulo 4: Otimizacio

Aplicamos as idéias do capitulo anterior a problemas de
otimizag¢do, tanto sem vinculos como com vinculos. Obtemos
o critério da segunda variavel para extremos locais
considerando primeiro o caso de polinémios quadraticos e
depois apelando para a aproximagio de Taylor quadratica.
Discutimos a existéncia de extremos globais para fun¢des
continuas em regides fechadas e limitadas. Na se¢fio sobre
otimiza¢do com vinculos discutimos multiplicadores de
Lagrange, vinculos de igualdades e desigualdades, problemas
com mais de um vinculo e a lagrangeana.

Capitulo 5: Integracdo de fungdes de varias
varidveis

Motivamos a integral definida em varias varidveis
graficamente, considerando o problema de avaliar a populagio
total a partir de um diagrama de contornos para densidade de
populagio, usando grades cada vez mais finais. Continuamos
com exemplos numéricos usando tabelas, e depois damos dois
métodos para calcular integrais multiplas: analiticamente, por
meio de integrais iteradas, ¢ numericamente pelo método de
Monte Carlo. Discutimos integrais duplas e triplas em
coordenadas cartesianas, polares, esféricas e cilindricas.
Também discutimos aplicagGes a probabilidade em mais de
uma variavel. '

Capitulo 6: Curvas e superficies paramétricas

Partimos 'do problema de representar. curvas
parametricamente, depois usamos curvas parametrizadas para
representar movimento. Definimos velocidade e aceleragdo
geometricamente, depois damos formulas em termos de



componentes. Continuamos com uma se¢éo sobre superficies
parametrizadas e discutimos a conex&o entre representagdes
implicitas, explicitas e paramétricas de superficies usando o
teorema da fungdo implicita. A segdo final discute uma das
aplicagdes primeiras, originais, do Calculo: a explicagdo de
Newton para as leis de Kepler sobre os movimentos dos
planetas.

Capitulo 7: Campos de vetores

Neste breve capitulo introduzimos fungdes de vérias variaveis
a valores vetoriais, ou campos de vetores. Este capitulo da as
bases para o tratamento geométrico nos trés capitulos seguintes
das integrais de linha, integrais de fluxo, divergéncia e
rotacional. Comegamos com exemplos fisicos tais como
campos vetoriais de velocidade e de forga, e incluimos muitos
esboc¢os de campos de vetores para ajudar a formar a intuigao
geométrica. Discutimos também as linhas de corrente de
campos de vetores e sua relagdo com sistemas de equagdes
diferenciais.

Capitulo 8: Integrais de linha

Apresentamos o conceito de integrar um campo de vetores ao
longo de um caminho com uma definigdo livre de coordenadas.
Levamos algum tempo formando a intui¢@o usando esbogos
de campos de vetores com caminhos superpostos, antes de
introduzir o método para calcular integrais de linha usando
parametrizagdes. Entdo discutimos campos conservativos,
campos gradientes e o Teorema Fundamental do Célculo para
Integrais de Linha. Continuamos com a discusso de campos
ndo conservativos € o teorema de Green, € damos o critério
do rotacional para um campo de vetores conservativo.
Concluimos com uma prova do teorema de Green usando a
formula para mudanga de variaveis.

Capitulo 9: Integrais de fluxo

Introduzimos a integral de fluxo de um campo de vetores
através de uma superficie parametrizada do mesmo modo que
introduzimos integrais de linha. Primeiro damos uma defini¢éo
sem coordenadas, depois discutimos exemplos em que a
integral de fluxo ( ou pelo menos seu sinal ) pode ser calculada
geometricamente. Depois mostramos como calcular integrais
de fluxo sobre graficos de superficies, porgdes de cilindros, e
porcdes de esferas. Concluimos esta se¢do com integrais de
fluxo sobre superficies parametrizadas arbitrarias.

Capitulo 10: Calculo de campos vetoriais

Introduzimos divergéncia e rotacional de modo livre de
coordenadas: a divergéncia em termos de densidade de fluxo
e o rotacional em termos de densidade de circulagdo. Damos
entdo formulas em coordenadas cartesianas. No livro de uma
s6 variavel deduzimos o teorema fundamental do Calculo
mostrando que a integral da taxa de variacdo € a variagdo
total. De modo muito semelhante deduzimos o teorema da
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Divergéncia mostrando que a integral da densidade de fluxo
sobre um volume € o fluxo total para fora do volume e o
teorema de Stokes mostrando que integral da densidade de
circulag¢o sobre uma superficie é a circulagdo total sobre seu
bordo. Discutimos os trés teoremas fundamentais do Célculo
de véarias varidveis e mostramos como levam ao critério
tridimensional do rotacional para um campo de vetores
conservativo. Concluimos com uma segdo provando os
teoremas da divergéncia e de Stokes usando a formula de
mudanga de variaveis.

Mudangas com relagéiio a edi¢do preliminar

Incorporamos sugestdes de usuérios da Edi¢do Preliminar que

nos ajudaram a tornar a exposico téo clara e concisa quanto

possivel. Muitas das figuras foram refeitas, particularmente
as figuras em trés dimensdes.

+ Capitulo 1. Acrescentamos uma se¢do sobre Limites e
Continuidade.

» Capitulo 2. As definigdes geométrica e algébrica dos
produtos escalar e vetorial agora sdo dadas juntas no
comego de cada segdo. Cada se¢do d4 um argumento
explicando porque as duas definigdes sdo equivalentes.

» Capitulo 3. O material sobre derivadas direcionais e
gradientes foi substancialmente reorganizado.
Introduzimos tanto derivadas direcionais quanto vetores
gradiente na Se¢do 3.4, mas somente no caso de dimensao
2. Substituimos a definigdo geométrica de gradiente pela
definigdo algébrica, motivada pela formula para calcular
derivadas direcionais; as propriedades geométricas sdo
entdo deduzidas desta formula. A Segdo 3.5 contém
material novo sobre a relagdo entre gradientes em
dimensdes dois e trés, e sobre situagdes em que o gradiente
ndo tem significado geométrico. Na segdo sobre a regra
da cadeia acrescentamos um novo exemplo da quimica
fisica. Acrescentamos uma nova se¢do no fim sobre a
diferenciabilidade de um ponto de vista grafico e intuitivo,
que discute a relagdo entre diferenciabilidade, derivadas
parciais e continuidade.

» Capitulo 4. O material sobre extremos globais da antiga
Secdo 4.1 foi deslocado para a Segéo 4.2, de modo que a
Se¢do 4.1 focaliza unicamente pontos criticos € sua
classifica¢do. O material tedrico sobre conjuntos fechados
e limitados foi deslocado para o fim da Segdo 4.2. Isto
tem como resultado uma énfase maior sobre as idéias
principais.

+ Capitulo 5. Os exemplos introdutérios foram encurtados
de modo que a definigdo é atingida mais depressa.

+ Capitulo 6. Reorganizamos substancialmente o material
das Segdes 6.1 e 6.3. A nova Secdo 6.1 se concentra na
idéia geométrica de representarem uma curva
parametricamente. A nova Segdo 6.2 desenvolve a idéia
de os vetores de uma curva paramétrica representar um
movimento e introduz a velocidade e aceleragdo. O
material sobre representagdes implicitas, explicitas e
paramétricas foi levado para a nova Se¢do 6.4 sobre o
teorema da Fungio Implicita. Acrescentamos uma Se¢ido
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6.5 sobre a explicagdo de Newton das leis de Kepler.

* Capitulo 8. Acrescentamos material sobre o critério
tridimensional do rotacional, antecipando o capitulo 10.
Acrescentamos uma nova se¢do dando uma prova do
teorema de Green.

» Capitulo 9. Reorganizamos este capitulo em trés segdes
com algum material novo. A Sec¢éo 9.1 contém material
novo sobre o calculo de integrais de fluxo sem
parametriza¢des usando argumentos geométricos simples
para reduzir a integral a uma integral dupla. A Se¢do 9.2
tem material novo sobre o calculo de integrais de fluxo
sobre pedagos de cilindros e esferas.

» Capitulo 10. Refletindo as modificagdes feitas no Capitulo
2, as defini¢des geométrica e algébrica da divergéncia e
do rotacional sdo agora apresentadas juntas, com um
argumento intuitivo explicando porque ddo o mesmo
resultado. Acrescentamos alguns exemplos mais
desafiadores, e material sobre campos vetoriais livres de
divergéncias e livres de rotacional. Uma nova se¢do sobre
os trés teoremas fundamentais discute o critério
tridimensional do rotacional e o critério da divergéncia
sobre campos rotacionais. Substituimos a se¢éo final antiga
por uma nova dando as provas dos teoremas da divergéncia
e de Stokes baseadas na idéia de parametrizar uma regido
e usar mudanga de variaveis para reduzir a prova ao caso
de regides retangulares, afinada com a prova moderna
usual com formas diferenciais. Esta é uma seg¢édo
desafiadora para estudantes fortes que serve como
excelente pedra-de-aboboda para estudantes tomando este
curso em forma avangada.

* Respostas aos Problemas de nimero impar. Incorporamos
0 Manual de Respostas para Estudantes no livro. Este da
respostas abreviadas aos problemas de niimero impar que
tém respostas breves.

Opc¢oes para um curso de um semestre

Instrutores usando o texto em um curso semestral tém as duas
escolhas seguintes: Podem parar no fim do Capitulo 8, dando
tempo para um tratamento desenvolvido de curvas e
superficies parametrizadas, integrais de linha e teorema de
Green; ou podem continuar até o Capitulo 10, cobrindo apenas
as primeiras se¢des dos Capitulo 6, 7, 8 ¢ 9 que fornecem um
tratamento breve das integrais de linha e de fluxo de um ponto
de vista geométrico e ddo aos estudantes base suficiente para
entender o teorema da divergéncia e o teorema de Stokes.

Nossas experiéncias

No processo de desenvolver as idéias incorporadas neste livro
tomamos consciéncia da necessidade de testar os materiais
completamente numa ampla variedade de institui¢des
servindo a muitos tipos diferentes de estudantes. Os membros
do grupo usaram versdes prévias do livro numa ampla faixa
de institui¢Ges. Durante o ano académico de 1995—1996 fomos
ajudados por colegas em mais de 100 institui¢des que testaram
em classe a Edigdio Preliminar e relataram suas experiéncias
e as de seus estudantes. Este grupo diverso de institui¢des

usou o livro em sistemas semestrais e trimestrais, em
laboratérios de computador, pequenos grupos e configuragdes
tradicionais, com vérias tecnologias diferentes. Apreciamos
as valiosas sugestdes que fizeram, que tentamos incorporar
na Primeira Edigdo do texto.
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FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

Muitas grandezas dependem de mais de uma variavel: a quantidade de alimento produzida depende de quantidade
de chuva e da quantidade de fertilizante usada; a taxa de uma reagéo quimica depende da temperatura e da pressdo
do ambiente em que se processa; a intensidade da atrago gravitacional entre dois corpos depende de suas massas
e da distancia que os separa; a taxa de matéria ejetada numa exploséo vulcénica que cai num lugar depende da
distancia ao vulcdo e do tempo decorrido desde a explosdo. Cada exemplo envolve uma fun¢iio de duas ou mais
variaveis. Neste capitulo veremos muitas maneiras diferentes de olhar fungdes de vérias variaveis.

1.1- FUNCOES DE DUAS
VARIAVEIS

Notac¢ao de fungao

Suponha que vocé quer obter um empréstimo pelo prazo de
cinco anos para comprar um carro e precisa calcular quanto
devera pagar por més; isto dependera tanto da quantidade de
dinheiro emprestada quanto da taxa de juro. Estas quantidades
podem variar separadamente: o valor do empréstimo pode
variar ¢ a taxa de juro permanecer constante, ou a taxa de
juro pode mudar enquanto a quantia emprestada permanece
constante. Para calcular seu pagamento mensal vocé precisa
conhecer ambos. Se o pagamento mensal ¢ $m, a quantia
emprestada é $F e a taxa de juros é ¢t % entdo exprimimos o
fato de m ser fungdo de E e ¢ escrevendo:

m=f(E, 1).

E exatamente semelhante a notagdo para fungdo de uma
variavel. A varidvel m chama-se a varidvel dependente e as
variaveis E e ¢ se dizem independentes. A letra frepresenta a
fungdo ou regra que fornece o valor de m correspondente a
valores dados de E e ¢.

Uma fungdo de duas variaveis pode ser representada
graficamente, numericamente por uma tabela de valores, ou
algebricamente por uma formula. Nesta se¢do daremos
exemplos dessas trés maneiras de olhar uma fungdo.

Exemplo grafico: um mapa do tempo

A Figura 1.1 mostra um mapa do tempo de um jornal. Que
informagdo ele transmite? Mostra a temperatura méaxima 7'
prevista, em graus Fahrenheit (°F), através dos Estados Unidos
naquele dia. As curvas do mapa, ditas isotérmicas, separam o
pais em zonas, conforme 7 esteja nos 60°s, 70°s, 80°s, 90°s
ou 100°s. (Iso significa igual e thermo significa calor). Observe
que a isotérmica separando as zonas dos 80s e dos 90s liga
todos os pontos em que temperatura é exatamente 90°F.

- - =7 2 ‘
YL

N2

Figura 1.1: Mapa do tempo mostrando as temperaturas maximas
T, previstas num dia de verdo

Exemplo 1: Avalie o valor previsto 7 em Boise, Idaho;
Topeka, Kansas; e Buffalo, New York
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Solugio: Boise e Buffalo estdo na regido dos 70, e Topeka
na regido dos 80. Assim a temperatura prevista em Boise e
Buffalo esta entre 70 e 80; a temperatura em Topeka entre
80 e 90. Na verdade, podemos dizer mais. Embora Boise e
Buffalo estejam ambas nos 70, Boise estd bem perto da
isotérmica de T = 70, ao passo que Buffalo esta perto da
isotérmica de 7 = 80. Assim avaliamos que a temperatura
estara nos 70 baixos em Boise e nos 70 altos em Buffalo,
Topeka estd mais ou menos a meia distdncia entre a isotérmica
de =80 e a de T'=90. Assim avaliamos que a temperatura
em Topeka estard nos 80 médios. Na verdade as temperaturas
méximas naquele dia foram 71°F em Boise, 79°F em Buffalo
e 86°F em Topeka.

A méaxima T prevista, ilustrada no mapa do tempo,
¢ fungdo de (isto é, depende de) duas variaveis, freqiientemente
tomadas como latitude e longitude, ou distancia leste-oeste e
distancia norte-sul de um ponto fixado, por exemplo, Topeka.
O mapa de tempo na Figura 1.1 ¢ chamado um mapa de curvas
de nivel ou diagrama de curvas de nivel da fungdo. A Se¢fo
1.3 mostra outro modo de visualizar fungdes de duas variaveis
usando superficies. A Se¢do 1.4 mostra curvas de nivel em
detalhe.

Exemplo numérico: consumo de carne

Suponha ser um produtor de carne e querer saber quanta carne
sera comprada. Isso depende de quanto dinheiro as pessoas
tém e do preco da carne. O consumo de carne C, (em quilos
por semana por familia) é fungdo da renda familiar R (em
milhares de reais por ano) e do prego da carne p (em reais por
quilo). Em notagdo funcional escrevemos:

C=fR p)

A tabela 1.1 contém valores dessa fungfo. Os valores de p
sdo mostrados no topo, valores de R do lado esquerdo de cima
para baixo, valores correspondentes de f (R, p) dados na
tabela*. Por exemplo, para achar o valor de f (40, 3,50)
olhamos a linha a linha correspondendo a R =40 sob p = 3,50
onde achamos o numero 4,05. Assim

f(40, 3,50) = 4,05

Isso significa que em média se a renda familiar ¢ de $40.000
por ano, e o pre¢o da carne € 3,50 o quilo, a familia comprara
4,05 quilos de carne por semana.

Observe como difere de tabelas de fun¢des de uma
varidvel, em que uma linha ou uma coluna bastam para listar
os valores da fungdo. Aqui precisamos de muitas linhas e
colunas porque a fun¢do tem um valor para cada par de valores
das variaveis independentes.

* Adatado de R.G. Lipsey, Introduction to Positive Economics, 3%digdo,
Weidenfeld and Nicolson, Londres, 1971.

Tabela 1.1 Quantidade de carne comprada (quilos/ familia /

semana) Prego da carne p ($ por quilo)

3,00 | 3,50 | 4,00 |4,50
Renda 20 § 2,65 [ 2,59 251 (243
familiar 40 4,14 | 4,05 3,94 |3,88
por ano 60 5,11 | 500 |497 |484
R 80 | 535 | 529 |5,19 |5,07
($1000) 100§ 5,79 | 5,77 | 5,60 |5,53

Exemplos algébricos: formulas

Tanto no exemplo de mapa de tempo quanto no do consumo
de carne, ndo ha formula para a fungdo subjacente. Isso € o
que ocorre usualmente com fungdes representando dados da
vida real. De outro lado para muitos modelos idealizados na
fisica, na engenharia ou na economia ha férmulas exatas.

Exemplo 2: D& uma formula para a fungdo D = f(B.f)
onde D é a quantidade de dinheiro numa conta bancéria ¢
anos depois de um investimento inicial de B reais, se 0s
juros sdo acumulados a taxa de 5% ao ano compostos a)
anualmente b) continuamente.

Solucio: a) Compostos anualmente significa que D aumenta
por um fator de 1,05 a cada ano, de modo que

D=£(B,t)=B (1,05)"

Composigdo continua significa que D cresce conforme a
correspondente fungdo exponencial ¥ , com k= 0,05 de modo
que

D=f(B, 1)= B .

Exemplo 3:Um cilindro com extremidades fechadas tem um
raio r e altura 4. Se seu volume é V e sua area da superficie
¢ A, ache formulas para as fungdes V=1 (r,h) e A =g (r, h).
Solugdo: Como a 4rea da base circular é 772 temos

V=f(r, h) = Area da base . Altura =7 .

A area da superficie lateral ¢ a circunferéncia da base, 27r,
vezes a altura s, dando 2mtrh. Assim

A=g(r, h)=2.Area da base + Area lateral = 2r/ + 27rh.

Estratégia para investigar funcoes de
duas variaveis: uma variavel de cada
vez

Podemos aprender muito sobre fungdes de duas ou mais
variaveis fazendo variar uma varidvel de cada vez mantendo
as outras fixas, obtendo assim uma fun¢do de uma variavel.

A onda

Suponha que vocé estd num estadio onde a audiéncia estd
fazendo a onda. Este é um ritual em que membros da audiéncia



se levantam e sentam de modo a criar uma onda que se desloca
a volta do estadio. Normalmente uma unica onda viaja a toda
volta do estadio, mas podemos supor que ha uma seqiiéncia
continua de ondas. Que espécie de fun¢do descreveria o
movimento da audiéncia? Para conservar simples as coisas,
olhamos s6 uma fileira de espectadores. Consideramos a
fungdo que descreve o movimento de cada individuo na fileira.
Este € fungdo de duas variaveis: x (niimero do lugar) e ¢ (tempo
em segundos). Para cada valor de x e ¢ escrevemos 4 (x, ?)
para a altura (em centimetros) acima do solo da cabeca do
espectador no lugar de nimero x ao tempo de ¢ segundos.
Suponhamos que nos dizem que
h (x,?) =150 + 30 cos (0,5x - £).

Exemplo 4: a) Explique o sentido de % (x, 5) em termos da
onda. Ache o periodo de 7 (x,5). O que representa esse
periodo?

b) Explique o significado de % (2, f) em termos da onda. Ache
o periodo de 4 (2, #). O que representa esse periodo?

Solugdo: a) Fixar ¢t = 5 significa que estamos tomando um
particular momento no tempo; fazer x variar significa que
estamos olhando toda a fileira neste instante.

Assim a fungdo 4 (x, 5) = 150 + 30cos (0,5x - 5) da as alturas
ao longo da fileira no instante ¢= 5. A Figura 1.2 da o
graficode 4 (x, 5) que é uma foto instantdnea da fileira em
t = 5. As alturas formam uma onda de periodo 4w, ou
aproximadamente 12,6 lugares. Esse periodo nos diz que o
comprimento da onda é de cerca de 13 lugares.

b) Fixar x = 2 significa que estamos nos concentrando no
espectador com o lugar de nimero 2, fazer ¢ variar significa
que estamos observando o movimento desse espectador no
correr do tempo. A Figura 1.3 mostra o graficode 4 (2, ¢) =
150 + 30 cos (1 —#). Observe que o valor de /4 varia entre 120
e 180 cm quando o espectador se senta ou se levanta. O periodo
¢ 21 ou cerca de 6,3 segundos. Este periodo representa o tempo
que o espectador leva para levantar-se e sentar-se uma vez.

h (cm)
180

120
h(x,5) = 150 + 30cos(0,5x — 5)

60

1 1 1

0

X (numero do lugar)

5 10 15

Figura 1.2: A fungo 4 (x, 5) mostra a forma da onda no
instante ¢ = 5.

h (cm)
180

120
h(2,1) = 150 + 30cos(1 —1)

1 1 L X (segundos)

5 10 15

Figura 1.3: A fungéo 4 (2, ) mostra o0 movimento.do espectador
no lugar de nimero 2

Func&o de duas variaveis 3

De modo geral, a fun¢do de uma variavel 4 (a, t) da o
movimento do espectador no lugar a . A Figura 1.3 mostra o
movimento da pessoa no lugar 2. Se escolhermos uma pessoa
em outro lugar, teremos uma fungdo semelhante, s6 que o
grafico pode ser deslocado para a direita ou para a esquerda.

Exemplo 5: Mostre que o grafico de 4 (7, f) tem a mesma
forma que o grafico de 4 (2, f).
Solugio: O movimento da pessoa no lugar 7 é descrito por

h (7, £) =150 + 30 cos (0,5(7) - £) = 150 + 30 cos (3,5 - #).

Como % (2, ) =150 + 30 cos (1 - f) podemos reescrever
h(7,t) como

h (7, 1) =150 + 30 cos (1 +2,5—f)
=150+ 30 cos (1 — (t-2,5) = h (2, t—2,5).

Assim o grafico de 4 (7, t) é o grafico de 4 (2, £) deslocado
de 2,5 segundos para a direita, isto ¢, 2,5 segundos depois.
E o espectador do lugar 7 se levanta 2,5 segundos depois
que a pessoa no lugar 2 se levantou. (Ver Figura 1.4). Este
atraso é o que faz a onda mover-se a volta do estadio. Se
todos os espectadores se levantassem e sentassem ao
mesmo tempo ndo haveria onda.

h (cm)

A_Espectador
*<." nolugar7

h (7,1
h(2,0)
Espectador no lugar 2

0 1 1 L t
5 10 15

Figura 1.4: Comparag@o dos movimentos
h (cm)
180 F-. <"+ « Onda no instante 6

D T AN o)
120 --<7
h (x,5)

Onda no instante 5

1 1 1 X
5 10 15

Figura 1.5: A forma da onda dos espectadores nos
lugares2e 7emt=5eemt=6

Exemplo 6: Use o resultado no Exemplo 5 para achar a
velocidade da onda.

Solucdao: Como o espectador no lugar 7 faz o mesmo que o
espectador do lugar 2 mas 2,5 segundos depois, a onda se
moveu de 5 lugares em 2, 5 segundos. Assim a velocidade
¢ 5/2,5 =2 lugares por segundo.

que a velocidade da onda é de 2 lugares por segundo.

Solugdo: A Figura 1.5 mostra os graficos de 4 (x, 5) =150 +
30 cos (0,5x — 5) e & (x, 6) = 150 + 30 cos (0,5x - 6), isto &,
fotos instantineas da onda nos instantes-z=5et=06. A
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forma da onda a =6 ¢ a mesma que a formadaondaa¢=>5,
somente deslocada para a direita de cerca de 2 Iugares. Assim
a onda se move a taxa de cerca de 2 assentos por segundo.
Para confirmar que a velocidade é exatamente 2 lugares por
segundo, precisamos usar algebra. Quando ¢ =5 a equagdo da
onda é

h (x, 5)= 150 + 30 cos (0,5x - 5)
que tem um maximo onde
0,5x-5=0
portanto em
x =10,

Isto €, no décimo lugar. Um segundo depois,at=6, a
equacdo da onda é

possivel ¢ mostrado na Figura 1.6. Outros graficos sdo
possiveis porque ndo sabemos com seguranga como a
temperatura varia entre curvas de nivel.

Temperatura maxima prevista

. Distancia de
Topeka

1
<+— Qeste Este —»

Figura 1.6: Temperatura maxima prevista numa linha
oeste—leste por Topeka

Problemas para a se¢io 1.1

h =150 + 30 cos (0,5x - 6)

Os problemas 1-3 se referem ao mapa de tempo na Figura

que tem um maximo onde
0,5x-6=0 1

portanto em
x=12 2

isto €, no duodécimo lugar. Assim a onda se desloca de 2
lugares num segundo.

Os dados da carne

Para uma fung¢do dada por uma tabela de valores tal como os
dados de consumo de carne, deixamos uma variavel variar de
cada vez olhando uma linha e uma coluna. Por exemplo para 5
fixar a renda em 40 olhamos a linha R = 40. Esta linha da
valores da funcdo f (40, p). Como R esta fixo temos agora
uma fungdo de uma variavel que mostra quanta carne é

comprada dos varios pregos por quem ganha $40.000 por ano. 6
A Tabela 1.2 mostra que f(40, p) decresce quando p cresce.
As outras linhas contam a mesma histéria: para cada renda R 7

o consumo de carne decai quando o prego p cresce.

Tabela 1.2 Consumo de carne por familias 8
ganhando $40.000
)4 3,00 3,50 4,00 4,50 9
f@40,p)| 4,14 4,05 3,94 3,88
10
Mapa do tempo

O que acontece como mapa na Figura 1.1 quando fazemos
variar uma s6 variavel de cada vez? Suponha que x representa
milhas a leste-oeste de Topeka e y milhas norte-sul, e suponha
que nos movemos sobre a linha oeste-leste por Topeka.
Mantemos y fixo no zero e deixamos x variar. Ao longo da
linha a temperatura maxima 7 vai dos 60s na costa oeste para
os 70s em Nevada e Utah, para os 80s em Topeka, aos 90s
logo antes da costa leste e entdo volta aos 80s. Um gréafico 1

1.1 pagina 1

Dé o intervalo da variagdo das maximas temperaturas
diarias para

a) Pennnsylvania  b) North Dakota ¢) California
Esboce o grafico da temperatura maxima 7" em uma
linha norte—sul através de Topeka.

Esboce o grafico da temperatura méaxima 7 sobre linha
norte-sul e linha leste-oeste passando por Boise.

Para os problemas 4-8 a referéncia é a Tabela 1.1 na pagi-
na 2, onde p é o preco da camne e R € a renda familiar anual.
Faca tabela mostrando a quantia O que a familia média
gasta em carne (em reais por familia por semana) como
fungdo do prego da carne e da renda familiar.

Dé tabelas para consumo de carne como fungdo de p,
com R fixo em R =20 e R=100. D¢ tabelas para consumo
de carne com fungdo de R, com p fixo em 3,00 e p =
4,00. Comente o que vé nas tabelas.

Como varia o consumo de carne como fungdo da renda
familiar se o prego da carne ¢ mantido constante?

Faga uma tabela da propor¢do P da renda familiar gasta
em carne por semana como funcéo do prego e da renda
(Note que P ¢ a fragdo da renda gasta em carne.)
Expresse P, a propor¢do da renda familiar gasta em carne
por semana, em termos da fungéo original f(R, p) que da
o consumo como fungéo de p e R.

Esboce o grafico da funcgdo f de conta corrente no
Exemplo 2(a), mantendo B fixo em trés valores diferentes
e fazendo somente ¢ variar. Explique o que vé.

Vocé esta planejando um longa viagem de carro e sua
despesa principal sera com gasolina.

a) Faga tabela mostrando como o custo diario de combus-
tivel varia como fungdo do prego da gasolina (em reais por
litro) e do ntiimero de litros que vocé compra cada dia.

b) Se seu carro faz 9 km para cada litro de gasolina, faca
uma tabela mostrando com varia o custo diario de
combustivel como fungdo da distincia percorrida cada
dia e do preco da gasolina.

Considere a acelera¢do da gravidade g a uma altura A



sobre a superficie de uma planeta de massa m.

a) Sem fica constante, g € fungdo crescente ou decrescente
de 4? Porque?

b) Se & ¢ mantido constante, g é fungdo crescente ou
decrescente de m? Porque?

12 A temperatura ajustada para o fator vento é uma
temperatura que diz quanto frio se percebe como
combinagdo de vento e temperatura. A Tabela 1.3 mostra
a temperatura ajustada para o fator vento como fungao
da velocidade do vento e da temperatura.

Tabela 1.3: Temperatura ajustada para o fator vento (°F )

Velocidade

do vento Temperatura (°F )

mph)|| 35| 30| 25| 20| 15| 10| s| o
5 [[33] 27[21] 16] 12] 7] 0] -5
10 || 2] 16]10] 3] 3] 9| -15] -2
15 || 16] 9] 2| 5| 11| -18] 25| -31
20 || 12] 4| 3| -10] 17| 24| 31| =39
25 || 8| 1] 7| -15| 22| 29| —36 | —44

a) Se a temperatura € O°F e a velocidade do vento é 15
mph, quéo frio parece?

b) Se a temperatura é 35°F que velocidade do vento faz
parecer 22°F?

c) Se a temperatura ¢ 25°F que velocidade do vento faz
parecer 20°F?

d) Se o vento soprar a 15mph que temperatura parece
ser de 0°F?

13 Usando a Tabela 1.3 faga tabelas de temperatura ajustada
para o fator vento como fungdo da velocidade do vento,
para temperaturas de 20°F e O°F.

14 Usando a Tabela 1.3 faga tabelas da temperatura ajustada
para o fator vento como fungdo da temperatura, para
velocidades do vento de 5 mph e 20 mph.

15 Suponha que a fung@o onda no estadio na pagina 2 fosse
dada por % (x, £) = 150 + 30 cos (x — 2¢). Como essa onda
se compara com a onda original? Qual é a velocidade
dessa onda (em lugares por segundo)?

16 Suponha que a onda no estadio da pagina 2 se movesse
em sentido contrario, direita para a esquerda em vez de
esquerda para a direita. D€ uma férmula possivel para A.

Os Problemas 17-20 dizem respeito a uma corda de violdo
vibrante. Suponha que vocé faga vibrar uma corda de
violdo. Fotos instantdneas da corda a intervalos de

milissegundo sdo mostradas na Figura }_.7.0)
S,

y / 1
=X

Figura 1.7: Uma corda vibrante: f{x, f) = cos ¢ sen x para quatro
valores de ¢

Uma volta pelo espaco tridimensional 5

Pense na corda esticada ao longo do eixodosxdex=0ax=.
Cada ponto da corda tem um valor x, 0 < x < 7. Quando a
corda vibra cada ponto da corda se move de um lado para
outro do eixo dos x. Sejay=£{(x, #) o deslocamento no instante
t do ponto da corda localizado a x unidades da extremidade
esquerda. Entdo uma possivel formula para y = f(x, £) €
y=f(x,t)=costsenx, 0 <x<m,tem milissegundos

17 a) Esboce graficos de y como fungdo de x para valores
fixados de ¢, t=0, n/ 4, ®/2, 3n/4, 7.
b) Use seus graficos para explicar porque essa funcéo
poderia representar uma corda de violdo vibrante.

18 Explique o que as fungdes f (x, 0) e f'(x, 1) representam
em termos da corda vibrante.

19 Explique o que as fungdes £ (0, #) e f(1, #) representam
em termos da corda vibrante.

20 Descreva o movimento das cordas cujos
deslocamentos sdo dados por:

(a) y=g(x,f)=cos2tsenx
(b) y=h(z,t)=cos tsen 2x

1.2 - UMA VOLTA PELO ESPACO
TRIDIMENSIONAL

Coordenadas cartesianas no espaco
tridimensional

Imagine trés eixos de coordenadas encontrando-se na origem:
um eixo vertical, e dois eixos horizontais perpendiculares entre
si. (Ver Figura 1.8.) Pense no plano-xy como sendo horizontal,
a0 passo que o eixo-z se estende verticalmente acima e abaixo
do plano. As indicagdes x, y e z mostram que parte de cada
eixo ¢ positiva; o outro lado é negativo. Em geral usamos
eixos em que olhando para baixo ao longo do eixo-z tem-se a
visdo usual do plano-xy. Especificamos um ponto no 3-espago
dando suas coordenadas (x, y, z) com relagéo a esses €ixos.
Pense nas coordenadas como instru¢des que lhe dizem como
chegar ao ponto: comece na origem, va x unidades ao longo
do eixo-x, depois y unidades paralelamente ao eixo-y e
finalmente z unidades paralelamente ao eixo-z. As
coordenadas podem ser positivas, zero, ou negativas; uma
coordenada zero diz “ndo se mova nesta dire¢do”, e uma
coordenada negativa significa “va no sentido negativo
paralelamente a este eixo”. Por exemplo, a origem tem
coordenadas (0, 0, 0), pois vamos 14 partindo da origem
fazendo absolutamente nada

z Z

[0) y
X
Figura 1.8: Figura 1.9: Figura 1.10
Eixos de coordenadas O ponto (1, 2, 3) O ponto (0, 0, -1)
no espago tridimensional no 3-espago no 3-espago
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Exemplo 1: Descreva a posi¢ao dos pontos com
coordenadas (1, 2, 3) e (0, 0,-1)

Solugio: Chegamos ao ponto (1, 2, 3) partindo da origem,
caminhando 1 unidade ao longo do eixo dos x, 2 unidades na
diregdo paralela ao eixo-y e 3 unidades para cima
paralelamente ao eixo-z. (Ver Figura 1.9.)

Para chegar a (0, 0, —1) nfio nos movemos nada nas
diregdes x e y, mas caminhamos 1 unidade no sentido de z
negativo. Assim o ponto estd no eixo-z negativo. (Ver Figura
1.10.) Pode verificar que a posigdo final ndo depende da ordem
dos deslocamentos nas diregdes x, y, z.

Exemplo 2: Vocé parte da origem, caminha pelo eixo-y uma
distincia de 2 unidades no sentido positivo, e depois
verticalmente para cima uma distdncia de 1 unidade.
Quais sdo as coordenadas de sua posi¢do final?

Solugdo: Vocé partiu do ponto (0, 0, 0). Quando vocé
caminhou ao longo do eixo-y sua coordenada y aumentou
para 2. O movimento vertical aumentou a coordenada z de 1;
sua coordenada x ndo mudou. Assim suas coordenadas finais
s@o (0, 2, 1).(Ver Figura 1.11.)

0,2, 1)

ﬁLLy

X

Figura 1.11: O ponto (0, 2, 1) é atingido movendo-se 2 ao longo
do eixo-y e 1 para cima

Muitas vezes ajuda imaginar um sistema de coordenadas a
trés dimensdes em termos de uma sala. A origem € um canto
ao nivel do chio. O eixo-z é a intersecdo vertical das duas
paredes: os €ixos x € y sd0 as interse¢des de cada parede com
o chio. Pontos com coordenadas negativas ficam atras de uma
parede na sala vizinha ou abaixo do chéo.

Graficos de equacoes no espaco

tridimensional

Representamos em grafico no espaco a trés dimensoes
equagdes envolvendo as variaveis x, y, z.

Exemplo 3: Que forma tem os graficos das equagdes z =0,
z=3ez=-1?

Solucio: Fazer o grafico de uma equagdo significa desenhar
o conjunto de todos os pontos do espago cujas coordenadas
satisfazem & equagdo. Assim para fazer o grafico dez =0
precisamos visualizar o conjunto de pontos cuja coordenada
z & zero. Se a coordenada z € zero entdo devemos estar no
mesmo nivel vertical da origem, isto ¢, estamos num plano
horizontal contendo a origem. Portanto o graficodez=0¢o0
plano do meio na Figura 1.12. O grafico de z =3 é um plano
paralelo ao grafico de z = 0 mas 3 unidades acima dele. O

grafico de z = -1 é um plano paralelo ao grafico de z = 0 mas
uma unidade abaixo dele.

X
Figura 1.12: Os planosz=-1,z=0ez=3

O plano z = 0 contém os eixos x ¢ y de coordenadas e por isso
¢ chamado o plano-xy de coordenadas ou plano-xy
simplesmente. H4 dois outros planos de coordenadas. O plano-
¥z contém os eixos y e z e 0 plano-xz contém os €iXos x € z.
(Ver Figura 1.13.) z

Z
Z

X

O plano - xy O plano - xz O plano - yz

Figura 1.13: Os trés planos de coordenadas

Exemplo 4: Qual dos pontos 4 =(1,-1,0),B=(0,3,4),C
=(2,2,1)e D=(0, -4, 0) estd mais perto do plano-xz?
Qual ponto esta sobre o eixo-y?

Solucdo: O tamanho de coordenada y da a distancia ao plano-
xz. O ponto A estd mais proximo desse plano pois sua
coordenada y é a de menor grandeza. Para ter um ponto sobre
0 eixo-y nds nos movemos sobre o €ixo y mas ndo nos
movemos nada nas dire¢es x e z. Assim, um ponto do eixo-
y tem ambas as coordenadas x e z iguais a zero. O {inico
ponto dos quatro que satisfaz a isto ¢ D. (Ver Figura 1.14.)

Em geral se um ponto tem uma de suas coordenadas igual a
zero ele esta sobre um dos planos coordenados. Se um ponto
tem duas coordenadas iguais a zero ele estd sobre um dos
eixos de coordenadas.

________

X
Figura 1.14:

Figura 1.15:
Qual ponto estd mais perto do plano-xz? Aretax=0,z=-2
Qual ponto esta sobre o0 eixo-y?



Exemplo 5: Vocé esta 2 unidades abaixo do plano xy e esta no
plano yz. Quais as coordenadas?

Solugdo: Como vocé esta 2 unidades abaixo do plano-xy sua
coordenada z é —2. Como vocé estd no plano-yz sua
coordenada x é zero: sua coordenada y pode ser qualquer
coisa. Assim vocé esta em (0, y, —2). O conjunto de todos
esses pontos forma uma reta paralela ao eixo-y, 2 unidades
abaixo do plano-xy e no plano yz. (Ver Figura 1.15.)

Exemplo 6: Vocé esté no ponto (4, 5, 2) olhando para o ponto
(0,5, 0, 3). Vocé esta olhando para cima ou para baixo?

Solucdo: O ponto em que vocé estd tem coordenada z igual a
2, a0 passo que o ponto para o qual vocé estd olhando tem
coordenada 3; portanto vocé estd olhando para cima.

Exemplo 7: Imagine que o plano-yz da Figura 1.15 é uma
pagina deste livro. Descreva a regido atras da pagina.

Solugio: A parte positiva do eixo-x se projeta para fora da
pagina; mover-se na diregdo de x positivo o traz para a frente
da pagina. A regido atras da pagina corresponde aos valores
negativos de x e portanto ¢ o conjunto de todos os pontos do
espago tridimensional que satisfazem a desigualdade x <0.

Distancia
No 2-espago a férmula para a distancia entre dois pontos (x,
») e (a, b) é dada por

Disténcia = \/(x—a)2 +(-b)

A distancia entre dois pontos (x, y, z) e (@, b, ¢) no 3-espago é
representada por PG na Figura 1.16. O lado PE é paralelo ao
eixo-x, EF ¢ paralelo ao eixo-y e FG ¢ paralelo ao eixo-z.

(x%2)

f|<———— (z-¢c) —»!

Figura 1.16: A diagonal PG da a distancia entre os pontos (x,y, z) e
(a,b,¢)

Usando o teorema de Pitdgoras duas vezes vem

(PGY = (PF) + (FGY: = (PE)* + (EF) + (FG)* = (x — a* +
-by+@E-of

Uma volta pelo espago tridimensional 7

Assim uma foérmula para a distancia entre os pontos (x, y, z)
e (a, b, ¢) no 3-espaco é

Distancia = J(x —aP +(y-bf + (=) .

Exemplo 8: Ache a distancia entre (1,2, 1) e (-3, 1, 2).

Solugdo: A formula da

Distancia = (- 3—1)% +(1-2)? +2—1)? = /I8 =4,24

Exemplo 9: Ache uma expressdo para a distdncia da origem
ao ponto (x, y, z)

Solucio: A origem tem coordenadas (0, 0, 0) assim a distancia
da origem a (x, y, z) é dada por

Distancia = \/(x -0)*+ (,V—O)z +(z-0)* = "xz +y? +2

Exemplo 10: Ache a equagdo para uma esfera de raio 1 com
centro na origem.

Solugdo: A esfera consiste de todos os pontos (x, y, z) cuja
distancia a origem ¢ 1, isto &, que satisfazem a equagdo

2, 2 2
\’x +y +z" =1.
Esta € uma equagio para a esfera. Se elevarmos ao quadrado
ambos os membros obteremos a equagdo na forma
xZ + y 2 +z 2 —
Note que esta equacdo representa a superficie da esfera. A

bola solida limitada pela esfera ¢ representada pela
desigualdade x 2+ y2+z2 < 1.

Problemas para a segdo 1.2

1 Qual dospontos 4=(1,3, -2,7, 0),B=(0,9, 0, 3,2),C=
2,5, 0,1, -0,3) estd mais proximo do plano-yz? Qual
pertence ao plano-xz? Qual estd mais longe do plano-x)?

2 Qualdos pontos 4 =(23,92,48), B=(-60, 0, 0), C= (60,
1, -92) esta mais proximo do plano-yz? Qual estd no
plano-xz? Qual estd mais longe do plano-xy?

3 Vocé esta no ponto (-1, -3, —3), de pé e de frente para o
plano-yz. Vocé caminha 2 unidades para a frente, vira a
esquerda e caminha por outras 2 unidades. Qual é sua
posi¢do final? Do ponto de vista de um observador olhando
o sistema de coordenadas na Figura 1.8 da pagina 5, vocé
estd na frente ou atras do plano-yz? Estd a esquerda ou a
direita do plano xz? Esta acima ou abaixo do plano xy?

4  Vocé esta no ponto (3, 1, 1) de frente para o plano-yz.
Suponha que vocg esta de pé. Vocé caminha 2 unidades para a
frente, vira & esquerda e caminha por outras 2 unidades.
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Qual ¢ sua posigao final? Do ponto de vista de um observador
olhando o sistema de coordenadas da Figura 1.8. na pagina 5,
vocé esta na frente ou atras do plano-yz? Esta a esquerda ou a
direita do plano-xz? Esta acima ou abaixo do plano-xy? Esboce
graficos das equagdes nos problemas 5—7 no 3-espago.

5 x=-3 6 y=1 7 z=2ey=4

8 Ache uma formula para a minima distancia. entre um
ponto (a, b, ¢) e o eixo-y.

9  Descreva o conjunto de pontos cuja distancia ao eixo-x € 2.

10 Descreva o conjunto dos pontos cuja distdncia ao eixo-x
¢ igual a distancia ao plano-yz.

11 Qual dos pontos P=(1,2, 1) e Q= (2, 0, 0) esta mais
perto da origem?

12 Quais dois dos trés pontos P, = (1, 2, 3), P,=(3,2,1) e
P,=(1, 1, 0) estdo mais proximos um do outro?

13 Um cubo estd localizado de tal forma que seus
quatro vértices de topo tém coordenadas.(—1,-2, 2), (-1,
3,2),(4,-2,2) e (4, 3, 2). D¢ as coordenadas do centro
do cubo.

14 Um sdlido retangular jaz com seu comprimento
paralelo ao eixo-y e suas faces superior e inferior
paralelas ao plano z = 0. Se o centro do objeto é em (1,
1, =2) e se tem um comprimento de 13, altura de 5 e
largura de 6, dé as coordenadas de todos os oito vértices
e trace a figura denominando todos os vértices.

15 Qual dos pontos P, = (-3, 2, 15), P,=(0,-10,0), P, =
(-6, 5,3) e P,= (-4, 2, 7) estd mais perto de P = (6, 0, 4)?

16 Num conjunto de eixosx, y, ez orientados comona Figura 1.8
da pagina 5, trace uma reta pela origem, jazendo no plano-xz e
tal que se vocé se move ao longo da reta com sua coordenada
x crescendo, sua coordenada z va decrescendo.

17 Num conjunto de eixos x, y € z orientados como na Figura
1.8 da pagina 5, trace uma reta pela origem, jazendo no
plano-yz e tal que se vocé se move ao longo da reta com
sua coordenada y crescendo, sua coordenada z cresce.

18 Ache a equagdo da esfera de raio 5 centrada na origem.

19 Ache a equagdo da esfera de raio 5 centrada em (1, 2, 3)

20 Dada a esfera

(- 1P+ +3)P+(-27=4

(a) Ache as equagdes dos circulos (se existem) em que
a esfera corta cada um dos planos coordenados.

(b) Ache os pontos (se existem) em que a esfera
intercepta cada um dos eixos coordenados.

1.3 - GRAFICOS DE FUNCOES DE
DUAS VARIAVEIS

Como voceé visualiza uma func¢io de duas
variaveis?

O mapa do tempo da pagina 1 ¢ um modo de visualizar uma
fungdo de duas variaveis. Nesta se¢do vemos como visualizar
uma fun¢do de duas variaveis de outro modo, usando uma

superficie no 3-espago.

O grafico de uma fung¢do e como
construi-lo

Para uma fungfo de uma variavel y = f(x), o grafico de fé o
conjunto de todos os pontos (x, ) no 2-espago, tais que y = f(x).
Em geral esses pontos estdo sobre uma curva do plano. Quando
um computador ou calculadora faz o grafico de f, o que faz é
aproximar calculando pontos no plano-xy, juntando pontos
consecutivos por segmentos de reta. Quanto mais pontos,
melhor ¢ a aproximagéo.

Agora considere uma fun¢io de duas variaveis.

O grifico de uma fungdo de duas variaveis f¢é
o conjunto de todos os pontos (x, y, z) tais que
z=f(x,y). Em geral, o grifico de uma funcéo
de duas variaveis é uma superficie no 3-espago

Fazendo o grifico da funcio

f(x,p)=x+y

Para esbogar o grafico de f ligamos pontos como para uma
func¢do de uma variavel. Primeiro fazemos um tabela de
valores de f, tal como a Tabela 1.4.

Tabela 1.4 Tabela dos valores de f (x,y) =x*+y?
y

=3 =2 =l 0 1 2 3

-3 18 13 10 9 10 13 18
-2 13 8 5 4 5 8 13

-1 10 5 2 1 2 5 10
10 9 4 1 0 1 4 9
1 10 5 2 1 2 5 10

2 13 8 5 4 5 8 13

3 18 13 10 9 10 13 18

Agora colocamos pontos. Por exemplo, colocamos
(1,2, 5) porque f(1,2)=15 e colocamos (0, 2, 4) porque f
(0,2) = 4. Entdo ligamos os pontos correspondentes as linhas
e colunas na tabela. O resultado é o que se chama modelo
moldura de arame do gréfico. Preenchendo os intersticios
obtemos uma superficie. Foi assim que um computador tragou
os graficos nas Figuras 1.17 e 1.18. Quanto mais pontos forem
colocados mais a figura se parece com a superficie na Figura
1.19.

E bom que se verifique se os esbogos fazem sentido.
Observe que o grafico passa pela origem, pois (x, y, z) = (0, 0,
0) satisfaz az =x2 +y 2. Observe que se fixarmos x e deixarmos
y variar, o grafico mergulha para baixo e depois sobe outra
vez, como os elementos nas linhas horizontais da Tabela 1.4.
Analogamente, se fixarmos y e deixarmos x variar, o grafico
mergulha para baixo e depois volta para cima, como as colunas
da Tabela 1.4.



Figura 1.17: Moldura de arame de f(x, y) =x? + 3? para
3<x<3-3<y<3

X /
Figura 1.18: Figura 1.19:
‘Moldura de arame para Griéfico de

f(x,y) =x*+)?com mais
_ pontos colocados.

f(x,y)=x*+)’ para
-3<x<3,-3< y<3

Graficos novos a partir de velhos

Podemos usar o grafico de uma fungfo para visualizar os
gréaficos de fungdes relacionadas.

Exemplo I: Seja f(x,y)=x*+ y*. Descreva em palavras os
gréficos das seguintes fungdes:

a)g(x’y)=x2+y2+3: b) h(x:J’)=5'x2'y2,

c) k(x,y)=x2+ (- 1)~

Solugdo: Sabemos da Figura 1.19 que o grafico de /¢ uma

concha com o vértice na origem. Disto podemos concluir

como séo os graficos de g, 4, k.

a) A fungdo g (x,y) =x*+)?>+3 =f(x,y) + 3 de modo que o
grafico € o de fmas levantado de trés unidades. Ver Figura
1.20.

b) Como —x* —)? & 0 negativo de x> +)?, o grafico de —x?—)?
¢ uma concha revirada de cabega para baixo. Assim o
grafico de A (x, y) =5 —x2—y?=5—f(x, y) aparece como
uma concha invertida com vértice em (0, 0, 5), como na
Figura 1.21.

c¢)Ograficode k(x,»)=x*+(y-12=fx,y—1) éuma

concha com vértice em x =0, y= 1, pois é ai que k (x,y) =0,

como na Figura 1.22.

Grdficos de fungtes de duas variaveis 9

Figura 1.20: Graficode g (x, y) = x*+)y*+3

Z
|
|
|

0,1,0) y

Figura 1.21:
Graficode h (x,y) =5 -x*—? Grafico de k (x, y) =x*+ (y -1)?

Figura 1.22:

Exemplo 2: Descreva o grafico de G (x, y) = e®* %, Que
simetria tem?

Solugio: Como a fungdo exponencial € sempre positiva o
gréfico jaz totalmente acima do plano-xy. Do gréafico de x? +
»? vemos que x2+)? é zero na origem e aumenta quando nos
afastamos da origem em qualquer diregdo. Assim e +3?)
vale 1 na origem e diminui & medida que nos afastamos da
origem em qualquer dire¢do. Ndo pode passar para baixo do
plano-xz: em vez disso ele se achata, aproximando-se cada
vez mais do plano. Dizemos que a superficie € assintdtica
ao plano-xy. (Ver Figura 1.23.)

z
® <~ (0,0,1)
A

y
Figura 1.23: Gréfico de G (x, y) = e ®2+32)

Agora considere um ponto (x, y) no circulo x? + y?= r%. Como

2
G(x,y)= e"(’hyz) =e ", o valor da fungdo G é o mesmo

em todos os pontos do circulo. Por isso dizemos que o grafico
de G tem simetria circular.
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Secoes e o grafico de uma funcao

Vimos que um bom modo de analisar uma fungdo de duas
variaveis € deixar variar uma das varidveis enquanto a outra
fica fixa.

Para uma fungdo f (x, y), a fungdo que obtemos
mantendo x fixo e deixando y variar chama-se uma
se¢do de f com x fixo. O grafico de f(x,y) comx
= c € a curva, ou se¢do, que obtemos fazendo a
intersecfio do grafico de f com o plano x = c.
Definimos analogamente a se¢éo de f'com y fixo.

Por exemplo, a segdo de f(x,y) =x*+)>comx=2¢/f(2,y)
=4+y72. O grafico desta segdo € a curva que obtemos cortando
o grafico de f'pelo plano perpendicular ao eixo-x em x = 2.
(Ver Figura 1.24.)

A superficie é
grafico de ——
flxy)=x+y

A curva é
grafico de ————»
f(2,y)=4+y

oy

Plano x=2 —> X
Figura 1.24: Secéo da superficie z=f{x, y) pelo planox =2
z

Su perfiéie Curva
FOxy) & flay

Figura 1.25: As curvas z = f{a, y) com a constante:
se¢do com x fixo.
z

Superficie Curva
f(xy) /f(X,b)

Figura 1.26: As curvas z = f{x, b) com b constante:
secdo com y fixo.

A Figura 1.25 mostra graficos de outras se¢des de fcom x
fixo. A Figura 1.26 mostra se¢des com y fixo.

Exemplo 3: Descreva as se¢des da fungdo g (x, y) =x? —)*
com y fixo e depois com x fixo. Use segdes para descrever a
forma do grafico de g.

Solucio: As seg¢des com y fixo em y = b sdo dadas por
z=g(x, b)=x*- b~

Assim, cada se¢do com y fixo di uma pardbola abrindo para
cima, com minimo em z = -b% As se¢des com x fixo sdo da
forma

z=g(a,y)=a* -y,

que sdo parabolas abrindo para baixo com méaximo de z =
a*.(Ver Figuras 1.27 e 1.28). O grafico de g é mostrado na
Figura 1.29. Observe as parabolas abrindo para cima na
diregdo x e as parabolas abrindo para baixo na diregédo y.
Dizemos que a superficie tem forma de sela

=0
{z .

ISIR
nn
NS

N

1

4
xi‘{
y=i’1
7 =x-1 1
oL x RN y{
‘—{yz Z:;22_4 \\ X =
-4 {z ;0

-

ISIR
nn
—

Figura 1.27: Figura 1.28:
Secdes de g(x,y) = x* — y? Secdes de g(x, y) = x* — y*
com y fixo com x fixo

>
Z

Figura 1.29: Grafico de g(x, y) = x* - »* mostrando se¢des

Funcoes lineares

Fungdes lineares sdo centrais no Calculo de uma variavel;
sdo igualmente importantes no Calculo de varias varidveis.
Vocé talvez possa adivinhar a forma do grafico de uma fungéo
linear de duas variaveis. (E um plano.) Olhemos um exemplo.

Exemplo 4: Descreva o graficode f(x,y)=1+x-y.

Solugio: O plano x = a é vertical e paralelo ao plano-yz.
Assim a se¢do comx=a éareta z=1+a-y que se inclina
para baixo na direcdo y. Analogamente, o planoy = b ¢
paralelo ao plano-xz. Assim a segdopor y=béareta z=1
+ x — b que se inclina para cima na dire¢@o x. Como todas as
se¢des sdo retas, vocé poderia esperar que o grafico seja um



plano que se inclina para baixo na dire¢do y e para cima na

diregdo x. E o que acontece.(Ver Figura 1.30.)

Planox =a

Reta
x=1+a-y

Figura 1.30: Grafico do plano z=1+x-y
mostrando se¢do com x = a

Quando falta uma variavel: cilindros

Suponha que fazemos o grafico de uma equagéo como z = x?
em que falta uma varidvel. Que aspecto tem a superficie?
Como falta y na equagdo, as se¢cdes com y fixo sdo todas a
mesma parabola, z = x*. Quando deixamos y variar para cima
e para baixo no eixo-y a parabola varre a superficie em forma
de calha mostrada na Figura 1.31. A se¢do com x fixo é sempre
uma reta horizontal, obtida cortando a superficie por um plano

perpendicular ao eixo-x.

5]

y -

X

Figura 1.31:
Um cilindro parabdlico z = x?

Figural.32:

~

Cilindro circular x> + ) = 1

Essa superficie chama-se um cilindro parabdlico porque é
formado a partir de uma parabola, do mesmo modo que um
cilindro comum ¢ formado a partir de um circulo; tem uma

secdo parabolica em vez de segdo circular.

Exemplo 5: Faga o grafico da equagio x* +? = 1 no 3-espago.

Solug¢do: Embora a equagdo x2 + y* = 1 ndo represente uma
funcdo, a superficie que a representa pode ter seu grafico
tragado pelo método usado para z = x2. O grafico de x*> +)? =
1 no plano-xy é um circulo. Como z néo aparece na equagio,
a interseg@o da superficie com qualquer plano horizontal sera
sempre o circulo x? +3? = 1. Assim a superficie ¢ o cilindro

mostrado na Figura 1.32.

y
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Problemas para a Secdo 1.3

1

(U]

(I

3

Sucesso

A superficie na Figura 1.33 € o grafico da fungdo z =f(x,
y) para x € y positivos.

a) Suponhay fixo e positivo. E z cresce ou decresce quando
x cresce? Esboce um gréfico de z como fungdo de x.

b) Suponha x fixo e positivo. E z cresce ou decresce quando
v cresce? Esboce um grafico de z como fungéo de y.

-
<

Figura 1.33

Combine as seguintes descrigdes do sucesso de uma
companhia com os graficos da Figura 1.34.

a) Nosso sucesso ¢ medido em reais, pura e simplesmente.
Mais trabalho duro ndo prejudicard mas também ndo
ajudara.

b) Néo importa quanto dinheiro ou trabalho duro
puséssemos na companhia, ndo pudemos fazé-1a progredir.
¢) Embora ndo fossemos totalmente bem sucedidos,
parece que a quantidade de dinheiro investida ndo
importa. Enquanto pusermos trabalho duro na companhia
Nosso sucesso aumentara.

d) O sucesso da companhia se baseia tanto em trabalho
duro quanto em investimento.

(l) Sucesso

Trabalho
Trabalho

Dinheiro

Dinheiro

Sucesso (IV) Sucesso

Trabalho
Trabalho

Dinheiro Dinheiro

Figura 1.34

Para cada uma das fungdes seguintes decida se poderia
ser uma concha, um prato ou nenhum dos dois. Pense num
prato como sendo qualquer superficie razoavelmente plana
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a)
b)

c)
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e concha como qualquer coisa que pudesse conter agua, (I) Satisfagao (I1) Satisfagao
supondo que o eixo dos z vai para cima.

a) z=x>+)? b) z=1-x2-)?

c)x+ytz=1 d)z=—\/5—xz—y2

e)z=3

Para cada fung@o do Problema 3 esboce segdes: Pizza Pizza
(i) Com x fixadoemx=0ex=1 (1) Satisfagao (IV) Satisfagao

(i1) Com y fixadoem y=0ey=1

Combine as fungdes seguintes com seus graficos na
Figura 1.35.

1
aQ)z=—3—73 b) z=— ) z=x+2y+3

x> +y
Pizza Pizza
Figura 1.36
d z=- y2 e) z=x>—seny 7  Para cada um dos graficos I-IV no Problema 6 esboce:
) Z a) Duas se¢des com pizza fixa b) Duas se¢des com
cola fixa

8  AFigura 1.37 contém os graficos das parabolas z=f(x,
b)parab =-2,-1,0, 1, 2. Qual dos graficos na Figura
1.38 melhor se ajusta a essa informagéo?

am -

Figura 1.37

(1 z

Figura 1.35

Vocé gosta de pizza e de cola. Qual dos graficos na
Figura 1.36 representa sua satisfagdo como fungio de
quantas pizzas e quantas colas vocé tem se

Para vocé nunca ha pizzas ou colas demais?
Pode haver excesso de pizzas ou de colas?
Pode haver excesso de colas mas nunca de pizzas? Figura 1.38




9  Imagine uma tinica onda percorrendo um canal. Suponha
que x € a distancia ao longo do canal a partir do meio, ¢ ¢
o tempo e z a altura da agua acima do nivel de equilibrio.
O grafico de z como funggo de x e ¢ € mostrado na Figura 1.39.
a) Desenhe o perfil da onda parat=-1,0, 1, 2. (Ponha
0 eixo-x para a direita e o eixo-z verticalmente.)
b) A onda esta indo na dire¢do de x crescente ou decrescente?
¢) Esboce uma superficie representando uma onda que
vai na diregdo oposta.

Figura 1.39

10 Descreva em palavras as se¢des com 7 fixo e as segdes
com x fixo da corda de violdo vibrante dada pela fungéo

fx,f)=costsenx, 0 <x<m 0<t<2n

da pagina 5. Explique a relagdo entre essas se¢des € 0
grafico de f.

11 Use um computador ou calculadora para tragar o
grafico da fungdo da corda de violdo vibrante:
g(x,f)=costsen2x, 0 <x<m 0<t<2n

Estabeleca relagdo entre a forma do grafico e as se¢des
com ¢ fixo e as se¢des com x fixo.

12 Use um computador ou calculadora para tragar o
grafico da fungdo de onda circulante.

h(x,£)=150+30cos (x-0,5¢), 0<x<2m
O<t < 2m

Relacione a forma do grafico a se¢des com ¢ fixo e as
com x fixo.

13 Considere a fungéo f'dada por f(x, y) =) + xp. Esboce
os graficos das se¢des com:

a)x fixadoemx=—1,x=0,ex=1.
b)y fixadoemy=-1,y=0,ey=1.

14 Um péndulo consiste de uma massa suspensa na extremidade
de uma corda. Num dado momento a corda faz um angulo x
com a vertical e a massa tem velocidade y. Nesse instante a
energia £ do péndulo ¢ dada pela expresséo*

2
E=1-cosx+ y_.
2
a) Considere a superficie que representa a energia.
Esboce uma segdo por um plano.
(i) Perpendicular ao eixo-x em x = c.
(i) Perpendicular ao eixo-y em y = c.

*Adatado de Calculus in Context, de James Callahan, Kenneth
Hoffman(New York:W.H.Freeman,1995)
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b) Para cada um dos graficos nas Figuras 1.40 ¢ 1.41 use
sua reposta a parte a) para decidir qual € o eixo-x e qual
é 0 eixo-y e para pér unidades razoaveis em cada um.

Figura 1.40

Figura 1.41

1.4 - DIAGRAMAS DE NiVEL

A superficie que representa uma func¢do de duas variaveis
muitas vezes da uma idéia boa do comportamento geral da
fungdo — por exemplo, se é crescente ou decrescente quando
uma das varidveis cresce. Porém ¢ dificil perceber valores
numéricos numa superficie e pode ser dificil ver todo o
comportamento da fung@o a partir da superficie. Assim fungdes
de duas variaveis freqiientemente sdo representadas por
diagramas de curvas de nivel como o mapa do tempo na pagina
1. Curvas de nivel tém ainda a vantagem de poderem ser
estendidas a fungGes de trés variaveis.

Mapas topograficos

Um dos exemplos mais comuns de diagrama de curvas de
nivel é um mapa topografico como o mostrado na Figura 1.42.
O mapa d4 a elevagdo na regido e ¢ uma boa maneira de obter
uma visio geral do terreno: onde estdo as montanhas, onde as
planicies. Tais mapas topograficos freqiientemente sdo
coloridos em verde nas elevagdes mais baixas € marrom,
vermelho ou branco nas mais altas.

As curvas num mapa topografico que separam as elevagdes
mais baixas das mais altas sdo chamadas curvas de contorno,
porque tragam o contorno ou forma do terreno.* Porque cada
ponto ao longo de um contorno tem a mesma elevagéo, sdo
chamadas também curvas de nivel ou conjuntos de nivel.
Quanto mais préximas umas das outras estiverem a curvas,
mais inclinado é o terreno; quanto mais espagadas, mais plano.
(E claro, desde que a elevagio entre contornos varie por uma
quantidade constante). Certos aspectos tém caracteristicas
marcantes. Um pico montanhoso tipicamente é rodeado de

*Na verdade em geral ndo sio retas. Podem também ser em pedacos
desconexos
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linhas de nivel como.os da Figura 1.43. Uma passagem numa
cordilheira pode ter contornos como na Figura 1.44. Um longo

Figura 1.42: Um mapa topografico mostrando a regido em torno
de South Hamilton, NY

vale tem linhas de nivel paralelas indicando as elevagdes
crescentes de ambos os lados do vale (ver Figura 1.45); uma
longa cadeia de montanhas tem o mesmo tipo de curvas de
nivel, s6 que as elevagdes decrescem de ambos os lados do
topo. Observe que os niimeros de elevagdes sobre as curvas
de nivel sdo tdo importantes quanto as proprias curvas.

2

Figura 1.43: Pico Figura 1.44: Passagem entre

duas montanhas

\/ w@/
\\ %,

2,

)7
\ ’00%\\

00\‘\\
Figura 1.45: Vale longo Figura 1.46: Linhas impossiveis
Algumas coisas curvas de nivel ndo podem fazer. Duas curvas
correspondendo a diferentes elevagdes ndo podem cruzar-se
como na Figura 1.46. Se o fizéssem, o ponto de intersegdo
teria duas elevagdes diferentes, o que € impossivel (supondo
que o terreno ndo tem sobressaliéncias). Freqlientemente

seguiremos a convengdo de tragar curvas para valores
igualmente espagados de z.

Producio de milho

Curvas de nivel podem também ser Uteis para exibir
informag#o sobre uma fungdo de duas varidveis sem referéncia
a uma superficie. Considere como representar o efeito de
diferentes condigdes de tempo sobre a produgéo de milho. O
que aconteceria se a temperatura média subisse (por causa do

aquecimento global, por exemplo)? O que aconteceria se a
quantidade de chuva decrescesse (devido a uma seca)? Um
modo de avaliar o efeito de tais mudangas climaticas € usar a
Figura 1.47. Este é um diagrama de curvas de nivel dando a
produgdo de milho f(C, T) como funggo da quantidade de
chuva C e da temperatura 7 durante a estagdo de crescimento.*
Suponha que neste momento C=45cm e 725°C . A produgdo
¢ medida como porcentagem da produgdo atual: assim, o
contorno por C =45, T'=25 tem valor 100, isto ¢, (45, 25) =
100.

Exemplo 1: Use a Figura 1.47 para avaliar f(54, 26) e
£ (36, 25) e explique a resposta em termos de produgdo de
milho.

g

5 28 |

L;E; 26,5/~ é % °°°/ - \Qon/o:

g 2 4 / { / Pre/sente ° 113

QEJ 23,5 Y

= L VA N
WANN 1~

18 27 36 45 54 63 72

C (Chuva em .cm)

Figura 1.47: Produgéo de milho como fungdo da quantidade de
chuva e da temperatura

Solugdo: O ponto com coordenada-C 54 e coordenada-726,5
esta sobre o nivel N = 100, assim f (54, 26,5) = 100. Isto
significa que se a quantidade de chuva anual fosse 54cm e a
temperatura 26,5°C, a producdo de milho seria
aproximadamente igual & atual, embora estivesse mais
chuvoso e quente o tempo que agora.

O ponto com coordenada-C 36 e coordenada-T 25 estd
aproximadamente a meia distncia entre os niveis N=80e N
= 90, de modo que 1 (36, 25) = 85. Isto significa que se o
indice de chuva caisse a 36cm e a temperatura permanecesse
a 25°C, a produgdo de milho cairia a cerca de 85% do que é
agora.

Exemplo 2: Descreva em palavras as se¢des com 7 e C
constantes pelo ponto representando as condigdes atuais. Dé
uma explicagdo de senso comum para sua resposta.
Solugdo: Para ver o que acontece com a produgdo de milho
se a temperatura ficar fixa a 25°C mas o indice de chuva
variar, olhe a reta horizontal 7= 25. Partindo do presente e
indo para a esquerda ao longo da reta T = 25, os valores nas
curvas de nivel caem. Em outras palavras, se houver uma seca
a produgdo vai baixar. Ao contrario, se o indice de chuva
aumenta, isto €, se nos deslocamos da condigfo atual para a
direita ao longo da reta T = 25 a produgéo de milho cresce,
chegando a um maximo de mais de 110% quando C =63, ¢
depois decresce (excesso de chuva inunda os campos).

*Adatado de S.Beaty e R.Healy, The Future of American Agriculture,
Scientific American, Vol.248, N° 2, Fevereiro1983.(Alterado para nossas
medidas na tradugéo)




Se, em vez disso, a chuva permanece no valor atual
€ a temperatura cresce, n0s nos movemos para cima na reta
vertical C = 45. Nessas circunstancias a produg@o de milho
decresce: um aumento de 1°C causa queda de 10% na
produgdo. Isto faz sentido porque temperaturas mais altas
levam a maior evaporago, portanto a condigdes mais secas,
mesmo com o indice de chuvas constante. Da mesma forma,
uma queda de temperatura leva a um ligeiro aumento da
produgo, atingindo um maximo a cerca de 102% quando 7=
23, seguido de baixa (o milho ndo cresce se faz muito frio).

Curvas de nivel e graficos

Diagramas de nivel e graficos sdo duas maneiras diferentes
de representar uma funggo de duas variaveis. Como
passamos de uma a outra? No caso do mapa topografico, o
diagrama foi criado unindo todos os pontos a mesma altura
sobre a superficie e projetando a curva sobre o plano-xy.

Como proceder na outra dire¢do? Suponha que
quiséssemos tragar a superficie representando a fungdo de
producdo de milho M = f (C, T) dada pelo diagrama de
contornos na Figura 1.47. Ao longo de cada contorno a fungéo
tem valor constante; se tomarmos cada contorno e o elevarmos
acima do plano a uma altura igual a esse valor, teremos a
superficie na Figura 1.48.

Contorno de 110,

levantado de 110 unidades

ontorno de 100,
vantado de 100 unidades

Figura 1.48: Obter o grafico da produgéo de milho a partir do
diagrama de contornos.

Observe que os contornos levantados sdo as curvas que
obtemos cortando a superficie horizontalmente. De modo
geral, temos o seguinte resultado:

Linhas de contorno, ou curvas de nivel, sdo
obtidas de uma superficie cortando-a por planos
horizontais.

Achar curvas de nivel algebricamente

E facil achar algebricamente equagdes para as curvas de nivel
de uma fungo fse tivermos uma férmula para f(x, y). Suponha
que a superficie tem a equag@o.

z=f(x)

Uma curva de nivel é obtida cortando a superficie com um
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plano horizontal de equagéo z = ¢. Assim a equag@o para o
contorno a altura ¢ ¢ dada por

fxy)=c

Exemplo 3: Ache equagdes para as curvas denivelde f
(x, y) = x* + y? e trace um diagrama de contornos para f.
Relacione o diagrama com o grafico de f.

Solucdo: O contorno a altura ¢ é dado por

fly)=x+y'=c.
Isto € um contorno somente para ¢ > 0, Para ¢ > 0 ¢é um

circulo de raio V¢ . Parac= 0, é um Unico ponto (a origem).
Assim, os contornos a elevagdo de c =1, 2, 3, 4,... sdo todos

circulos centrados na origem de raios 1, L. ,J'S— ,2,....0

diagrama é mostrado na Figura 1.49. O grafico em forma de
concha de /¢ mostrado na Figura 1.50. Observe que o grafico
de f'sobe mais rapidamente & medida que nos afastamos da
origem; isto se reflete no fato de as curvas de nivel ficarem
mais proximas umas das outras quando nos afastamos da
origem; por exemplo, os contornos para ¢ = 6 e ¢ = 8 estdo
mais proximos um do outro que os parac =2 e c =4.

<

Vo=

[/ W,
TN
> (9\7:\_/
NN

-3 2 3

Y=

)
/“‘/7///

N
N

\
N\

—_
[\S]
w

Figura 1.49: Diagrama de contorno para f(x,y)=x*+y?
(s6 valores pares de c)

Z ) 2
| z=x"+y

x/ Ty

Figura 1.50: O grafico de flx, y) = x>+ )2

Exemplo 4: Trace diagrama de curvas de nivel para f(x, y) =

/ 2, .2 . .
x"+y~ erelacione-o com o grafico de f.

Solucdo: A curva do nivel ¢ é dada por

fp) = a2 +)y? =c
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Para ¢ > 0 isto é um circulo, como no exemplo anterior, mas
aqui o raio € ¢ em vez de Je . Parac=0¢a origem. Assim,

se o nivel ¢ aumenta de 1, o raio da curva aumenta de 1. Isto
significa que as linhas de nivel sdo circulos concéntricos
igualmente espagados (ver Figura 1.51) que ndo ficam mais
proximos uns dos outro longe da origem. Assim o gréfico de
ftem a mesma inclinagdo constante quando nos afastamos da
origem (ver Figura 1.52), tornando-o um cone € ndo uma
concha.

\
AN

> o

y

Figura 1.52:
O graficode f(x,y)=

Nos dois exemplos precedente as curvas de nivel eram circulos
concéntricos porque as superficies tém simetria circular. Toda

Figura 1.51:
Um diagrama de contornos

para f(x, ) =x* +3°

fun¢do de duas varidveis que s6 depende de (x2 + y2 ) tem

. . A y?)
tal simetria: por exemplo, G(x, y) = e ou H(x, y)
=sen (q/xz + yz)

Exemplo 5: Trace diagrama de contornos para f(x,y)=2x+
3y+1.

Solucdio: O contorno do nivel ¢ tem equagdo 2x+3y+1=c.
Reescrevendo isto como y = -(2/3)x + (¢ - 1)/3, vemos que
os contornos s3o retas paralelas com inclinagdo -2/3. A
intersegdo com o eixo-y deste contorno é (¢ - 1)/3; de cada
vez que ¢ aumenta de 3, a interse¢do move-se para cima de 1.
O diagrama é mostrado na Figura 1.53.

y

) N

/‘}"/

SO N

N EAN ™~

LI SN
N N

-3
1 2 3 4 5 6

Figura 1.53: Um diagrama de contornos
paraf(x,y)=2x+3y+1

Diagramas de contorno e tabelas

As vezes podemos ter uma idéia do aspecto do diagrama de
contornos de uma fung#o a partir de sua tabela.

Exemplo 6: Relacione os valores de f(x, y) =x? - )* na Tabela
1.5 com seu diagrama de contornos na Figura 1.54

Tabela 1.5 Tabela de valores de f(x,y) =x?-)?

3 0 -5 -8 -9 | -8 -5 0
2 5 0 3 -4 | 3 0 5
1 8 3 0| -1 0 3 8
y 0 9 4 1 0 1 4 9
-1 8 3 0| -1 0 3 8
-2 5 0 -3 -4 | 3 0 5
=3 0l =3 =8 =9 . =8 =3 0
-3 -2 | -1 0 1 2 3

x

y

-
—

i

<

/
S TN

-3 -2-1 12

<J

%

Figura 1.54: Diagrama de contornos f{x, y) =x*—)?

Solucdo: Um aspecto importante dos valores na Tabela 1.5 ¢
o dos zeros nas diagonais. Isto ocorre porque x> — 3* = 0 ao
longo das retas y = x e y = —x. Assim a curva de nivel z =0
consiste dessas duas retas. Na regido triangular da tabela que
fica a direita das duas diagonais os elementos sdo positivos.
A esquerda das duas diagonais sdo também positivos. Assim
no diagrama de contornos os de nivel positivo ficardo nas
regides triangulares a direita e  esquerda dasretasy=xey =
—x. Além disso a tabela mostra que os nimeros da esquerda
sdo iguais aos da direita. Assim cada curva de nivel tera dois
pedagos, um a direita e outro a esquerda. Ver Figura 1.54.
Quando nos afastamos da origem ao longo do eixo dos x
atravessamos curvas de nivel correspondendo a valores cada
vez maiores. No grafico em forma de sela de f(x, y) = x* —
mostrado na Figura 1.55 isto corresponde a subir pela sela ao
longo de uma crista. Analogamente os contornos negativos
ocorrem aos pares nas regides triangulares acima e em baixo,
os valores ficam mais e mais negativos quando nos afastamos
ao longo do eixo-y. Isto corresponde a descer na sela ao longo
dos vales submersos abaixo do plano-xy na Figura 1.55.
Observe que poderiamos também obter o diagrama das curvas
de nivel tragando as hipérboles x? —)* =0, £ 2, £4,...




Figura 1.55: Grafico de f(x, y) = x* — »* mostrando o
planoz=0

Uso de diagramas de contornos: a
funcio de producio de Cobb-Douglas

Suponha que vocé tem um pequeno negdcio de impressio e
decide expandir porque tem mais encomendas do que pode
manejar. Como vocé deveria expandir? Iniciar um turno
noturno e contratar mais empregados? Comprar computadores
mais caros mas mais rapidos que permitiriam a seus
empregados atuais realizar o trabalho? Ou uma combinagéo
das duas coisas?

Obviamente o modo de chegar a uma decisdo na
pratica envolve outras considera¢des — tais como saber se vocé
conseguiria ter um turno da noite com pessoal adequadamente
treinado ou se ha computadores mais rapidos disponiveis. No
entanto vocé poderia modelar a quantidade P de trabalho
produzido por seu negdcio como uma fungdo de duas
variaveis: seu nimero total N de empregados e o valor total V'
de seu equipamento.

Como vocé esperaria que se comportasse uma tal
fungdo de producdo? Em geral, ter mais equipamento e mais
empregados permite que vocé produza mais. Porém, aumentar
0 equipamento sem aumentar o numero de empregados
aumentara a producdo, mas ndo além de um certo ponto. (Se
0 equipamento ja estiver sem utilizag8o, ter mais ndo adianta.)
Também aumentar o numero de empregados sem aumentar o
equipamento aumentara a produgdo, mas ndo além do ponto
em que todo o equipamento esta inteiramente utilizado, pois
novos empregados ndo terdo equipamento disponivel.

Exemplo 7: Explique porque o diagrama de contornos na
Figura 1.56 ndo modela o comportamento esperado da fungéo
de produg@o, mas o diagrama da Figura 1.57 sim.

v v

——pd D

[

Figura 1.56: Contornos
incorretos para a produgdo

Figura 1.57: Contornos
corretos para a producéo
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Solug¢do: Olhe o diagrama na Figura 1.56. Fixando ¥ num
valor particular e deixando N crescer voc€ se move para a
direita no diagrama. Ao fazer isso vocé atravessa curvas de
nivel com valores de P cada vez maiores, o que significa que
a produg¢do aumenta indefinidamente. De outro lado, na Figura
1.57, quando vocé se move na mesma diregdo vocé se movera
quase paralelamente as curvas de nivel, cruzando-as cada vez
menos freqiientemente. Portanto a produgdo aumenta mais
devagar quando N cresce com ¥ fixo. Da mesma forma, se
vocé fixa N e aumenta V, o diagrama na Figura 1.56 mostra a
produgdo crescendo a taxa constante, ao passo que a Figura
1.57 mostra a produgdo crescendo mas a taxa decrescente.
Assim a Figura 1.57 se ajusta melhor ao comportamento
esperado da fungéo de produgdo.

Foérmula para uma funciio de producio

Fungdes de produgido com o comportamento qualitativo que
desejamos sdo freqiientemente aproximadas por formulas da
forma

P=f(N, V)= cN°VP
onde P ¢ a quantidade total produzida e c, 0., ¢ B sdo constantes
positivas com 0<o<1 e 0<B<I.

Exemplo 8: Mostre que as linhas de nivel da fungdo P =
eNVP  tem aproximadamente a forma dos contornos da
Figura 1.57.

Solucdo: As curvas de nivel sdo as curvas em que P éigual a
uma constante, digamos P,, isto €, onde

eNVP =P,

Resolvendo para V temos

Ve
y=|fo| e
c

Assim V' é ima funggo poténcia de N com expoente negativo e
portanto seu grafico tem a forma mostrada na Figura 1.57.

O modelo de produc¢iao Cobb-Douglas

Em 1928, Cobb e Douglas usaram uma fun¢do semelhante
para modelar a produgdo de toda a economia dos Estados
Unidos no primeiro quarto deste século. Usando estimativas
governamentais para P, a produgdo anual total entre 1899 e
1922, para K, o investimento de capital total, e L, a forga de
trabalho total, concluiram que P era bem aproximado pela
fungdo de produgdo de Cobb-Douglas

P= 1’01L0.75K0,25
Essa fungfo, verificou-se que modelava a economia dos

Estados Unidos surpreendentemente bem, tanto para o periodo
em que se baseou quanto por algum tempo depois.
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Problemas para a Secio 1.4.

Para as fungdes no Problemas 1-9 esboce um diagrama de
contornos com pelo menos quatro contornos indicados.

Descreva em palavras os contornos e como estdo espagados.

1
2

A W

10

11

12

S xy)=xty
fxy)=xy

fGey)=x>+y?
f(xy)=3x+3y

f(x’y)=_x2 _y2+]

f(x,y)= x2+2y2

f(x,y)= +1/x2 +2y2

fley)=y-x*

flx,y)= cos\’x2 +y°

A Figura 1.58 é um diagrama para o pagamento mensal
sobre um empréstimo de 5 anos para a compra de um
carro, como func¢do da taxa de juros e da quantia
emprestada. Suponha que a taxa de juros ¢ de 13% e que
vocé decide tomar emprestados $6.000.

a) Qual é seu pagamento mensal?

b) Se a taxa de juros baixar para 11% quanto mais vocé pode
tomar emprestado sem aumentar seu pagamento mensal?

¢) Faca uma tabela de quanto vocé pode tomar
emprestado, sem aumentar seu pagamento mensal, como
fun¢do da taxa de juros.

valor do empréstimo ($)

8000

™~ ™~
\\ \\
7000 P S
T~ \K14m
6000 ~—| T
Ny 1204
] T~
5000 | N -
e (e |
4000 st i
3000 S
2000 ““~-‘\\1~ B taxa de
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Figura 1.58

A Figura 1.59 mostra o mapa de contorno de uma colina
com dois caminhos, 4 € B.

a) Em qual caminho, 4 ou B, a subida serd mais ingreme?

b) Em qual caminho, 4 ou B, vocé provavelmente terd
uma vista melhor dos arredores? (Supondo que sua visio
ndo seja bloqueada por arvores.) ‘

¢) Perto de qual caminho € mais provavel que haja um
curso de agua?

Cadaum dos diagramas na Figura 1.60 mostra a densidade
de populagéo numa certa regido. Escolha o diagrama que

melhor corresponda a cada uma das situagdes seguintes.
Muitas combinagdes sdo possiveis. Escolha alguma
razoavel e justifique sua escolha.

a) O centro do diagrama é uma cidade.

b) O centro do diagrama € um lago.

¢) O centro do diagrama é uma usina de for¢a.

z =300
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Y 7z =200
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( \ 2= 100
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Figura 1.59

Figura 1.60

Para cada uma das superficies nos Problemas 13—15 esboce um

Figura 1.61

16

17

possivel diagrama de contornos, marcado com possiveis
valores de z. (Nota: ha muitas repostas possiveis.)

14. 15.
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Figura 1.63

Figura 1.62

A Figura 1.64 mostra a densidade da populagdo de

raposas P(em raposas por quildmetro quadrado) para o

sul da Inglaterra. Trace duas se¢des diferentes numa reta

norte-sul e duas se¢des diferentes numa reta leste-oeste

da densidade de populacio P.

Use um computador ou calculadora para esbogar um

diagrama de contornos para a func8o corda vibrante
f(x,f)=costsen2x, 0<x<mwOLI<T

Use c¢=—2/3,-1/3,0, 1/3, 2/3. (Vocé ndo podera fazer

isto algebricamente).
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Figura 1.64: Densidade da populagdo de raposas no sudoeste da
Inglaterra

18 Na pagina 3 introduzimos a fungéo da onda

h (x, ) =150 + 30 cos (0,5x - ©)
Trace um diagrama de contornos usandoc=4 4,5 5 5,5
6 para essa fung@o. Explique como seu diagrama se
relaciona com as segdes de 4 discutidas na pagina 3. Onde
as curvas de nivel so menos espagadas? Mais espagadas?

19 Trace diagramas de contorno para cada um dos graficos

. de contentamento-pizza-cola dados no Problema 6 na
pagina 13.

20 Uma manufatura vende duas mercadorias, uma a um
prego de $3.000 a unidade e-a outra a um prego $12.000
a unidade. Suponha que uma quantidade g, do primeiro
tipo e uma quantidade g, do segundo tipo sdo vendidos a
um custo total de $4.000 para o industrial.

a) Expresse o lucro, T, como fungio de g, € g,.

b) Esboce curvas de lucro constante no plano-g,g, para
© = 10.000, ® = 20.000 ¢ ® = 30.000 e a curva sem
prejuizo-sem lucro = 0.

21 A cdmeaéasuperficie da frente do olho. Especialistas da cormea

usam um SMT ou Sistema de Modelagem Topografica para
produzir um “mapa” da curvatura da superficie do olho. Um
computador analisa a luz refletida no olho e traga curvas de
nivel unindo pontos de curvatura constante. As regides entre
essas curvas so coloridas com cores diferentes.
As duas primeiras imagens na Figura 1.65 sdo segdes de
olhos com curvatura constante, a menor sendo de cerca
de 38 unidades, a maior cerca de 50. Em contraste, o
terceiro olho tem curvatura variavel.

[N

Curvatura Curvatura Curva grande
grande pequena < (ou zero)
\ \\*_ o
Curvatura

<« grande

Figura 1.65: Olhos com diferentes curvaturas

Diagramas de nivel 19

Figura 1.66

a) Descreva em palavras o aspecto do mapa SMT de um
olho com curvatura constante.

b) Trace 0 mapa SMT de um olho com a se¢do na Figura
1.66. Suponha que o olho é circular quando visto de frente
e a se¢do é a mesma em todas as dire¢des. Ponha marcas
numéricas razoaveis em suas curvas de nivel.

22 Estabelega uma correspondéncia entre as Tabelas 1.6—
1.9 e os diagramas de contorno (I)-(IV) na Figura 1.67.

Tabela 1.6 Tabela 1.7
Y H -1 0 | 1y« H -1 0 1
-1 2 T [ 2 - 0 1 0
0 1] 0 [ 1 0 1 2 1
1 2 1 | 2 1 0 1 0
Tabela 1.8 Tabela 1.9
IR J] -1 0 | 1
-1 2 1 0 [ 2 - 2 2 | 2
0 2 1 0 |2 0 0 0 10
] 2.1 0 | 2 1 2 | 2 |2
(1 y (I y

= A\
— &

(1 y (V) y

>

S5/

23 Estabeleca correspondéncia entre as superficies (a)—(e)
na Figura 1.68 com os diagramas (I)—(V) na Figura 1.69.



20 Funcdes de vérias variaveis

24 O mapa na Figura 1.70 ¢ da tese de estudante de ultimo
ano do Prof. Robert Cook, Diretor do Arnold Arboretum
de Harvard. Mostra curvas de nivel da fun¢do que da a
densidade de espécie de passaros em reprodugdo em cada
ponto dos Estados Unidos, Canada e México.
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Figura 1.70

AN
%\ Usando o mapana Figura 1.70 decida se as seguintes afirmagdes
[ (] \/ x sdo verdadeiras ou falsas. Explique suas fespostas.
Y
2,

\\

a) Indo do sul para o norte através do Canadé a densidade
de espécies aumenta.
b) A densidade de espécies na area em volta de Miami €
maior que 100.
c) Em geral peninsulas (por exemplo, Flérida, Baja
/ Califérnia, Yucatan) tém menor densidade de espécies
0 que as areas em volta delas.
T~ d) A maior taxa de mudanga em densidade de espécies
/f' \ com relagdo a distancia se encontra no México. Se vocé
& / / acha que isto é verdade, marque o ponto e a direcdo que
- ddo a maior taxa de variagdo e explique porque vocé
escolheu esse ponto e essa diregao.
25 A temperatura 7 (em "C) em qualquer ponto da regido -
) y 10< x £ 10,-10 < y <10 ¢ dada pela fungdo

(R
/

<
'
FS

i)

(V)

<
—

/ T (x,y) =100 —x* -

a) Esboce curvas isotérmicas (curvas de temperatura
ﬂ constante) para 7'=100°C, T=75°C, T=50°C, T=
25°C,e T'=0°C.

b) Suponha que um inseto que procura calor ¢ colocado
em qualquer ponto do plano-xy. Em qual diregdo ele
deveria mover-se para aumentar sua temperatura mais
depressa? Como se relaciona a dire¢do com a curva de
nivel por esse ponto?

Figura 1.69



