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El libro que tiene en sus manos es un libro tinico. Nace de un suefio, y solo un sofiador se
aventuraria a explicar como nunca antes lo que muchas veces se ha explicado.

Para escribirlo, Javier Rui-Wamba ha invertido doce afios, pero hacerlo posible es
la labor de toda una vida: una vida de entrega y pasién por la profesiéon de ingeniero,
en la que durante cinco décadas ha reunido en la valiosa biblioteca de Esteyco —su Es-
teyco— cerca de 8.000 volumenes dedicados a la ingenieria, de los que una mayoria se
refieren a la ingenieria estructural y geotécnica. Una pléyade creciente de libros siempre
escogidos, de marcado cardcter internacional y en multitud de idiomas, a los que se su-
man constantemente las mejores revistas especializadas en las que Javier Rui-Wamba
no deja de bucear, seleccionando los articulos o noticias de mds interés, aquellos que
periddicamente distribuye por la oficina. Asi, quienes hemos tenido el privilegio de crecer
profesionalmente en la estela de Javier Rui-Wamba hemos podido disfrutar de una amplia
y cuidada seleccién internacional de los mejores libros y publicaciones en el d&mbito de la
ingenieria de estructuras y sus cimientos.

Solo sobre una base asi me atreveria a afirmar —como he hecho sin miedo a equivo-
carme— que es éste un libro tnico. Lo es, en primer lugar, por el ambicioso objetivo que
persigue y alcanza: la mirada transversal y holistica de la ingenieria estructural, con la
que ya su titulo nos atrapa.

Las tdltimas décadas han sido testigos de un vertiginoso avance en muchas dreas de
la ingenieria, espoleado por una accesibilidad inusitada a conocimientos, informacién y
herramientas que progresan sin cesar. El desarrollo de materiales de construccién nuevos
o mejorados, la disponibilidad de mds capaces y sofisticados medios de construccién o
las actuales posibilidades de andlisis y disefio asistido por ordenador, que generaciones
anteriores de ingenieros no habrian siquiera imaginado, son solo algunos de los avances
de los que cabria esperar que impulsaran y transformaran las destrezas y los logros de los
ingenieros estructurales de hoy y de manana.

Sin embargo, cabe poner en duda que ello quede reflejado en la generalidad de nues-
tros proyectos y obras, vistos a la luz de las de aquellos que nos precedieron. Son escasas
las respuestas a los problemas que vienen en forma de nuevas o mejores soluciones, y la
innovacién o la enriquecedora amalgama entre disciplinas parecen a menudo estar mas
desincentivadas que lo contrario.

Acaso esta aparente contradiccion tenga que ver con una pujante especializacion, a la
que el ingeniero se ve hoy frecuentemente empujado, que le permite saber cada vez mas,
pero de cada vez menos cosas. La bendicién de una creciente cantidad de conocimientos
mds y mds accesibles y detallados tiene la contrapartida de derivar en un ndmero igual-
mente creciente de ramas para la formacion y la practica profesional, en las que proliferan
innumerables normas, herramientas o publicaciones especificas.

Asi, esos admirables progresos que se efectian corren el riesgo de quedar aislados en
el campo concreto en el que se originaron; la innovacion corre el riesgo de verse ame-
drentada por la reglamentacion, y los departamentos universitarios que forman a los inge-
nieros pueden convertirse en compartimentos en los que la ensefianza de las estructuras
se disperse y desmenuce mds de lo deseable. El ingeniero, en definitiva, corre el riesgo
de ver mermada su visién global y, con ella, su capacidad para afrontar problemas que no
acostumbran a plegarse ante artificiosas fronteras entre especialidades.

Con este libro, Javier Rui-Wamba regala al ingeniero estructural un antidoto ante
dichos riesgos.

Un tratamiento profundamente didactico, riguroso y exhaustivo que con vocacién ge-
neralista abarca los grandes campos de la ingenieria estructural, cosiéndolos con un hilo
de transversalidad tan inédito como oportuno, que enriquecerd tanto a estudiantes como
a ingenieros dedicados a proyectar estructuras; asi como, en particular, a los profesores
que asumen la elevada misién de dar a las nuevas generaciones de ingenieros estructura-
les una formacién amplia y s6lida. Un planteamiento que fomenta un aprendizaje de las
estructuras con cardcter integral y pluridisciplinar, que contribuye a situar el conocimien-
to especializado en un marco mas general y estimulante.



Diversos son los soportes irrenunciables de la competencia y la aptitud del ingeniero
estructural, entre otros: la l6gica de los flujos de fuerzas y su transferencia, el conoci-
miento de los distintos materiales entre los que puede, y debe, contarse el terreno que es
prolongacién de nuestras estructuras, la capacidad para concebir y verificar los sistemas
que les dan forma —ya sean de acero, hormigén o mixtos—, la comprension de los medios
y métodos constructivos que las hacen posibles, el entendimiento de las acciones que
las solicitardn o de los criterios de seguridad que les son exigibles, la consciencia de sus
costes y de la necesidad de integracion en el entorno. Solo si se posibilita dicha vision
global se estd dotando al ingeniero de la perspectiva para tomar decisiones adecuadas y
para acertar en el enunciado de los problemas a los que se enfrente, primer y fundamental
paso para su resolucion.

Javier Rui-Wamba nos muestra cémo tan estimulante reto se facilita al identificar y
entender lo mucho que tienen en comtin todas las estructuras, cualquiera que sea su fun-
cién o el material con el que se construyan; algo que con frecuencia queda oculto entre las
diferencias histéricamente establecidas en su ensefianza, su anélisis o su reglamentacion.
Como esencial vehiculo de esa mirada transversal, el libro reivindica y clarifica la impor-
tancia de los fundamentos, no siempre visibles pero siempre presentes: raices comunes de
disciplinas que a menudo se ven artificialmente separadas, y que Javier Rui-Wamba retine
bajo la esclarecedora luz del mismo foco.

Los conceptos de equilibro y compatibilidad de deformaciones, o el de la siempre de-
seable ductilidad, que suele ser responsable de aunarlos en la practica de un buen disefio,
son algunos de los conceptos esenciales que reaparecen a medida que el libro va reco-
rriendo distintas dreas de la ingenieria estructural, cohesionando el completo y valioso
cuerpo de conocimiento y de criterio ingenieril que ofrece.

Asi, y a modo de ejemplo, el lector comprenderd las enriquecedoras analogias que
existen en la transferencia de esfuerzos rasantes ala-alma en vigas de hormigén arma-
do y en las conexiones acero-hormigén de vigas mixtas; asimilard la unidad conceptual
que hay detrds del estudio de la inestabilidad de soportes comprimidos metdlicos o de
hormigén, en didéctico contraste con las diferencias entre sus formulaciones de calculo;
visualizard cémo el método strut and tie —originalmente desarrollado para estructuras
de hormigén— tiene mucho que decir a la hora de estudiar zonas singulares de estructu-
ras metélicas o mixtas; o entenderd que los andlisis y criterios de disefio de la situacion
pluritensional que se genera en el alma de una viga sometida a cortante —aparentemente
tan dispares en estructuras metdlicas y de hormigén— tienen fundamentos comunes, en
los que cabe basar criterios asimilables a ambos casos que faciliten la comprensién y el
tratamiento practico de un fenémeno complejo.

Ese cardcter visionario —si se compara con los métodos mds habituales de ensefianza
y con la division y aparente independencia de las normas y los c6digos que acompaiian al
ingeniero en su prictica profesional— tiene otro claro ejemplo en el modo en el que libro
incorpora el terreno al listado de materiales esenciales que el ingeniero de estructuras
debe conocer para plantear adecuadamente el enunciado del problema estructural al que
se enfrenta. El libro retine y fundamenta 6rdenes de magnitud y simplificaciones practi-
cas de gran utilidad; sin renunciar a tratar con rigor las especificidades que gobiernan la
compleja respuesta y la caracterizacion del terreno, raramente recogidas en tratados no
exclusivamente geotécnicos. Todo ello sin pretender sustituir el necesario didlogo entre
especialistas y disciplinas; muy al contrario: promoviéndolo y facilitindolo, para que ese
terreno fronterizo en el que conviven sea lugar de fructifero entendimiento.

Esa vocacion unificadora, que a lo largo del libro genera vasos comunicantes entre
distintos campos de la ingenieria estructural y que contribuye a relacionar y asentar con-
ceptos, convive con un tratamiento profundo de cada uno de dichos campos y sus especi-
ficidades, rebosante de cuidadas e ilustrativas figuras y graficas, con miltiples ejercicios
y ejemplos practicos. Recoge las mds relevantes referencias a la normativa aplicable,
convenientemente acompanadas de explicaciones sobre la razén de ser de su articulado,
que ayudan a su comprension y a dotar al ingeniero de criterio para afrontar los casos, no



tan infrecuentes, en los que resulte necesario o beneficioso salir del amparo de soluciones
normalizadas sancionadas por la reglamentacion.

He afirmado que es este un libro tnico por ese inédito planteamiento de generalidad y
didactica transversalidad. Lo es también por la dificilmente repetible historia de capaci-
dad, experiencia y generosidad que hay detrds de su autorfa. Una singularidad no podria
entenderse sin la otra.

A lo largo del libro late en efecto el especial modo en el que se alinan, en la persona
de Javier Rui-Wamba, el brillante profesor y el prolifico ingeniero. Quien esto escribe no
ha cesado de cruzarse en su dia a dia profesional con ingenieros que, al oir mencionar
a Rui-Wamba, han recordado con admiracién y agradecimiento sus clases en la Escuela
Técnica Superior de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de Madrid, en la que du-
rante diecisiete anos fue profesor de la cdtedra de Puentes y Estructuras Metdlicas. A esa
experiencia docente, Javier Rui-Wamba suma una amplia experiencia activa, y a menudo
protagonista, en diversos comités nacionales e internacionales que han dado origen a
normativas de referencia sobre distintos tipos de estructuras: desde el Comité Europeo
del Hormigén (CEB), cuando gener6 el valioso Codigo Modelo 1990 —probablemente, la
mejor y més influyente norma de hormigén estructural que se haya escrito— pasando por
la comisién internacional redactora del Eurocddigo-4 para estructuras mixtas, hasta los
distintos equipos que el propio Javier Rui-Wamba coordiné para dar lugar a las Recomen-
daciones para el disefio de Puentes Metdlicos (RPM-95) y Puentes Mixtos (RPX-95),0 la
Guia para la Concepcion de Puentes Integrales de Carreteras.

Pero lo que multiplica y proyecta el valor de esa extraordinaria y diversa experiencia
docente o normativa es sin duda la amplisima y exitosa trayectoria de Javier Rui-Wamba
llevando esos conocimientos a la realidad de la prictica profesional y de la obra construi-
da, liderando a un equipo multidisciplinar que ha proyectado innumerables estructuras de
todo tipo en mds de una treintena de paises, con toda clase de materiales, con frecuencia
de gran complejidad y siempre de gran diversidad. Javier Rui-Wamba ha sido pionero
en el uso y la introduccién en nuestro pais de varias técnicas o disefios innovadores que
hoy se han normalizado, desde los primeros usos en Espana de forjados de casetones
recuperables, hormigones de muy alta resistencia o losas postesadas, hasta realizaciones
pioneras en puentes integrales de ferrocarril o torres edlicas de gran altura. Esa trayectoria
le ha granjeado numerosos premios y reconocimientos; entre otros muchos, la Medalla
de Honor del Colegio de Ingenieros o el Premio Nacional de Ingenieria Civil, el mds alto
galardén que otorga el Ministerio de Fomento.

En ese fecundo recorrido, Javier Rui-Wamba ha predicado con el ejemplo sobre las
bondades de esa visién generalista y transversal que promulga. Le he visto anticipar con
profético acierto la ventaja del hormigén en el disefio de torres edlicas para las que la
ortodoxia pedia acero, o la ventaja del acero en el disefio de un puente ferroviario para
el que la ortodoxia pedia hormigén. Le he visto trasladar con gran éxito ideas originadas
para estructuras de madera a torres edlicas, ideas originadas para torres edlicas a las pilas
de puente, e ideas originadas para pilas de puente a los mejores aparatos de apoyo, que
son aquellos cuya necesidad puede evitarse, por esbozar solo algunos ejemplos.

La sobresaliente labor profesional de Javier Rui-Wamba le ha llevado a convertirse
en el primer miembro electo de la Real Academia de Ingenieria, siendo su libro Aforis-
mos estructurales —inspirado en su discurso de ingreso en la Academia— de obligada y
estimulante lectura para los que trabajamos en torno a la ingenieria estructural y un buen
reflejo del cardcter humanista de Javier Rui-Wamba. Cardcter que impregna también este
libro, como se muestra en los interesantes extractos biograficos que lo salpican y ayudan
al lector a apreciar las historias humanas que hay detrds de los grandes avances y conoci-
mientos de la ingenieria que el libro recoge y pone diddcticamente a su alcance.

Solo quien se ha enfrentado a la realidad de tantos y tan variados disefios estructurales
sabrd dar a los necesarios conocimientos académicos una conveniente orientacion prac-
tica, que se va plasmando a lo largo del libro en forma de criterios de diseflo, practicos
ordenes de magnitud de referencia y constructivas advertencias sobre los riesgos mds ha-
bituales a los que se enfrentan hoy quienes conciben y disefian las estructuras del mafiana.



Prélogo XXvii

“Los ingenieros somos gestores de incertidumbres”; “La ductilidad es puente sobre
nuestra ignorancia”; “No se debe calcular una estructura que no se sepa dibujar ni se
deben emplear férmulas cuyo significado fisico se desconoce”; “No se puede conocer
el estado tensional de una estructura”; “No se debe resolver por ordenador un pro-
blema sin saber obtener antes una aproximacién manual, ni debe darse por buena su
resolucién numérica sin revisitar esa estimacion previa”. Son algunos de los aforismos
acufiados por Javier Rui Wamba que a lo largo del libro fundamentan valiosos consejos
y lecciones practicas que se repiten porque aplican a la generalidad de campos de la
ingenieria estructural.

Esa singular combinacién de talento y amplia experiencia, tanto docente como pro-
fesional, es desde luego una condicién necesaria para la génesis de un libro como este,
pero no suficiente. Ha de llegar acompafiada de un extraordinario espiritu de generosidad
y amor por el conocimiento que, desde la atalaya de una trayectoria de méds de cincuenta
afios colmada de éxitos y reconocimientos, rechace cualquier atisbo de conformismo para
aventurarse en un reto de tanto calado y ambicién. Este reto ha nacido de un suefio que
para hacerse realidad ha requerido cerca de un centenar de los inconfundibles Pilot V5
de Javier Rui-Wamba, con los que ha generado alrededor de 3.000 paginas manuscritas,
cuajadas de formulaciones y figuras, base de un libro en el que Javier Rui-Wamba y un
estrecho grupo de colaboradores han invertido 9.000 horas de trabajo intelectualmente
fértil. La inteligencia y la genialidad que hay detrds de este libro solo lo han llevado a la
luz acompaifiadas de una inquebrantable capacidad de trabajo, impulsada por un afdn de
compartir conocimiento para el progreso de la ingenierfa y la profesién. Es el legado
de un ingeniero irrepetible, reflejo del lema que ha presidido su trayectoria: «Trabajar
para saber, saber para trabajar».

José Serna
Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos
Director de Tecnologia de ESTEYCO
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Estructura y contenido

Las estructuras no se calculan, se sienten. Por eso este libro no trata, ain cuando pueda
aparentarlo, del cdlculo de estructuras. Pretende ser un instrumento para comprenderlas,
con la inestimable e imprescindible ayuda de los cdlculos. Porque su autor comparte, en
buena medida, la opinién de quienes piensan que solo se sabe lo que se puede cuantificar.

Pero la cuantificacién no puede ser la auténtica finalidad del saber estructural. Debe
ser la consecuencia que se deriva de dicho saber. Y, a este respecto, es mucho mads intui-
tivo, y arraiga con mds rapidez y profundidad en la mente del ingeniero, plantear todo el
andlisis estructural y el comportamiento de los materiales desde bases deformacionales
claras. Porque son las deformaciones las que realmente existen y son perceptibles. Y es, a
partir de ellas, cémo se pueden deducir tensiones y esfuerzos —conceptos abstractos— que
utilizamos como estrategia para verificar comportamientos y para justificar las hipdtesis
estructurales que empleamos habitualmente.

Los libros y las normas que tratan de estructuras suelen tener muy diferentes indices
que, normalmente, reflejan la orientacion de sus contenidos, la importancia que conceden
a los diferentes capitulos y la intencionalidad que subyace en el orden escogido, e incluso
pueden informar acerca de la especializacién y las preferencias de los autores. El indice
de un libro o una norma de estructuras es la manifestacion de la 16gica del pensamiento
que habr4 presidido su redaccién. Por eso no hay dos indices iguales, porque las estructu-
ras son una realidad compleja, que se puede enfocar desde muy diversos puntos de vista.
El escogido en este caso se esboza en este apartado previo, desde el que se pretende expli-
car cual ha sido el hilo conductor que ha enhebrado los diferentes capitulos, subrayando,
al hacerlo, las intenciones que han motivado su redaccion.

En el texto se hace referencia, en primer lugar, a las estructuras planas constituidas por
elementos rectos, vigas y pilares; que, en su configuracién mds general, constituirdn un
entramado estructural con nudos, apoyos y zonas singulares en los puntos de aplicacién
de las cargas o en los lugares en los que cambia bruscamente su geometria. Por ello, la
estructura real siempre se puede modelizar mediante un sistema de barras, nudos, apoyos
y zonas singulares (Figura 0.1).

El peso propio de la estructura y las cargas aplicadas provocan desplazamientos reales
que, a su vez, se pueden asociar a tensiones normales, G, y tangenciales, T. La resultante
del campo tensional, en una seccién perpendicular a la directriz del elemento estructural,
define los esfuerzos —flectores, cortantes, axiles y torsores, diferentes en cada seccidén— que
se utilizan como instrumento eficacisimo para analizar el comportamiento de la estructura
y justificar su dimensionamiento. Tal dimensionamiento no se deduce, en general, de los
célculos, sino que resulta de un proceso interactivo: el ingeniero concibe la estructura y
hace un primer dimensionamiento del conjunto estructural. Lo hace basdndose en su ex-
periencia y en la de muchos otros que, a lo largo de la historia de la humanidad, han cons-
truido estructuras en cierto modo similares que se han comportado correctamente. Estima
los esfuerzos, las tensiones, las deformaciones y otros pardmetros —como la fisuracién en
el hormigdn, o las vibraciones en estructuras solicitadas por solicitaciones dindmicas— que
controlan la adecuacidn de la estructura a los objetivos que se deben alcanzar.

i i

<>

Figura 0.1 Modelo de barras para un pértico genérico.



El ingeniero estructuralista o asimilado dibuja, asimismo, a una escala adecuada para
poder “sentirla”, la estructura dimensionada previamente. Con todo el detalle que sea
necesario si son los detalles los que pueden ser determinantes en su comportamiento. Y
teniendo también muy presentes los condicionantes constructivos que, en ocasiones, son
relevantes para seleccionar tipologias, materiales y procedimientos ejecutivos.

Después, y solo después, modeliza la estructura y, con la ayuda de programas de
ordenador, obtiene una detallada cuantificacion de desplazamientos, esfuerzos, estados
tensionales y reacciones de apoyo del esquema estructural modelizado. En el que, en ge-
neral, no se suele abordar el comportamiento de nudos y zonas singulares de la estructura,
que requerirdn andlisis complementarios y especificos, para los cuales suele ser menos
probable disponer de programas de cdlculo fiables y eficientes. Por otra parte, es labor
esencial del ingeniero analizar los resultados de los cédlculos de ordenador, identificando
y prestando atencidn prioritaria a los que son esenciales, sin dejarse aturdir por la ingente
cantidad de datos que facilitan los programas modernos. Sabiendo que pueden existir
errores en la introduccién de datos que alimentan al programa o, en mucha menor me-
dida, por errores intrinsecos al programa o por su inadecuacion al problema planteado;
por ejemplo, al caracterizar las condiciones de apoyo. Para ello, para evitar errores y
profundizar ademads en el andlisis de los datos del cdlculo detallado y en el conocimiento
de la estructura, el ingeniero debe contrastar los resultados del cdlculo con las sus propias
previsiones. Es esencial hacerlo y es, por tanto, indispensable tener drdenes de magnitud
de esfuerzos, reacciones de apoyo y deformaciones antes de proceder a realizar cdlculos
detallados de ordenador.

El contenido de este libro tiene precisamente la intencién de facilitar al ingeniero
los instrumentos y las guias para concebir estructuras eficientes y realizar predimensio-
namientos fiables. Y, con tal finalidad, se ha establecido el orden y el contenido de los
capitulos que lo configuran.

Los dos primeros capitulos tratan de la flexién; analizdndose, para ello, el comporta-
miento de una viga recta, de seccion constante, cargada en su plano de simetria y consti-
tuida por un material de caracteristicas indefinidamente eldsticas. Se aisla una rebanada,
de espesor diferencial, solicitada por un momento flector y un esfuerzo cortante. De la
condicién de equilibrio y compatibilidad de deformaciones se deducen las expresio-
nes que gobiernan el comportamiento de la viga y que relacionan cargas aplicadas (q),
esfuerzos concomitantes (M, Q), desplazamientos, pendientes y curvaturas (y, y’, y”),
tensiones normales (G) y tangenciales (T), con las caracteristicas del material considerado
indefinidamente eldstico y caracterizado por su modulo de elasticidad longitudinal (E)
y transversal (G) cuya definicion requiere, por otra parte, la presencia del coeficiente de
Poisson (v), otra caracteristica intrinseca del material.

En sintesis, el planteamiento del apartado de este capitulo es el que se describe a
continuacioén.

Las formulaciones anteriores, faciles de deducir y retener, son las que esencialmente
gobiernan el cdlculo de cualquier estructura de comportamiento indefinidamente eldsti-
co. No debe pasar desapercibido el hecho de que la metodologia que permite su sencilla
deduccion se basa en la imposicién de un virtual giro rotacional en la rebanada definido
por dos valores, que son las incognitas del problema que se trata de resolver: las defor-
maciones unitarias (g, en la fibra superior, y €; en la fibra inferior). Aceptando —lo que es
una aproximacién utilisima para facilitar el andlisis— que las secciones planas antes de la
deformacién se mantienen planas después. Se trata de la hipdtesis que formul6 J. Bernou-
1li en su publicacién Acta Eruditorum en 1694 y que, muy posteriormente, a principios
del siglo XIX, utilizé Navier para desarrollar su metodologia para el andlisis de piezas
prismaticas. Por ello, la hipétesis de planeidad de las secciones antes y después de la
deformacidn se suele conocer también como ‘“hipétesis de Bernouilli-Navier” y también
—olvidando injustamente su origen— como “hipétesis de Navier”. Definida la deformada
de la seccion, por sus valores € e €; tendremos, automdticamente, un campo tensional,
¢ = E - &, actuando sobre la seccidn. Dicho campo tensional equivale, por otra parte, al
momento flector, M, aplicado.
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Figura 0.2 Comportamiento de una viga flectada.
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Figura 0.3 Equilibrio de una seccién.



Estos planteamientos son igualmente vélidos cualquiera que sea la geometria de la seccion
y son, al tiempo, independientes de la naturaleza isostitica o hiperestitica de la estructura
que se estd analizando, porque se basan en el principio universal de equilibrio aplicado a
materiales indefinidamente eldsticos y caracterizados exclusivamente por su médulo de
elasticidad, E, o de Young. Serian también conceptualmente aplicables a estructuras con
secciones de geometria variable, aunque en esos casos, logicamente, la expresion de I,
funcion de z, quedaria dentro del signo integral, de manera que tendriamos:

, 1 [M@ 1 J’ J’ M(2)
y == . dZ y=— . dZ
EJ Iz E 1(z)

O lo que es lo mismo, a efectos pricticos podriamos sustituir la ley de momentos
flectores M(z) por otra ley M(z)/1(z), dar después a I el valor unidad y aplicar idéntica
metodologia.

La expresion general que relaciona tensiones normales, G, con el momento flector de
componentes M, y M, a una seccion cualquiera es:

_ Mx(Iy 'y_Ixy 'X)+My(Ixy 'y_Ix “X)

I I, - I3

z

En el texto se deduce dicha expresion utilizando una metodologia muy simple que
conviene retener porque es de un gran interés préctico y permite determinar estados ten-
sionales en secciones sencillas o complejas sin recurrir a férmulas, aunque utilizando el
método que ha permitido su deduccién. Se provocan dos giros virtuales consecutivos:
uno alrededor del eje X de la seccion y otro alrededor del eje Y, ejes perpendiculares que
se cruzan en el centro de gravedad de la seccion. Al giro en relacién con el eje XX le
corresponde un estado tensional determinado y de inmediata deduccién. La resultante de
las tensiones correspondientes equivale a un momento My, y a otro My,. Andlogamente
al giro en relacion con el eje YY le corresponden momentos My, y Myy. Tendremos, pues,
dos incdgnitas (el valor de los giros 8, y 6, aplicados) y dos ecuaciones de equilibrio de
momentos externos e internos:

Giro 6,: My, + My, =M, | . ]
. M, + M, =M, Momento flector aplicado
Giro 0,: M, +M,, =M,

En el apartado correspondiente se incluyen ejercicios con los que se pretende subrayar
la sencillez y la utilidad de estos conceptos.

Por otra parte, la metodologia utilizada ayuda a comprender la deformabilidad de la
pieza. Cuando no existe simetria, el plano de aplicacién de las cargas no coincide con el
plano deformacional: la flexién esviada estd asociada a la disimetria de secciones. La me-
todologia empleada nos permite recordar conceptos, como los de producto de inercia, Iy,
ejes principales de inercia, posicion de la fibra neutra, asi como los métodos graficos que
permiten su determinacién y que son andlogos —Ilos circulos de Mohr— a los utilizados
para analizar estados tensionales.

A partir de la esencial férmula deducida EI - y” = M se establecen, con toda sencillez,
los dos teoremas de Mohr, que son de una gran utilidad practica, faciles de recordar y de
aplicar, para determinar deformadas —desplazamientos, pendientes y curvaturas— de los
elementos estructurales analizados. En el texto se recuerdan los dos teoremas y se plan-
tean algunos ejercicios de aplicacidn practica. En particular, los teoremas de Mohr pue-
den ser muy utiles para determinar las reacciones de estructuras hiperestaticas. Y es por
esta razén, también, por lo que se pone énfasis en estos sencillos y ttiles teoremas. Porque
—y hay mds adelante un capitulo especifico que trata de ello—, si se conocen las reacciones
de apoyo de una estructura, se conoce lo esencial de su comportamiento, ya que ello per-
mite deducir, con toda facilidad y fiabilidad, los esfuerzos que actian en cada seccion y,
a partir de ellos, se pueden deducir los estados tensionales en el conjunto de la estructura
y las deformaciones de los elementos que la componen. Porque, asi como la metodologia
utilizada para analizar el comportamiento de una seccién de un elemento flectado par-
te de unas deformaciones para llegar a unos momentos —resultado de la integracién de



las tensiones asociadas a aquellas deformaciones—, en la practica profesional, el proceso
se invierte: hay que determinar los esfuerzos provocados por las cargas actuantes en la
estructura y después deducir las tensiones correspondientes y, cuando el caso lo requiera,
determinar la deformada de la estructura por la accion de las solicitaciones.

Los esfuerzos cortantes, que son los protagonistas del capitulo siguiente, tienen un
significado fisico muy preciso. Nacen de la exigencia de equilibrio de una rebanada y son
la derivada del momento flector, como se ha visto en el primer capitulo y se recuerda en
el presente.

Por otra parte, el andlisis de la influencia del esfuerzo cortante no puede limitarse,
como en el caso del flector, al del comportamiento de una seccion. Al tratarse de un
esfuerzo que nace de la variacién a lo largo de la pieza del momento flector, interviene la
tercera dimension, lineal, del elemento estructural que hay que analizar en su conjunto, o
al menos, en un tramo suficientemente significativo.

Asi como el andlisis de la respuesta provocada por el flector estd gobernada por la
sencilla expresion (Figura 0.4):

GO

E
dz ¢

la férmula que relaciona tensiones y deformaciones asociadas al cortante es (Figura 0.5):
=G,

Son necesarias dos parejas de tensiones tangenciales T para que el elemento diferen-
cial pueda estar en equilibrio. Dos de ellas estardn paralelas al plano de la seccidn, y las
otras dos en direccién perpendicular al eje del elemento estructural. La deformacién pro-
vocada por las tensiones tangenciales distorsiona la geometria de dngulos rectos del ele-
mento diferencial. El conjunto de la rebanada se distorsiona (Figura 0.6) también como
consecuencia de la presencia o la aplicacién del cortante.

Por consiguiente, tras la deformacién tangencial, la seccién no se mantiene plana; lo
que entra en contradiccidn con la hip6tesis de Bernouilli, en la que se basan los andlisis
del comportamiento de una seccién solicitada por un flector. Este hecho, digno de ser
constatado y recordado, no impide que se acepten los resultados que se obtienen con estas
metodologias como suficientemente precisos para la mayor parte de las aplicaciones prac-
ticas. Las deformaciones por cortante son muy pequefias, en general, en relacién con las
que provocan los flectores. En el texto se aborda, también, dicha cuantificacién.

Es imprescindible, por otra parte, observar y retener que asi como el médulo de elasti-
cidad longitudinal, E, caracteriza el comportamiento del material “ideal”, indefinidamen-
te eldstico, solicitado por un momento flector, en el caso del cortante, y de las tensiones
tangenciales asociadas, el pardmetro que caracteriza el comportamiento del material es el
mddulo de elasticidad transversal, G, que se relaciona con el anterior con otro pardmetro
intrinseco al material que es el coeficiente v de Poisson en honor de quien lo planteé por
primera vez.

E

=G- - =
¢ v 2(1+v)

A partir de estas formulaciones, la respuesta de una seccion de un elemento estructural,
construido con un material “ideal” indefinidamente eldstico, solicitado por un esfuerzo
cortante, se deduce con toda sencillez planteando la insoslayable condicién de equilibrio
del elemento infinitesimal solicitado simultdneamente por tensiones normales que van
variando a lo largo de la directriz de la pieza y por las tensiones tangenciales concomitan-
tes. Para ello, se analiza una seccion de pared delgada de manera que la distribucion de
tensiones tangenciales en su pequefio espesor se pueda considerar uniforme.

A partir de esta condicidn de equilibrio y utilizando la férmula general de la flexion
deducida en el capitulo anterior, se obtiene la expresiéon mds genérica del flujo de tensio-
nes tangenciales (q =T - t) en el espesor de la pieza:
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Figura 0.4 Relacion tensiones normales-deforma-
ciones.

Figura 0.5 Relacion tensiones tangenciales-distor-

sionales.
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Figura 0.6 Distorsion de una rebanada.
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Figura 0.7 Equilibrio de rebanada solicitada por
esfuerzos cortantes.

En dicha expresion aparece el concepto de momentos estdticos (S, y Sy), caracteristi-
co de la seccion que determina la ley de variacién de las tensiones tangenciales a lo largo
de su altura, con valores nulos en sus bordes y mdximos al nivel de su centro de gravedad.

En el texto se pone énfasis en el significado fisico del flujo de tensiones tangenciales:
esfuerzos rasantes longitudinales que aseguran el equilibrio de un trozo de pieza, entre
dos planos de secciones transversales.

En el caso més sencillo, de seccidon simétrica, con cargas aplicadas en el plano vertical
que pasa por su centro de gravedad, el esfuerzo rasante q se reduce a la expresion:

cuyo valor maximo, al nivel del centro de gravedad (Figura 0.7), se puede expresar tam-
bién, como:

_dM Q-dz

S dd

Qmax = (T : t)méx =dC

El brazo de palanca, d, es la distancia entre las resultantes, C =T, de las tensiones
normales que equilibran el momento flector aplicado. Tiene por valor d =S, 4 /1, y es
otra caracteristica intrinseca a la geometria de seccién y un indice de su eficiencia para
enfrentarse a los momentos que la solicitan. Cuando la masa de la viga se concentra en
sus bordes superior e inferior —como es el caso de las celosias— el valor de d/h se hace
igual a 1. En el caso de una seccién maciza circular, en el que la masa se concentra, donde
menos falta resistente hace, d/h se reduce a 3n/16=0,6.

Se incluyen en el texto diversos ejercicios de aplicacion practica. En algunos se utiliza
la expresion general ya deducida. En otros se aplican los conceptos que han permitido la
deduccion de dicha expresion, sin recurrir a formulaciones.

De las reflexiones asociadas brota el esencial concepto de “centro de esfuerzos cortan-
tes”, que en capitulo posterior se identificard también con el centro de torsién: punto de la
seccion por donde debe pasar ineludiblemente el plano que contiene las cargas aplicadas
para que se produzcan exclusivamente esfuerzos de flexién —flectores y cortantes— y la
torsion esté ausente.

La forma de resolver los ejercicios propuestos pone de manifiesto las posibilidades
y la riqueza del didlogo entre tensiones normales y tangenciales concomitantes, del que
brota la solucién del problema planteado, y que exige tener muy presente el significado
de ambos campos tensionales.

Este capitulo incluye unos apartados finales que tratan de la respuesta tensional de
secciones cerradas a solicitaciones de cortante. Anteriormente se habfan analizado sec-
ciones abiertas, en cuyos bordes no existian tensiones tangenciales; lo que facilitaba las
determinaciones tensionales sin recurrir a consideraciones deformacionales: la condicién
de equilibrio era suficiente. En cierto modo, las secciones abiertas tienen el cardcter de
isostaticas. Y las cerradas son hiperestdticas, y para abordar su andlisis, se recurre a una
metodologia andloga a la que se utiliza en las vigas hiperestaticas para determinar las
reacciones hiperestaticas de apoyo. Son metodologias, por tanto, similares con las que el
ingeniero esta familiarizado.

Por ello, se aborda de una forma muy intuitiva y sencilla la deformacién de una seccién
solicitada por un esfuerzo cortante; lo que, por otra pare, es una fuente de ensefianzas.

Siempre que el plano de cargas no contenga el centro de esfuerzos cortantes se produ-
ciran esfuerzos de torsion; en general, no deseados, porque no son imprescindibles para
el equilibrio de la pieza, sino que suelen ser consecuencia de detalles inadecuados en los
puntos de aplicacion de cargas o en la configuracién de apoyos.

En todo caso, la torsién es un esfuerzo muy frecuente que se hace presente, incluso,
en elementos comprimidos y genera un nuevo —y poco conocido— esfuerzo que se conoce
como “bimomento”. La introduccién al capitulo de torsién hace referencia a todo ello y
se basa, como también era el caso de los apartados anteriores de flexion y cortante, en la
hipétesis de un material “ideal” indefinidamente eldstico.

A pesar de todo, la aparente complejidad de las férmulas que gobiernan la torsion figura
con pocas explicaciones en algunas normativas; lo que contribuye a hacerla tan incompren-
sible que muchos renuncian a tratar de entender lo que significa este esfuerzo y renuncian



al hacerlo a comprender las estructuras que, sin la torsion, quedan fatal e innecesariamente
mutiladas. Se trata, sin embargo, de un concepto lleno de l6gica y cuyas formulaciones se
deducen, jcémo no!, de imponer las condiciones de equilibrio y de compatibilidad de defor-
maciones. Por ello, en el texto, antes de desarrollar formulacién alguna, se expone la esen-
cia de la torsién y los dos posibles mecanismos que aseguran el equilibrio entre la torsion
aplicada a secciones de paredes delgadas, y en particular a una pieza recta con seccion en I;
lo que es de gran ayuda para explicar dichos mecanismos: el de la “torsién uniforme”, que
solamente genera tensiones tangenciales, T,, que se autoequilibran a lo largo de la directriz
de la seccién delgada, y el de “torsién no uniforme”, que genera tensiones normales, G, y
tangenciales, T,,, concomitantes, porque, como en el mecanismo de flexion, la presencia de
tensiones normales —aunque sean de origen torsional— variando a lo largo de la pieza, estd
ineludiblemente vinculada a la existencia de tensiones tangenciales concomitantes.

Naturalmente, la existencia de tensiones normales como consecuencia del mecanis-
mo de torsién no uniforme provoca —a su vez— deformaciones unitarias en el sentido
longitudinal de la pieza. El concepto fisico de alabeo se tata con minuciosidad porque
su comprension es imprescindible para abordar su formulacién. A lo que se dedica el
apartado siguiente de este capitulo, en el que se deduce la formulacién, muy simple, del
alabeo unitario, ® —otra caracteristica geométrica de la seccién— y la expresion de los
desplazamientos longitudinales, w, correspondientes:

w=0"(0, — )

siendo 0’ la derivada del giro torsional 8, , y my, los alabeos unitarios en los extremos de
la pieza abierta que gira alrededor del centro o eje de torsién —en la torsién no forzada—
que coincide, por otra parte, con el centro de esfuerzos cortantes.

Diversos ejemplos sirven para familiarizarse con la aplicacién de las formulaciones
del alabeo, sin perder de vista su sentido fisico y resaltando, para ello, la relacién po-
tencial que existe entre alabeos, ®, tensiones normales, G, y las tensiones tangenciales
asociadas a T, que se generan cuando el alabeo estd impedido; es decir, cuando las defor-
maciones longitudinales de la pieza estdn coaccionadas.

El alabeo de las secciones en cajon, que prolonga el andlisis torsional de las seccio-
nes abiertas de paredes delgadas, tiene una problemadtica similar a la que planteaban las
secciones cerradas solicitadas por un esfuerzo cortante. Y la metodologia seguida para
resolver el problema planteado de “hiperestaticidad seccional” es, también, andlogo. En
la exposicion y el desarrollo de este apartado se ponen de manifiesto las condiciones que
se deben cumplir para que una seccién en cajén no alabee, pero también se explica que,
en todo caso, en este tipo de secciones, la importancia de eventuales alabeos es reducida
y que el mecanismo predominante suele ser el de la torsién uniforme.

Como sintesis de lo expuesto con anterioridad se establece una clasificacion de seccio-
nes atendiendo a su deformabilidad torsional: las que se alabean y las que no lo hacen en
ningun caso. La férmula que gobierna la torsién uniforme, o torsién de Saint-Venant, es:

o=t

Gl;
que recuerda a la férmula de la flexion:

— Mf

EI

Con apoyo de la utilisima y expresiva “analogia de la membrana”, desarrollada por
el cientifico alemdn L. Prandtl, se pueden deducir las tensiones tangenciales provocadas
por la torsién uniforme en secciones abiertas o cerradas y deducir también la inercia de
torsion, Iy, mediante la expresion, para el caso de las secciones abiertas:

”

2M:-A
Ip=— 1 —
4) T-ds
L
y, mediante la “férmula de Bredt”, para las secciones en cajon monocelulares:
4A?

Ir= ds
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Para secciones con varias células, la “analogia de la membrana” permite plantear,
también, una metodologia muy clara y eficiente que estd recogida en uno de los apartados
de este capitulo, que va acompafiado de ejercicios en los que se subrayan los conceptos y
formulaciones tedricas antes expuestos.

Se hace referencia también en el texto a la utilisima “férmula aproximada de Saint-
Venant” para determinar la inercia de torsion, Iy, de secciones macizas, y a la interesante
reflexién que pudo conducir a su deduccién:

A4
401,

It (A, area de la seccion, L. inercia polar)

Siempre a partir de las condiciones de equilibrio de un elemento diferencial, se esta-
blecen las formulas que permiten relacionar, en el mecanismo de la torsién no uniforme,
las cargas actuantes sobre un elemento estructural, las tensiones normales G, y tangencia-
les 1, correspondientes y los esfuerzos que se producen a lo largo de la viga: momentos
torsores M, = Mt y un nuevo tipo de esfuerzo, caracteristico de la torsién no uniforme, al
que se conoce como “bimomento”, y que se expresa como:

Bm:j;Msz:J;ncmm-tds

El significado fisico del bimomento queda claramente expuesto en el texto, y la deduc-
cién, légica y sencilla, de un esfuerzo, poco conocido y frecuentemente ignorado que como
todos corresponde a la integral de las tensiones que actian en el conjunto de una seccién.

En el texto se deducen las expresiones que figuran en el cuadro adjunto con la ana-
logfa entre las magnitudes que aparecen en el andlisis de la flexién (M, Q) y en el caso
de la “torsién no uniforme” y que ayuda a comprender mejor este mecanismo, el mds
complejo de la torsidn, relaciondndolos con conceptos con los que se suele estar mucho
mds familiarizado.

El concepto de bimomento, B, es el protagonista de uno de los apartados del capi-
tulo, subrayandose su significado fisico con comentarios y ejercicios en los que se mani-
fiesta con claridad la necesidad de su existencia como consecuencia de las exigencias de

equilibrio.
FLEXION TORSION NO UNIFORME
Coordenada sectorial
Coordenada y L [0}
o alabeo unitario
m m
Momento estético Sx =j y-t-ds Momento sectorial Se = jo y-t-ds
o
m m
Inercia de flexion Iy =J y2-t-ds Inercia de alabeo Ia =J ®?-t-ds
o o
»_ Mg w_ M1
Deformacion por flexion y' = £l Deformacion por torsion 0 =L
“Ix “IA
) M-y ) B, ®
Tensiones normales 0,= | Tensiones normales Gy = T
X A
Flujo de tensiones _ Qy -5« Flujo de tensiones _ _ M-S,
. q=1-t= . o =Tp t=
tangenciales Iy tangenciales Ia
q My
z z
z Qy=J°qy-dz z MT:LmT-dz
Z 7,
y y
Esfuerzos cortantes Momentos torsores
z z
Mx=jOQy-dz By = | My dz
Momentos flectores Bimomento
szjA(yz.y.dA Bm=JAGm'm'dA




A modo de recordatorio y de sintesis se reproduce, también, el cuadro en el que se
relacionan los diferentes esfuerzos que pueden actuar en una seccion.

ESFUERZO SIMBOLO DIMENSION TENSION | EQUIVALENCIA | CARACTERIZADA
Traccién T F or T:,[AGT A Traccion
Compresion N F On N= .[A on-dA Compresion
Cortante Q F T Q= IA T -dA Flexion
f'\]"e"crt‘:i”t" M FoL o Mi=J 00y dA  poden
lt\:I)?Srzfnto My F-L 5 My :.[AT“’ ~do Torsién
Bimomento B F-L Oy B=.[Acw-m-dA Torsién

En otro apartado del capitulo se establece la formula para la determinacién del “centro
de torsién” de una seccioén y se concluye —como no podria ser de otra manera— que coin-
cide con el “centro de esfuerzos cortantes”.

Diversos ejercicios comentados ayudan a comprender los conceptos, en su resolucion
diferentes puntos de vista, y sirven como referencia para cuantificar valores asociados
a la torsién no uniforme. En uno de los ejercicios —seccion abierta cuadrada de paredes
delgadas— se utilizan cuatro diferentes métodos para determinar el centro de esfuerzos
cortantes o centro de torsion; lo que deberia estimular una fructifera reflexién sobre simi-
litudes y complementariedades entre todos ellos.

Se han analizado independientemente la respuesta torsional de secciones que no se
alabean y que responde al mecanismo de la “torsion uniforme”, M,,, asi como la respuesta
de secciones en las que siendo I, >> It el mecanismo de respuesta es el de la “torsién no
uniforme”. En general, la respuesta de un elemento estructural serd la de la “torsién
mixta”: en parte el mecanismo de respuesta serd el de la torsion uniforme, M,,, y en parte
el de la torsién no uniforme, M. De manera que la expresidon que gobierna la “torsién
mixta” serd:

M =M, +M,, =GI6’ —EI,6"

que en el caso de momentos torsores uniformes, mr, aplicados a lo largo de la directriz del
elemento estructural analizado se convierte en:

mry = EIAGW —GITG"

La solucién de esta ecuacién diferencial, a la que se hace referencia en el texto subra-
yando las condiciones de contorno que corresponden a diferentes tipos o configuraciones
de apoyos nos define la geometria rotacional, 0, del elemento estructural analizado solici-
tado en torsion. A partir de ahi, se conoce en qué porcentajes —que pueden variar en cada
seccién— intervienen los dos mecanismos de respuesta posible; es decir los valores de M,
y M,, que actian en cada seccion; y se obtienen, aplicando las formulas ya deducidas, las
tensiones actuantes en cualquier seccion debido a los esfuerzos de torsién aplicados al
elemento estructural objeto del estudio.

El capitulo de torsién concluye con la exposicién de un método aproximado —de indu-
dable interés pedagdgico— que permite estimar en secciones, en I, en que los dos mecanis-
mos de respuesta torsional pueden estar presentes y el orden de magnitud de la proporcién
en que intervienen ambos mecanismos. Se incluye, también, un valioso grafico para tres
diferentes casos de carga tomado del magnifico libro de Kollbrunner sobre la torsion.
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1.1 Preambulo

Son innumerables los textos de resistencia de materiales o de célculo de estructuras que
abordan el comportamiento de una pieza prismadtica, constituida por un material indefi-
nidamente eldstico, caracterizado por un médulo de elasticidad, E, que permanece inal-
terable cualquiera que sea la magnitud de las cargas tedricas que solicitan al elemento
estructural objeto del andlisis.

La metodologia empleada para su andlisis proviene de los avances que, en el campo
de las matematicas y de la fisica, tuvieron lugar en los siglos XVII y XVIII, cuando atn
no se habfan inventado los materiales que hoy utilizamos de manera generalizada para
crear estructuras funcionales, seguras y perdurables. La revolucidn industrial inglesa nos
trajo perfiles laminados de acero (Figura 1.1) con los que se pudieron concebir tipologias
estructurales antes nunca vistas, constituidas por piezas prismaticas que se combinaban
formando entramados de vigas y pilares, que fueron el esqueleto de muchas y muy varia-
das construcciones que configuraron el paisaje del siglo XIX.

En el siglo XX, la invencion del hormigén, armado primero y pretensado después,
permiti6 la creacidn de tipologias nuevas: las estructuras laminares, por ejemplo; aunque
los entramados constituidos por piezas prismadticas tuvieron, y tienen todavia, una pre-
sencia relevante en un panorama estructural, en el que la viga solicitada en flexién fue, y
continda siendo, protagonista destacada.

Como veremos en los apartados siguientes de este primer capitulo, las férmulas esen-
ciales que gobiernan la flexién de una viga de seccion constante, simétrica respecto al
plano en el que se aplican las cargas, son:

El-y" =q(z)
El-y”=Q(z)
El-y” =M(z)

E1~y'=jM(z)~dz
Ely=[([M(2)-dz)-dz

Estas expresiones, faciles de deducir y recordar, relacionan las caracteristicas del ma-
terial, la geometria de la seccidn, las cargas aplicadas, los esfuerzos flectores, M, y cor-
tantes, Q, con los desplazamientos, y, de la viga; asi como, con sus sucesivas derivadas,
y,y”,y”, yV. Todos los andlisis tradicionales de estructuras flectadas estdn sintetizados
en estas formulas, presentadas aqui en su formato mds elemental.

Existen materiales, como los elastdmeros, que se comportan eldsticamente pero no
linealmente: cuando se descarga la probeta ensayada se anula la deformacion del mate-
rial, vuelve a su posicion inicial, pero su médulo de elasticidad no permanece constante
durante el proceso de carga y descarga. En este libro se ha optado por mantener la de-
nominacién de “materiales eldsticos”, para recordar las raices de las metodologias tradi-
cionales utilizadas en el andlisis de piezas prismdticas que presuponen comportamientos
indefinidamente elasticos, sin limites tensionales ni deformacionales.

Para su deduccion, se parte, como en seguida veremos, de la demostracion de la ecua-
cién central:

El-y” =M(z)

Al derivarla una vez se obtiene EI - y”” = Q(z), y al hacerlo nuevamente, EI - yIV = q(z).
En el otro sentido, por integracidn, se determina la pendiente y’(z), primero, y la deforma-
da y(z) de la pieza, después.

Dicha ecuacién central se deduce aplicando las dos condiciones esenciales que pre-
siden todo andlisis estructural: la de equilibrio y la de compatibilidad entre tensiones y
deformaciones cuya relacion caracteriza el material utilizado.

La condicién de equilibrio exige que el conjunto de las cargas actuantes sobre la globa-
lidad o sobre cualquier parte de una estructura que queramos virtualmente aislar —acciones



externas, peso propio, reacciones de apoyo, esfuerzos internos en las secciones que son las
fronteras de la parte estructural aislada— deben autoequilibrarse.

La condicion de compatibilidad es la segunda exigencia ineludible asociada al com-
portamiento de la estructura y a la naturaleza del material estructural utilizado. La carac-
terizacion de los materiales reales puede ser tarea muy compleja, que ha sido y es objeto
de inacabables estudios e investigaciones. La comunidad ingenieril, como en tantos otros
temas, ha tenido que acordar formulaciones y planteamientos simplificados recogidos
en las normas para caracterizar los materiales que emplea en la préctica el ingeniero.
Légicamente, considerar cémo se hace en las formulaciones cldsicas de la resistencia de
materiales, que los materiales son indefinidamente eldsticos, facilita enormemente los
célculos estructurales; lo que explica la amplisima aceptacién de dicha hipétesis. Pero la
historia de las estructuras es también, como en capitulos posteriores se resalta, el relato
en la evolucién de la forma de caracterizar materiales complejos, como el acero y el hor-
migoén: del material abstracto indefinidamente eldstico, se pasé a definir el limite eldstico
como frontera de su comportamiento, antes de plantear su caracterizacién como material
elastoplastico y de profundizar en su comportamiento ductil o fragil.

Por otra parte, los métodos clédsicos de la resistencia de materiales aplicada a pie-
zas prismadticas se basan en otra hipétesis simplificadora propuesta en el siglo XVII por
Bernouilli y rescatada ciento cincuenta afios después por Navier, dindole mayor cohe-
rencia: las secciones planas antes de la deformacion se mantienen planas después de
la deformacién. Esta hipétesis de Bernouilli, a la que con frecuencia se conoce como
“hipétesis de Navier”, facilita extraordinariamente los calculos y conduce a resultados
aproximados que se consideran suficientemente precisos. Aun cuando las deformacio-
nes debidas a esfuerzos cortantes y de torsion no cumplan dicha condicién, que en todo
caso solo es de aplicacién en piezas prismdticas o asimilables a ellas, porque se trata
de metodologias basadas en andlisis de secciones que no pueden utilizarse; por ejem-
plo, para evaluar el comportamiento de suelos o rocas, donde el indispensable andlisis
espacial hace protagonista al “punto” y justifica la utilizaciéon de métodos basados en los
elementos finitos. De todos modos, también en el caso de suelos y rocas, la condicién de
equilibrio es insoslayable y de gran utilidad prictica. Y también lo es el cumplimiento
de la condicién de compatibilidad, por mds que la caracterizacién del terreno suele ser
especialmente compleja. Lo que no impide que en muchisimas aplicaciones practicas se
acepten comportamientos indefinidamente eldsticos.

En el siguiente apartado se demuestran las expresiones que sintetizan el comporta-
miento eldstico de las piezas prismdticas de las que se deducen los teoremas de Mohr, de
tanta utilidad practica. Se expone también el teorema del influjo unitario como herramien-
ta para determinar esfuerzos y desplazamientos.

Después se estudian sucesivamente las respuestas tensionales y deformacionales de
secciones de piezas prismaticas solicitadas por esfuerzos individualizados de flexion, cor-
tante y de torsion.

En el caso de la flexion pura, la respuesta de una seccién de forma cualquiera basada
en el equilibrio o la equivalencia entre el momento aplicado y las tensiones normales
asociadas da ocasion a explicar conceptos tradicionales como el de radio de curvatura, el
de ejes principales de inercia y el de fibra neutra. Diversos ejercicios desarrollados desde
la perspectiva del equilibrio ponen de manifiesto las posibilidades que ofrece el uso en la
préctica de dicho concepto.

También la condicién de equilibrio permite abordar el cdlculo de tensiones tangen-
ciales y el de deformaciones angulares en secciones solicitadas por esfuerzos cortantes.
El fundamental concepto de “centro de esfuerzos cortantes” surge casi espontdneamen-
te de las exigencias del equilibrio seccional; que, asi mismo, permite exponer el con-
cepto fisico de las tensiones tangenciales y su interaccion con las tensiones normales
que varian a lo largo de la directriz de la pieza. Lo que, por otra parte, anuncia que la
respuesta de una viga a solicitaciones de cortante —que siempre van acompaiiadas de
variaciones de momentos— no puede tener cardcter seccional. Al tratar de los sistemas
de estructuras de acero laminado y de hormigén armado surge esta compleja cuestion

La“condicién de equilibrio”y la“condicién de compa-
tibilidad” son, desde luego, protagonistas de este ca-
pitulo que trata de comportamientos estructurales
puramente elasticos, pero impregnan también todas
las paginas de este libro. Porque son condiciones
insoslayables y universales que se han de cumplir
cualquiera que sea el material estructural utiliza-
do (hormigones, aceros, suelos y rocas), el sistema
estructural escogido (de acero laminado, de hormi-
gon armado, pretensado, mixtas), el tipo de analisis
que se lleve a cabo (elastico, elastoplastico o plastico)
o la naturaleza de las cargas (estaticas o dindmicas).
Presiden también el estudio de los problemas rela-
cionados con inestabilidades y con vibraciones, el
analisis de estructuras solicitadas sismicamente, la
evaluacion del comportamiento de nudos y zonas
singulares de la estructura y de los dispositivos de
transferencia entre partes de estructuras (uniones
atornilladas, soldadas, pernos conectadores, an-
clajes por adherencia, acopladores...) de las cargas
al terreno de cimentacién (zapatas, pilotes, muros,
anclajes). En especial la “condicion de equilibrio’, la
mas facil de sentir, debe estar profundamente arrai-
gada en la mente del ingeniero, porque ha de ser
también una inestimable herramienta en el proceso
de concepciéon y dimensionamiento de una estruc-
tura y en la evaluacién de su comportamiento.



y se pone en evidencia el rigor de los andlisis seccionales que aun hoy utilizamos ge-
neralizadamente.

La torsidn, de la que se ocupa extensamente el apartado 1.5, produce no pocas confu-
siones entre los ingenieros que se aproximan por primera vez a este concepto. Pero, una
vez mads, las exigencias de la condicién de equilibrio facilitan la comprensién de la res-
puesta estructural a cargas que generan este tipo de esfuerzos. El andlisis deformacional
de secciones abiertas o en cajon solicitadas en torsién puede provocar alabeos —es decir,
deformaciones longitudinales— que, cuando estdn coaccionados, son origen de tensio-
nes longitudinales que unidas a las tangenciales caracterizan la “torsién no uniforme”.
Mientras que la “torsién uniforme” propia de las secciones, abiertas o cerradas, que no
se alabean solo necesita de tensiones tangenciales para equilibrar el esfuerzo de torsion
aplicado. Los casos intermedios, los de la torsién mixta, son 16gicamente también posi-
bles. En el texto se deducen las expresiones generales que gobiernan el comportamiento
de piezas prismadticas solicitadas en torsién y que pueden dar origen a este amplio aba-
nico de escenarios tensionales y deformacionales; expresiones que, por otra parte, serdn
utilizadas para estudiar el “pandeo por flexion y torsién”, que es el modo de inestabilidad
mds general que se puede producir en soportes de acero comprimidos, como veremos en
el apartado 3.2.3.3.

El axil es el ultimo esfuerzo que se analiza individualmente. Provoca deformaciones
y tensiones, de traccidn o de compresion, uniformes en toda la seccidn. La posicion de la
resultante de dichas tensiones coincide con su centro de gravedad que asi queda definido.
Si la pieza prismdtica es compuesta y estd constituida por materiales con diferente moé-
dulo de elasticidad, como el hormigén y el acero en barras o perfiles, las deformaciones
uniformes en toda la seccién generan tensiones diferentes en los materiales utilizados en
la proporcién que define la relacién entre sus mddulos de elasticidad.

En la prictica, todas las secciones de una estructura estaran solicitadas por diver-
sos esfuerzos concomitantes y por estados pluritensionales. Tratdndose de un material
indefinidamente eldstico, sin limitacién tensional ni deformacional, la superposicién de
esfuerzos no tiene trascendencia tedrica alguna: las deformaciones provocadas por los
esfuerzos individualizados se suman, y las tensiones también. Con los materiales reales
no sucederd asi y, por ello, se exponen en este apartado conceptos como el de “nicleo
central” y el de “rendimiento de una seccién”, que ayuden a evaluar el comportamiento
de las solicitadas por esfuerzos simultdneos de flexion y compresion.

El circulo de Mohr serd también de valiosisima utilizacion para analizar estados plu-
ritensionales en materiales reales, como veremos en los capitulos 2 y 3.

El dltimo apartado de este primer capitulo estd dedicado a las reacciones de apoyo;
lo que no suele ser habitual en los tratados tradicionales de resistencia de materiales,
al menos, con el enfoque aqui adoptado. El andlisis del comportamiento de una pieza
prismadtica se basa en el conocimiento de los esfuerzos que actian en cada seccion. Pero
para conocer dichos esfuerzos provocados por las cargas externas aplicadas en una viga
hay que conocer cudles son las reacciones de apoyo que aseguran su equilibrio global.
Cuando se trata de una viga isostética, la deduccién de dichas reacciones es muy sencilla;
aunque en el texto se expone algtin elemental ejercicio que, sin embargo, puede provocar
confusiones y que, en todo caso, pone de manifiesto el interés de las reflexiones defor-
macionales asociadas a la determinacién de las reacciones de apoyo. Cuando se trata de
vigas hiperestdticas, la determinacion de dichas reacciones puede ser mds incierta; sobre
todo, cuando influye la deformabilidad del terreno al que se transfieren las reacciones de
apoyo. Las estructuras pilotadas también exigen reflexiones que no suelen abundar acerca
de los itinerarios por los que discurren las cargas aplicadas a la estructura para llegar al
terreno de cimentacién que envuelve a los pilotes. Los ejemplos esbozados en el texto
subrayan, en definitiva, la importancia que tiene el conocimiento de las reacciones de
apoyo para comprender el comportamiento estructural en su conjunto y poder evaluarlo.



1.2 Comportamiento elastico de piezas prismaticas

1.2.1 Introduccion

En este apartado se deducen, en primer lugar, las ecuaciones que gobiernan el compor-
tamiento de una pieza prismadtica flectada para el caso mds sencillo en el que dicha pieza
tiene canto constante y las cargas aplicadas estdn contenidas en el plano de simetria de
la seccidn.

La deduccién se basa en el andlisis de los efectos deformacionales que provoca la
rotacion de una rebanada diferencial de la pieza solicitada por dos momentos iguales
pero de sentidos contrarios aplicados en sus caras, frontal y dorsal. La consiguiente de-
formacién unitaria en una fibra de la seccién situada a la distancia y del eje de rotacion
x-x valdrd €, = y/R, siendo R, el radio de curvatura de la deformada. Las tensiones
consiguientes en el material indefinidamente eldstico que estamos considerando serdn
o,=E-¢,=E-y/R,, y tendremos una distribucion lineal de tensiones que se anulara
en el eje de rotacion, o fibra neutra, teniendo sentidos contrarios a uno u otro lado de
dicho eje.

La integracion de este estado tensional en el conjunto de la seccidén permite deducir la
expresion del momento M, = EI, /R, correspondiente al giro caracterizado por el radio de
curvatura R;. La inercia I, expresa la influencia de la geometria de la seccion en el estado
tensional ¢, generado por el momento aplicado con el que estd en equilibrio o es equiva-
lente. Asf resulta:

6,=—2= M, =
R

E-y M,y EI,
X

y como la curvatura X, inversa del radio de curvatura R,, es aproximadamente igual a y”,
derivada segunda de la deformada, se llega a la férmula central:

EL y” =M, (z)

de la que, por derivada o por integracion, se deducen el resto de las expresiones que en
conjunto gobiernan el comportamiento de la pieza prismatica que se analiza.

Los signos de tensiones y momentos pueden provocar confusiones, y se requiere una
reflexién como la incluida en el apartado 1.2.3.

Se ha destinado un breve apartado a enunciar los dos teoremas de Mohr, porque sien-
do de sencilla deduccién a partir de la ecuacion EI-y” = M,, son féciles de recordar y
pueden ser de gran utilidad para determinar giros y desplazamientos y para deducir reac-
ciones y esfuerzos en vigas isostdticas o hiperestaticas.

También se incluye un apartado final dedicado al teorema del influjo unitario, basado
en conceptos energéticos y que, entre los numerosisimos métodos que con el tiempo han
propuesto ilustres personalidades para determinar manualmente esfuerzos y desplaza-
mientos de estructuras, es el que se suele considerar més util y, por ello, suele estar reco-
gido en la mayorfa de textos y manuales que se ocupan de estas cuestiones.

Los ejercicios propuestos con soluciones detalladamente comentadas servirdn para
familiarizarse con los conceptos expuestos.

“ Bernouilli, Jacob
(Basilea, 1654-1705)

Nieto de Jacob el Viejo (1598-1634), patriarca de una
excepcional saga de cientificos que en 1622, huyen-
do de las persecuciones religiosas de la época, fijo su
residencia en Basilea. Alli nacié su unico hijo, Nicolas,
que tuvo doce descendientes, de los que tan solo
cuatro llegaron a la edad adulta. Entre ellos, nuestro
Jacob y su hermano menor Johan |, padre de Daniel
(1700-1780), que en su Hidrodindmica publicada en
1738 expuso los fundamentos de la mecanica de flui-
dos. Este tuvo por discipulo a Leonard Euler.

Jacob Bernouilli dio un decisivo impulso al calcu-
lo diferencial esbozado por Leibniz (1646-1716), con
quien mantuvo una fructifera correspondencia. Como
Galileo, Mariotte y otros cientificos que se interesaron
por la resistencia de las vigas prismaticas, Jacob estu-
dio sus deformadas y, por primera vez, dedujo la flecha
de una viga y su relacion con sus radios de curvatura.
Para ello supuso que una seccién inicialmente plana
de una viga se mantenia plana después de ser carga-
da. Hipétesis que no siendo sino una aproximacion a
la realidad aun hoy es la base de andlisis seccionales
de las estructuras prismaticas. Se le atribuyen también
el estudio pormenorizado de la espiral logaritmica y
otros analisis matematicos, y su libro Ars Conjectandi
(El arte de la conjetura) dedicado a la teoria de las pro-
babilidades se considera su obra mas relevante.

“ Navier, Claude-Louis
(Dijon, 1785-Paris, 1836)

Ingeniero de Puentes y Caminos, y fisico. Fue disci-
pulo de Fourier y sustituyé a Cauchy como profe-
sor de Mecénica Aplicada en la Escuela Politécnica.
Tras un viaje de estudios a Inglaterra para conocer
las estructuras construidas por Telford y Brunel, pu-
blicé el primer tratado de la historia sobre puentes
colgantes. Debido a las dudas que suscitaron los
colapsos de algunos puentes construidos con esa
tipologia innovadora, el que proyecté para el Pala-
cio de los Invalidos de Paris fue demolido.

Navier publicé una teoria general de la elasticidad
(1821) en la que recuperd la hipétesis de Bernouilli,
por lo que hoy se la conoce también como hipétesis
de Navier o de Bernouilli-Navier. Se interes6 ademas
por los canales de navegacion y por la teoria del ca-
lor de Fourier. Pero su aportacion mas perdurable
fue la deduccion de las ecuaciones de Navier-Stokes,
protagonistas de la dinamica de fluidos.
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Figura1.4 Deformacion de la rebanada solicitada por
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El radio de curvatura se puede escribir como:
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siendo h el canto de la viga, y &/¢; las deforma-
ciones unitarias en los bordes de la seccion. Si, por
ejemplo, tenemos una viga de acero con un perfil
IPE 500 solicitada por unas tensiones maximas
G, =0;=210 MPa, a las que corresponden
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el radio de curvatura de la seccién sera:
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Capitulo 1 Analisis estructural elastico

1.2.2 Deduccidon de las expresiones que gobiernan el comportamiento
elastico de piezas prismaticas solicitadas en flexion

Consideremos una rebanada diferencial de una pieza prismadtica, de seccién constante
(Figura 1.3), con las cargas, q(z), aplicadas en su plano de simetria.

q(z)

i "
:»&‘\::::“T'::::g— = - :(d(j p "
&

Figura 1.3 Equilibrio de una rebanada en la pieza prismatica flectada.

Del equilibrio de las fuerzas y los momentos que actian sobre la rebanada se deduce
que la carga externa es igual a la derivada del esfuerzo cortante Q(+) que, a su vez, coin-
cide con la derivada del momento flector M(z):

_dQ(2)

q(z)= iz
. _dM(2)
Q(z)= =

Por otra parte, los momentos M(z) aplicados provocan en la rebanada una rotacién
diferencial, dg, a la que corresponde (Figura 1.4) un radio de curvatura R, = OA. Consi-
guientemente, la fibra de ordenada y se habra alargado siendo su deformacién unitaria:

_BBy-AA, _ (Ry+y)de-Ry-dp _y
AIAZ Rx d(P Rx

z

Teniendo en cuenta la “condiciéon de compatibilidad” que caracteriza el material
indefinidamente eldstico que se estd considerando (¢ = E - €) se deduce la tensién corres-
pondiente:

El conjunto de las tensiones G,, linealmente distribuidas, provocadas por la deforma-
cién de la rebanada, es equivalente (Figura 1.5) al momento M, aplicado en cada una de
sus dos caras, frontal y dorsal. La formulacién de dicho momento serd la siguiente:

.y2 )
M, =], dM =] 0, dA-y= JAER—ZdAz RixjAyz.dA=ERIX

X

siendo I, = IA y* dA la inercia de la seccién en relacién con el eje de giro, o fibra neutra.

Cara frontal

Cara dorsal
M, My
X
byl el N <> - - <> =-
G, 0,= %’ dA
—t *
dz

dz

Jy—>
o, dA
dM,= o, dA"y

Figura 1.5 Equivalencia entre tensiones y momentos flectores.



Por otra parte, aunque la expresion mas general de la curvatura X = 1/R, de la viga es:

1 y//

X: =
Rx (1+y/2)3/2

en la practica estructural, para vigas con las esbelteces habituales, la influencia del termi-
no (y’)? se considera intrascendente y, en consecuencia, se acepta como suficientemente
aproximada la expresion:

Por tanto:

Por derivacién o integracién de esta expresion y recordando que Q(z) = dM,(z)/dz y
q(z) = dQ(z/dz) se obtienen las cinco férmulas que gobiernan el comportamiento eldstico
de las piezas prismadticas de seccién constante solicitadas por cargas q(z) aplicadas en su
plano de simetria:

EI-y" =q(z)
El-y” =Q(2)
El-y” =M, (2)

El-y’ = [ M, (2)-dz

E1~y=j(j1v1x(z).dz)~dz

1.2.3 Criterio de signos

Para establecer los ejes de coordenadas X, y, z, que identifican cualquier punto de una
pieza prismdtica se adopta la tradicional “regla de los tres dedos de la mano derecha”
(Figura 1.6).

Figura 1.6 Criterio de signos para los ejes coordenados x, y, z.

El eje z coincide con la directriz de la pieza, y los ejes x e y, perpendiculares a él,
permiten situar cualquier punto de su seccion transversal.

El signo de las cargas que actian y de las reacciones de apoyo que las equilibran co-
rresponden al sentido de los ejes coordenados: serdan positivas cuando estén orientadas en
el sentido positivo de los ejes.

Los momentos aplicados en una seccién y sus rotaciones tendran el signo que esta-
blece la también tradicional “regla del sacacorchos”. Un momento M, se suele repre-
sentar (Figura 1.7) mediante una flecha con doble cabeza y tendra signo positivo cuando
esté orientada en el sentido positivo del eje x, que sefiala también el movimiento de
penetracién o avance del sacacorchos. Dicho momento estd contenido en un plano y-z,
perpendicular al eje x alrededor del cual gira la seccién (en el mismo sentido que el
sacacorchos en su movimiento) y provoca una distribucién de tensiones, equivalente al
momento aplicado, que serdn de traccion por debajo del eje x-x de rotaciéon y que ten-
dran signo positivo y pasardn a ser tensiones de compresion y a tener signo negativo, en

m Deduccion de la expresién general
del radio de curvatura, R,

R«
//
/
/
/ /
/ /
/ /
_ do //
L /
\ds —>
~ — > d(p
ds=R,-dp=1/dz2 +dy? =\[1+(y")? -dz
d
tg(p:—y o=arc tg (y)
dz
Recordando que:
d 1
—(arc tgf(z) =———-f"
CIZ( rc tg f(2) ey (2)
tendremos:
d 1

dz - 1+(y")? 4

Yy, en consecuencia:

3

2 215
5 B GH /1+(y_,)‘2[(1+y¥ )}M

dz do y

Si consideramos una viga solicitada por dos mo-
mentos M iguales y contrarios, aplicados en sus
extremos, la ley de flectores en toda su longitud
serd uniforme y, por lo tanto, de acuerdo con la
expresion simplificada M, =El,-y”, la deformada
de la viga tendria forma parabdlica. En cambio, si se
hubiese considerado para R, su expresion general,
la deformada habria sido un circulo. En la practica,
con los valores de las esbelteces L/h que se adop-
tan para las vigas, las flechas que se obtienen en
ambos casos son muy parecidas.
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Ley de flectores, M(z)  EIl‘y”=M(z)

Figura 1.8 Cortantes y flectores en una viga isostati-
ca uniformemente cargada.

la mitad de la seccidén, por encima de la fibra neutra en zona de coordenadas, y, también
con signo negativo.

G6(—), compresiones

M,(+) Fibra
X - neutra
~ \iF
.
z d,
Plano y-z \-i—T:

\
G(+), tracciones

Figura 1.7 Criterio de signos de momentos y tensiones equivalentes.

En el caso representado tenemos un momento M, externo que actia sobre una seccién
que podemos denominar “frontal” porque “mira” hacia adelante, en el sentido creciente
del eje z. No se plantean dudas sobre los signos asignables al momento aplicado, a las
tensiones equivalentes ni a la rotacién consiguiente de la seccion.

Sin embargo, los momentos externos que estamos considerando no tienen realidad
fisica. Son consecuencia de las deformaciones que provocan las cargas aplicadas a la
estructura y las reacciones de apoyo que las equilibran; deformaciones que, a su vez,
inducen un estado tensional en la seccion considerada —mediando la relacion entre ten-
siones y deformaciones que caracteriza al material estructural utilizado—, cuya resultante
equivale a una pareja de fuerzas ficticias £F, iguales y contrarias, separadas por el “brazo
de palanca”, d;, de manera que se verifique la condiciéon M, =F-d,.

Tampoco los momentos flectores y los esfuerzos cortantes tienen realidad fisica. Son
artificios creados por los ingenieros para facilitar los andlisis estructurales que, en defini-
tiva, tienen por objeto la determinacién de las deformaciones tangibles provocadas por las
cargas solicitantes; deformaciones a las que corresponden tensiones cuya integracion a
nivel seccional equivalen a los momentos y fuerzas que identifican los flectores y cortan-
tes que actian en las dos caras, frontal y dorsal, de una rebanada de espesor infinitesimal
de la pieza prismadtica flectada.

Analicemos desde esta perspectiva el caso mds sencillo de la viga isostdtica uniforme-
mente cargada (Figura 1.8).

Con el convenio de signos adoptado, las cargas tendran signo positivo, y las reaccio-
nes de apoyo R =—q L/2 que las equilibran negativo, al ir dirigidas en sentido contrario.
La ley de cortantes que corresponde a la ya deducida expresion EI-y” = Q(z) tendrd
signo positivo en la mitad izquierda de la viga, entre z=0y z=1L/2, por cuanto el mo-
mento M = Q-dz corresponde a dicho signo segtin la adoptada regla del sacacorchos. En
cambio, en la otra mitad de la viga, entre z=L/2 y z=L, los cortantes tendrdn signo
negativo, aun cuando las dos reacciones de apoyo, que coinciden en valor absoluto con
los esfuerzos cortantes extremos, tengan signo negativo.

Los momentos flectores tendran signo positivo en toda la longitud de la viga, porque
equivalen a tensiones G, de traccion en la parte inferior de la seccion. Sin embargo, el
radio de curvatura R, de la deformada, dada su concavidad, tendrd signo negativo por
dirigirse hacia arriba. De manera que en las expresiones deducidas a partir de la condi-
cion de equilibrio de la rebanada para las tensiones y los flectores hay una incoherencia
en cuestion de signos. Rigurosamente hablando, las expresiones deducidas tendrian que
tener signo negativo, es decir:

cszz—i EI-y”=E=—M
R R

X X



1.2 Comportamiento elastico de piezas prismaticas

En la prictica, esta cuestion no suele tener consecuencias si el ingeniero tiene presente
el significado fisico de tensiones, deformaciones y esfuerzos que resultan de las formula-
ciones genéricas, por lo que conviene profundizar, desde esta perspectiva, en conceptos
y criterios asociados al equilibrio (Figura 1.9) de la viga isostdtica que estamos conside-
rando.

Las secciones 1 y 2 representadas, ubicadas en posiciones simétricas al centro de la
viga y de coordenadas z; y z, = L — z;, respectivamente, dividen a la viga en tres tramos:
dos laterales y uno central, cuyo equilibrio podemos analizar individualizadamente.
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Figura 1.9 Equilibrio de la viga.

El extremo de coordenada z; del tramo lateral izquierdo es la cara frontal de la sec-
cién 1 y mira hacia adelante, hacia el sentido creciente del eje de las z. Sobre dicha cara
frontal, para asegurar el equilibrio del tramo, actda una fuerza hacia abajo, Q, con signo
positivode valorQ=qL/2-qz;=q(L-22z)/2.

En el tramo lateral derecho, la seccion situada en z, =L — z; define como frontera
la cara dorsal, que mira hacia atrds, por la espalda del tramo, hacia el origen del eje de
ordenadas. La fuerza vertical serd también positiva y tendrd, l6gicamente, el mismo valor
q(L—2 z;)/2 del tramo lateral homdlogo, mientras que el momento, también de igual va-
lor absoluto M = qz;(L — z;) /2 habra cambiado de signo. En ambas caras, frontal y dorsal,
la ley de las tensiones longitudinales, G, serdn iguales pero tendran signos cambiados.

El tramo central, entre secciones de coordenadas z; y z, =L — z;, estd acotado a su
izquierda por una cara dorsal que es el espejo en el que se refleja la cara frontal del tramo
lateral izquierdo; y a su derecha, por la cara frontal, reflejo de la dorsal del tramo lateral
contiguo. En ambas caras de este tramo central, los valores de las fuerzas y los momentos
y el signo que les corresponde son inequivocos.
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Consideremos ahora el equilibrio de la rebanada de espesor infinitesimal, dz, que se
sitia en el entorno de las secciones z; y a la que se puede considerar como frontera o ele-
mento de transicion entre el tramo lateral izquierdo y el tramo central. La cara dorsal de
la rebanada serd l6gicamente el reflejo de la cara frontal del tramo lateral y andlogamente
su cara frontal serd la dorsal del tramo central de la viga. Las fuerzas y los momentos, en
cada cara de la rebanada serdn iguales, y contrarias a las de las caras homologas de los
tramos lateral y central contiguos. En la cara frontal, el momento serd M + dM, debido al
incremento de los flectores para valores de z comprendidos entre el origen y el centro de la
viga. El equilibrio de la rebanada exige el cumplimiento de las condiciones previamente
deducidas q=dQ/dzy Q =dM/dz.

;A_> 2 lig En la rebanada correspondiente a z, = L — z,, la situacion es andloga y se deducen tam-
] bién las mismas expresiones que relacionan las cargas, los cortantes y los flectores sin que
! [ se produzcan incoherencias con los signos, como ocurre en las formulaciones que relacio-

Lia ‘ nan tensiones, curvaturas o radios de curvatura, momentos y rigideces; en las que riguro-

samente debian figurar signos +/— para recordar que puede ser cualquiera de ellos, segin
se esté evaluando la cara frontal o la dorsal a ambos lados de una seccién determinada:
E

6=tR—y El.y”=+M,
X

El buen juicio del ingeniero permite obviar esta cuestion, siempre que tenga muy pre-
sente el significado fisico de las formulaciones utilizadas y el origen de sus deducciones.

[
Ley de momentos MB
A B 1.2.4 Los teoremas de Mohr
1 1
Va | : La expresion que relaciona la flexién de una viga con la pendiente, y’, de su deformada y
! N y : con la ley de momentos:
|
I 0
| ? ElL -y’ =M, dz
Oap=0,—0p= L jB M, - dz enuncia el primer teorema de Mohr:
EI, Ja R . . . .
El giro relativo entre dos secciones A y B de la deformada de una pieza prismética
Figura1.10  Primer teorema de Mohr. (Figura 1.10) es igual al producto de 1/E-I, por el drea de la ley de momentos flectores
comprendida entre ambas secciones”. Es decir:
1 (B
? ]i3 GAB=E—IXJ'AMX‘dZ

— Por otra parte (Figura 1.11), la rotacién diferencial d® =M, /EL, -dz de una rebanada

situada en z produce en la seccidn situada a una distancia (Lgs — z) un desplazamiento
de valor:

d (L )-d
= . —z)-dz
y El BA

X

1 B
dap= L IA M, (Lpa—2)dz
X ., . .
expresion que, integrada, enuncia el segundo teorema de Mohr:

B 1 B
A . [ydy=du =g [ M (Lor -2)-dz

“La distancia desde un punto B a la tangente a la directriz en otro A, separado, Lg,, s
igual a 1/EI, veces el momento estatico, con relacién con el punto B del drea de momen-
tos flectores comprendido entre Ay B”.

La aplicacién de estos dos sencillos teoremas, faciles de recordar, permite la solucion
manual de muchos problemas de resistencia de materiales y, por otra parte, ayuda a com-
Figura1.11 Segundo teorema de Mohr. prender y a sentir la deformabilidad de una estructura.

/ 1
dy=d0(Lgs —2)

z LBA_Z



1.2.5 Elteorema del influjo unitario

Son numerosisimos los procedimientos que a lo largo del tiempo se han ido desarrollando
para determinar esfuerzos y desplazamientos en vigas, porticos, celosias y todo tipo de
estructuras. [lustres nombres como los de Clapeyron, Betti, Maxwell, Castigliano, Willot,
Culmann, Ritter, Cremona, Cross, Kani y tantos otros estdn asociados a métodos especi-
ficos de cdlculo. No pocos se basan en planteamientos de naturaleza energética. Todos se
sustentan en las condiciones de equilibrio y compatibilidad. Algunos tan solo son aplica-
bles a estructuras de comportamiento indefinidamente eldstico. Todos estdn relacionados,
por cuanto parten de las mismas exigencias. Nacieron en épocas, mds o0 menos pretéritas,
en las que los cdlculos se tenian que hacer inevitablemente a mano.

La disponibilidad actual de ordenadores programados con gran potencia de célculo
estd haciendo pasar a la historia muchos de estos métodos y estd impulsando la utiliza-
cion de otros, como los elementos finitos, de propdsito mas general. Es, sin embargo,
incuestionable el valor pedagégico de estos métodos de otras épocas, que ocupan un
amplio espacio en los numerosisimos libros que han ayudado a formarse a muchisimas
generaciones de ingenieros, y siguen siendo ttiles porque también hoy se deben hacer
algunos sencillos cdlculos manuales para tener 6érdenes de magnitud de los esfuerzos y
desplazamientos de una estructura, como ayuda en su concepcién, en su dimensionamien-
to previo y en el control de los resultados detallados realizados con ordenador. En tal sen-
tido, hemos recordado aqui los teoremas de Mohr y sus aplicaciones. Y, entre los métodos
energéticos, sintetizaremos a continuacion el teorema del influjo unitario, que siendo —en
opinién de algunos autores— el mds eficiente, de hecho suele ser el mas frecuentemente
expuesto en los libros y manuales cldsicos de célculo de estructuras.

El teorema del influjo unitario, basado en el concepto de energia, iguala la correspon-
diente al desplazamiento de un influjo unitario virtual —fuerza o momento— aplicado en
un punto determinado de una estructura, a la que se corresponde con la generada por los
esfuerzos internos debidos a las cargas aplicadas menos la asociada a las reacciones de
apoyo en los casos en que se haya inducido un movimiento —asentamiento, por ejemplo—,
en alguno de ellos (Figura 1.12).

La ecuacion general del equilibrio energético sera:

1'612(:’51‘(1\11'8N +Q1 Yo +M1 XM) dZ—R'uR

En los casos en que no existan desplazamientos de los apoyos (ug =0) y en los que la
influencia de las deformaciones provocadas por los axiles, ey, y los cortantes, Y, puedan
despreciarse, tendremos la expresion simplificada:

M
]'81:¢LM1'XM'dZ:¢ M]'ﬁ‘dz
L .

La integral gSL M, -M-dz del producto de los momentos, M, provocados por la carga
virtual unitaria, y los momentos, M, generados por las cargas reales aplicadas en la estruc-
tura, suelen figurar en numerosos manuales. En el caso elemental de una viga isostdtica de
rigidez EI constante solicitada por una carga puntual, P, aplicada en el centro del vano, en
la Figura 1.13, se resume la determinacion de la flecha en el centro del vano.

Carga virtual unitaria Cargas reales

e Esfuerzos My, Q;, N; e Esfuerzos M, Q,N

Figura 1.12 Teorema del influjo unitario.
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Parabola PL L _ PL2
4 2" 16
M,'M | PL L _PL3
L ! dz=12= R
mx Bl °T “316EI 2 48EI

Figura 1.13 Aplicacion del teorema del influjo uni-
tario.
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Analisis estructural elastico

Capitulo 1

Ejercicio 1.1

Determinar esfuerzos, giros y desplazamientos de una viga isostatica de seccion cons-
tante solicitada por una carga senoidal aplicada en su plano de simetria.

4
Ely" = dmax ~sennT

Q=0 paraz=L/2
L L Qnisx = Amax -L/m paraz=0
1”7 T
El-y =Q(Z)=-qmax(;)C°5T Quin = ~Amsx -L/m  paraz=L

Reacciones: R=—-Qmax- L/ T

Los cortantes tendran signo positivo en la mitad izquierda de la viga, en el intervalo 0 <z < L/2 y signo
negativo paralL/2<z<L.

, nz (LY L2
El-y” = Qmax - s€n T ; Minax =+ Amax (_)
T

El radio de curvatura, R,=1/y”es, en este caso, siempre negativo, aunque la pareja de momentos que
conforman el flector asignable a una secciéon pueda tener signos positivos o negativos, seguin se esté
considerando su cara frontal o la dorsal.

, LY’ nz NS
El-y Z‘[Mdz‘_‘—qméx(E) COST eméx,ml’n:iqu\glax (;)

4
EI-y=.[(jMdz) dZ = Qmax (%)4. Sen-nL—Z Vo = CIrEIa'x (%)

Ejercicio 1.2

Viga biempotrada de seccion constante uniformemente cargada en su plano de sime-
tria. Determinacion de esfuerzos y deformaciones. Por aplicaciéon de las ecuaciones
generales de la flexion elastica.

Condiciones de contorno: des-
plazamientos y giros nulos en

«Ecuaciones:

23 2 b
EyV=gq EI~y'=q—6-+c17+czz+c3 ambos extremos
A z=0, yo=0 — c4=0
PR z=0, yp=0 — c3=0
2 4 3 2 L
z z z z q
El-y”=q—+cz+C El-y=q—+C—+C)—+C3Z+C z=L, yi=0] g=——
y =9 5 1 2 y q24 e 4 >
a

z=L , y[=0| <=
YL 275



1.2 Comportamiento elastico de piezas prismaticas

2
- Ecuacién de la deformada: y(z)= qz (z=L)?
24 -El
behlbiamieiol B _ gt L
+Desplazamiento méximo: Ymax = 384 0l para Z—E

. Pendiente de la deformada: y'(z)= % (2-22-3-L-z+1?)

’

y'=0 para z=0, z=%, z=L

L
« Puntos de inflexion de la deformada: y == = =+

El, 0 2(&%)

+Momentos flectores: (El-y”=-M,) MX=—%~(6'ZZ—6~Z‘L+L2)
g2
z=0, z=L o =—
X, max 12
q-l
z=— M, =
X, min 24
7 L
+ Esfuerzos cortantes: (El-y”=-Qy) Q,=-q: z_E
L
z=0,z=L Qy,maxziqT
L
2=~ Q,=0
Rt
+ Reacciones de apoyo: z=0, z=L >
M=+3L
12

Ejercicio 1.3
Determinar los giros en apoyos y la flecha en el centro de una viga isostatica uniforme-
mente cargada, aplicando los teoremas de Mohr.

En el centro de la viga, por simetria, la tangente a la deformada sera nulay, por tanto, por aplicacion del
primer teorema de Mohr tendremos:

Mméx L
3El,

60 =6y, =00 =

Por otra parte, la flecha méxima ysx = CC" en el centro de la viga sera (siendo cos 85 >~ 1):

L
Y =CC' =00 T gy L

Desplazamiento y(z)
Lo

20 3

N
{lr—
w

Puntos de |

inflexion = | |

| | Rotadiones 8(z) = y'(z)
‘méx ‘

2 /—N y'=0 f

min

i
|
|
: Momentos M,(z)
|
I
|
|

|
|
I
|
|
I
|
|
|

a2
A0y My=0 My=0 {0y 122
au
: il : At
1 ‘ I
|
| Cortantes Qy(2)
|
9y |
2. 1o lg,=0
ot [7 el
2

Los puntos de inflexion de la deformada, situados a
distancias iL/Z\E del centro de la viga, coinciden
con los puntos de momento nulo y con los valores
maximos de las pendientes. En el centro del vano, al
ser nula la pendiente de la curva de momentos flec-
tores, se anula también el cortante.
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Para facilitar la aplicacion de los teoremas de
Mohr, conviene recordar los valores de las areas
encerradas por una parabola y la posicion del
centro de gravedad de dichas areas en dos casos
caracteristicos:

L/2

3L
82

Punto de tg. horizontal

a=Lmia=M

A+A=—+—=

1 2

N N
} L }
M| {0y M
) c
0o
/-( 777777 Yméx y
0) q

&
(I in

Mlll Mlll
0 ¢ n
] qt*
%L A4 C oy, 12
0 0 7T ql?

Segun el segundo teorema de Mohr, la distancia perpendicular desde el punto C” hasta la tangente a la
deformada en el origen (recta OC”) valdra:

M-L 3L M2
3 16 16
areade momentos  distancia del c.de g.

entre OyL/2 del drea de momentos
al/2

ccr =

Por lo tanto,
ML L M2 5Mps-l2 5q

3B, 2 16, 48El, 38
b2 165k
00-L/2 cc”

Ymax =

En este caso, dado que la tangente de la deformada en el centro de la viga es horizontal, la flecha maxima
seraigual a la distancia OA desde el punto O hasta dicha tangente. Si aplicamos directamente el segundo
teorema de Mohr tendremos:

. . 2 . 4
Yo =OA= ] M-L ' 5L _5ML2 5q-L
El, 3 16 48El  384El,

o3

érea de momentos distancia del c. de g. del drea
flectores entre 0y L/2  de flectores al punto 0

Ejercicio 1.4

Determinar los giros en apoyos y la flecha en el centro de una viga isostatica, de longi-
tud L, solicitada por momentos iguales y contrarios en sus extremos.

De acuerdo con el primer teorema de Mohr, el giro en O sera:

ML
26,

0o

Aplicando, como en el ejemplo anterior, el segundo teorema de Mohr tendremos como flecha méxima
de la deformada:

1| ML L ML
Y =OA= | — = =
El, 2 4 8El,
ranigr g
dreade  distancia del c. de g. del drea
flectores - de flectores al punto O

Ejercicio 1.5

Determinar la ley de momentos flectores y la flecha maxima en el centro de una viga
biempotrada uniformemente cargada.

Como la rotacion se debe anular en apoyos:

12/8 My-L 12

(9|=0=—q / L= M”,O:—ql‘
3El, 2El, i 12
Oy O

En el centro de la viga:

La flecha en el eje C de la viga sera:

5q-l* My->_ 5qL* gLt gl

fI il fII _fIII = = T
384El,  8El,  384El,

96El,  384EI,



1.2 Comportamiento elastico de piezas prismaticas

Ejercicio 1.6

Viga biempotrada con una carga puntual aplicada en el centro: determinar la ley de mo-
mentos y la flecha maxima

De acuerdo con el primer teorema de Mohr, el angulo entre el punto de inflexion y el empotramiento sera
igual a 1/El, por el é&rea de momentos, entre dichos puntos. Como ademas por simetria la tangente en el
centro del vano sera también horizontal, dicho angulo sera también igual a 1/El, por el &rea de momen-
tos entre dicho punto y el centro del vano. Y, para que ello ocurra, el momento de empotramiento tiene
que ser igual al momento en el centro del vano:

PL PL

M =M*"=

y el punto de inflexién (M = 0) estara situado a L/4 del empotramiento y del centro de la viga.

Por otra parte, la flecha en el centro del vano, de acuerdo con el segundo teorema de Mohr, la distancia
desde el centro de la viga deformada y la tangente, horizontal en este caso, a su deformada en el empo-
tramiento, serd igual al momento estético del drea de flectores entre los dos puntos en relacién con el
centro de la viga, su flecha méaxima sera tal que:

1T PLL1TL PLLL PL pL P.L3
EIx'Yma’x=_'_'_'_"—_—"—'_='__'_=_'_

2 4 232 8 24 9 64 192
== -
area (1) d drea () dy

Ejercicio 1.7

Determinar el giro en los apoyos de una viga biarticulada, sometida a la accién de un
momento en uno de los apoyos.

A: Por aplicacion de los teoremas de Mohr.

Segundo teorema: 0 =—=

Primer teorema: 60+6. =

B: Por aplicacién del teorema del influjo unitario.

L .
o= [ gpo 110
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Las hipotesis cominmente admitidas en la resis-
tencia clasica de materiales (planeidad de la sec-
cion, elasticidad indefinida del material, pequenas
deformaciones...) no son sino aproximaciones al
comportamiento real de un elemento estructural
que, ademds, no sera exactamente igual al que
tendré otro analogo aunque se encuentre someti-
do, aparentemente, a idénticas cargas. El ingeniero
deberia tenerlo siempre presente y estar prevenido
contra la tentacion de considerar como una verdad
absoluta los valores, generalmente con muchos de-
cimales, que se suelen presentar al final de un largo
proceso de calculo de una complicada estructura, y
de creerse en posesion de la certeza en relacion con
su estado tensional. Y esto no es asi porque, ademas
de las limitaciones comentadas, en todas las estruc-
turas se producen unas tensiones internas practica-
mente desconocidas que se suman a las producidas
por las acciones externas que actuan sobre la pieza
analizada.

Asi, por ejemplo, en el caso de las estructuras
metélicas, podemos tener significativas tensiones
internas que se generan en el proceso de lamina-
cién como consecuencia de gradientes térmicos
inevitables. Los procesos de soldadura provocan,
asi mismo, tensiones dificiles de evaluar y que pue-
den alcanzar valores muy importantes. Las variacio-
nes de temperatura ambiente pueden ser origen,
también, de tensiones que no siempre se tienen
en cuenta en los calculos. Por ello, se puede decir
que el estado tensional real de una pieza es gene-
ralmente desconocido. Gracias a las posibilidades
de plastificacion de los materiales, la presencia de
estas tensiones internas no reducen su capacidad
resistente aunque aumenten el riesgo de roturas
fragiles o de roturas por fatiga.

De manera que, paradojicamente, si podemos
considerar aceptables los resultados obtenidos de
analisis elasticos que no permiten conocer con rigor
el comportamiento de una estructura, es gracias a
las caracteristicas plasticas de los materiales, expli-
citamente ignoradas en muchos casos.

1.3 Respuesta tensional y deformacional de una seccion
cualquiera solicitada en flexion pura

1.3.1 Introduccion

En este apartado se deducirdn las expresiones generales con las que se determinan las
tensiones y deformaciones provocadas exclusivamente (Q = 0) por un momento aplicado
sobre una seccién de forma cualquiera de una pieza prismética.

Para deducir dichas expresiones que relacionan tensiones, rotaciones y momentos, se
analizard, primero, la respuesta de una seccién de geometria cualquiera a los giros asocia-
dos a los radios de curvatura R, y Ry provocados por la flexion. Dichos giros o rotacio-
nes provocan unas deformaciones longitudinales, €,, que se deducen con gran sencillez
aceptando la hipétesis de Bernouilli. Deducidos los valores de €, tendremos también los
valores de las tensiones normales, 6, = E - €,. El conjunto de las tensiones provocadas por
las rotaciones impuestas tienen que ser equivalentes o estar en equilibrio con el momento
que actda en la seccién que se estd analizando.

De este planteamiento, sencillo de recordar y de una gran utilidad practica, surgen
conceptos como los de ejes principales de inercia de la seccién y el de la fibra neutra,
alrededor de la cual rota la seccién y en el que, I6gicamente, las tensiones son nulas.

Los ejercicios que se incluyen al final de este apartado resaltan los conceptos fun-
damentales asociados a la flexién pura y muestran como se pueden obtener resultados,
aplicando las metodologias que han servido para la deduccién de las férmulas generales,
pero sin necesidad de recurrir a ellas.

Las expresiones que se van a deducir son vdlidas cualquiera que sea el material
estructural en sus rangos de comportamiento eldstico. Algunos materiales, como los ace-
ros, responden linealmente hasta que se alcanzan tensiones préximas a las que identifican
su limite eldstico. En el caso del hormigén armado, la rigidez, EI, se reduce significativa-
mente en cuanto se producen las primeras fisuras; lo que ocurre, en general, para cargas
pequeias que pueden provocar tracciones del orden del 10% de las tensiones de compre-
sién que puede resistir el material. En el hormigén pretensado se retrasa la fisuracion. El
efecto de la precompresion equivale a un incremento de la tensién de traccidon que puede
aceptar el hormigén antes de fisurarse; lo que eleva considerablemente el rango de cargas
para las que su comportamiento puede considerarse eldstico.

1.3.2 Determinacion de las tensiones provocadas por un momento flector

En el apartado 1.2.2 se ha mostrado cémo una rotacién —caracterizada por el radio de cur-
vatura R,— alrededor del eje x que pasa por el centro de gravedad de una seccién produce
en un punto de coordenadas (X, y) un estado tensional definido por la expresion:

E-
o,=—=

X

Dicha tensiéon G, aplicada en el drea diferencial, dA, produce una fuerza diferencial
dF =0, -dA, cuya integral extendida a toda el drea de la seccion determina el momento

M, = J.A dF -y, que equilibrard o serd equivalente —segtin se considere la cara frontal o

dorsal de la seccién— al estado de tensiones generado por el giro asociado al radio de
curvatura, R,.

Cuando la seccion es simétrica, dicho giro o rotacién provoca tensiones que solo con-
llevan la existencia del momento M,, pues, por simetria, My = 0. En el caso mds general
de una seccion disimétrica, la rotacion alrededor del eje x que estamos considerando

generard, ademds, un momento M, = _[A dF-x.



1.3 Respuesta tensional y deformacional de una seccion cualquiera solicitada en flexion pura

Con el criterio de signos (Figura 1.14) expuesto en el apartado 1.2.3 y aceptando la
hipétesis de planeidad de la seccidon tendremos:

E-y?
dM, =06, -dA-y= dA
Ry
E-x-y
dM, =-6,-dA-x=— dA

X

La integracion de dichos momentos diferenciales en el conjunto de la seccidn define
los momentos totales M, y M, inducidos por el giro rotacional alrededor del eje x:
M, = M, = E Iy; M, = M, = E 1
e R

X X

Xy

siendo por definicion, I, la inercia de la seccion, e I, su producto de inercia:

Xy’
IX=JAy2dA IxyzfoydA

Andlogamente, un giro de la seccion alrededor del eje y induciria un estado tensional:

E-x

NQ
Il

y Unos momentos:

siendo I, = JA x2dA.

Como cualquier giro genérico de una seccidn se puede considerar como suma de los
producidos alrededor de los ejes x e y, tendremos como expresiones generales de la flexion:

EI
M=o M
R, R,
M, =2 Ely )
R, R,

siendo las deformaciones y las tensiones correspondientes:

-y _ X

CROR
E-y E-x

"R, R,

Para hacer directamente explicitas las relaciones entre las tensiones, G,, y los momentos,
M, y M,, transformaremos las ecuaciones (1) y (2) eliminando R, y R,. Con tal finalidad, es
ttil considerar separadamente las influencias de M, y M, para combinarlas después.

Suponiendo que My =0, tendremos:

R
Rx E(Iny _Igy)
dm
X 2
R, E- (L, —12,)

Las tensiones G, generadas por el momento M, tendrdn por expresion:

E- E-x I, y-1I,-x
:_y__:Mx.yyixg
R, R, LI -1,

G,

dF =0, dA
Vy

Figura1.14 Convenio de signos en la cara frontal de
una seccion disimétrica.



Cuando se aplica a una seccion cualquiera un mo-
mento M,, contenido en un plano perpendicular
al eje x que pasa por su centro de gravedad, el
movimiento de la seccion se compone de un giro
alrededor del eje x, asi como de otro alrededor del
eje y. Cada giro genera tensiones normales segun
el eje z, que se suman para conformar una distribu-
cién tensional que equivaldra o estara en equilibrio,
segun se mire, con el momento aplicado. Dicha
distribucion sera tal que, en una linea que define la
posicion de la fibra neutra y que pasa por el centro
de gravedad de la seccion, las tensiones se anulan.
Pero dicha fibra neutra Unicamente serad perpen-
dicular al plano que contiene al momento cuando
coincide con uno de los ejes principales de inercia
de la seccion.

Figura 1.16 Relacion entre ejes coordenados de re-
ferencia.

A andloga expresion se llega en el caso M, = 0, cuando solo acttia sobre la seccién el
momento My; de modo que, en el caso mds general, cuando M, # 0y My # 0, si se suman
las tensiones, se llega a la formula general de flexion:

_ Mx(Iy'y_Ixy'X)_My(Ix'x_Ixy'y)

LI, —I,,°

z

En el caso particular de una seccién simétrica, con I,(y =0, resulta:
M,y M;-x

I, I,

(S

1.3.3 Ejes principales de inercia y fibra neutra

En la fibra neutra, eje alrededor del cual gira una seccion, las tensiones provocadas por la
flexion tienen que ser nulas.

Desde otro punto de vista (Figura 1.15), las tensiones provocadas por la flexion cam-
biardn de signo en la fibra neutra, siendo de compresion las que se encuentran a un lado,
y de traccion las del otro lado. La resultante de las compresiones, C, serd igual y de signo
contrario a la de las tracciones, T, y el momento serd igual al producto de dicho par de
fuerzas por la distancia, d, entre ellas: su “brazo de palanca”.

M=C-d=T-d

©, compresion

|
|
|

Fibra neutra

M
- B 7)7 Y ld
(6=0) J N
[ — T
7777777 [ S BN

o, traccion

Figura1.15 Seccion simétrica solicitada a flexion.

Cuando la seccidn sea disimétrica y 1os ejes x e y no sean los principales de inercia
(I # 0), la ecuacion de la fibra neutra se deduce anulando el numerador de la féormula
general de la flexion, de manera que 6, =0:

Mx(Iy'y_Ixy'X)_My(IX'X_Ixy'y)ZO
La fibra neutra serd, por tanto, una recta con una pendiente, m, de valor:
Y My LM T
X ML +My Iy

Esta expresién pone de manifiesto que el plano de la resultante de los momentos
aplicados M, y M, no es perpendicular a la fibra neutra; lo que sf ocurrirfa si se hubiesen
escogido como ejes de referencia los principales de inercia, para los que I, =0.

Para determinarlos consideraremos que Iy, I, € I, son las inercias de una seccion
disimétrica (Figura 1.16) en relacidon con unos ejes coordenados cualesquiera, X e y, que
se cortan en su centro de gravedad. En unos nuevos ejes coordenados x; e y;, que forman
un dngulo o con los anteriores, la relacion entre las coordenadas de un punto cualquiera,
P, en ambos sistemas sera:

x; =PB=PA+AB=PR-sen .+ RG-cosat=ysen .+ xcos o
y1 =PC=RA—-RD=PR-cosa.—RG-sen oo =y cos o.—xseno

En consecuencia, tendremos las relaciones inerciales siguientes:
2 2 2
leszyl dA =1, -cos” a+1 -sen” o —I,, -sen2a

— 2 9A _ 2 2
I, —IAXI dA =1, -sen” o+1 -cos” o+ 1y, -sen 20

I
Ly = jA Xy, dA == 5 L sen 200+ I, - cos 201




Es importante observar que la suma de inercias es un invariante de la seccién:

L +1, =1, +1,

Para determinar el dngulo o que define la inclinacion de los ejes principales de inercia,
a los que denominaremos & y M, bastard con igualar a cero la expresion del producto de
inercia, cuyo resultado sera:
21,

I, -1,

tg 200=

Como, por otra parte, el dngulo o define los valores maximos y minimos de I; e I, que
corresponden a los ejes principales de inercia, se puede determinar también si se anulan
las derivadas dlz/do o dI, /dou:

dl
—&=—IX~sen2oc+Iy~sen20c—2~Ixy~cos20c=O I
do tg200= ——
dIﬂ Iy_Ix
d—:IX-sen20L—Iy-sen20c+2-Ixy-cos20L:0

o

Por lo tanto, los ejes principales de inercia, § y 1, que forman el dngulo o con los €jes ori-
ginales x e y, se distinguen porque las inercias de la seccion se hacen maximas o minimas
y su producto de inercia lg ;, se anula.

Si se introduce el valor de o en las expresiones de I, y de I, , se obtienen las expresio-
nes de Iz y de L, correspondientes a los ejes principales de inercia:

L+l J(L-LY
I§= + (T +Ixy

2
L+, [(L-L

Estas expresiones verifican la condicién Ig + I, =, + I;. Se comprueba ficilmente
también que el denominador (I,I, —I3,) de la expresion general de G, la “constante de
inercia” de la seccién, cumple la igualdad:

LI, - I3 = LI,

Las formulaciones analiticas que definen la posicion de los ejes principales y de los
valores maximos y minimos de las inercias correspondientes se pueden representar gra-
ficamente utilizando el “circulo de Mohr” (Figura 1.17), tal como se hace también, como
veremos mds adelante, para analizar las variaciones de las tensiones y deformaciones en
cualquier punto de un elemento estructural.

Dicha representacion puede producir equivocos respecto al sentido en el que rotan
los ejes x e y para convertirse en los principales de inercia &-1. La mejor manera de evi-
tarlos es comprender el comportamiento de la seccidn, teniendo presente, como se hace
en los ejercicios propuestos, la exigencia del equilibrio entre el conjunto de las tensiones
y el momento —o los momentos— que los induce.

A este respecto es instructivo analizar visualmente (Figura 1.18) el caso de la seccién 1
que protagoniza el ejercicio 1.8 que se presenta a continuacion. Es obvio que uno de los ejes
principales de inercia, 1-1, atravesara las dos alas de la seccién, de manera que el momento
M,, que generari las tensiones G, al producirse su rotacion alrededor de dicho eje sea nulo.
Loégicamente, el otro eje principal de inercia, &-&, serd perpendicular al anterior pasando por
el centro de gravedad de la seccion. La inercia L, tendrd el valor minimo, y la Ig, el méximo.
Andloga reflexién identifica inequivocamente también las posiciones de los ejes principales
de inercia en los otros tres casos representados.

Como veremos en el apartado 1.7.3, la metodologia que se utiliza para identificar me-
diante el circulo de Mohr los ejes principales de una seccién y cuantificar las inercias co-
rrespondientes, maxima y minima, es idéntica a la que se utiliza en el andlisis de las ten-
siones, normales y tangenciales, que actian en un elemento diferencial de una estructura.

A

Figura1.17 Representacion inercial para la seccion I
utilizando el circulo de Mohr.
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Figura 1.18 Posicion de los ejes principales de inercia.
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Para calcular la inercia alrededor del eje x;-x;,
desplazando la distancia d, aplicamos el teorema
de Steiner:

wa = Ix +Arecta’ngulo 'dz =%b'h3 +(b'h)'d2

Cuandod=h/2:

2
Iy =ibh3+bh(hj =(l+l)bh3=lbh3
12 2 12 4 3

Ejercicio 1.8

Determinar para la seccion 1 representada el estado tensional inducido por un momen-
to M, = 100 kN - m, y los ejes principales de inercia.

A: Utilizando las formulas generales de la flexion.

My ly -y =l - X) =My (I, - x =1y, -y)
G,=

Iyly =1,
En el caso que nos ocupa: My =100 kN-my My =0.
Las inercias de la seccion Iy, I, e I, valdran:
Iy :2-150-1042002+%10~4003 =1,733-108 mm*
ly :2%410-1503 =2,25:10" mm*
ly ==2+150-10-200-75=—-4,5-107 mm*
Siintroducimos estos valores en la formula general de la flexion, tendremos:

_ Myllyy=lyx)  100:10%-(2,25-107:y+4,5:10 -x) _ 2,25y +4,5x

2=

Ly=13,  1733.10%.225-10"-(-4,5-10")> 1875
0,=12y+ 2,4x, (GZ en N >.Xeyen mm)
mm
- Valores de la tensién normal ¢, en puntos caracteristicos de la seccion:
N N N
Punto A: x = 150; y = -200 Oyp =—240 — +360 —— =+120—
m mm
Punto B: x=0;y=-200 O, =—240 B
mm
Punto C: x=0; y =200 G,,c=+240 s
mm
N N N
Punto D: x=-150;y=200 0,0 =240——360— =-120—
mm mm mm

PosiciondelafibraneutraparaM, = 100kN-m=5,=0 0,=0 2,25y+4,5x=0 — y=-2x

2Ly 2:(=4,5:107)

= =06 — o=154f
ly =l 2,25:107 =1,733-10°

- Ejes principales de inercia de la seccién: = tg 20.=

2
| . incipales | T - _|x+|y+ h—ly +12
nercias principales | sy € Inin: méx, min = E ] Xy

Imax = 1,857 - 108 mm?*
1,733-1084+2,25.107 1,733-108-2,25-107 \’ N ax
Ima’x,min: + +(_475']0 )
2 2 liin = 1,010 - 107 mm?*

- Representacion del circulo de Mohr:
oD =1, =1,733-108mm*
OB=1,=225-10"mm?*
DM=1,, =4,5-10"mm*

OE =I5 =1,9-108mm?*
OA =l =1-10"mm*

o.~154°



- Radios de curvatura de los desplazamientos provocados por el momento M, =100 kN - m:

210.000 -200 mm
E-y . 2 h 0,4
R, = Ymax _ mmN =175m, [Rx= =773=175mj
Oy 240 . ex+e,  2:1,14-10
mm
210.000 -150 mm
E-X.x 2 0,3
Ry: Xmax I mmN :87’5 m, (R)’:7—3=87'5 mj
Oy 360 : 2-1,71-10
mm

A partir de estos radios de curvatura podemos calcular las flechas f, y f, que se producirian, por ejemplo,
en el centro de una viga de 5 m de luz solicitada en sus extremos por momentos M, =100 kN- m.

Al ser M, constante, la deformada serd una parabola. Su expresion, en relacién con los ejes con origen en
el centro de la deformada, es:

=—.X N ”—.1_—8_f — —i

Por tanto, las flechas verticales, f;, y horizontales, f,, provocadas por la flexion en el centro de la viga seran:

L2 5.0002
= =————=178mm
8R,  8-175.000
L2 | 2
e 12000
8R, | 8:87.500

B: Aplicando los conceptos que sirvieron para deducir las formulas generales de la flexion.

El momento M, provocaré un giro alrededor del eje x-x, y otro alrededor del eje y-y.

El giro alrededor del eje x-x genera las tensiones G,, representadas, con las consiguientes resultantes F; y
F,, enlas alas y el alma de la seccion, que a su vez equivalen a los momentos M,, y My,:

My M, =100 kN :m
N N
X ;y
f,=357mm
=
[ — 5 Ify=17,8 mm
M, = 100 kNm

75mm
150 mm
-+
* T T [—————
t=10mm e
200 mm fa F / M
2200mm iy
X X > x| T2 3 s X f
B T —F B —— - —
Fz L/t /Myx
z 200 mm z z / Fi 2/ N
Oy : %
Y y Yy Yy

2
F=0,150:10=1500:05 = My, =F-(-400)+F, 2+(~400)=
=—-600.000-G, — 266.667 -G, =—8,67-10°-0,,
1
F=202:20010=1.000:0,, = M, =F-2:75=1.500-G,,-150=2,25-10° G,

(R, Fy enN, 6, en N/mm?, y My, My, en N-mm)

100 mm
Gyy /I
F3 Mxy
<< <> < <> Es i 5
LL J/Myy
z o‘Zy Z F3 z v\/
ﬁ J —— |
y y Yy
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1.3 Respuesta tensional y deformacional de una seccion cualquiera solicitada en flexion pura

C: Deduccion de los resultados directamente a partir del concepto de equilibrio.

Como M, =0, la distribucién tensional en las alas del perfil debe ser tal que el momento de la resultante
de tensiones en relacion con el eje y-y se anule. Para que tal cosa ocurra tiene que existir un cambio en el
signo de las tensiones que produce en las alas el momento exterior aplicado My, y por consiguiente habra
un punto de tensiones nulas situado a una distancia x del borde exterior de las alas, por el que pasa, y
define, la fibra neutra o el eje de rotacion.

La distribucion tensional, como se puede observar en los graficos, equivale a una ley triangular con ten-
siones en un sentido de valor méximo G, en el extremo A, y tensiones, en sentido contrario, con un valor
maximo o, en el extremo B.

2 1
Para que M, se anule: FAE-LzFB-?L s Fg=2-Fy

y,portanto, ©g=2C, Yy x=£=ﬂ=50mm

La fibra neutra (c,=0) pasara por el punto donde se anulan las tensiones en el ala estudiada x =100,
y=-200y por el centro de gravedad de la pieza, que coincide con el origen del sistema de coordenadas
considerado (x=0,y =0).

Por tanto, la fibra neutra tendra por ecuacion y =—2x y la ley de tensiones tomara la forma:

Fibra neutra

EI' momento debido a las resultantes de tensiones en relacion con el eje x-x tiene que igualarse a
M, =100 kN-m.
Contribucién de las tensiones de las alas al M,:
1 1 5
My alas = —5-0-150-10+E-20-150-10 -400=3-10°c
Contribucion del alma:
1 2 5
Mx,alma=?2c~2oo~1o~?400=5,33~1o 9
En consecuencia, la condicién de equilibrio, exige:

3:10°:6+5,33:10°-:0=108N-mm . 6=120N/mm?

L=150 mm




Ejercicio 1.9

120 mm Determinar para el perfil en L representado, el estado tensional, la posicion de la fi-
bra neutra, asi como los giros producidos por la aplicacion de un momento flector
M, = 4kN - m.
L 5mm Posicion del centro de gravedad G de la seccion:
2 pin 120-5-60
X ¢ G xG:;:ZZ,Smm
y (200-5+120-5)
. 200-5-100
yo=——————=62,5mm
— (200-5+120-5)
XG
Y
y A: Por aplicacion de criterios de equilibrio.

Sobre la seccién solo acttia el momento M, =4kN-m, situado en un plano vertical. El momento en el
plano perpendicular es nulo: M, = 0.

Por consiguiente, la resultante de las tensiones provocadas por el momento M, en el ala horizontal BC en

A
relacion con la linea vertical AB tendra que anularse, lo que exige que la distribucion tensional entre By C
varie linealmente. En estas condiciones, como hemos visto en el ejercicio anterior:
N 1
N 0 =20¢ x:§120:40mm
X \
62,5 L \\N De manera que el punto N, de tension nula, se sittia a 40 mm del borde C del ala horizontal. Y como la fibra
B XN C neutra pasa también por el centro de gravedad (x =0, y = 0), su expresién analitica sera:
e SN
SUNERN 6,25
yy | Fibra neutra y=mx=———x=—1,087x
\ (=5,75)
Op ‘
\ N El punto M de corte de la fibra neutra (que pasa por Ny por G) con el ala vertical tendra por ordenada:
B M C
Oc ym=-1.087-22,5~-24,5mm BM=62,5+24,5=87 mm
120 —x | x AM=200—-87=113 mm
80 40 . ; A1 . .
En consecuencia, sabiendo que la variacién de tensiones es lineal entre A y B, tendremos:
113 113
Op=——0g=—"2:Gc =260
A=57 %8 57 d e
La distribucion de tensiones provocadas por un momento, M,, contenido en un plano vertical sera la
mostrada en la figura lateral.
Para determinar las tensiones correspondientes al esfuerzo aplicado M, = 4 kN - m, tomaremos momentos
de su resultante en el ala vertical AB en relacion con el ala horizontal BC.
A —+20
NS 1 2 5
C Tramo AM: My simaam = —=:2,6-6:113:5:1 87+ =113 |=1,19:10°c
N—o ' 2 3
NS 1 1
4 N . e 9.5.87.5. a7 _ |
y Fibra neutra Tramo MB: My aimams = b 2-6-87-5 ) 87=-12615-¢

Si se impone la condicién de equilibrio:

N
My =M, aimaam T My aima me 4:10°N-mm=(1,19:10°~1,26:10*).6 — 0~375—

mm
por lo tanto:
% Og =75 N/mm?> Op=-260= —97,5m
2 N
C 96—
N\\Gc=—37,5 N/mm? O =20=75 mm?2
\d N N
y Fibra neutra O¢=+0 =375 ———

mm



B: Por aplicacion de la expresion general de la flexion.

Iy, ala =120-5-62,5% =2.343.750 mm*

Iy, alma = % -5-200% +200-5-(100 - 62, 5)> = 4.739.583 mm*
L =Ny ala+l, alma =7,08:10% mm*

ly, ala = %5-1203 +120-5:(60-22,5)* =1.563.750 mm*

ly, alma = 200:5-22,5% =506.250 mm*

ly =1y, ata+ly, aima =2,07-10° mm*

Ly, ala = 120-5-(=60 + 22,5)-(+62,5) = —1.406.250 mm*
lyy, aima = 200-5-(22,5)-(=100+ 62,5) = —843.750 mm*

L 1 6 4
|Xy = |Xy' ala +|xy, alma =-2,25-10° mm

La férmula general de 6,, dado que M, =0, sera:

My(ly -y =lgy X 4-105(2,07-10%-y+2,25-10 -
S b 0 - 4400 ind X) _ 08625y +0,9375x
Ly =Ly 9,6-10
(6,enN/mm? paraxeyen mm)
Ecuacion de la fibra neutra:6,=0 — y=-1,087x
Los valores caracteristicos de las tensiones seran:
N N
Punto A:x=22,5;y=-137,5 0,a=-975——> Punto D:x=0;y=62,5 0,p=539——
mm mm
Punto B:x=22,5;y =62,5 C,8=75 = Punto E: x=22,5;y=0 G,¢=21, 2
Punto C: x=-97,5;y=62,5 6,c=-375 5
mm

C: Por determinacion de los ejes principales de inercia y representacion del circulo de Mohr.
Aplicando las formulas deducidas anteriormente:

2y 2.225
l,—l, 7083-207,0

2
ety [l 5
Iméx,ml’n T > = T 'ny

7,08+2,07)-10° 7,08-10°-2,07-10¢ \’
Iméx,ml’n :( 5 ) i\/ [ 2 +(—2/25'106)2

Imax =7,94-10° mm*

Imin =1,21-10° mm*

tg 20.=

=0898 .. 0=2096°

Circulo de Mohr:

0D =1, =7,08-10° mm* OB=I,=2,07-10° mm* DM=l,, =-2,25:10% mm*

OF = lsx =7,94-10 mm*;  OA=1;, =~1,21-10% mm*; or~21°

120 mm
|5 mm
200 mm
G
X =
21
=
y
y
n A
N
-97,5 Nfmm? g
\ 7
N //
\\ %
N //
X 2
E >< +75 N/mm
= C
/B D N \\—37,5 N/mm?
// \l Fibra-neutra
e y =-1,087x
£ T
n
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Figura 1.19 Tensiones tangenciales y desplazamien-
tos angulares.

1.4 Respuesta tensional y deformacional de una seccion
solicitada por esfuerzos cortantes

1.4.1 Introduccion

Como ya se ha recordado en apartados anteriores, los esfuerzos cortantes son inseparables
de los momentos flectores, y se relacionan por la expresion derivada de la condicion de
equilibrio de la rebanada de la pieza prismatica:

M

Tz

Q

Un momento estd asociado a un estado de tensiones normales al plano de la seccién
sobre la que actia, cuya resultante equilibrard al momento aplicado o serd globalmente
equivalente a dicho momento —segtn se esté considerando la cara dorsal o la frontal de
la rebanada estudiada-—.

De la misma manera, un esfuerzo cortante “genera” un estado de tensiones tan-
genciales cuya resultante lo equilibra o le es equivalente. Dichas tensiones estdn, a su
vez, asociadas a deformaciones angulares con las que se relaciona mediante la cldsica
expresion:

1
Lare

equivalente a la € = 6/E de la flexién —lo que hace mds fécil recordarla— siendo 7y la de-
formacién angular, G=E/2(1 + v), el médulo de elasticidad transversal del material, y
v su coeficiente de Poisson (Figura 1.19).

La determinacién de las férmulas generales que definen las tensiones tangenciales
consecuencia de la aplicacion en una seccién de un esfuerzo cortante se basan, como en el
caso de los momentos flectores, en la condicion de equilibrio de un elemento diferencial
como el representado. La condicién de compatibilidad entre tensiones y deformaciones
se impone al aceptarse la relacién y=1/G, como caracteristica del comportamiento del
elemento solicitado por las tensiones tangenciales.

Sin embargo, a diferencia de lo que ocurra en el andlisis de la flexién pura (Q =0,
M #0), para el cortante no se considera la hipétesis de Bernouilli de planeidad de la sec-
cién antes y después de la deformacion. De hecho, tras la aplicacion del esfuerzo, la
seccion no se mantiene plana pues, obviamente, al variar T varia y. Es una evidente con-
tradiccion de los andlisis eldsticos que, sin embargo, se asume por no tener, en general,
mayor importancia practica. Aunque, como veremos mas adelante, no son infrecuentes
los casos (vigas Vierendeel, vigas en celosia, soportes metdlicos empresillados...) en los
que explicitamente hay que tener en cuenta las deformaciones provocadas por los esfuer-
zos cortantes y establecer metodologias especificas para hacerlo.

Por otra parte, en el rango de comportamiento eldstico de los materiales, los efectos de
ambos esfuerzos, flector y cortante, se pueden tratar independientemente; para posterior-
mente analizar la interaccion entre los estados tensionales respectivos por medio de los
criterios de comparacion, en el caso del acero, y de procedimientos de interaccidon, mds o
menos explicitos, en el caso de secciones de hormigén estructural.

En cuanto a las estructuras de acero, las piezas que se utilizan —perfiles laminados
o piezas formadas por chapas— suelen ser de paredes delgadas y, por ello, las formula-
ciones contempladas en las normas correspondientes consideran este tipo de secciones.
Pero, tratindose de planteamientos en fase eldstica, dichas formulaciones son también
de aplicacién en las estructuras de hormigén armado, en fases previas a la fisuracion, y
sirven asimismo como referencia cuando las cargas superan el umbral en el que se inicia
la formacién de fisuras.

En este apartado, analizaremos en primer lugar el caso de las secciones abiertas de pa-
red delgada para estudiar después las cerradas —los tubos o vigas en cajon, de una o varias
células—, que son de uso relativamente frecuente; en particular, en los puentes.



1.4 Respuesta tensional y deformacional de una seccion solicitada por esfuerzos cortantes

1.4.2 Acerca del significado fisico de las tensiones tangenciales

Las tensiones tangenciales, equivalentes al esfuerzo cortante que actiia en una seccion,
son consecuencia de la presencia de tensiones normales generadas por los momentos
flectores que van variando a lo largo de la directriz de la pieza.

El momento, dM, equivale a una distribucion de tensiones normales, dc, que de-
ben estar en equilibrio con las tensiones tangenciales que genera el esfuerzo cortante Q.
Despreciando los términos diferenciales de segundo orden, tendremos, en efecto (Figu-
ra 1.20):

Q-dz=dM
Asfi por ejemplo, el ala AB de la viga en T esquematizada (Figura 1.21), solicitada por

tensiones no equilibradas do, generard en el corte BB’ un estado de tensiones tangenciales
T, 0 de rasantes q = T-t, que equilibrard a la resultante de las tensiones do:

B B’
| do-t-dx=—[t-t-dz
A B
En cualquier otro corte longitudinal de la viga se generardn también un conjunto de

tensiones tangenciales que equilibrardn las tensiones normales dc actuando sobre la parte
de la seccion aislada por el corte longitudinal y provocadas por el momento flector dife-

rencial dM.
B |t A do
I 1
do

A A

YR - s
B F=J.Ado'-t~dx Ux

g=1-t

Figura 1.21

Es esencial comprender y, por tanto, sentir el significado fisico de los esfuerzos cor-
tantes que equilibran los momentos flectores descompensados a uno y otro lado de una
rebanada y que inducen, al tiempo, dicha descompensacién. Como lo es también visualizar
con claridad las tensiones tangenciales que se generan para equilibrar las tensiones norma-
les provocadas por los momentos flectores que van variando a lo largo de la seccién.

1.4.3 Secciones abiertas

1.4.3.1 Expresion general del flujo de tensiones tangenciales en piezas prisma-
ticas de seccion abierta y pared delgada

Consideraremos una pieza simétrica, abierta, de seccién constante y espesor pequefio,
t(s), que puede variar, a lo largo de la linea media de la seccidn, solicitada en flexién
simple por un momento flector, M, y por un esfuerzo cortante, Q.

Aceptaremos que el flujo de tensiones tangenciales es paralelo a la linea media de la
seccion de pared delgada y que su valor se mantiene constante en el espesor de la pieza.

Aislemos un elemento diferencial de dimensiones dz, segtin el eje de la pieza, y ds,
siendo s la coordenada curvilinea, con origen en uno de los bordes de la seccién.

El elemento diferencial considerado estard sometido a las tensiones tangenciales y
normales esquematizadas en la Figura 1.22.

q(z)

M M +dM

(!

Q+dQ Q

e |

—
N
—

q

_L do
) dM

dz

Figura 1.20 Equilibrio de una rebanada.

t, pequeflo

Origen de
coordenadas
curvilineas

ds

o, t-ds

Tt dz
& el

Figura 1.22 Equilibrio de un elemento diferencial.



Las expresiones contenidas bajo el signo integral
corresponden a los momentos estaticos, en relacion
con los ejes x e 'y, del area de la seccion comprendi-
da entre el origen y la coordenada curvilinea, s.

Origen de
coordenadas
curvilineas

Momento estatico respecto del eje x:
S
S = L y-t-ds
Momento estdtico respecto del eje y:

Sy=.[:x~t~ds

Capitulo 1 Analisis estructural elastico

De la condicién de equilibrio de las fuerzas actuantes sobre el elemento diferencial
despreciando los términos de segundo orden, se tiene:

Ao, t) ) (E)(‘c-t). ] B
( . dz |-ds+ % ds [-dz=0

y, teniendo en cuenta que el espesor t solo depende de s, se deduce:

Jat-t)  do,

Js 0z

Derivando la ecuacién general de G,

G. = Mx(Iy 'y_Ixy 'X)_My(Ix 'X_Ixy y)
‘ LI, -12,

tendremos:

Ly} 1 [dM dM }
— = | —X (1, -y-1L,-x)- Y (1, x—-1,-
92 L -1, L a YT el

Recordando que:
dM -0 aMy Q
dz y oo
resulta:

a(t-t) —t
o LI -I>

[Qy(Iy 'y_Ixy 'X)+QX(IX 'X_Ixy }’)]

que, una vez integrada, se transforma en:

Qy S s Qx S s
r-tz—ﬁ[lyhy.t.dS_IXyJ'OX.t.ds}_ﬁ[lxhx.t.ds—IXyJ'Oy.t.ds}
Xy Xy X7y Xy

Por tanto, la expresién general que define el esfuerzo rasante q=7T-t en una pieza
abierta de seccion delgada solicitada por esfuerzos cortantes Q, y Q, sera:

Qy Qx
=T t=————(1,-S, - L, -S,)—
d ley—lxyz(y y"Sy) LI, -1,2

(Ix 'Sy _Ixy Sx)
En el caso particular de que los ejes de coordenadas coincidan con los ejes principales
de inercia (I, = 0) y que solo actie sobre la seccion el esfuerzo cortante Q, de eje verti-

cal (Q, =0), la expresion anterior se simplifica y se convierte en la mas frecuentemente
utilizada:

Qy 'Sx

=T-t=—
q I

X

En este caso, el valor maximo del flujo de tensiones tangenciales sera:

Qy : Sx,méx

mix = (T Dmax =—
q (Tt I

X

I

4 Qy
que se puede expresar también como ¢ =——=con z=
VA

X, Max



1.4 Respuesta tensional y deformacional de una seccion solicitada por esfuerzos cortantes

Sy, max €8 €l momento estdtico de la seccién a nivel de su centro de gravedad, y z es la
expresion del brazo de palanca o la distancia entre las resultantes de compresiones y traccio-
nes provocadas por el momento flector que varia a lo largo de la pieza y cuya derivada es el
esfuerzo cortante. Se ha mantenido la denominacién tradicional de z para el brazo de palan-
ca; pero cabe advertir que, obviamente, dicho valor —que es una caracteristica de la secciéon—
no tiene nada que ver con la coordenada longitudinal de la pieza que se estd analizando:

Qmix " dZ=(T- )4 -dz=dC
dC _dM/z _Q

Amax = E dz z

Es interesante, en la prictica, retener esta expresion que ayuda a recordar, también,
el significado fisico de las tensiones tangenciales y la relacion entre flectores y cortantes.

El “brazo de palanca’, z, esta relacionado con el concepto de rendimiento de una seccién y depende
exclusivamente de sus caracteristicas geométricas. Para alguno de los casos mas habituales en la prac-
tica tendremos:

- Viga en celosia:

z=h (distancia entre los cordones comprimi-
dos y traccionados)

+ Seccién rectangular:

1
—b-h3
o 12" _2h

—.b-h? 3

« SeccionenI:

Depende de la importancia relativa que tenga
el drea del alma en relacion con el area de las

Ala alas. Estara comprendido légicamente entre
Z 2/3hyh.
Cuanto menor sea el drea del alma, mayor sera
Alma

el valor de z hasta hacerse h cuando dicha area
se anula. La viga “sin alma“ aunque no desalma-
da, es una celosia que equivale a una viga con

Z un alma de espesor nulo.
« Seccion circular:
7 1 )
2" 3-mr
z= =
3mr 1 2 4r 8
8 E.1'C.r .E.;
~1,178r~0,589-(2r)

I\

Logicamente, este es un valor inferior al 2h/3 =
0,666 h correspondiente a la seccién rectangular.

; + Seccion tubular de radio r y espesor de pared
tr
s ;
2 m-tr° mwr w
z= =——=—(2r)~0,785(2r
2-t-r? 4( ) i

I\

-+ C

|

[

I‘
M |
[
|

£

Tensiones normales y resultantes

—_—

C C+dC C C+dC
T-t-dz

T THdl | 7>

dz dz
Equilibrio de la rebanada

Figura 1.23
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Ejercicio 1.10

Aplicando la formula general, determinar el estado de tensiones tangenciales T que se

generan en una seccion 1 como la esquematizada, solicitada por un esfuerzo cortante
Q, de eje vertical.
y )

En este caso (Q;=0y l,=0) la férmula general del flujo de esfuerzos cortantes queda reducida a:

-S
—rt=— X
d |

S
siendo S, = Jo y-t-ds

X

Considerando el borde A como origen de las coordenadas curvilineas s(s, = 0), los valores del momento
estatico, S,, en los puntos mas caracteristicos de la seccion, seran:

« Entrelos puntos Ay B: y=-100mm 0<s<70mm

enA,sp=0,5,,=0
s s
Sx=joy-t~ds=y-tf0 ds=-100-t-s=-500-s en B, sg =70, S, g =—35.000 mm?

entre Ay B, S, varia linealmente

Q
El flujo de tensiones tangenciales o esfuerzos rasantes, q = 1-t (unidades, F/L,) serd qag = -I—y-SOO .S

X

+ Entrelos puntos By D: y=-100mm, paras <70 mm,y=s-170 mm, para 70 < s <270 mm

So=[y-t-ds=[Cy-t-dss [ y-t-ds=—10070-t+ [ (s—170)t-ds=| 24501705+
X—J.Oy-t- S—JO y-t- s+J.70y-t- s=-100- -t+J.70 (s—=170)t-ds=| 2.450— s+7t

Se trata de una ley parabdlica de momentos estaticos, con valores caracteristicos:
70? 3
enB,sg =70 mm Sxp= 2.450—170~7O+T t=-35.000 mm

1702

enCs.=170mm Sy ¢ =[2.450—17o‘17o+ Jt=—60.000 mm3

270°
en D, sp =270 mm SX,D:(2.450—170-270+TOjt:—35.000mm3

; -Q 52
En resumen, el flujo de tensiones tangenciales sera qgp = I Y [2.450—170~s+3- -t, siendolaley de
X

variacion parabdlica y simétrica respecto al eje horizontal x.

« Entrelos puntos Dy E: y =100 mm 270 <5 <340 mm

270
sx:j;y~t~ds:jo y-t-ds+J-;Oy-t~ds=A7000-t+‘[2570100-t-d5:(1005434.000)-t

Ley lineal de momentos estaticos, con valores caracteristicos

enD,sp=270mm S, p=(100-270—34.000):5=-35.000 mm>
enE, sg =340 mm Sye=(100-340-34.000)-5=0 mm?3

En resumen, el flujo de tensiones tangenciales, en este tramo, tendra por expresion:

-Q
qDE=I—y(1OO~s—34OOO)-t
X

flujo simétrico en relacidn con el tramo AB, pero con sentido contrario, como se ve en el gréafico que
sintetiza los valores calculados.

Verificacion:
Sw= 70:5 - 100 =35000 mm?

area del distancia
ala superior alc.deg.

100
S =35.000 + 100-5 - —— =35.000+25.000=60.000 mm?>
dreadela
mitad del alma  distancia
alc.deg.



1.4 Respuesta tensional y deformacional de una seccion solicitada por esfuerzos cortantes

~ Fijémonos ahora en el equilibrio de la secciéon que estamos analizando
| Ha + + 1 +i + d‘l‘lk H | £ |
ci ILJ\ A LETSI0TIES al - \.lac CaiCuiadu Lchr \® couar <l 1 oo, SC CQuUivaiciiy alGSl 1LY

seran iguales en magnitud pero de signo contrario:

vl
1 1 1 y
=51: t-AB=—qg-AB= 0 I 1,225:10° —
Po parte, la resultante de tensiones tangenciales, sfuerzos rasantes, en el alma BD de la seccior
valdra
P4 -
/=1g-t-BD+=(tc=1Tg)-t-BD==BD-(2 5)=10,33:10°—%
3 I
n resumen
\ 1 2 6 <Y
=1U,55
|
H=41,23-10° X
T |
_ La resultante vertical, V, tendr. ser igual al cortante aplican - Por lo tanto, se tiene que cumplir
ue l,=10,33:1 , en efecto, la inercia del perfil e
3
Iy = 5 —200°-5=10,33-10

N




Figura 1.24 Centro de esfuerzos cortantes.

70 mm

Yy y

Figura 1.25 Equilibrio de la seccion.

My -1
Obsérvese que como 6= M, 100
X
G-y
M, = 100 =Mjjas +Mzma =103.333-0

y, por tanto, se confirma que I,=10,33-10® mm?*
(valor calculado en el ejercicio 1.6).

cec.=G cec.=G
-—— - -—— -
] =
c.e.c.
cec.=G G

Figura 1.26 Posicién del centro de esfuerzos cortan-
tes en diferentes secciones.

1.4.4 El concepto de “centro de esfuerzos cortantes” (c.e.c.)

Para que el esfuerzo vertical V que resulta de la integracion de los flujos tensionales de
una seccion en Jesté en equilibrio, la posicién del cortante aplicado, Q,, tiene que ser tal
que anule el momento correspondiente al par de fuerzas H generadas en las alas del perfil.
La condicién de equilibrio se expresa como H-h =V -d, y la distancia del punto de apli-
cacion del cortante —el denominado “centro de esfuerzos cortantes”— al plano del alma de
la viga serd: d =H-h/V y con los valores del ejercicio 1.10:

H-h 1,23-10°
d=—=—""—+=2-200=237 mm
vV  1033-10

Si no estuviese aplicada en esta posicion, la carga producirfa también esfuerzos de tor-
sién, cuyo valor seria el cortante multiplicado por la distancia del plano vertical de aplicacién
de cargas al centro de esfuerzos cortantes. Asi, si el cortante estuviese aplicado —como es
relativamente habitual si no se ha pensado en ello— en el plano del alma de la viga, la sec-
cién estarfa solicitada por un momento torsor, My = Q,-d. Para que tal cosa no suceda,
habria que prever un dispositivo de apoyo adecuado; por ejemplo, el que se muestra en
la Figura 1.24.

El concepto de “centro de esfuerzos cortantes” es esencial. Corresponde a una ca-
racteristica de la seccion, por cuanto solo depende de su geometria y estd asociado a la
ausencia o presencia de esfuerzos torsores actuando sobre la seccién y superponiéndose
a los de flexion y cortante provocados por las cargas externas si la resultante de estas no
pasa por dicho punto caracteristico.

La identificacién del c.e.c se basa en la exigencia de equilibrio entre el esfuerzo cor-
tante que actda en una seccion y las tensiones tangenciales inducidas que equivalen o
equilibran a dicho esfuerzo.

Por otra parte, como las tensiones tangenciales son consecuencia del desequilibrio de
las tensiones normales a ambos lados de una rebanada de la pieza solicitada en flexion,
cabria preguntarse si del andlisis de distribucién de tensiones normales provocadas por
la flexién no surge también el concepto de “centro de esfuerzos cortantes”. Y, en efecto,
como no podria ser de otra manera, el equilibrio de momentos, del exterior aplicado y
del que corresponde a la respuesta de la seccion, permite determinar la posicién del c.e.c,
como se verifica a continuacion:

e Equilibrio entre resultante de tensiones normales y momento aplicado (Figural.25):

M, =M, =6-70-5-200 = 70.000 - &

1 2 MX = Malas +Malma =103.333-¢c
M2 :Malma 25610055200233333(5

La posicién del plano del momento aplicado, My, se situard a una distancia, d, del
alma tal que se cumpla la condicién:

70
Mapas - —— =M -d
2
_70.0006-70/2

=23,7 mm
103.3336

Por otra parte, el “didlogo” entre las tensiones normales, G, y tangenciales, T, provo-
cadas por la flexidn puede ayudar a comprender el comportamiento de la seccién y a de-
terminar las leyes de variacién de ambos conjuntos tensionales, como se podrd comprobar
en los ejercicios que se desarrollan a continuacion.

Conviene, en cualquier caso, adelantar que, como se verd en dichos ejercicios, el
c.e.c. coincide con la posicién del centro de gravedad en las secciones con simetria
simple o doble. Y que, en secciones constituidas por dos planos que se cortan, la con-
dicién de equilibrio exige que el c.e.c. coincida con el punto de corte de los dos planos
(Figura 1.26).



Ejercicio 1.11

Determinar las tensiones tangenciales en una seccién en 1 para un cortante vertical Q,
que pasa por el centro de esfuerzos cortantes.

A: Por aplicacion de las formulas generales.

Por simetria, el c.e.c. coincide con el c.d.g. de la seccion en L. Al estar inicamente solicitada por un cortan-
te vertical Q, la férmula general del flujo tensional se reduce a:

_ﬁ'(ly'sx_lxy "Sy)
«Caracteristicas inerciales de la seccion:

1
I =|X,a|‘.,s+lx,a,,m.,=2~1oo‘1‘2002+5‘1~4oo3 =13,333-10% mm*

1
ly =1y, atas =2-§-1»1oo3 =0,667-10° mm*

lyy =J‘Ax‘y~dA=1OO~1~(+50)‘(—200)+400~1~0‘0+100‘1‘(—50)~(+200)=—2,0~106 mm
(dy —12,)=4,899-10" mm®

Por tanto:

Q, Q
=tt=—2 —.10°-(0667-5,+2-5,) = —~—-(0,667 -5, +2-5,)-107°
h 4,89.10" ‘ Y489 i y

+ Valores de los momentos estaticos S,y S, tomando por origen de la coordenada s el punto A:

EnA: sx,A = Sy,A 3

EnB: S, = 100-1-(=200)=~20.000 mm?
Sy, = 100-1-(+50)=5.000 mm?

EnC: S, ¢ =-20.000+200-1(—100)=-40.000 mm3
Sy,c =5.000+200-1:(0)= 5.000 mm?*

variacion lineal entre Ay B
variacion parabélica entre Ay B
variacion parabdlica entre By C

constante entre By C

+ Valores de las tensiones tangenciales T en los puntos caracteristicos de la seccién (Qy en N):

Ta=0
Qy -6 Qy -2 2
Tg =——-107"-(=0,67-20.000+2-5.000) = = ——-10"" - 0,33 N/mm
4,89 4,89
QY -6 Qy —2 2
Tc =——-107"(=0,67-40.000+2-5.000) = ———-10"" -1,67 N/mm
4,89 4,89

La ley de variacion de T en el ala AB sera la representada en el esquema.

La resultante de las tensiones tangenciales se tiene que anulary, para ello, el area de la contribucion a
las tensiones de S, debe serigual y contraria a la de S,. En efecto:

A Q — 1 2

H=[ (1-0).ds=—210 2-(——1,33~1oo+—-1 100 |=0
B 4,89 2 3

Ademas, el punto de tensiones tangenciales en el ala AB nula se sitiaa (2/3)-Ldel puntoAya (1/3):L

de B, siendo L la longitud de las alas del perfil. El drea encerrada por las tensiones tangenciales positivas

serd igual y contraria a la encerrada por las tensiones tangenciales negativas.

En definitiva, la ley de variacion de las tensiones tangenciales y sus valores caracteristicos en la seccion

estudiada sera la indicada sobre el esquema de la seccion en L.

Laresultante H=H; - H, en las alas se anula como hemos visto: H; = H,. A idéntica conclusion se habria

llegado sin hacer calculo alguno porque, si H, fuese diferente de H,, existiria una resultante de fuerzas

horizontales en las alas superior e inferior que tendria el mismo sentido en ambas; lo que conllevaria

la existencia de un momento torsional adicional en la seccién provocada por las cargas externas que,

para ello, deben estar desplazadas en relacion con el c.e.c y no deben pasar por él.

Ademas, la resultante de dichas tensiones en el alma de la viga tiene que coincidir, o ser igual y contra-

ria segun el signo de las tensiones tangenciales, con el esfuerzo cortante aplicado, Q,. Confirmémoslo:

-9
489

\Y 1072 [0,334400-1+§(1,67—0,33)~400-1}; v:&-10-2(132+357):c2y

4,89

100 mm 100 mm

A —B |
lt=Tmm
X Q
i BEEEE— c 400 mm
&l L
D E
vy

Contribucion de S, Q
~1,33: —=-102N/mm?
4,89

7

=)

(+)

Q
1-—2 102 N/mm?

Contribucion de S, 4,89
A B
TA=0 13=-0,33 »Q—y~10’2N/mm2
A B™T77 489
2/3L 1/3L
2 1
§-100 ?-100
" N TB=—0,33-4%V9 107
c Parbola }
c 4 Parabola
8 4
P i | Q .5
L C? 5 Trax =T =— 1,67~ 789 -10
£ H
€ t
g f
A Parébola
T DE—— E

a
o
|

a
@



Como ya se ha comentado anteriormente, el sig-
no, positivo o negativo, tanto de las tensiones
normales como de las tangenciales, depende de
si se representa la respuesta tensional de la sec-
cion al esfuerzo aplicado, flector o cortante, o si lo
que se muestra son las tensiones equivalentes a
los esfuerzos aplicados. Lo que es trascendente es
el signo relativo de las tensiones a lo largo de la
seccion y, por ello, el ingeniero debe tener siem-
pre presente el concepto de equilibrio que subya-
ce en todos estos planteamientos. En tal sentido,
el significado del signo mas es que las tensiones
“positivas” se oponen a las del signo contrario.

5
¥=1,05-1,15 y=12-14 y=15

B: A partir de las tensiones tangenciales deducidas determinar la ley de tensiones normales provo-
cadas por un momento flector M, concomintante con el cortante Q.

A una distribuciéon parabdlica de las tensiones tangenciales correspon-
den variaciones lineales de las tensiones normales. Por otra parte, las
tensiones tangenciales méximas en las alas y en el alma coinciden con
puntos de tensiones normales nulas, que en las alas se sitia a L/3 de
sus bordes libres. A 2L/3 se sitda el punto en el que la tensién normal
se iguala con Gz, por lo que las tensiones tangenciales T se anulan. La
tension normal en B tiene que ser el doble de la tensién en el extremo A,
aunque de signo contrario. La posicion de la fibra neutra queda también
inequivocamente definida en el gréfico.

\\ Fibra neutra

Estos resultados coinciden, naturalmente, con los deducidos anterior- %\ﬁcﬁ
mente para la seccion analoga que hemos analizado, y ponen de mani- \E
fiesto que existe un “didlogo” entre las tensiones normales y las tangen- Ozp=20¢
ciales como consecuencia de su origen comun. Ty
LLL
333

Ejercicio 1.12

Determinar el estado de tensiones tangenciales, T, que se genera en una seccion rec-
tangular de dimensiones, h - t, solicitada por un esfuerzo cortante, Q,, paralelo a su di-
mension mayor, h.

La distribucion de tensiones tangenciales sera parabdlica con valores nulos en los extremos de la seccion
y maximo en el centro:

" =Qy-SX,méx=Qy-1/2h-t-h/4=§&=i Qy 231 )
e -t Lt 2ht 2Agm 2 oo
12

Obsérvese que la tension maxima es 1,5 veces la tension tangencial media determinada suponiendo una
distribucién uniforme de tensiones tangenciales.

Q _ Q9 =&,1072
4

En el ejercicio anterior, la tension media en el alma seria: Tm = =

Aama  400:-1
Y la relacién entre 1,4, Y T €n dicho caso valdria Tmax _ 1’6?;%89:1,37
Tm

Este coeficiente de 1,37, mas reducido que el 1,5 del caso de la seccion delgada rectangular, pone de
manifiesto la influencia de las alas sobre la configuracion de la respuesta de la seccion al cortante.

Es evidente que el alma absorbe tensionalmente la componente paralela al plano del alma del esfuerzo
cortante aplicado, cualquiera que sea la geometria de la seccion. Por ello, el ingeniero podra tener siem-
pre un orden de magnitud de la tensién tangencial méxima si divide el cortante por el drea del alma y
multiplica la tension media resultante por un coeficiente de forma aproximado, ¥, que dependera de la
configuracion de la seccidn y del valor relativo del area de las alas y del alma.

En realidad, la distribucion de tensiones tangenciales en la anchura del alma no es uniforme. La elas-
ticidad demuestra que dichas tensiones son mayores en los bordes y que su distribuciéon depende,
en una seccion rectangular, de la relacion entre altura, h, y el ancho, b, asi como del coeficiente de
Poisson, v, del material. Para v = 0,3, los valores maximos de la tensién tangencial serian:

3Q

Tméx=a'za
siendo o — 1,033 1,126 1,396 1,988
para % — 05 1 2 4

Por otra parte, en el caso de secciones simétricas que no sean rectangulares, las tensiones tangen-
ciales tienen dos componentes: una vertical T, y otra horizontal 1,,. Y su direccion en los bordes es
tangente al perimetro de la seccion, de acuerdo con lo que muestra el esquema adjunto.

La expresion de 1,,, supuesta también una distribucion uniforme en la anchura del nivel de la
seccion considerada, sera la anteriormente deducida:

= Qs
i Ix'bi




Ejercicio 1.13

Determinar el estado tensional provocado por la aplicacion de un cortante de eje
horizontal Q, en la seccion en 1del ejercicio 1.10, y deducir, a partir de él, las tensiones
normales provocadas por un flector concomitante M,.

Para que exista equilibrio entre el cortante horizontal Q, y las tensiones tangenciales que genera, su flujo
solamente se podré representar en el esquema, puesto que la distribucion de tensiones normales debi-
das al momento concomitante es también la representada.

%QX [ Traccion
A ~— B A | 4B
\
I—V Compresién}
X G
~ gt C <> <> & <
X
v | [+V
My{r l ’\
E -+ D E D
2%
y
Y Vy \ 4
Resultantes Distribucion Distribucion
de tensiones de tensiones de tensiones
tangenciales tangenciales normales

En las alas de la seccion, la ley de tensiones tangenciales sera paraboélica con un maximo en la vertical
del centro de gravedad, G, donde las tensiones normales se anulan. En el alma, la variacion sera lineal,
maxima en los bordes B y D, y se anulara en el centro, donde las tensiones tangenciales cambiaran de
sentido y de signo. Légicamente, por simetria, la posicion del centro de esfuerzos cortantes se ubicara
en el eje horizontal que pasa por en el centro de gravedad, y es en este eje donde se situara el cortante
correspondiente a la flexion sin torsion.

La distribucion de tensiones normales, 6,, correspondientes a un momento flector, My, concomitante con
el cortante, Q,, serd la correspondiente a una rotacion de la seccién alrededor del eje y-y; tendremos, por
tanto, el estado tensional representado. La variacion de tensiones sera lineal en las alas, y se anulara en
su encuentro con el eje vertical que contiene al centro de gravedad, y constante en el alma BD. Lo que
es coherente con la ley de distribucion de las tensiones tangenciales provocadas por el cortante conco-
mitante que actUa en la seccion: variacion lineal en el alma y distribucion parabdlica en las alas, con un
maéximo en el eje y-y.

- Valores cuantitativos:
Qy+Sy

Puesto que |, = 0, utilizaremos la expresion: T-t=— ]

y
Posicion del centro de gravedad de la seccion: por simetria, se sitUa en la linea media horizontal del
alma a distancia x4 de esta:

2:70%/25

Tt P e Py g ey BB 14,4 mm
(2-704+2-100)-5
«Valor del momento estético S, en los puntos mas caracteristicos de la seccion:

— Enlos que se encuentran en la vertical del centro de gravedad:

70-14,4)
Sy mix = %-5 =7.728 mm3

— En el punto B (asi como en el D):
14,42
Sy :7.728—(—5]:7.210 mm3
[ 2

o bien, comenzando por G, donde 1= 0, obtenemos S, g =100-5-14,4 = 7.200 mm?3

+ Valor de lainercia l,:

1
ly :2%-(70»14,4)3 -5+2-§-14,43 -5+200-5:14,42 =790.245 mm*

100 mm

100 mm

A

70 mm

t=5mm



m
t
—

lw)

e

>
SEl
R

50 N/mm?

Op

y

\ 4

Tensiones de flexion

Fibra neutra
\

(B}

x\
I \
I
Op ‘\
[\
G
¥
/

200/ <X

i

Og
Vi

Op

\
\

X 70-x

100 N/mm?

Oa

Y
Resultante de tensiones

preme—-o" |

y

Valor de las tensiones tangenciales en puntos caracteristicos:

Ta=Tg=0 por serextremos libres del perfil.
Tc=0 por equilibrio, las tensiones deben cambiar de signo en este punto.
Considerando que el cortante Q, = 35 KN.

Q,'Sy  35.000 N-7.728 mm?

Tl == =— =-68,4 N/mm?
T e, 5.790.245 mm*

—35.000 N-7.210 mm?3
5:790.245 mm*
valor que se puede obtener, asimismo, de la relacién:

Sy.8 7.210

=—684-——— =-63,8N/mm?
7.728

En los bordes By D del ala, 5= =-63,8 N/mm?

Tg = Tmax

Y, max

Las siguientes observaciones ayudaran a comprender la relacion de los diferentes conceptos y parame-
tros que entran en juego en la flexion.

El valor de la tension tangencial en las alas, supuesta una distribucion uniforme de tensiones, seria:
1 1
—-Q —-35.000
20 2

Tm= =—4—— =50 N/mm?
A 5.70

y supuesta una distribucion linealmente creciente Ty 5 =2-50=100 N/mm?
El valor maximo real, 68,4 N/mm? esta, I6gicamente, entre ambos valores aproximados, cuya estimacion
permite tener un control de resultados y recordar el sentido fisico del concepto de tensiones tangenciales.

Por anélogas razones (estimacion y control de resultados, significado fisico de las tensiones) se puede
determinar el “brazo de palanca, z’, que estd implicito en la expresion general del flujo tensional:

Q:Symax _Q/2 Eramss ly 790245
| z 2:Symasc 2:7.728

que equivale al 73% de la altura (70 mm) de la seccion.

Q=Tmax " t= =51,1mm

y

Este concepto de “brazo de palanca’, z, corresponde a la distancia entre resultantes, de compresion y
traccion, de las tensiones de flexion que equilibran el momento flector aplicado, cuya variacién genera
el cortante.

En la mitad superior de la seccién, cuyas tensiones equilibran la mitad del momento flector apli-
cado y que absorbe también la mitad del cortante, la resultante de compresiones, C, se situa en
1/3-55,6=185mm del borde A. La resultante de tracciones se sitia muy cerca del elemento vertical
de la seccion. Por tanto, el brazo de palanca, resultante de las compresiones y las tracciones, sera lige-
ramente inferiora z<70-1/3:55,6 =51,5mm

El valor exacto que, en efecto, habiamos calculado era z=51,Tmm.
Alimponer la condicion de equilibrio entre la distribucién de tensiones normales y los esfuerzos equi-

valentes (N=0y M =M,) se puede deducir la posicion de la fibra neutra —definida por la distancia x en
el ala-, la relacién entre G, y G, e incluso el valor de la inercia de la seccion.

= CondicionN=0(C; =T, +T,)
1.350

1 1
2:—=:05-70-5=2--:05:70-5+05-200-5 — G,= 65 =3,875-03
2 2 AR 350 '

G T

Ademas, 28 = s P ———
Ca X 3,875
como tenia que ser, pues tiene que pasar por la vertical del centro de gravedad, G.

= Condicién M = M,

—>  x=556mm, AB-x=144mm

-O'A~x-t-§»x+2-%»o‘B-(AB—x)-t-%-(AB—xHGB-BD-t-(AB—x)

M, =2-

=2.

2 1 2
.G 5 -55,62 -5~§+2-3-c.3-14,42 -5~§+<53~200-5»14,4:55.021,3-<sB

My 144 (M}
y como Og = yI resulta X —2 =55021,3-05

X U

S

I, =792.306 mm* ~790.245 mm?, valor obtenido anteriormente.



1.4 Respuesta tensional y deformacional de una seccion solicitada por esfuerzos cortantes

Ejercicio 1.14

En la genérica seccion en 1 representada, determinar la ley de tensiones tangenciales
provocadas por un esfuerzo cortante Q, horizontal pasando por el c.e.c. de la seccion y
las tensiones normales asociadas a un momento flector concomitante M,.

La resultante de tensiones tangenciales en las alas horizontales AB y DE deben equilibrar al cortante Q,.
Seréan iguales, por tanto, a Q,/2. Por otra parte, la resultante de las tensiones tangenciales en el segmento
vertical BD de la seccion debe ser nula.

Ademas, las leyes de tensiones tangenciales tanto en las alas horizontales como en el segmento vertical
deben ser parabdlicas, puesto que las leyes de tensiones normales asociadas deben variar linealmente,
al ser I, #0.

Las tensiones tangenciales y las tensiones normales tendran, por tanto, el aspecto representado en los
esquemas siguientes:

Op=—0g

\
Fibra neutra

El valor de o, deberd ser superior al de G5, para que la resultante de dichas tensiones correspondan a un
momento igual y contrario a las provocadas por el conjunto de tensiones 65 y se cumpla asi la condiciéon
de equilibrio M, = 0.

De acuerdo con el esquema representado, el equilibrio de momentos exige:

M, =0
2
FA-4b=F1B-4b+FZB-§4b
) 1
siendo: FA:iEGA-b-t
1
F1B=i303'b't
1
FZB =i563(2b)t
de donde resulta:

6_1(5
A3B

La fibra neutra pasara a una distancia x del extremo libre tal que:

7/3'65 Op 7 7
Sy, x=—AB=-—b
X AB-x 10 10
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Capitulo 1 Analisis estructural elastico

Ejercicio 1.15

Para la seccion en L de dimensiones genéricas b - b, y espesor t representar las leyes de
tensiones tangenciales que se generan cuando actia un cortante, Q,, paralelo al eje
vertical y aplicado en el centro de esfuerzos cortantes. Determinar también la ley de
tensiones normales consecuencia del momento flector concomitante M,.

Como entodas las secciones en cruz (simples T, angulares, secciones cruciformes....), el centro de esfuerzos
cortantes se encuentra en la interseccion de las lineas medias de los dos elementos que se cruzan.

La posicion del centro de gravedad, G, tiene por coordenadas:

R e b/2-(b-t) b
CT7 T bt 4

La resultante de las tensiones tangenciales en el segmento horizontal BC tiene que anularse, y por tanto

tendra una distribucién parabdlica con un punto de tensiones nulas y un punto, M, de tensiones tangen-

ciales maximas, que sera también un punto de la fibra neutra de la flexion.

Oa

Uniendo M con el centro de gravedad tendremos dicha linea neutra que cortard a AB en el punto N, que
define también el punto de tensiones tangenciales méaximas en dicho segmento. Por tanto, la distribucion
de tensiones normales no podra ser otra que la representada en el esquema.

Como, por otra parte, el momento de la resultante de tensiones normales en el segmento horizontal BC
se tiene que anular (M, = 0) se verificara la condicion:

1 b 1 2b
—0op-btr—=—-0¢-b-t-— Or=2-0C
B L ol 0 ENE LR <

Por consiguiente, el punto M se encontrard a b/3 del borde C'y a 2b/3 de By la posicién del punto N,
sera tal que:

BN b/a
BN __ B4y BN=0,4byAN=0,6b
2/3b 2/3b-b/4 Y

En consecuencia:

0—0'6'b0—150
Al Tgalg PET T 1P

La fibra neutra sera la linea que une los puntos M, Gy N.

La ley de tensiones tangenciales serd parabdlica en el ala vertical con un maximo en N, y su resultante
coincidira con el cortante Q, aplicado. En el ala horizontal la ley seré también parabélica, pero su resultan-
te serd nula. Por tanto, tendrd un maximo en My se anulara entre M y B.




1.4.4.1 Determinacion aproximada del centro de esfuerzos cortantes

En determinados casos es posible situar, con buena aproximacion, el centro de esfuerzos
cortantes (c.e.c.) sin necesidad de usar la metodologia que se acaba de exponer anterior-
mente.

Asf, por ejemplo, en el caso del perfil dibujado, en T de alas desiguales (Figura 1.27),
sabemos que, por simetria, el c.e.c. se situard en el alma del perfil. Pero su posicion
precisa, que no coincidird con la de su centro de gravedad, se determinard imponiendo
la condicién de que una carga transversal cualquiera, Q,, deberd estar situada en una
posicion tal que el desplazamiento lateral de la viga sea exclusivamente de traslacion sin
rotacion, debido a la ausencia de torsion.

Una parte de la carga Q,, que llamaremos q;, actuard sobre el ala superior de dimen-
sién b, - t e inercia respecto al eje de simetria vertical, I, = (1/12)-b; - t. La parte restante de
la carga, q,, actuara sobre el ala inferior de inercia, I, = (1/12)- bg -t.

Como la flecha producida por estas cargas es inversamente proporcional a las inercias
de las alas respectivas:

4 _9
L L

a_h_ ( ﬂf
@ b by
Por otro lado, la condicién de equilibrio entre la carga total, Q,, aplicada a la viga
analizada, y las cargas equivalentes aplicadas en cada ala, se expresa como q; -d; =, -d,,

con lo que podemos escribir:
3
G _d L (ﬂ]
Q@ 4 L b,

De aqui se deduce la posicion del c.e.c:

tendremos que:

d L d I
d]z =d d2: =d

3T L+
1+(b—1) e
b,

Figura1.27 Centro de esfuerzos cortantes en una sec-
cion en I con alas desiguales.

En el caso mas general de una seccién compuesta por diferentes perfiles sim-
ples, como es el caso dibujado, la carga absorbida por cada uno de los perfiles
serd tal que:
O _% _% _9 _2a_Q
Iy >l Xl

b Lok

Xt

c.e.c. del conjunto

Q

c.e.c. del perfil

Para la determinacién de la posicién del c.e.c. de la seccion compuesta, que por
simetria se encontrara sobre el eje horizontal de la seccién, impondremos la
condicion:

Q2 X+ 03 X3+ dgXg = Qg%

y como,
Qt Qt Qt
=—:|5; =—"l5; =—
92 S 27 O3 S 37 Ja S 4
resulta:
&(xz-I2+x3-l3+x4-l4)=Qt~Xt
2;

Por lo tanto, la posicion del centro de esfuerzos cortantes del perfil compuesto
vendra definida por el valor x, referido a la posicion del c.e.c. del perfil 1 y tendra
por valor:

i=n
2 xi0l;
i=2

Xy =

siendo x; la abcisa del c.e.c. del perfil “i'; referido también a la posicion del c.e.c.
del perfil 1.
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Figura 1.28 Tableros de puentes unicelular y pluri-

celular.

Figura 1.30

Viga hiperestatica.

Fuste de una torre edlica.

1.4.5 Secciones cerradas

1.4.5.1 Consideraciones generales

En el apartado anterior se ha analizado el comportamiento de secciones abiertas solicita-
das por esfuerzos cortantes y se han deducido las expresiones que permiten cuantificar las
tensiones tangenciales que son la respuesta eldstica a dicha solicitacion.

Pero en la prictica profesional son muy frecuentes secciones en cajon, de una o varias
células. En particular en tableros de puentes (Figura 1.28), sean de hormigon estructural,
metalicos 0 mixtos de hormigén y acero. También abundan secciones en cajon, circulares,
rectangulares o de formas mds complejas, en altas pilas de puentes, torres edlicas o chi-
meneas industriales. ; Por qué no se pueden utilizar las expresiones deducidas en el caso
de secciones abiertas para analizar el flujo de tensiones tangenciales en cajones cerrados
unicelulares o pluricelulares?

En las secciones abiertas, las tensiones tangenciales en sus bordes son necesariamente
nulas y, por ello, hemos podido partir de este dato conocido para plantear la ecuacion
general. Por esta razén, consideramos el caso de la seccién abierta como un problema
isostdtico en el que el cédlculo del estado tensional es inmediato y se basa solo en las leyes
de la estdtica: se trata de un problema anélogo, por ejemplo, al de la determinacién de
esfuerzos de una viga en voladizo (Figura 1.29) con cargas transversales aplicadas. En
su extremo libre los esfuerzos son nulos y, partiendo de este dato, podemos deducir los
esfuerzos en cualquier otra seccion.

Por el contrario, en una seccion en cajon, de una sola célula, no conocemos a priori
la tensidn tangencial en ningtin punto de la seccidn. Ocurre como si a la viga en vola-
dizo se le hubiese colocado un apoyo en su extremo libre (Figura 1.30). En este caso,
tendriamos una incdgnita hiperestética, el valor de la reaccién R. Por ello, la deduccion
de los esfuerzos exige, la consideracion de las deformaciones de la viga provocadas por
la flexion.

De la misma manera, en el caso de la seccién en cajoén con una sola célula, tenemos
una Unica incégnita hiperestética: el valor de la tension tangencial en un punto cualquiera
de la seccidn, y su deduccion, nos obliga a considerar las deformaciones en la seccién
provocadas por el esfuerzo cortante. En cajones de varias células, las incognitas hiperes-
taticas coincidirian con su nimero. La metodologia de cdlculo seria andloga, como ocurre
también en el caso de una viga con varios grados de hiperestatismo.

Existen casos en los que, por razones de simetria, se conocen puntos de tensiones tan-
genciales nulas en la seccion en cajon. Por ejemplo, asi ocurre en la esquematizada en la
Figura 1.31: las tensiones tangenciales en A y B se tienen que anular, y la seccién en cajon
equivale, por tanto, a dos secciones abiertas, que absorben cada una de ellas la mitad del
cortante total, Q,. Obviamente, el c.e.c. de la seccién en cajon, coincide con su centro de
simetria.

A A

<> .

e "
Lo i

Figura 1.31 Seccién simétrica en un cajon unicelular.



1.4 Respuesta tensional y deformacional de una seccion solicitada por esfuerzos cortantes

1.4.5.2 Metodologia para deducir el flujo de tensiones tangenciales
en un cajon unicelular

La metodologia que vamos a emplear para deducir esta expresion general es idéntica a la (1)
que estamos habituados a utilizar para deducir los esfuerzos en una viga con un grado de
hiperestaticidad: el estado real I es igual a la superposicién del estado II, en el que se ha

AR RRRNARRRRRRARRRRRRY)

2 NE

liberado el apoyo 2,y del estado III, al que se ha aplicado una fuerza R, que debe producir 1N N
una flecha f, igual y contraria a la que se produce en el estado II (Figura 1.32). f,=0
En el caso de la seccion en cajon sometida, por ejemplo, a un cortante de eje vertical, () I I
procederemos como sigue:
1. Daremos un corte en la seccion para transformarla en abierta. wﬁ%
2. Deduciremos la ley de tensiones tangenciales correspondiente al esfuerzo cortante IS 2 W3
aplicado en el c.e.c. de la seccién abierta (estado II).
3. Calcularemos el desplazamiento relativo de los labios de la seccién abierta, pro- (1) +
vocado por las tensiones tangenciales que en dicho estado II actiian sobre el perfil. 7
4. Aplicaremos en los labios del perfil abierto dos fuerzas iguales y contrarias. Dedu- & “2 &
ciremos la distribucién de tensiones tangenciales correspondiente y calcularemos el IS R, W 3

desplazamiento relativo, consecuencia de las tensiones que actian sobre la seccion
(estado IIT). El valor de las fuerzas aplicadas debera ser tal que el desplazamiento ~ Figura1.32  Andlisis de una viga hiperestitica.
correspondiente sea igual y contrario al desplazamiento en el estado II, de manera
que la superposicion de los dos estados lleve a cerrar los labios de la seccion abierta
y vuelva a convertir a esta en la seccion original cerrada.
5. La superposicion de los estados tensionales correspondientes a los estados II y IIT
nos dard, finalmente, el estado tensional de la seccidn en cajon. Y del estableci-
miento de las condiciones de equilibrio entre dicho estado tensional y el esfuerzo
cortante que lo genera, se deducird la posicion del c.e.c. de la seccién I en cajon.

En las Figuras 1.33 y 1.34 se resume la metodologia para la determinacién de las
tensiones tangenciales en una seccion en cajon:

_ ‘ig,a A — + -
Q
Estado 1 Estado II Estado 11T
C, c.e.c. de la seccion C’, c.e.c. de la seccién f, fuerzas aplicadas en
cerrada abierta los labios del perfil abierto

y perpendiculares
al plano de la seccién

Figura 1.33  Andlisis de un cajon unicelular.

El aspecto del flujo de las tensiones tangenciales en cada uno de los tres estados serd
el siguiente:

@ an (110

Figura 1.34 Equilibrio tensional de un cajon unicelular.
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Figura 1.36 Equilibrio tensional en el borde de la
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Figura 1.39 Analogia tensional.

El andlisis de los esquemas representados sugiere las siguientes observaciones:

e Las fuerzas f aplicadas en el estado III en los labios de la seccion deben tener el
valor f = T4 - ts, siendo T, la tension tangencial en el punto A, en el que se ha efec-
tuado el corte, y t, es el espesor de la seccion en dicho punto.

e Las resultantes del conjunto de tensiones tangenciales horizontales y verticales en
el estado III deben ser nulas para que exista equilibrio en la seccién. En cambio,
la resultante de momentos del conjunto de tensiones tangenciales no puede ser
nula: tendrd el valor correspondiente al desplazamiento del esfuerzo cortante,
desde su punto de aplicacién C en el estado I hasta su punto de aplicacién C’ en
el estado II (Figura 1.35):

My c=V-a+H-b=Q,-d

siendo d la distancia entre C y C’, centros de esfuerzos cortantes en los estados I
y I, respectivamente.

e Si se pone en equilibrio un elemento diferencial situado en el borde A del perfil
abierto y perpendicular al plano de la seccién (Figura 1.36), aparece con claridad
la relacion entre los sentidos de las fuerzas exteriores f aplicadas a la seccion en el
estado III y las tensiones tangenciales correspondientes.

1.4.5.3 Deformaciones producidas por esfuerzos cortantes

Como acabamos de ver, la deduccién del flujo de tensiones tangenciales generado por un
esfuerzo cortante en un cajon unicelular es un problema con un grado de hiperestaticidad,
siendo la incégnita hiperestdtica el valor T, de la tension tangencial en el punto por el que
se secciona el cajon. Su solucién obliga a considerar las deformaciones originadas por las
tensiones tangenciales.

Para establecer la ecuacion de dicha deformada, analizaremos una rebanada de espesor,
dz, de una viga de seccion abierta cualquiera, sometida a un esfuerzo cortante vertical Qy.
De esta rebanada (Figura 1.37) consideraremos un elemento diferencial de longitud ds
que antes de la deformacion tendrd geometria rectangular de dimensiones dz-ds y un
espesor t,.

dz
t
N||N
—rds
M| |M
dz
z 7

Figura 1.37 Deformaciones producidas por el esfuerzo cortante.

Este elemento diferencial estard sometido (Figura 1.38) a un flujo de tensiones tan-
genciales gy =T,-ty, que provocardn una deformacién caracterizada por el valor de la
distorsion angular, v.

T, , tension tangencial en el punto de coordenadas curvilineas.

= E
G G = —  , mdédulo de elasticidad transversal del material.
2-(1+v)



1.4 Respuesta tensional y deformacional de una seccion solicitada por esfuerzos cortantes

Esta expresion de v, recordémoslo de nuevo, es andloga a la que relaciona tensiones
normales y deformaciones —acortamientos o alargamientos unitarios— en un elemento
diferencial sometido a tensiones normales en una direccién (Figura 1.39).

Adz ©
=

dz E

El significado de ambas expresiones es también andlogo. De la misma manera que € es
la deformacién unitaria del elemento diferencial comprimido, ¥ es la variaciéon angular
de dicho elemento que, tras haberse deformado, tendré el aspecto esquematizado en la
Figura 1.40, siendo:

_ A(dz)
= ds

Tras la deformacién o distorsion angular nos encontramos con que el punto N, que ini-
cialmente estaba en la vertical del punto M, se habra desplazado en la direccién del eje z;
es decir, que dos puntos proximos, separados por una distancia ds, que se encontraban
inicialmente en un plano vertical, dejan de estarlo como consecuencia de la deformacion
provocada por la tension tangencial aplicada y se produce un desplazamiento relativo
A(dz) =y-ds dirigido segtn el eje z longitudinal.

A partir de la anterior reflexion, podemos evaluar el desplazamiento longitudinal rela-
tivo entre dos puntos A 'y B de la seccién de coordenadas curvilineas s, y sg, respectiva-
mente, que l6gicamente responderd a la ecuacion:

Sp
=l 1= " Lo

Consiguientemente, el desplazamiento total, &y, entre los dos extremos de la seccion
desarrollada de longitud 1 sera:

s=1
8T=Is=ly~ds= J TS—(S)-ds
s=0 <=0 G
En ambos casos, el desplazamiento relativo que se producird en la direccion del eje z
serd perpendicular al plano de la seccion.
Precisaremos ideas visualizando la deformada provocada por el esfuerzo cortante en
la seccién abierta representada en la Figura 1.42:

Figura 1.42 Tensiones tangenciales en la seccion abierta.

La perspectiva de la seccion deformada se muestra en la Figura 1.43 —por razones de
claridad conceptual estd amplificada la importancia de las deformaciones—.

La linea discontinua ABCDEFG representa la seccion antes de la deformacion. Y la
linea llena A’B’C’'D’E'F'G’, la forma alabeada de la seccién deformada por el esfuerzo
cortante. Es importante observar como la pendiente de la deformada dibujada en cada
punto coincide con el valor de v, que por ello resulta directamente proporcional al valorT.
En consecuencia, la maxima pendiente de la deformada corresponde al punto D, donde
la tensi6n tangencial es también médxima, mientras que en los puntos A’ y G” la pendiente
serd vertical, ya que el valor de T es nulo.

Adz dz
L L l
e w
T —)
/ /
v/ v/
ds 7 —/ -z
/ /
/ /
/ /
M
Y
y

Figura 1.40 Deformabilidad angular.

Figura 1.41 Coordenadas curvilineas de una seccion
abierta.

Figura 1.43 Deformacion de la seccion abierta.
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Figura 1.44 Estado II.
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Figura 1.45 Estado III.

Figura 1.46 Estado I =1I + III.

Capitulo 1 Analisis estructural elastico

1.4.5.4 Expresion general del flujo de tensiones generales en un cajon unicelular

A partir de la formulacién del desplazamiento relativo entre dos puntos de una seccion
abierta sometida a un esfuerzo cortante, podemos deducir la expresion general del flujo
de tensiones tangenciales en un cajon unicelular. Como ya hemos visto, el estado real se
obtiene de la superposicion de los estados virtuales 11 y III.

El flujo de tensiones tangenciales para el estado II (Figura 1.44) correspondiente al
esfuerzo cortante Q, aplicado en el c.e.c., se deduce a partir de las formulas correspon-
dientes a las secciones abiertas. Siendo Ty la expresion de dicho flujo, el desplazamiento
relativo de los bordes del perfil valdra:

Sty 1
8]]: o E-ds= E¢Tu'ds

siendo L la longitud total del desarrollo de la seccion.
En el estado III (Figura 1.45), las fuerzas, f, aplicadas en los bordes de la seccién y
perpendiculares a ella provocaran un estado de tensiones tangenciales de valor:

donde t; es el espesor que puede ser variable de la seccion, en el punto de coordenada
curvilinea s considerado. El desplazamiento relativo entre los bordes del perfil, en este

estado III, sera:
s=L
T f d
S = J 2L L el
s=0 G G ts

Por ser las deformaciones Jy; y Oy iguales y contrarias, la expresién de la incégnita
hiperestatica f serd:

o Jrnas
1
¢ —-ds
t
Conocido el valor de f, la expresion del flujo de tensiones tangenciales en el estado I

—es decir, en el cajon real cerrado— serd la suma de los correspondientes a los estados 11, IIT
(Figura 1.46), es decir:

f 1 gStH-ds
=Ty +Tm=Tp+—=Tg——~

b ts gﬁi-ds
t
En el caso particular de que se trate de una pieza de espesor t, constante, la expresion
anterior queda reducida a:

S’STH-ds

T =Tg— L




1.4 Respuesta tensional y deformacional de una seccion solicitada por esfuerzos cortantes

Ejercicio 1.16

Deducir la expresion del flujo de tensiones tangenciales para una seccion circular, de
radio Ry espesor constante t, solicitada por un esfuerzo cortante vertical Q,.

Tal y como acabamos de ver, descompondremos el estado tensional que queremos resolver (l), en dos
estados Iy lll que se adicionan.

(I (1)

El flujo de tensiones tangenciales 1), teniendo en cuenta la simetria de la seccion (Iyy=0), responde a la
expresion:
-Q, S,

I -t

o=

El momento estatico, S,, sera:

Sy =J:(—R~sen (p)-t-R~d(p=—R2-t‘J.:sen 0-do

Sy =R%-t-cos @|$=—R?-t-(1-cos ¢)

27
Por otra parte: Ix=j:nt~R~d¢~(R~sen (p)2=R3-t~J.0Msen2(p-d(p= R3-t-[%—%sen 2(p] =mR3t
0

— 2+ (1=
=9 5 Q9 Rt(-cos @) Qg i)
TRt

De manera que resulta: = 5
to ot Rt
El grafico correspondiente es: Valores caracteristicos de T;:
y
Ty =—=(1-cos )

¢ 2 2

Q Q Q
T 0 =y =y =Y
nRt nRt mRt

Obsérvese que T, (para ¢ =) es cuatro veces el valor que resultaria de repartir el cortante, Q,, en la
totalidad del area de la seccién A = 21tRt
En el estado IlI, el valor de f correspondiente se determina mediante la expresion:

g}lds 2nR

= . _Qy fon 9 o Qy o 2Q,
y.comods=R-dg: (ﬁt"'ds_ﬁ'.[o (1—cos<p)R-d(p——E[(p—sen(p]0 —Fln—T



46

Capitulo 1 Analisis estructural elastico

2Q,/t  Qy . ] . L
. =——2 y, en consecuencia, el flujo de tensiones tangenciales para el estado IIl
2nR nR
; f_o 9 Lo T
sera Ty = T siendo su representacion grafica la siguiente:
P

Por lo tanto, f =—t

TRt

De la suma de los estados Il y IlI, se obtiene la distribucién del flujo en el estado I:

T =T+ T
Q Q
T=—2(1-cos )-—L=-—L"cos
Rt Rt TRt
T 3rn
0 = T —
¢ 2 2
Q Q
g |J¥ . X
mRt TRt

siendo los valores caracteristicos los que se representan en el cuadro.
El valor maximo es dos veces el que resultaria de dividir el cortante por el area total.

Como ya se comentd anteriormente, no habria sido necesario desarrollar asi este ejercicio, porque por ra-
zones de simetria resulta evidente que las tensiones tangenciales se tenian que anular en los puntos mas
alto y mas bajo; y en consecuencia, podriamos haber llegado mas directamente a la solucion calculando
la distribucién de t para la semiseccion sometida a un cortante 1/2Q,.

le +%QV %Qy+

¥

Para concluir, es ilustrativo determinar el c.e.c. del estado II, teniendo en cuenta que el momento torsor
resultante de las tensiones tangenciales del estado lll, que genera el par de fuerzas f aplicadas en los
labios abiertos del perfil, tiene que ser igual al desplazamiento, d, de Q, entre los c.e.c. de los estados 'y
Il; es decir: My =Q, -d. Tendremos:

dMy =1 t-R:do-R

2n
MT,III=J.0 Tu-t-R-do-R

Q o 2
MT,nF“ﬁ‘R t'(P’o"=—2'R'Qy

y por lo tanto:

gzMu _ 2RQy
Q Q

2R

Lo que confirma que el c.e.c. de la seccion cerrada se encuentra en C, centro de simetria de la seccion.




1.5 La torsion

1.5.1 Introduccion

En el apartado 1.4.4 se ha tratado ampliamente del concepto de “centro de esfuerzos
cortantes” (c.e.c.) de una seccion cualquiera, definido como el punto por el que deberia
pasar la linea de accion de las cargas aplicadas para que la pieza estuviese exclusivamente
sometida al estado tensional propio de la flexién simple. De no ser asi, la excentricidad
de la carga con relacidn al c.e.c. provocaria unas solicitaciones adicionales de torsion que
generarian un nuevo estado tensional que se anadiria a las tensiones normales, originadas
por los momentos flectores, y a las tensiones tangenciales, consecuencia de los esfuerzos
cortantes.

Para algunas secciones caracteristicas utilizadas frecuentemente en nuestras estruc-
turas, podemos recordar (Figura 1.47) la posicién del c.e.c. y la generacion de torsores
debida a la excentricidad de la carga.

En los tres casos representados, el estado real I se puede descomponer en otros dos:
el estado II con Q pasando por el c.e.c., que es el estado correspondiente a la flexién sim-
ple, y el estado III, en el que la seccidn estd sometida a un momento torsor cuyo valor es
el producto de Q por la excentricidad de su linea de accién en relacion con el centro de
esfuerzos cortantes.

Estos simples ejemplos, que recuerdan la influencia del punto de aplicacién de las car-
gas en la forma de trabajo de las vigas, anuncian al mismo tiempo la frecuencia con que
la torsion puede hacer acto de presencia en elementos concebidos originalmente para tra-
bajar exclusivamente en flexion. Asi, en una viga de borde con seccién en I (Figura 1.48)
sobre la que se apoya el forjado de una estructura de edificacion, el punto de aplicacion de
la carga no suele pasar por el centro de esfuerzos cortantes que, en este tipo de secciones,
doblemente simétricas, coincide con su centro de gravedad.

En consecuencia, la viga estard solicitada por unos esfuerzos de torsiéon que provo-
cardn un giro transversal de la seccién y el correspondiente estado tensional. Tal como
se muestra en el esquema, al comenzar a deformarse por flexion el forjado, la carga se
situaria en el borde del perfil que comenzaria a girar por torsién hasta acomodar su giro
con el del forjado al que sirve de apoyo, a la vez que se produce un cierto centrado del
punto de aplicacion de la carga.

Dada la escasa rigidez torsional de estas vigas y la gran rigidez que generalmen-
te tienen los forjados en su plano —lo que coacciona el giro transversal del perfil—, los
esfuerzos de torsion resultantes suelen tener escasa importancia y, por ello, en la prictica
normalmente no resulta necesaria su cuantificacion. Pero se trata de un caso que pone de
manifiesto la presencia de torsiones en elementos que se diseian y calculan para trabajar
exclusivamente en flexion.

Si en un caso como el anterior en lugar de un perfil en T hubiésemos dispuesto un
perfil en [, la dificultad para asegurar que la carga se aplique en la vertical del centro de
esfuerzos cortantes serfa aun mayor y solo podria lograrse (Figura 1.49) mediante ménsu-
las destinadas a recibir las cargas y evitar el contacto del perfil en [ con el forjado. En otro
caso se producirian torsiones en el perfil en [ que serfan de mayor importancia que en las
secciones en I debido a la posicién del c.e.c. Es este uno de los motivos por los que este
tipo de perfil suele ser relativamente poco utilizado como elemento en flexion.

Los ejemplos anteriores pretenden relacionar la torsién con la teorfa de flexion sim-
ple ya estudiada, de la que se puede considerar como una prolongacién, como un paso
adelante mds en el conocimiento de la respuesta de las estructuras a las solicitaciones
que actian sobre ellas. Pero hay muchos otros ejemplos de estructuras que se utilizan en
la prictica en las que la torsién es insoslayable y en las que su presencia ha sido cons-
cientemente buscada. Asi ocurre en el caso de las llamadas “vigas balcén”, con cargas
perpendiculares a su plano, idealizadas en la Figura 1.50.

En edificios altos es frecuente la presencia de nicleos rigidos, con seccién en cajon,
para alojar escaleras y ascensores, que se suelen dimensionar, ademds, para transmitir a
la cimentacion las cargas horizontales provocadas por el viento y para asegurar su estabi-

\
Antes de la
deformacion

Figura 1.48 Gén

7Giro por

torsion

de la viga
Al iniciarse la  Posicion
deformacion  definitiva

esis de la torsion.

c.e.c.

Figura 1.49 Dispositivo para limitar la torsion.

Figura 1.50 Viga balcén.
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Nicleo rigido  Mp=H-e lidad frente a solicitaciones sismicas. Cuando su posicién no es simétrica, estos ntcleos

= L : - rigidos estdn l6gicamente solicitados por significativas torsiones (Figura 1.51).
-tot——|—-—+—1- Pero donde los ingenieros se enfrentan mds frecuentemente con la torsién es en la
: je concepcién y el dimensionamiento de tableros de puentes. En los que tienen geometria

curva, con o sin apoyos intermedios, el mecanismo de torsién puede tener una impor-
tancia equiparable a la que tiene el mecanismo de flexion en la transmision de las cargas
(Figura 1.52a).

H

&

Pilares Estribo {’\ngulo de esviaje

Figura 1.51 Estructura de un edificio con nicleo ri-
gido.

Estribo Pila Estribo

Estribo

| N I

(a) Tablero curvo (b) Tablero esviado

Figura 1.52

También en los puentes “rectos” se producen importantes esfuerzos en torsion, conse-
cuencia de la posicion excéntrica de las cargas (Figura 1.53).

P P

Flexién Torsién

Figura 1.53 Mecanismo de transferencia de cargas excéntricas.

En la transmision de cargas a los estribos de un puente esviado se generan asimismo
esfuerzos de torsion, que serdn tanto mayores cuanto menor sea el dngulo de esviaje, o,
(Figura 1.52b), debido a que sus secciones extremas se verdn obligadas a girar alrededor
de un eje que coincide con la linea esviada del apoyo.

Podrian citarse otros muchos casos de estructuras en cuyo disefio y dimensionamiento
interviene la torsién. En unos casos, como aliado del ingeniero por ser un mecanismo titil
para transmitir las cargas a través de la estructura concebida para tal fin. En otros, como
esfuerzos pardsitos no deseados pero que surgen inevitablemente y a los que la estructura
proyectada debe también dar la respuesta adecuada.

Por todo ello, es evidente la necesidad del estudio de la torsién que suele estar mas
0 menos presente en todo tipo de elementos estructurales solicitados en flexién. Pero,
ademds, el estudio de la torsidn es un paso previo indispensable para abordar diversos
problemas de inestabilidad estructural. Asi, la capacidad de una pieza esbelta para trans-
mitir compresiones puede estar limitada por el riesgo de pandeo por torsién pura o por
pandeo por torsién y flexiéon combinados, y no solamente por el pandeo por flexién, que
no es sino un caso particular, que se da en determinadas condiciones, del caso mas general
citado. En cuanto a las piezas en flexion, puede también estar limitada su capacidad por el
riesgo de “pandeo lateral de la viga”, problema de inestabilidad directamente relacionado
con la torsion. El estudio de la teorfa del pandeo por flexion y torsion, y del pandeo lateral
de vigas, constituye un aspecto importante de las estructuras metdlicas. Surge que figure,
con mayor o menor extension, en todos los textos de esta disciplina; lo que justifica, tam-
bién, la necesidad de su estudio. Pero es una cuestion presente también en las estructuras
de hormigén aunque, en general, debido a su mayor robustez no suele tener la misma
importancia. Asi, por ejemplo, durante el montaje con grida de vigas en I de hormigén
estructural se debe verificar el riesgo del pandeo torsional de la viga, algo que ha sido
causa de algunos accidentes notorios.



1.5.2 Ideas basicas sobre la torsion

Antes de abordar el estudio tedrico de la torsién con toda su parafernalia matemadtica,
conviene hacer algunas reflexiones que nos ayuden a comprender su esencia, a sentir las
tensiones que genera y a intuir las deformaciones asociadas.

Con tal finalidad, nos referiremos en primer lugar a las tensiones que tienen por origen
la torsién. A este respecto hay que recordar, una vez mds, que el estado tensional en una
seccion debe estar en equilibrio con el esfuerzo en ella aplicado, o ser su equivalente.

Consideremos una seccién I sometida a un momento torsor, My (Figura 1.54). Pue-
den existir dos diferentes distribuciones de tensiones tangenciales que equivalgan al tor-
sor aplicado.

Por un lado, tendremos la distribucién tensional (Figura 1.55), en la que todo ocurre
como si a lo largo del perfil existiesen un par de fuerzas, dF, iguales y contrarias, separa-
das por un brazo de palanca, z, que equilibrarian el torsor aplicado.

dmy
ds

=dF-z

La integracion de estos momentos torsores diferenciales a lo largo de todo el desarro-
llo del perfil tendria que coincidir con el valor del momento torsor, Mr.
El mecanismo descrito queda graficamente representado en la Figura 1.56:
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Distribucién de t Distribucién de dmry

Figura 1.56 Mecanismo de respuesta a la torsion.

La distribucién mostrada de tensiones tangenciales puede equilibrar por si sola el
momento torsor aplicado a la seccién y es, por ello, una solucién posible al problema
que estamos analizando. Conviene sefialar que, en ese caso, la respuesta de la seccién
depende exclusivamente del ancho de sus paredes y de la longitud total de su desarrollo.
En consecuencia, secciones de geometrias diferentes pero con igual perimetro y espesor
de pared (Figura 1.57) se comportardn andlogamente.

CCLLT

Figura 1.57 Secciones con andlogo comportamiento torsional.

Hay que insistir que esto serd asi cuando el mecanismo de respuesta de la seccién a
la solicitacion de torsidn sea el que hasta ahora hemos considerado. Dicho planteamiento
corresponde a la denominada “torsién uniforme”, que solamente induce tensiones tan-
genciales y en el que el momento torsor que solicita la seccion se va equilibrando con los
torsores diferenciales que se desarrollan uniformemente a todo lo largo de su perimetro.
Y, cuando no tengamos atin certeza de la ley de distribucién de tensiones tangenciales en
el ancho del perfil, se puede afirmar que, por simetria, la tensién tangencial en su punto
medio serd nula. Lo que a su vez significa que no se producirdn deformaciones angulares
en la linea media de la seccidn, conclusioén que utilizaremos mds adelante cuando trate-
mos las deformaciones de una pieza sometida a torsion uniforme.

Figura 1.54 Perfil solicitado en torsién.
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l l B Distribucién lineal de tensiones
tangenciales en el ancho de la
pared del perfil

—~ Resultante de las tensiones
tangenciales

Figura 1.55 Estado tensional provocado por la torsion.



Figura 1.58 Posible equilibrio torsional.

Ley de distribucién parabdlica
|

\
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Flujo de tensiones tangenciales

Figura 1.59 Posible estado tensional inducido por
la torsién.
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Figura 1.60 Equilibrio de un elemento diferencial.
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Figura 1.61 Tensiones normales provocadas por la

torsion.

T o, +do,

Figura 1.62 Tensiones normales y tangenciales indu-
cidas por la torsion.

Pero, ademds de la distribucion tensional que hemos visto hasta ahora, existe otra ca-
paz de equilibrar también el momento torsor aplicado a la seccién. Volviendo, en efecto,
ala seccion en I que estamos analizando, podemos imaginar el momento torsor equilibra-
do por un par de fuerzas iguales y contrarias (Figura 1.58), aplicadas en las alas del perfil
y con un valor tal que H-h = M.

Estas fuerzas horizontales, H, serdn la resultante de un conjunto de tensiones tangen-
ciales aplicadas en las alas de perfil, cuya distribucion serd, evidentemente, parabdlica
(Figura 1.59).

Este nuevo conjunto de tensiones tangenciales puede asimismo equilibrar el momento
torsor aplicado y, puede ser, por consiguiente, otra forma de respuesta de la seccién frente
a una solicitacion torsional: se trata de la respuesta en torsiéon no uniforme.

Por otra parte, la existencia de una distribucidn de tensiones tangenciales de este tipo
conlleva la presencia de un estado de tensiones normales. Realmente, como ya se ha
expuesto en el apartado de flexion simple al tratar del significado fisico de las tensiones
tangenciales, dichas tensiones nacen para equilibrar la resultante de tensiones normales
en una parte de la viga aislada entre dos secciones determinadas. Por ello, una vez cono-
cida una distribucién de tensiones tangenciales que equilibra el momento torsor, existirdn
unas tensiones normales relacionadas entre si por la expresion:

a(tT-t) . 95,
s oz
que resulta de la condicién de equilibrio (Figura 1.60) de un elemento diferencial de la
estructura en estudio.

En este caso, la distribucién parabdlica de las tensiones tangenciales estd asociada
ineludiblemente a una distribucion lineal de las tensiones normales (Figura 1.61), y el
valor maximo de T corresponderd el valor nulo de G.

Si aislamos, por ejemplo, una parte del ala inferior DG de la viga, entre dos secciones
separadas dz, el esquema de equilibrio serd el de la Figura 1.62. El volumen de tensiones
normales en el lado D’G’” serd mayor que en el lado DG. Su diferencia deberd ser equili-
brada por la tension tangencial tg actuando a lo largo del lado GG'.

En el caso de la torsién uniforme, las tensiones tangenciales se autoequilibraban en la
anchura de la pared de la pieza y se anulaban en la linea media del perfil y, en consecuen-
cia, no existian tensiones normales. Pero en la respuesta en torsién no uniforme, la distri-
bucién de tensiones normales en las alas del perfil seria la misma que resultaria de haber
aplicado dos momentos flectores iguales y opuestos contenidos en el plano de las alas
del perfil. Al conjunto de estos dos momentos de signo opuesto separados por un brazo
de palanca, h, se conoce con el nombre de “bimomento”, B,: momento de un momento,
que es un nuevo tipo de esfuerzo, sobre el que volveremos mas adelante y que caracteriza
también a la torsién no uniforme.

B,=M-h

Dada la relacién que existe entre el cortante, H, y el flector, M, aplicados en las alas
del perfil, tendremos:

_am

H__
dz

M=[H-dz= J&dz
h
Luego:

M
B,=M-h= h-J.TT-dz: My -dz



Esta expresion del bimomento se deducird también cuando se formule con detalle la
teoria de la torsion no uniforme. Pero a partir de estas sencillas reflexiones ha surgido ya
este importante concepto del bimomento, que es un nuevo tipo de esfuerzo, producto de
un momento por una distancia, con dimensiones F-L2, y que tiene que equilibrar o ser
equivalente al conjunto de tensiones normales que aparecen en una seccioén que responde
a una solicitacion torsional (Figura 1.63) con el mecanismo de la torsién no uniforme.

Resumiendo lo expuesto hasta ahora, nos encontramos con dos posibles modos, muy
diferentes, de respuesta de una seccién en T frente a una solicitacion de torsion. Por un
lado tendremos el modo correspondiente a la torsién uniforme, en el que se generan
solamente tensiones tangenciales, que se autoequilibran en el ancho de la pared de la
pieza y que se hacen nulas en su linea media. Por otro lado, tendremos la respuesta co-
rrespondiente a la torsion no uniforme, en la que aparecen una distribucién de tensiones
tangenciales en las alas del perfil y, al tiempo, un conjunto de tensiones normales por
necesidades del equilibrio interno de la pieza.

Planteadas asi las cosas, el problema al que nos enfrentamos al analizar la seccién
en T solicitada por un momento torsor es identificar si el mecanismo de respuesta es el
correspondiente a la torsion uniforme, a la torsién no uniforme o a una combinacion de
ambas. Todo lo anterior es extrapolable a cualquier otro tipo de seccion. Y, en general,
los dos mecanismos suelen intervenir en la respuesta de la pieza: una parte del torsor se
absorbe en torsién uniforme y la otra parte en torsion no uniforme. La cuantificacion de
ambos valores obliga al planteamiento, primero, y a la resolucion después, de una ecua-
cién diferencial de cuarto grado; lo que serd objeto de un apartado posterior. Pero, en
términos cualitativos, tendremos el planteamiento representado en la Figura 1.64 para la
seccion analizada:

M,=oMr — 1,

M =M, +M
T My =(1—0)My > 1,

By=[Mrdz — o,

Con razonamientos andlogos —basados en las exigencias de equilibrio— y teniendo en
cuenta que el flujo de tensiones tangenciales en una seccidén varia progresivamente sin
cambios bruscos, que los cambios de sentido se producen donde T = 0, y que en los puntos
en los que T es maximo el valor de G es nulo, podemos representar las leyes de tensiones
tangenciales y normales provocadas por la torsién no uniforme en algunos perfiles carac-
teristicos, que tendrdn un aspecto andlogo a los deducidos al estudiar el comportamiento
en flexion simple (M y Q) de las mismas secciones.

En el caso del perfil en 1 (Figura 1.65), la resultante H de las tensiones tangenciales
en el ala AB debe ser igual y contraria a la resultante en DE para que exista equilibrio de
fuerzas horizontales. El de las fuerzas verticales exige, ademads, que la resultante de las
tensiones tangenciales en el alma BCD sea nula. En consecuencia, la ley de tensiones tan-
genciales T, tiene que ser la dibujada, y de ella se deduce el aspecto de la ley de tensiones
normales G,,. La resultante de momentos obliga, por otra parte, a que H-h sea igual a la
parte del momento torsor M, = (1 — o) - M absorbido en torsién no uniforme.

A | B A H
\
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M, |
X ‘ C X
<> h|<«"—q
——— A ——
E D E g
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My,=(1-0) My M,=h-H To (N

Figura 1.65 Equilibrio y tensiones torsionales.

. H
My
<> h| — —
H
Torsor Esfuerzos Tensiones
cortantes tangenciales
Mp=H-h Ty

"M
Seccién solicitada Flectores Tensiones
por el bimomento normales
By=|M;-dz B,=M-h o
Figura 1.63 Respuesta en torsién no uniforme.
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Figura 1.64 Respuesta torsional genérica.
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En el caso del perfil en L (Figura 1.66), el razonamiento para llegar a los esquemas
representados es idéntico al realizado en el caso anterior.

Torsién no uniforme

M,=h-H T, o

Figura 1.66 Equilibrio y tensiones torsionales.

Si se trata de un perfil en L (Figura 1.67), el equilibrio de la seccion obliga a que tanto
la resultante de tensiones tangenciales en el ala vertical AB del perfil como en el ala hori-
zontal BC sean nulas. Se debe verificar, en efecto, que H=V =0, y que solo sea posible
equilibrar el momento torsor aplicado con el mecanismo de la torsién uniforme que, en
este tipo de perfiles, es el Unico mecanismo de respuesta posible, y las tinicas tensiones
que se generen serdn las que corresponden a dicho mecanismo.

Otro tanto ocurre, y por idénticas razones, con los perfiles T o +, constituidos por
dos chapas delgadas que se cortan en un punto que serd su centro de esfuerzos cortantes.

En estos casos, el tinico mecanismo de respuesta posible a una solicitacion torsional
es el que corresponde a la torsién uniforme.

1.5.3 Las deformaciones provocadas por la torsion: el alabeo
1.5.3.1 El concepto de “alabeo”

La aplicacién de un momento de torsién a una seccion cualquiera (Figura 1.68) provoca
un giro 01 de dicha seccidn en su plano, giro que en ausencia de coacciones externas se
produce alrededor de un eje, que como se demostrard mds adelante, coincide con el cen-
tro de esfuerzos cortantes de la seccidn, al que por esta razén se conoce también como
“centro de torsion”.

Si consideramos ahora una viga sometida a momentos torsores variables a lo largo de
la directriz de la pieza, el dngulo torsional 01(z), variard también a lo largo de dicha direc-
triz y serd funcién de la coordenada medida en el eje z, paralelo a la directriz de la pieza.

De manera que, al igual que una viga trabajando en flexion se caracteriza por la variacion
de su flecha o por un desplazamiento transversal a lo largo de su directriz, la variacion del
angulo torsional O1(z) caracteriza el comportamiento de un elemento sometido a esfuerzos
de torsion. Conociendo la expresion del giro torsional 8(z) podremos calcular esfuerzos y
tensiones, igual que en el caso de flexion el conocimiento de la flecha nos permitia deter-
minar los esfuerzos flectores y cortantes, asi como las tensiones normales y tangenciales.

Figura 1.68 Deformabilidad torsional.




Sin embargo, hay una diferencia sustancial entre la flexién y la torsién desde el pun-
to de vista deformacional. En la flexion, al despreciarse, en general, las deformaciones
provocadas por las tensiones tangenciales, aceptdbamos que las secciones inicialmente
planas continuaban siéndolo después de la deformacion. En la torsion también se des-
precian las provocadas por las tensiones tangenciales —en la torsién uniforme ni siquiera
harfia falta esta simplificacion, ya que T es nula en la linea media de la seccién—, pero las
secciones inicialmente planas dejan de serlo tras un giro torsional, que puede ir acompa-
flado de deformaciones longitudinales que provocan un alabeo que, de estar coaccionado,
generaria tensiones longitudinales.

Veamos, para centrar ideas, la respuesta en torsion uniforme de una viga en I de lon-
gitud L solicitada en sus extremos por dos momentos torsores, Mr, iguales y contrarios
como exige el equilibrio general de la pieza. Tal como se muestra en la Figura 1.69, la
cara frontal del perfil habrd girado en un sentido, y la dorsal lo habra hecho en sentido
contrario. Analizando la planta del perfil deformado observaremos que el ala superior se
habra comportado como un cuerpo rigido, pues al no estar sometida a tensiones normales,
no habra podido flectar en su plano. Tras la deformacion, los dngulos continuardn siendo
rectos en las cuatro esquinas A, C, D y F, por ser nulas las tensiones tangenciales en la
linea media del perfil. El movimiento en planta del ala superior se habra limitado, por tan-
to, a un giro alrededor de su punto medio. Esto significa, segiin puede observarse en los
esquemas representados, que el borde AA del ala se habrd desplazado en el sentido lon-
gitudinal de la pieza y que el CC se habra desplazado una magnitud igual pero en sentido
contrario. El comportamiento del ala inferior serd andlogo, pero los desplazamientos ten-
dran sentidos opuestos. El borde DD se habrd desplazado longitudinalmente en sentido
contrario que el AA del ala superior, y otro tanto ocurrird con el borde FF en relaciéon con
el CC. Enfocando la atencidn, ahora, a la cara dorsal, vemos que los puntos de la seccion
ABCDEEF, inicialmente en un plano, no lo estdn después del giro torsional. Las alineacio-
nes ABC y DEF no son paralelas: la seccién se habrd alabeado. El movimiento de cual-
quier punto de la seccidn se caracterizard por un desplazamiento de componentes u, v, en
el plano XY y, ademds, por un desplazamiento, w, segtin el eje z. Dicho desplazamiento,
z, se denomina “alabeo” y es, como luego veremos, una caracteristica geométrica de la
seccion, igual que lo son su drea o su inercia.

Hay que destacar también que, en este caso, todas las secciones de la viga habran
sufrido la misma deformacién en el sentido del eje de las z; es decir, el mismo alabeo.
Y que el giro de una seccién cualquiera serd una funcién lineal de z(0 = k- z), siendo por
lo tanto su variacién angular constante (8" =k); lo que también es caracteristico de la
torsion uniforme.

Si analizamos ahora el mismo perfil pero para la respuesta correspondiente a la tor-
sién no uniforme, llegaremos también al concepto de “alabeo” y a la constatacién de que
la seccién no se mantiene plana tras la deformacién torsional. Tomemos, en efecto, el
mismo perfil anterior pero libre en el extremo en el que se aplica un momento torsor, Mr,
y, con el alabeo impedido en el otro. Supongamos, ahora, que la totalidad del torsor se
transmite con el mecanismo de la torsion no uniforme. Entonces, como ya hemos visto
anteriormente, el torsor se puede sustituir (Figura 1.70) por dos esfuerzos horizontales
H = My/h aplicados en las alas del perfil.

Figura 1.70  Torsién no uniforme.

A B C
X
D E y F
Cara dorsal Giro cara frontal Giro cara dorsal

?:x

Cara frontal Ala superior Ala inferior

Vistas en planta

Alabeo de la seccion

Figura 1.69 Deformabilidad de una viga solicitada
en torsion.



\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
‘ = /7
ccl p P

Ala inferior

Ala superior

Figura 1.71 Alabeo de la viga.
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Deformacién cara dorsal
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Deformacion cara frontal

Figura 1.73 Rotacion torsional con eje AD, de las
cargas frontal y dorsal.

ce.c.=ct.

ce.c.=c.t

c.e.c.=c.t. | ce.c.=c.t.

Figura 1.74 Secciones compuestas por dos chapas
delgadas.

La deformacién en planta del perfil serd la representada en la Figura 1.71.

Es obvio que también en este caso se produce un alabeo de la seccién frontal. El pun-
to A habrd pasado al punto A’, habiéndose desplazado para ello una magnitud w, en el
sentido del eje z.

El punto C se habrd desplazado la misma magnitud, pero en sentido contrario. Otro
tanto ocurre con los puntos B y D. En definitiva, los puntos A, B, C y D, que inicialmente
estaban en un plano, no lo estardn después de haber sufrido la deformacion torsional. El
concepto de alabeo se pone también de manifiesto en el caso de la torsién no uniforme,
siendo variable a lo largo del eje z, y 16gicamente nulo en la seccion de empotramiento. El
dngulo 0 de torsion ya no varia linealmente con z, sino con una funcién de rango superior
0=k -z

También podemos llegar a interesantes conclusiones si analizamos lo que ocurre con
una viga de longitud L y una seccién rectangular muy estrecha, de espesor t y ancho b » t.
Provoquemos primero un giro torsional alrededor de su eje BE (Figura 1.72). De esta forma,
la cara frontal ABC habra girado en un sentido, y la cara dorsal DEF en sentido contrario.

x DEF
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D'E F
Deformacion

z
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cara dorsal
A’/‘k/I TC
A B C My
Deformacion — E
cara frontal

A];FC A’
|

A B C/

Vista en planta Perspectiva de la superficie reglada

Figura 1.72 Deformabilidad torsional.

Se observa claramente como los puntos extremos de la pieza A, C, D y F se han
desplazado siguiendo trayectorias perpendiculares al plano de la pieza, sin que el eje BE
haya sufrido deformacién alguna. La pieza, inicialmente plana, se ha convertido tras la
deformacién en una superficie reglada. La vista en planta de la pieza es idéntica antes y
después de la deformacién torsional. Ningtin punto de la pieza se ha desplazado en el
sentido de su eje: la pieza no se ha alabeado.

Habriamos llegado también a idéntica conclusién si hubiésemos forzado el giro de
la pieza alrededor del eje AD (Figura 1.73) que, l6gicamente, no se habria deformado,
pero los puntos B, C, E y F habrian sufrido desplazamientos en direccion perpendicular
al plano de la pieza, y esta se habria convertido en una superficie reglada. Igual que en
el caso anterior, ningtin punto de la pieza se habria desplazado en la direccién del eje de
giro: no existiria alabeo.

Con estos sencillos ejemplos se ha podido precisar el concepto del alabeo, y se han
mostrado las diferencias que, desde el punto de vista deformacional, distinguen a los me-
canismos de torsion uniforme y no uniforme.

Si consideramos ahora (Figura 1.74) piezas compuestas por dos chapas delgadas y gi-
rando alrededor de un eje que coincide con la linea en la que se cortan —que ya sabemos
que coincide con el centro de esfuerzos cortantes o centro de torsion—, tendremos resultados
andlogos. Cada una de las dos chapas que constituyen el perfil, tras la deformacion torsio-
nal, se convertirdn en superficies regladas; todos los puntos situados en el eje de giro conti-
nuaran en su posicion inicial mientras que el resto habran sufrido desplazamientos exclusi-
vamente transversales, porque estas secciones, al girar alrededor de su c.e.c., no se alabean.



Es interesante, también, analizar lo que ocurre con una seccidn rectangular aislada
cuando forzamos su giro torsional (Figura 1.75) alrededor de un eje exterior a la seccion.
Tras la deformacién torsional, la linea media BE del perfil habrd girado su posicion en
planta pasando a B’E’. Otro tanto habra ocurrido con las lineas AD y FC que habrén pasa-
do alas posiciones A’'D” y F'C’, conservandose la perpendicularidad de los dngulos en las
esquinas de la pieza. Para ello, los puntos A, B, C, D, E y F habrén tenido que desplazarse
en la direccion del eje de la pieza: esta habrd alabeado en una magnitud que depende
l6gicamente de la distancia de la pieza al eje de giro.

A partir de este razonamiento es facil imaginar nuevamente el alabeo de la pieza en T
(Figura 1.76), considerando esta como formada por tres chapas: las dos alas y el alma,
girando por torsidn alrededor del centro de simetria (c.e.c. o c.t.) de la pieza. El ala ABC,
al girar alrededor del eje O, se alabea tal como se ha comentado. Un alabeo igual y en
sentido contrario sufrird el ala DEF. En cambio, el alma, al girar alrededor de un eje con-
tenido en su plano, no se alabea, aunque se convertird en una superficie reglada; lo que
por otra parte también sucede con las dos alas del perfil.

La realidad fisica del alabeo de una seccion también se pone claramente de mani-
fiesto al analizar el comportamiento (Figura 1.77) del tablero de un puente cuya seccién
transversal estd constituida por dos vigas principales conectadas por una losa o chapa en
cabeza, y sobre el que se aplica una carga puntual, P, en el centro del vano, pero en el
borde de la seccion.

@

Figura 1.77 Comportamiento torsional de un tablero de puente.

(11D

Podemos descomponer el estado real I en uno virtual II, con la carga aplicada en el
eje de la simetria de la seccién, mds otro III, solicitada por el momento torsor My =P -e.
En el estado II, las dos vigas que constituyen la seccién se desplazardn verticalmente la
misma magnitud (Figura 1.78). En los apoyos, las dos vigas girardn igual y, por lo tanto,
las secciones correspondientes continuardn siendo planas tras la deformacién. Pero, en el
estado III, como consecuencia de la torsidn, cada una de las dos vigas se deformard en
sentido contrario (Figura 1.79), pues la torsion equivale a dos cargas actuantes sobre las
vigas, pero de sentido contrario.

| My=P-e
/!'\

[ L-TF o

Figura 1.79 Equilibrio del tablero del puente.

Vista en planta Cara frontal

Figura 1.75 Giro rotacional alrededor de un eje
externo.

w- desplazamiento

C L
N B <. o longitudinal

Alabeo de la cara frontal
de un perfil en T

Figura 1.76 Deformabilidad torsional de una sec-
ciénen I.

Figura 1.78 Desplazamiento del tablero para el esta-
do II.
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N Para mayor claridad, en la Figura 1.80 las deformaciones de las dos vigas se representan

\ independientes. Enfocando ahora la atencién a la deformacion del entorno del apoyo dere-

, cho (Figura 1.81) se observa que los puntos A, B, C'y D, que antes y después de la deforma-

/ cién por flexion estaban en un mismo plano, tras la deformacion torsional dejardn de estarlo.

El punto B habra pasado a la posicién B’ desplazdndose wy en la direccién de la directriz

de la pieza. Andlogamente ocurrird con los puntos A, C y D. Las secciones del tablero del

puente —al que estamos considerando transversalmente como definitivamente rigido— no se

han conservado planas: se han alabeado como consecuencia de la torsién provocada por la
excentricidad de la carga aplicada.

Viga E Wp W B C

Viga E

Figura 1.80 Desplazamiento torsional de las dos vi-
gas del tablero.

Q Detalle de una deformacion Esquema de desplazamientos
S en apoyo derecho segun el eje longitudinal w,
Figura 1.81 Desplazamientos en zona de apoyos y alabeo de la seccion.
Para concluir con esta introduccién al concepto de alabeo y antes de comenzar con su
5 formulacién matemadtica, conviene realizar un sencillo experimento que pone claramente

de manifiesto dicho concepto: enrollar una hoja de papel hasta formar un tubo sujeto

Posicién Posicién final tras la rotacién con las manos en sus extremos; girdndolas en sentido contrario (Figura 1.82) se constata
inicial provocada por las manos como las secciones extremas del tubo, inicialmente planas, se alabean, ya que las fibras
Figura 1.82 El concepto fisico del alabeo. longitudinales del papel se mueven en direccién del eje del tubo.

1.5.3.2 Formulacion matematica del alabeo

Consideremos en la viga de perfil abierto y pared delgada (Figura 1.83) solicitada torsio-
nalmente, un elemento diferencial ABCD de longitud ds situado entre dos secciones z y
z +dz.

Figura 1.83 Viga de perfil abierto y pared delgada.

Como consecuencia de la torsion (Figura 1.84), la seccién de coordenada z habra
girado un angulo 6 alrededor del punto O. Ademas, el punto A se habra desplazado a la
posicién A’ siendo:

AA’=0A-0=p-0




Andlogamente, el punto C, en la seccién z + dz, se habrd desplazado de manera que:

CC’'=0C-(0+dB)=p-(0+d0O)

Por lo tanto, el lado AC, inicialmente paralelo al eje z, habrd girado y formara con
dicho eje un dangulo . En efecto, si proyectamos los puntos A" y C” sobre el plano tan-
gente a la linea media de la seccién que contiene el lado AC, obtendremos los puntos A”
y C”, definidos por:

AA”=AA"-cosa=p-0-coso=r-60
CC”"=CC’-coso=p-(0+dB)-cosa=r-(0+d0O)

siendo r la distancia de la perpendicular trazada desde el eje de giro O hasta el plano tan-
gente de la linea media de la seccién que contiene el lado AC.
Tal como se ve en el esquema, el dngulo girado por el lado AC en su desplazamiento
en relacién con el eje z sera:
CC”"—AA” r-(0+d0)-r-d0  do

= r.—:r.e’
v dz dz dz

Situado el segmento A”C”, podremos dibujar la proyeccién del elemento diferencial
completo. Se desprecian las deformaciones debidas a las tensiones tangenciales y, con-
siguientemente, al no existir distorsiones angulares, el elemento diferencial continuard
teniendo, tras la deformacidn, los cuatro dngulos rectos. En consecuencia, la disposicién
de la proyeccién del elemento diferencial no puede ser otra que la representada, y los
puntos B” y D” se habran desplazado en la direccién del eje z la magnitud dw =7y-ds en
relacién con sus posiciones iniciales, B y D. De manera que el desplazamiento relativo,
en la direccién del eje z, que se produce entre los puntos A y B, separados una distancia,
ds, como consecuencia del giro provocado por la torsién, sera:

dw=vy-ds=r-0"-ds=0"-r-ds

Andlogamente, el desplazamiento relativo, w, entre dos puntos cualesquiera, 1o obten-
driamos integrando la ecuacidén diferencial entre dichos puntos.

Si tomamos ahora el extremo I (Figura 1.85) de la seccién como el origen de los re-
corridos del radio vector p, el desplazamiento relativo de un punto cualquiera, S, de la
seccién en relacidn con el punto I serd:

W:9’~Lsr~ds

El valor de la integral corresponde, evidentemente, al doble del drea barrida por el radio
vector p al desplazarse a lo largo de la linea media de la seccion, desde el origen conside-
rado, I, hasta el punto S. Cuando el radio vector, en su recorrido, gira en sentido contrario
a las agujas del reloj, los incrementos de drea son positivos, y negativos en caso contrario.

Los valores w obtenidos de esta manera representan el desplazamiento relativo en
sentido longitudinal; es decir, el alabeo de un punto cualquiera de la seccion en relacién
con el punto I. Pero, en general, este punto a su vez también se habrd desplazado debido
a la torsidn, por lo que el alabeo real de la seccidn, no el relativo, sera:

W=G’Lsr~ds=9"(u)s— )

Para deducir el valor de ®;, podemos recordar que la existencia de deformaciones w
en la direccion del eje z conlleva la presencia de tensiones normales G, que, de acuerdo
con la ley de Hooke en materiales de comportamiento eldstico o asimilable y, como los
valores de ® no dependen de z, valdran:

dw

GZ=E'E=E'e”'(ﬂ)s—(DI)=E‘9”‘(DO

Vista N

Vista N

Figura 1.84 Desplazamientos torsionales.

Figura 1.85 Rotacion del radio vector p.
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Figura 1.86 Giros torsionales alrededor de dos ejes
diferentes.

La condicion de equilibrio exige que la resultante del conjunto de tensiones G, aplica-
das en toda el drea de la seccion se anule, pues sobre la seccidon solamente se ha aplicado
un momento torsor. De manera que se verificard la condicion:

N:jAoZ-dA:jAE-e"-(ms—wI)-dAzo

En la seccidn considerada, el valor de 6” es constante, y «; también es fijo, pues es el
valor correspondiente al punto I, origen de recorridos de s. Por tanto:

E~e”UAmS-dA—co1jAdA}=o

Y resulta:

J g - dA
0 = A
A
Esta expresion de m; representa el valor medio del alabeo calculado en relacién con el
punto I, origen de recorridos del radio vector.
El proceso de célculo del alabeo de una seccién que gira torsionalmente alrededor de
un punto cualquiera O serd, pues, el siguiente:

1. Establecer el origen I y el sentido de recorridos de la coordenada s a lo largo del
perfil.

2. Calcular los valores de wg. Recordar que cuando el radio vector gira en sentido
opuesto al de las agujas del reloj, el drea barrida tiene signo positivo, y negativo en
caso contrario.

3. Determinar el valor oy.

4. Calcular og = ©g — .

A g se le conoce como “coordenada curvilinea” de la seccién y también como “ala-
beo unitario” en relacién con el eje de giro, O, ya que teniendo en cuenta que el alabeo
real vale w = 0" g, el valor de ®g para 6" = 1, coincide con el alabeo w.

Como ya se ha dicho anteriormente, la torsién produce un giro alrededor de un eje
que pasa por el centro de esfuerzos cortantes o centro de torsion, afirmacion que quedard
demostrada mas adelante. Pero puede ocurrir que, mediante dispositivos mecédnicos, se
fuerce el giro torsional alrededor de un eje diferente. Por lo tanto, al plantearse el cdlculo
del alabeo, la posicion del eje de giro suele ser un dato de partida: o bien la pieza gira-
réd alrededor de un eje forzado o, en otro caso, alrededor del que contenga el centro de
esfuerzos cortantes. Por otra parte, aunque tras el estudio de la flexién simple ya sabemos
determinar la posicién del centro de esfuerzos cortantes en una seccién cualquiera, vere-
mos posteriormente cémo a partir de los valores de las coordenadas curvilineas ®, dedu-
cidas considerando un eje de giro cualquiera, es posible deducirlo también. Por todo ello,
conviene familiarizarse con el cdlculo de la coordenada curvilinea o el alabeo unitario ®
para diversas posiciones del eje de giro.

Con tal finalidad, deduciremos a continuacion la relacién (Figura 1.86) entre alabeos
unitarios Mgy y My, correspondientes a dos ejes de giro torsional diferentes, O y N. El
alabeo unitario g estd caracterizado por rq, distancia mas corta entre el eje de giro y una
linea tangente a la linea media de la seccion en el punto considerado.

S
(oOZJ.I Io - ds

Andlogamente, el alabeo unitario My, en relacién con un nuevo eje de giro en N, estard
caracterizado por ry.

S
(DN=L rN‘dS



1.5 Latorsion

Siendo O el origen de coordenadas del sistema de referencia, las que identifican el
nuevo eje de giro serdn xy e yy. La relacién (Figura 1.87) entre los radios vectores rg y
Iy serd:

Iy = MN =15 + AN
AN =BN-AB
y, por tanto:

AN =DN-cosa—OD-sen 0. =yy -cOS 0L — Xy -sen o

Iy =Tp + YN - COS OL— Xy - Sen o
En consecuencia:

S S S
(oN=JI TO'dS"'L yN-ds~cosoc—L Xy -ds-sen o

y como se cumplen las relaciones:
ds-coso=dx ds-sen oo =dy
resulta finalmente:

ON =00 +yN(Xs —Xp) = Xn(Ys — Y1)

férmula que expresa la relacion entre el alabeo unitario ®g de la seccion alrededor de
un eje de giro O, que coincide con el origen de coordenadas y con el alabeo wy, que se
produce para un eje de giro N, definido por las coordenadas, xy e yn. En dicha expresion,
X € yg son las coordenadas del punto I, considerado en ambos casos como origen de reco-
rridos del radio vector, mientras que Xg € yg son las coordenadas del punto genérico S de
la seccion, para el que se quiere determinar el valor del alabeo.

Ejercicio 1.17

Calculo del alabeo unitario de una seccion I

Tomemos el eje de rotacion en O (c.e.c.) y fijemos el recorrido para el desplazamiento del radio vector a
lo largo de la linea del perfil, del modo que se esquematiza en la figura, tomando como origen para las
coordenadas curvilineas el borde A del perfil. Consideraremos el signo negativo cuando el giro del radio
vector esté en el sentido de las agujas de un reloj, y positivo en caso contrario.

A B c

el

b O (cec.)

VY

Empezamos por el ala superior del perfil; es decir, por ABC, tomando el punto A como origen de reco-
rridos:

0a=0

59

N(xy, yN)

Figura 1.87 Coordenadas de referencia.
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s
> El valor de la integral _[I r-ds sera el doble del area barrida por el vector p al desplazarse a lo largo de la

= = linea media de la seccion. Luego:
1
(6} Oz =05p =2 Atigngulo ABO =0—2‘5'100'100:—104 mm?
1
Osc =08 — 2 Aidngulo BCO =—1o“—23-1oo'1oo=—2~104 mm?

El recorrido del radio vector por el alma BOE no barre area alguna, por lo tanto:

0]
Wy =0 = WO =—10* mm?
1 Y, por ultimo, el recorrido por el ala inferior DEF conduce a los valores:
E
0 O5p =05t =2+ Atisngulo ED0 =—10“—2~E~100~100=—2~104 mm?
1
Ot = Oge +2- Ariangulo OFF =—104+23-100-100=0
- +
D E F Para calcular la coordenada curvilinea real ® tendremos que restar a los valores anteriores el valor
medio w;:
s -dA ®g-t-ds
~20.000 mm? o= -[A P -[A i
~10.000 mmz/‘ f A
1
A B c ladoABC [ w5:dA=-—:20000-10:200= 2107 mm*
lado BOE j.A s dA=-10.000:10-200= -2-107 mm*
<% | -10.000 mm? 1
lado DEF jAws-dA:—E-20.000~10~200: -2-107 mm*
D E F total: -6-107 mm*
T B —6-107
100G A=10mm-(200+ 200+ 200) = 6000 mmZ. Luego: w; = ——— = ~10.000 mm>
~20.000 mm? 6600
A4
Tendremos finalmente:
~10.000 mm? p =0 —0 = 0-(=10%)=10* mm?
A B __—| W5 =0 — = —10°—(=10%)=0
c Oc=0c—o= —2-10*—(=10*)=—10* mm?
2
+10.000 mm 0p =05 -0 =—2-10% —(=10%) = —10% mm?
X
0 O =0 -0 = —10*—(=10%)=0
10,000 mm2 OF =0 — 0= 0—(=10%)=10* mm?
F
5 F Si-en lugar de tomar el punto A como origen de recorridos del radio vector, hubiésemos considerado el
N centro de simetria O, habriamos llegado mas rapidamente al mismo resultado:
+10.000 mm? ; L .
Yy Recorrido OB: el radio vector no barre areaalguna  —  ©g =0
Recorrido BC (sentido de giro negativo):
A B C
05 =0 =2 Ayignguio osc = 0= 2:=-100-100==10* mm?
o _ 2
% 6 Recorrido BA (sentido de giro positivo):
1
©sp = 0g + 2 Agisngulo OBA :o+2~5-100~100=104 mm?
- +
D 3 F Por simetria, los valores para la otra mitad del perfil serdn iguales y contrarios. Ademas, por igual razén, el
Yy valor de @, serd nulo. Por lo tanto, habremos llegado directamente al mismo resultado.



-10.000 mm? c

A B /\ Wa=+10.000-0"  w=0

C A

C
wc=-10.000-¢’
+10.000 mm?

X | O

~10.000 mm? Wp=-10.000- 6’
’\ F D’

D E We=0 i
— D E We=+10.000 - 6’

+10.000 mm?

Y] .
Y Desplazamientos en la direccion de

[ , . [ 1 la directriz de la pieza: alabeos
Como ya hemos visto que w = 6’ @ resulta de estos valores de @ (dimensionalmente L2) multiplicados por P

©’, derivada del giro torsional en la secciéon considerada (dimensionalmente L), nos dan los valores de los w = desplazamiento segun el eje z
desplazamientos w (dimensionalmente L) en la direccién del eje z.

Observando el grafico de w se ve que los puntos C y D se habran desplazado perpendicularmente al
plano de la seccion, que es el del papel; lo mismo le sucede a los puntos Ay B. Los puntos pertenecientes
al lado BOE no habran sufrido desplazamientos perpendiculares a dicho plano vy, vista en conjunto, la
seccion inicialmente plana no lo seguird siendo tras la deformacion torsional.

Ademas, como las tensiones normales que puede generar la torsién son proporcionales a las deformacio-
nes, el “aspecto” de la ley de tensiones ¢, coincidira exactamente con el de la ley de alabeo unitario que
acabamos de calcular.

A <l
X
D E D
Aspecto de la ley de o,
que pueden provocar la torsion v
Si, como un ejemplo mas, consideramos ahora que se fuerza el giro torsional de la seccion alrededor de
un eje que contiene el punto By para el recorrido del radio vector mostrado en el esquema, tendremos: A 5 c

DA =W =0c =0 =0

1
Osp = Ot — 2 Agigngulo BED =o-23~2~100~100=—2‘104 mm?

1
o :m5E+2-AménguloBEF=o+2-5-2-100~1oo=2-1o4 mm?

—20.000 mm?
Por simetria, el valor corrector @y sera nulo; luego, el grafico del alabeo unitario serd el representado. F
También podriamos haber llegado al mismo resultado partiendo de los valores de @ considerando como D E
eje de rotacion el punto O y utilizando la expresion anteriormente deducida que relaciona las coordena- £20,000 mm2
das curvilineas correspondientes a dos diferentes ejes de giro. I
Tendremos: v
g =00 +Yp(Xs =X)=Xp(ys—y)
En este caso: o Xs o
Punto 2 3
xg=0mm  yg=-100 mm (mm?) (mm) (mm?)
x;=0mm y; = 0; origen de recorridos en O. A 104 100 0
B 0 0 0
Por tanto:
100 C -10* -100 0
W =W —100-X
I s o} 0 0 0
| ¥ A I . D -10* 100 -2-10%
A partir de esta expresion, se deducen los valores caracteristicos de la seccion reflejados en el cuadro
adjunto que, efectivamente, coinciden con los calculados cuando se fuerza el giro de la seccion alrededor E 0 0 0
del eje B. F 104 -100 2-10%
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Ejercicio 1.18

Calculo del alabeo unitario de una secciéon ]

En primer lugar, elegimos como eje de de rotacion el punto O, c.e.c. de la seccién, cuya deduccion se
recoge en el capitulo de flexion. Por razones de simplicidad, consideraremos el punto C como origen de
recorridos del radio vector.

Iniciaremos el recorrido por el alma CB del perfil, para seguir después por el ala AB.
Recorrido CB:

Wyc=0

1
O =0y — 2 'Atria'ngulo CBO = 0-2 E -23,7-100=-2.370 r'ﬁm2

Recorrido BA:
1
Oea = O +2+ Ayiangulo aso = —2.370+2- E~70~1oo =4.630 mm?

El sentido de giro del radio vector al recorrer el lado BA es positivo, contrario al seguido para recorrer CB.

En la otra mitad del perfil, los valores serdn simétricos y el término de correccion o serd nulo. La solucion
definitiva sera, por lo tanto, la que se presenta en la figura adjunta.

En cuanto al significado de la ley de o calculada, vale aqui todo lo dicho anteriormente para el caso del
perfil T.

Ejercicio 1.19

Calculo del alabeo unitario para una seccion 1

Si-consideramos que la seccion gira alrededor del centro de esfuerzos cortantes, que coincide con su
centro de simetria, C, y tomamos como origen de recorridos dicho punto, tendremos:

0;pe=0
Osp =W +2Atisngulo ABC =o+2-%-100-100=104 mm?
®,p=0
Osg = O5p +2 Argigngulo DEC =o+2~%-100-100:104 mm?

Para recorrer ambas alas, el radio vector gira en sentido contrario de las agujas del reloj, y por eso se ha
adoptado el signo positivo.

En este caso, el valor del término corrector , sera:

'[u,sidA 2.110%.100-10
=2A =2 =2.500 mm?

0 =
' A 10-(100+200+100)

Por lo tanto, los valores caracteristicos del alabeo unitario representados en el esquema adjunto seran:

W4 =Wes — 0= 10*=(2.500)=7.500 mm?
0 =W — 0 = 0—(2.500)=-2.500 mm?
Wc =W —m = 0-(2.500)=-2.500 mm?
0p =W —®; = 0—(2.500)=—-2.500 mm?
O = 04 — 0= 10* =(2.500) =7.500 mm?
Conviene observar que, en este caso, el lado BD se desplaza paralelamente a si mismo en direccién per-

pendicular al plano del perfil, arrastrado por la deformacién torsional de sus alas, pero no se alabea, ya
que el desplazamiento de todos sus puntos es el mismo.



Ejercicio 1.20

Calculo del alabeo unitario para una seccion enlL

Si situamos el eje de rotacion en el punto B, que coincide con el c.e.c,, el radio vector no barre drea alguna
en su recorrido por la linea media del perfil, y el alabeo de la seccion serd nulo, como ya se ha comentado
anteriormente.

Sitomamos ahora como eje de giro el punto G, centro de gravedad de la seccion, y consideramos como
origen de recorridos del radio vector el punto B, por su posicion simétrica, tendremos:

®;=0

1
W5 =055 =2 Aiangulo BAG = 0—23-100-25=—2.500 mm?

]
©sc = Osp +2- Avianguiosc = 0-+2+—+100-25=2.500 mm?

El valor del término corrector es, obviamente, nulo, y el grafico de los alabeos unitarios sera el que se
representa en la figura adjunta.

Ejercicio 1.21

Calculo del alabeo unitario para una seccion circular abierta

En primer lugar, tomamos como eje de rotacion el punto C, que coincide con el c.e.c. Fijamos el sentido
de recorridos para el radio vector que se muestra en la figura adjunta.

Entre los puntos A 'y B el alabeo ird creciendo al aumentar el drea barrida por el radio vector que gira alre-
dedor de C. El valor méximo del alabeo se producira en el punto B, en el que el radio vector es tangente
ala circunferencia.

Wg=2- A"tria’ngulo" ABC =2° (Atria’ngulo OBC ™ A"triéngulo" ons)

CB=+/0C? - 0B? =+/(2R)>~R? =R\3

2
AOBC:%'R\/E‘R:'%g'

o.=arctg 1B = arctgﬂ =60°
OB R
60 m:R?
Ao =T RI——=—+—
* 360 6

Y, finalmente:

2 n2
w3=2-[R 3’—ﬂjzﬁfsmmmz
2 6

A partir de B el radio vector empezara a girar en sentido contrario y, por lo tanto, el alabeo se ira redu-
ciendo hasta anularse en un punto D, que naturalmente se determinard con la condicion de que el drea
barrida por el radio vector entre By D sea igual al area barrida en el desplazamiento entre Ay B.

En la figura adjunta se ve que:

ACBD T ACAB + AABO + ABOD _ACOD

y como ya hemos visto que:

ACBD T ACAB

14
X 7
> G
/B C
y
—=2.500 mm?
-
X /
P G

y
Gréfico de o

100 mm 100 mm y

2.500 mm?

yYy




resulta, para determinar el punto D, la condicion:

Anso +Agop —Acop =0

Siendo:
n-R?
Axnn =
ABO 6
A =n~RZL
BOD 360
Acop =%~2~R-R~sen (120—B)=R?-sen (120—B)
Luego:

n-R?
6

+n<R2%~R2 sen (120-PB)=0

De aqui resulta 3 = 48°, angulo que define la posicion de D, en donde wp = 0.
Continuando el recorrido de radio vector, llegariamos al punto E, cuyo alabeo unitario sera:

O =2-(—Acge +Acas) =2 (—Ange)

R2
(0 :2~[—%):—31.400 mm?

En resumen, y teniendo en cuenta la simetria de la seccién, el gréafico del alabeo unitario de la seccion
girando torsionalmente alrededor del punto C es el que se presenta en la figura adjunta.

Veamos ahora el alabeo que corresponde al eje de giro en el punto O, centro de gravedad de la seccion.
En este caso, obviamente, el grafico de alabeos unitario es el del esquema, siendo el valor de ® en un
—-6.800 mm? punto cualquiera definido por el angulo o

Gréficode ®
o
0, =2T-R*—
360
o en grados sexagesimales
Este grafico de alabeo unitario muestra el sentido y el valor del desplazamiento de un punto cualquiera
de la seccion solicitada en torsion y girando alrededor del punto O. Y, efectivamente al realizar el experi-
mento al que nos referiamos al final del apartado anterior, se comprueba cémo las secciones extremas
de la hoja de papel enrollada a la que se aplica con las manos dos giros iguales y contrarios en los extre-
mos, se deforman segun la ley ahora deducida para el alabeo unitario. Por la forma de aplicar las manos,
estamos forzando el giro alrededor del eje de la pieza que en este caso no coincide con el de esfuerzos
cortantes.
A partir de estos valores podemos deducir nuevamente los del alabeo unitario cuando la seccién gira
alrededor del eje C, utilizando para ello la expresion:
Oc=Wo +Yc (Xs—X)=Xc (ys—y1)
®o Ys ®c ]
Punto o En este caso:
(mm?) (mm) (mm?)

A 0 0 0 0 Xc =200 mm Yc=0mm origen de coordenadas en O.

B -60° -10.470 -86,6 6.800 x =100 mm y;=0mm origen de coordenadas A.

b -108° | -18.850 —951 =0 Por tanto, la expresion general se convierte en:

E -108° -31.410 0 -31.400

B’ 60° 10470 866 = —6.800 ®c=00=200-ys ; conys=R-sen o

D 108° 18.850 951 ~0 Los valores caracteristicos del alabeo unitario de la secciéon coinciden légicamente con los calculados

E’ 108° 31410 0 31.400 anteriormente, como muestra el cuadro adjunto.
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1.5.3.3 Alabeo de secciones cerradas

Hasta ahora nos hemos referido a secciones abiertas de pared delgada. Pero es necesario
también abordar las deformaciones de las secciones cerradas o en cajon, solicitadas tor-
sionalmente, que son muy habituales en la practica profesional. Para ello, consideraremos
en primer lugar el caso de un cajon cuadrado con paredes delgadas de espesor constante,
t, sometido a un momento de torsion. El cajon girard alrededor de su centro de esfuerzos
cortantes que, en este caso, coincide con su centro de gravedad. Para determinar el posible
alabeo de la seccion —es decir, su deformabilidad segtn el eje longitudinal de la pieza—,
podemos considerar (Figura 1.88) el estado real como suma de dos estados virtuales.

Espesor =t

O (I (111)

Figura 1.88 Descomposicion del estado real en suma de dos estados virtuales de carga.

En el estado II, hemos dado imaginariamente un corte en el cajon, para convertirlo en
una seccion abierta, que absorberd una parte o.- Mt de la torsién girando forzadamente N q
alrededor de su centro de gravedad. Podemos, asi, calcular su alabeo unitario, oy, y el |
consiguiente desplazamiento wy de cualquier punto de la seccion. La ley de alabeos uni-
tarios serd (Figura 1.89):

siendo el valor de ® correspondiente a los labios abiertos: Origen de s 7‘
\

b(b b R
Omix =t—| —+b+= |= b
2272

La ley de desplazamientos wy de un punto cualquiera de la seccién, de coordenada  Figura1.89 Ley de ws.
curvilinea s, valdra:

o

wn=e'-ms=e'~7'S

siendo sus valores extremos en los labios de la seccidn:
o =16’-b?
w 1I, max -

El estado III corresponderd a la misma seccidn abierta, en la que se aplican dos fuerzas,
f, iguales y contrarias en los labios abiertos, de forma que provoquen un desplazamiento
igual y contrario al anterior. Si sumamos las deformaciones de ambos estados, se anula el
desplazamiento relativo en los extremos del perfil abierto y volvemos a tener el cajon en su
posicion cerrada real.

Siendo t el espesor constante de la pared del cajon, el flujo de tensiones tangenciales,

en el estado III, serd constante a lo largo de toda su directriz y valdra:
f
T =
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Como ya vimos cuando tratamos las deformaciones por tensiones tangenciales, la
pendiente de dicha deformada, constante a lo largo de su directriz, es:

_tm f
G t-G
b — . . P P
Origen de s O, dicho de otra manera, el desplazamiento wyy variard linealmente segtn la ley:
Y } - _Zbf . fos
— | t Wi = cds = ——
; w=],7 t-G
\T\ siendo sus valores extremos:
| L f (b b)_ 2:bf
Figura 1.90 Ley de desplazamientos, wyy. Wi, mix =+ t-G 2 +b+ D) == t-G

Si igualamos los desplazamientos en los extremos de los estados II y III, tendremos:

2-b-f
0 -b>-—-=0
t-G
Luego:
b-t-G
f=0"-
2

y el desplazamiento de un punto cualquiera de la seccion serd:

b-s f-s
Si=wp-—-wp=0"———
I I I 2 t- G
Si sustituimos en esta expresion, f, por su valor, resulta que &; es idénticamente nula;
es decir, que en el estado real no hay deformaciones longitudinales de los puntos de la

seccion: un cajon cerrado, con las dimensiones consideradas, no se alabea.

b~t-G} s
2 t-G

Sin haber desarrollado las expresiones matemaéticas se podria haber llegado directamen-
te a la misma conclusién observando que la pendiente de la ley de alabeos unitarios y, por
tanto, de las deformaciones w del estado II, es constante al igual que lo es la pendiente de
la deformada del estado III; en consecuencia, al obligar a que las deformaciones extremas
se compensen también se produce compensacion en el resto de los puntos de la seccion.

Conviene notar que, desde el punto de vista tensional, el estado real es también suma
(Figura 1.91) del estado I y el estado III. En el caso II, el momento torsor se absorbe con el
mecanismo tensional que ya hemos visto correspondiente a la torsién uniforme. El flujo de
tensiones correspondientes al estado III es también conocido:

|
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Figura 1.91 Flujo tensional resultante.
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El momento absorbido por el estado II, en el conjunto de la seccidn valdra:

El absorbido en el estado III se obtiene (Figura 1.92) tomando momentos de la resul-
tante del flujo de tensiones en relacion con el eje de giro:

Hztm'b‘t

b
(l—a)-MT=4~H~E=2v’tm-b2~t

Al ser b muy superior a t, (b> >> t?), la parte de torsién absorbida por el estado III es
mucho mayor que la parte absorbida en el estado II. Por ello, como veremos mas adelante,
en la préctica se suelen despreciar los valores correspondientes a este tltimo estado y se
identifica la respuesta tensional del cajon cerrado con la del estado III exclusivamente.

Consideremos ahora (Figura 1.93) el cajon anterior pero con espesores diferentes, t; y
t,, en las paredes verticales y horizontales, respectivamente, y analicemos las deformacio-

nes de este cajon sometido a torsion, siguiendo la metodologia que ya ha sido expuesta.
Las deformaciones correspondientes al estado II serdn idénticas a las del caso anterior:

y la pendiente de la deformada serd, asimismo, constante.
En el estado II1, al no ser el espesor de las paredes constante, tampoco lo es el flujo de

tensiones tangenciales (Figura 1.94):

wy=0"—

67
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Figura 1.92 Fuerzas correspondientes al estado III.

b
f . . .
Tpp =Taa = — Figura 1.93 Cajon con espesores distintos en pare-
4 des verticales y horizontales.
TaB =Tap =

2

La deformada en el estado III no tiene pendiente constante en toda su longitud: en las
paredes verticales serd mayor, y en las horizontales mds reducida. En el estado II, por el
contrario, la pendiente es constante e intermedia entre las dos anteriores. La superposi-
cion (Figura 1.95) de los dos estados de deformaciones para la mitad de la seccién serd

tal que:

e Leyde wy:

° Ley de Wit

La diferencia entre ambas leyes —zona sombreada de la Figura 1.95—, corresponde a la

pendiente 6"

pendientes

c

[\S]

Gt

y

Gt

en vertical y horizontal respectivamente.

deformacion §; del estado real y representa, por lo tanto, el alabeo de la seccién en cajon.

En el estado III, el desplazamiento médximo en los labios del perfil valdra:

WIJ_I,méx = J

2:b Ty
0 G

1
G

y podremos calcular f estableciendo que:

es decir:

Luego:

f-b(1 1

9’-b2=—[—+—)
G\t t,
0’-G-b
f= T

fb

:

2

f-b
G

f f b
+—-b+—-—)
t) t, 2
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Wi, max = WIIL max

— 4+
4

I
A \ B
\
|

S C
\ C
|

A’ [ B’

1
t

Figura 1.94 Flujo de tensiones tangenciales en la
seccién cajon (estado I1I).

Figura 1.95 Deformaciones en la seccion cajon.
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A La ley de alabeos unitarios valdra:

& wp-—-w
o ,:; o = e_{ - %
RN I S El grafico correspondiente (Figura 1.96), dibujado en perspectiva, muestra la direc-
cion del desplazamiento en el sentido del eje de la pieza de los puntos de la seccién a la

c que se ha sometido a un esfuerzo de torsion. La seccion A B C D, inicialmente plana, se
fe alabea y tomard una forma similar a la representada por A’ B" C’ D”.
B’ Como ya sabemos, el grafico anterior representa asimismo el aspecto de la ley de
tensiones normales, que pueden producirse, en caso de alabeo impedido, en el cajon so-
metido en torsién.

Siguiendo esta metodologia, se puede determinar con caracter general el alabeo unita-
rio de secciones en cajon de una a varias células cualquiera que sea su geometria.

\
\

B }M
|

Figura 1.96 Alabeo de la seccién cajon.

1.5.3.4 Clasificacion de secciones seguin su deformabilidad torsional

Al analizar las deformaciones que se producen como consecuencia de la torsion de una
pieza, se ha visto que determinadas secciones permanecen planas después de haber sufri-
do la deformacion torsional, mientras que otras, por el contrario, se alabean. Hemos visto
que su deformacién, w,, en el sentido longitudinal de la pieza es proporcional al alabeo
unitario o, siendo la constante de proporcionalidad la derivada 6” del angulo girado por
la seccién considerada:

w,=0"0

Hemos visto, asimismo, que el alabeo unitario es una caracteristica intrinseca de la
seccion, que depende exclusivamente de su geometria, como sucede con el drea o el mo-
mento de inercia.

En vista de todo ello, podemos distinguir dos grupos diferentes de secciones atendien-
do a su deformabilidad torsional:

e Secciones que se alabean.
e Secciones que no se alabean.

Como ya sabemos, entre las secciones que no se alabean, se encuentran las si-
guientes:

e Secciones constituidas por rectdngulos que se cortan en un punto (Figura 1.97).
Seccion circular y seccion anular (Figura 1.98).

Secciones huecas delgadas cuyos lados estdn compuestos por rectingulos estrechos,
siempre que —lo que se puede facilmente demostrar siguiendo el método expuesto en
el apartado anterior— la resultante de fuerzas ficticias aplicadas en los vértices, dirigi-
das segtin los lados y proporcionales a sus anchos respectivos, concurran en un punto
que coincida con el centro de esfuerzos cortantes (Figura 1.99).

5] 1 |

Figura 1.97 Secciones que no se alabean formadas
por rectangulos delgados.

AN 7
Figura 1.98 Secciones que no se alabean: circular D ——— 7
anular. h 7 I \ ‘ ‘
y X N / ~ \ N - \
N 4 | e N {
e e P | h \ e A
| | |
VAN ‘ / \ \ e N
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4 N | S‘ \ \
————— [ “— — = =
7 AN .
t ‘ " th
Tubo cuadrado Tubo cuadrado Tubo rectangular
de espesor constante con simetria diagonal b-t,=h-t,

Figura 1.99 Secciones huecas que no se alabean.



Existen, ademds, otras secciones cuyo alabeo es muy pequeiio y que, por ello, se
suelen englobar dentro del grupo anterior. Tal sucede, por ejemplo, con las siguientes:

e Secciones llenas tales como redondos, cuadrados, hexagonos, etc.
* Secciones en cajon tales que el cociente de sus dos dimensiones no exceden de cuatro.

Al segundo grupo, el de las secciones que alabean en la torsién, pertenecen todas
las demas.

Al establecer esta clasificacion nos hemos referido al caso de la torsion natural, no
forzada, en la que la seccién gira alrededor de un eje que contiene el centro de esfuerzos
cortantes o centro de torsién. En otro caso, si se forzase la torsion alrededor de otro eje,
se podrian producir alabeos en secciones sin tendencia natural al alabeo. Es, por ejemplo,
el caso de una seccién rectangular cuando se la obliga a girar torsionalmente alrededor de
un eje desplazado de la linea media de la seccién (Figura 1.100).

1.5.4 La torsion uniforme
1.5.4.1 Concepto

La torsién uniforme, también denominada “torsidén de Saint-Venant”, se caracteriza fun-
damentalmente porque el estado tensional provocado por la torsién estd constituido,
exclusivamente, por tensiones tangenciales T, en el plano de la seccién, que equilibran
o son equivalentes al momento torsor aplicado. La torsién uniforme, por contraste con
la torsién no uniforme, no puede generar tensiones normales G, ni las correspondientes
tensiones tangenciales T,,. La existencia de tensiones normales es logica consecuencia
de la existencia de deformaciones impedidas en el sentido longitudinal de la pieza, pues
0, =E-¢,. Por eso, es evidente que estamos ante un caso de torsién uniforme en las cir-
cunstancias siguientes:

e Cuando la seccion de la pieza no se alabea o, en todo caso, su alabeo sea suficiente-
mente pequefio para que pueda ser despreciado.

e Cuando, tratdndose de secciones que se alabean, puedan deformarse libremente, sin
que existan coacciones a los desplazamientos longitudinales de la pieza. Esto ocurrird
solamente cuando se cumplan, a su vez y simultdneamente, las condiciones siguientes:

- La pieza es de seccién constante y directriz recta.

- Se encuentra sometida a dos momentos torsores de igual valor y distinto signo
aplicados en sus extremos.

- Los apoyos de la pieza permiten su libre alabeo.

Si se analiza, en efecto, como se ha hecho anteriormente, la deformacion torsional de
una viga con seccion en I, sometida a dos momentos torsores en sus extremos sin que
esté impedido el alabeo, las alas se comportan como elementos completamente rigidos y
mantienen su forma rectangular. Su deformacion consistia en un giro en planta de sentido
contrario en ambas alas, lo que provocaba el alabeo de las secciones. En consecuencia, el
giro diferencial de dos secciones infinitamente préximas era siempre el mismo y existia
una relacién de proporcionalidad entre esfuerzos de torsion y giros:

9'=k~MT

X

I} la constante torsional k se define como:

Por analogia con la flexion (y” =—

1

k=
G'IT

siendo Iy la inercia torsional (dimensionalmente L*) y G el médulo de elasticidad trans-
versal del material cuya expresién incorpora el coeficiente de Poisson, v:
E
G=———
2(1+v)

Eje forzado Alabeo

Figura 1.100 Alabeo de seccién rectangular por giro
torsional forzado.
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Figura 1.101 Momentos de torsién en puntos inter-

medios de un perfil sin coaccion al alabeo.
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En 1894 comenzé a trabajar en el Instituto de Tec-
nologia de Munich, especializdndose en equipos
industriales y profundizando en el conocimiento de
la mecanica de los fluidos.

En 1901 fue nombrado catedrdtico de Mecéni-
ca en la Escuela de Tecnologia de Hanover. Entre
1904 y 1953 ensend Mecénica en la Universidad de
Gottingen, donde cred la prestigiosisima y pionera
Escuela de Aeronautica e Hidrodindmica.

En 1903 difundié la analogia de la membrana
como base para el andlisis experimental de seccio-
nes de piezas solicitadas en torsion.

En el Il Congreso Internacional de Matemati-
cas celebrado en 1904 en Heidelberg, presenté un
innovador trabajo sobre el efecto de la friccion en
los fluidos. Su presentacion durd apenas diez mi-
nutos, y el texto ocupaba tan solo ocho paginas.
En él exponia su teoria sobre la capa limite y su
importancia en la resistencia del movimiento de los
fluidos. Este articulo fue el que finalmente otorgd
a Prandtl su reconocimiento internacional como
maestro de la aerodindmica.

Se cuenta de él que era una persona ingenua y
un dotado pianista. Cuando tenia 34 afos decidio
que habia llegado el momento de casarse, por lo
que pidi6 a su viejo profesor la mano de una de sus
hijas, sin especificar cuél de ellas. El profesor y su
mujer decidieron que debia ser la mayor. Dicen que
su matrimonio fue largo y dichoso.

Por lo tanto:
Mt

0=
G-It

Pero si a la misma pieza, aunque no existiese coaccion al alabeo, aplicdsemos los
momentos de torsién en puntos intermedios en lugar de en sus extremos (Figura 1.101),
ocurriria que en los tramos AB y CD la torsién seria nula y, por ello, 6" = 0. En cambio,
en el tramo BC:

_Mr
G-Iy

e/

En estas condiciones, las alas del perfil no podrian mantener su forma rectangular, no
podrian comportarse como un cuerpo rigido e inevitablemente tendrian que flectar en su
plano; por consiguiente, aparecerian tensiones normales a lo largo de la pieza, a la que ya
no se podria considerar sometida a torsién uniforme.

Otro tanto ocurriria si el alabeo de la seccién estuviese impedido o si la pieza no fuese
de seccién constante; pues, en tal caso, It variaria.

Es obvio que las condiciones ideales que se deben dar para que piezas con secciones
que se alabean puedan considerarse sometidas a torsién uniforme no se dardn préctica-
mente nunca en la realidad; aunque, cuando las condiciones no se alejan excesivamente
de las estrictamente exigibles, se puede aceptar que su andlisis en torsion uniforme es
suficientemente aproximado.

1.5.4.2 Laanalogia de la membrana

En 1903, el cientifico aleman L. Prandtl publicé un texto en el que ponia de manifiesto la
analogia que existe entre el comportamiento de una seccién sometida a torsién uniforme
y la respuesta de una membrana eldstica apoyada en un contorno rigido de igual seccién y
sometida a una presién normal a su plano medio. A partir de entonces, la analogia de la
membrana se ha utilizado profusamente en el estudio de la torsién uniforme y, en particular,
ha permitido la obtencién de numerosos datos experimentales dada la sencillez con la que
se pueden realizar ensayos de laboratorio.

Las bases tedricas de la analogia son sencillas y estdn expuestas en numerosos libros
que tratan el tema de la elasticidad. En sintesis, la funcion de tensiones, ¢, de la torsién
uniforme responde a la expresion:

82_¢ + 82_¢ =2-G-0’

ox? 9y
siendo las tensiones tangenciales provocadas por la torsion las derivadas de dicha fun-
cion:

_ 9 _ 9%
Ty T
Ademas:
My = 2JA 0-dA

Cuando, por otra parte, se analiza la deformacién de una membrana eldstica apoyada
en los bordes de la seccidn que se estd considerando, sometida a una presién uniforme,
p, extendida a toda su superficie y perpendicular a ella, se demuestra que la funcién de
deformacién ¢ de la membrana responde a la expresion:

9’0 9’0 _p

ox*>  dy? s

siendo p la presion aplicada, y S la traccion constante a todo lo largo del perimetro de
apoyo de la membrana (Figura 1.103).
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Por otro lado, las pendientes de la membrana deformada serdn:
a0 do
=y =
Jx dy

Ademads, el volumen, V, encerrado entre la membrana deformada y el plano del con-
torno en el que apoya, sera:

V=] ¢-dA

De todo ello resultan las analogias siguientes:

¢ El volumen, V, encerrado por la membrana deformada es igual a la mitad del momen-
to torsor M aplicado a la seccion, es decir:

M;=2-V

e Los valores de las tensiones tangenciales a lo largo del contorno de la seccion o de las
curvas de nivel de la membrana deformada coinciden con la pendiente de la membra-
na en el punto considerado. Como corolario resulta que su direccion es tangente a la
curva de nivel en dicho punto.

e Elvalor2-G- 0 caracteristico de la torsién es igual a p/S, siendo p la presién apli-
cada a la membrana, y S la traccién a lo largo del perimetro que encierra el area
cargada.

1.5.4.3 Determinacién de la inercia de torsidn, I, de una seccion utilizando
la analogia de la membrana

1.5.4.3.1 Secciones macizas

El equilibrio de fuerzas en la membrana (Figura 1.102) exige que:
p~A=<]SLS~sen o-ds

Por tratarse de una membrana sin rigidez, el valor de S es constante. Dada, por otra
parte, la escasa magnitud de las deformaciones, se puede aceptar que:

sen oL~ tg ol
y, por tanto:
P A_
S A= 4)L tgo-ds
Si se sustituye % por su valor equivalente en la torsién uniforme y tg o por T, tension

tangencial a lo largo del perimetro de la seccidn, se tiene:
2:G-0-A=¢ 1ds
L

Y si ademds recordamos la expresion que gobierna el comportamiento de una seccién
en la torsién uniforme:

resulta finalmente:

71

L, perimetro
de la seccion

_—ds

Tensiones
tangenciales

V, volumen bajo

™= 18 O membrana
M M
%TTHHHHWHTHHH\Q\
S p = presion aplicada S
en la membrana Traccién constante
en bordes

Figura 1.102 Analogia de la membrana.
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Figura 1.103 Analogia de la membrana en seccio-
nes huecas.
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Figura 1.104 Simplificaciones de la analogifa de la
membrana en secciones huecas.

Analisis estructural elastico

Capitulo 1

1.5.4.3.2 Secciones en cajén con una célula

En el caso de las secciones en cajon podremos aplicar también similar metodologia. La
membrana ocupard toda la superficie sombreada de la seccién en cajon (Figura 1.103).
Al aplicar la presion, p, la parte hueca del cajon encerrada por su perimetro interior se
comportard como un elemento infinitamente rigido y sufrird un desplazamiento vertical
0, igual en todos los puntos; de manera que su superficie continuard siendo horizontal
después de la deformacion, ya que sus bordes deben coincidir con una curva de nivel
de la membrana. Su deformada se pone de manifiesto en la seccién esquematizada. La
pendiente o, en el borde exterior, serd mayor que la correspondiente, o, al borde inte-
rior. La contribucién de la curvatura de la membrana al volumen encerrado y, por ello,
al momento torsor, es minima; de manera que es suficientemente aproximado considerar
que la deformada de la membrana es una recta entre los puntos A y B con una pendiente
comprendida entre las dos anteriores y que valdra:

oy = T
siendo t el espesor de la pared del cajon en el punto considerado, y ¢, el desplazamiento
vertical de su perimetro interior.
El valor de la pendiente media coincide también con el valor de la tension tangencial
producida por la torsién uniforme del cajon:

%

=

Desde el punto de vista tensional, la simplificacién realizada —es decir, el volumen
despreciado— significa (Figura 1.104) que, en lugar de considerar un estado tensional
variable en la anchura de la pared del cajon, se acepta una distribucién uniforme de ten-
siones tangenciales de valor intermedio. Lo que significa que en realidad estamos despre-
ciando una distribucién triangular de tensiones, cuya contribucién, cuando el espesor de
la pared es pequeflo como sucede en la mayoria de los casos précticos, suele ser irrelevan-
te. También conviene recordar que a andlogas conclusiones habfamos llegado por otros
caminos, cuando en un apartado anterior tratamos el alabeo de las secciones en cajon.

Con la simplificacién efectuada, la analogia de la membrana se aplica con toda sen-
cillez:

Mr=2-V=2-A-¢g=2-A-1-t

siendo A el drea encerrada por la linea media de la seccién. Por tanto:
M
T= —T
2-A-t
Si recordamos que:
2-Mp-A
Ip = —— 1 —
<j-) T-ds
L

resulta:
4A?
ﬁ

Lt

IT=

expresion que es conocida como “férmula de Bredt”.
Si el espesor de la pared es constante:
ds L

Lttt
y entonces:

_4A%t
T L

I

siendo L la longitud de la linea media del cajon.



