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Introduction générale

D’une maniére générale, la modélisation des phénomeénes physiques repose sur
la résolution d’équations aux dérivées partielles. Ces équations correspondent a la
traduction mathématique des lois de la physique : - mécanique des fluides (équations
de Navier-Stockes), électromagnétisme (équations de Maxwell), thermique (équation
de la chaleur), mécanique quantique ( équation de Schrodinger )...... Une équa-
tion aux dérivées partielles relie une fonction inconnue & ses dérivées. La fonction
inconnue dépend de plusieurs variables (variables d’espace et le temps). Nous avons
I’habitude de classer les équations aux dérivées partielles en trois grandes classes
fondamentales d’équation : elliptique, parabolique et 1’équation hyperbolique La
physique, la biologie et les sciences pour l'ingénieur nécessitant de savoir résoudre
une grande variétés des équations différentielles aux dérivées partielles.

La méthode de séparation des variables transforme une équation aux dérivées
partielles en plusieurs équations différentielles. Pour les problémes aux limites sur
une domaine géométrique donné, la séparation des variables est possible si les va-
riables du probléme sont les coordonnées naturelles du domaine, par exemple, les
coordonnées cartésiennes, polaires, ou sphériques, respectivement, dans le cas d’un
rectangle, d’'un disque ou d’une sphere, comme on verra aux chapitres ultérieurs.

Le cours présente la méthode de séparation des variables en appliquant sur I’équa-
tion de Laplace, I’équation des ondes et I’équation de la chaleur.



Chapitre

L’équation de Laplace

1.1 L’équation de Laplace sur un rectangle (2D)

Le probléme considére est le suivant

OPu(z,y) N Ou(z,y) 0
Oc? Dy (1.1)

U(JJ,O)Zfl(I) ) U(I7N):f2(m)7 VZEE [O,M],

w(0,y) =g1(y) , u(M,y) = ga(

Nous allons couper ce probléme en quatre problémes ayant chacun une seule condi-
tion non homogéne

((Pw | Pm

0x? 8y2 (P)
ui(z,0) = fi(z), wu(z,N)=0, !
ul(ovy) = 07 ul(M7 y) = 07

( 62U2 T 82U2 _ O,

0x? 8y2 (P)
UQ(JZ,O) =0, u2(x7N) - fg(ilf), ?
ug(0,y) =0, ue(M,y) =0,

2 2
0 Us 4 0 Us _ O,

0x? 0y? (Py)
ug(z,0) =0, us(x,N) =0, 3
U3(0,y) - gl(y)7 U3(M, y) - 07
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CHAPITRE 1. L’EQUATION DE LAPLACE

a2 2
Uy L 0%y — 0,
0x? 0y?
ug(2,0) =0, ua(z,N) =0,
U4<0,y) = 07 U4<M, y) = 92(y>

Si w;,i = 1,2.... est une solution du probléme (F;), alors

U = U + U + U3 + Uy,

est une solution de (1.1).

Nous allons ullustrer la méthode de séparation des varriables, on résoudre (P)
le méme type d’analyse peut etre fait par les trois autre proplémes.
Pour resoudre (P;) posons

uy(r,y) = X(2)Y(y),

il vient B .

1" 1" X _Y
XY +XY =0 ==\
+ or X v ,

nous obtenons
X' 4+XNX=0et YV =NV =0,

d’ou
X(z) = c1cos Ax + cosin Az,

Y(y) = cse N + ¢y,

alors une solutin positif est
ui(x,7y) = (1 cos Az + cosin A\z)(cze™™ + cye),
les conditions aux limites

u1(0,7) = X(0)Y(y) =0= X(0)=0=¢; =0,

w(M,y) = X(M)Y(y) =0 = X(M) =0 => cpsin M) = 0 = \ = % neR,
u(z, N) = X(2)Y(N) =0 =Y (N) = 0= cze W4ce? = 0= 3 = — e
donc o
X,n(z) = ¢y sin 7
2N —
Yaly) = —esoxp(=5 ) exp(—3 ) + eaexp( )
implique
N7n nr(y — N) —nm(y — N)

Y, (y) = caexp(



1.1. L’EQUATION DE LAPLACE SUR UN RECTANGLE (2D)

Nmn, . nm(y—N
V) = 2esexp( ) sinh (TN,
nmx nm(y — N)

ui(z,y) = A, Sin(w) sinh( i ),

tel que

N
A, = 2c004 exp(%),

est une solution qui satisfait toutes les conditions pour satisfaire la derniére condition
u1(z,0) = fi(x) nous devons d’abord utiliser le théoreme de supperposition pour
obtenir :

B . nrx, . . nr(y—N)
uy (z,y) = ;An sin(— ) sinh(———),
et alors uy(z,0) = f1(z) nous donne
fila) = 32 Ausin(" T sinb (), e e 0,1
1(z) = nsmMsm( ) x € [0, M],

n>1

developpons fi(x) en serie de fourier en sinus

filz) = Z Qy, sin(%),

n>1
tel que
) M
. nmx
ap, = M/fl(x) sm(w)dx,
0
donc
) M
nwx
A= ————— in(—-)d *
n MSiHh<_7;\2rN)/f1(x)Sln( i )dxr, VneN
0

Nous avons ainsi obtenue une solution formelle du (P;) en possédent de fagons
similaire nous obtenons des solutions formelles aux F;, i = 2,3,4.... ces solution

sont
nmy

us(z,y) = Z B, sin(n—]\?:) sinh(ﬁ)

n>1

avec
M

nmwx

fa(z) sin(w)dx Vn € N¥,

Sy
|
=
&
=
El\)
3
3
=
o"\

ug(z,y) = Z Ch sin(%) sjnh(w)



CHAPITRE 1. L’EQUATION DE LAPLACE

avec

N
C,= /91 sin( dy, Vn € N¥,
0
ui(w,y) = > D, sin<”j;y> sinh(-),
n>1
avec
N
2 nmwy
D,=———+ in(—=)dy, Vn e N*,
s () Jostaysin(" Ty, v

0

Ainsi les solution formelle du probléme (1.1) est

) = s A sinn (L) 1, YT

M
n>1
- M
+ ; sin(%)[@l sinh(%) + D, sinh(%)],

Exercise 1.1.1 Resoudre par la méthode de séparation de variable [’equation

Upgy + Uy =0, 0<mz,y<m
u0,y) =u(m,y) =0, 0<y<m
w(z,0) =0, u(z,m)=x(r—2z) 0<z<nmw

"

X Y
Solution 1.1.1 On pose u(x,y) = X(x)Y (y) [equation devient ~ v - —\?
on obtient deux probléme de Sturm-Liouville
X"+ XX =0
{ X(0)=X(n)=0 (P)

2

2 = X = X(z) =c1cos \v + cysin \w
X(0) ¢ =0
X(m) = cosin\r=0= X(7) = cysinnnw
= A=n Vn € Z*

donc
X,(x) = cosinnzx

2¢me probléme de Sturm

Y'—n?Y = 0= Y(y) = cze™™ 4 c4e™
Y(O) = 0= c3=—cy,
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