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E R S T E S K A P I T E L . 

Die Kegelschnitte. 

Die Erzeugung der Kegelschnitte durch projektive Punktreihen 
und Strahlbüschel. 

1. Schon im V. Kapitel des ersten Bandes wurden die Kegel-
schnitte behandelt; sie wurden daselbst definiert als die Schnittkurve 
eines geraden oder schiefen Kreiskegels mit einer Ebene, oder auch 
— was auf dasselbe hinauskommt — als Zentralprojektionen oder 
Perspektive Bilder eines Kreises (257 Bd. I). Von dieser Definition 
aus gelangten wir auf natürlichem Wege zu den Polareigenschaften 
des Kreises und der Kegelschnitte und weiter zu den Eigenschaften 
des Mittelpunktes, der konjugierten Durchmesser, der Achsen und 
einiger weiterer Beziehungen, die uns in den Stand setzten die 
Kurven zu konstruieren. 

Hier werden wir eine neue Definition der Kegelschnitte geben; 
sie soll dann auch für die weiteren Untersuchungen als Grundlage 
dienen.1) Gleichwohl wird auch hierbei die perspektive Beziehung 
zwischen Kegelschnitt und Kreis einen Hauptfaktor und ein be-
sonders geeignetes Hilfsmittel für das genaue Studium der Kegel-
schnitte bilden. 

2 . Wir gehen zunächst von zwei einfachen Eigenschaften des 
Kreises aus, die sich unmittelbar auf seine perspektiven Bilder über-
tragen lassen. E i n e E e i h e b e l i e b i g auf e i n e m K r e i s g e g e b e n e r 
P u n k t e A, B, C, D, . . . w i r d a u s i r g e n d zwei f e s t e n P u n k t e n ^ 
u n d S} d e s s e l b e n d u r c h k o n g r u e n t e S t r a h l b ü s c h e l p r o j i z i e r t 
(Fig. 1). Denn je zwei Strahlen des einen Büschels, etwa SA und SB, 
schließen den gleichen Winkel ein, wie die entsprechenden Strahlen S1A 
und StB des anderen (Peripheriewinkel über dem gleichen Bogen AB). 
Dabei entspricht dem Strahl SS1 des ersten Büschels im zweiten 
Büschel die Kreistangente in Sl und dem Strahl S:S des zweiten 
Büschels im ersten Büschel die Kreistangente in S. 

R O I I N U. P A P P E R I T Z . I I I . S. A u f l . 1 
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Verwandelt man den Kreis durch perspektive Abbildung in 
einen Kegelschnitt, so gehen die kongruenten Strahlbüschel der 
Kreisfigur — da die Kongruenz ein spezieller Fall der Projektivität 

ist — in projektive Büschel beim Kegel-
schnitt über (Bd. I, 189), und wir habenden 
Satz: E i n e Re ihe be l i eb ig auf e inem 
K e g e l s c h n i t t gegebener P u n k t e A, 
B, C, D, . . . wird aus irgend zwei 
f e s ten P u n k t e n S und d e s s e l b e n 
durch projekt ive S trah lbüsche l pro-
j iz iert . Der Tangente in S (resp. £,) 
entspricht dabei der Strahl SXS (resp. SSJ. 

Für den Kreis gilt offenbar auch die 
Fig. 1. Umkehrung des obigen Satzes: Z w e i 

kongruente S trah lbüsche l erzeugen 
e inen Kre is , d. h. ihre entsprechenden Strahlen schneiden sich in 
den Punkten eines Kreises, der durch die Scheitel der beiden Büschel 
hindurchgeht. Dagegen wissen wir noch nicht, ob zwei beliebig 
gegebene projektive Strahl büschel einen Kegelschnitt erzeugen. Daß 
dies in der Tat der Fall ist, wird später nachgewiesen werden. 

3. Z ieht man an e inen Kre i s i rgendwelche T a n g e n t e n 
a, b, c, d, . . . , so schne iden s ie auf zwei be l i eb ig gewähl ten 

f e s t e n K r e i s t a n g e n t e n t 
und tx projekt ive P u n k t -
re ihen aus. Be ide P u n k t -
re ihen werden v o m K r e i s -
m i t t e l p u n k t M d u r c h 
k o n g r u e n t e S t r a h l -
büsche l proj iz iert (Fig. 2). 
Bezeichnen wir die auf t 
undij ausgeschnittenen Punkt-
reihen mit A, B, C, D, 
bez. Av Bv Cv Dv . . ., so 
brauchen wir nur zu zeigen, daß 
die Strahlen MA, MB, MC,... 

in die Strahlen MAV MBV MCV . . . durch Drehung um den gleichen 
Winkel und in dem gleichen Sinne übergehen. Dann sind die 
Strahlbüschel kongruent und schneiden auf t und tl projektive 
Punktreihen aus. Nun bilden t und tx mit jeder der Tangenten a, 
b, c, . . . ein Dreieck und alle diese Dreiecke haben -¿¡z. ttx gemein. 
Folglich ist: -¿p. CA Ax + CXAXA = CBBy + C\ BXB, oder wenn 
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man alle Winkel der Gleichung halbiert: MA Ax + MA1A 
= MBBX + ^ MBX B, was die Relation ¿pAMAx=^BMBx 

nach sich zieht. Eine Drehung um diesen Winkel führt MA und 
MB in MAX und MBl über. Man erkennt ebenso, daß ^pC'MC^ = 2R 
— -¿fi AÄfAy ist; ¿p. CMC\ ist aber in entgegengesetztem Sinne ge-
rechnet wie AMAV Dreht man also MCm gleichem Sinne und um den 
gleichen Winkel wie vorher bei der Drehung von MA nach MAV so fällt 
die gedrehte Gerade mit der verlängerten MC^ zusammen, w. z. b. w. 

Aus dem Satz für den Kreis folgt unmittelbar die Richtigkeit 
des folgenden: Z ieh t man an e i n e n K e g e l s c h n i t t i r g e n d w e l c h e 
T a n g e n t e n a, b, c, d, . . so s c h n e i d e n sie auf zwei be l i eb ig 
g e w ä h l t e n fes t en T a n g e n t e n t u n d de s se lben p r o j e k t i v e 
P u n k t r e i h e n aus. Auch hier ist zu bemerken, daß die Umkehrung 
dieses Satzes noch später zu beweisen ist. 

4. Wir haben schon gesehen, daß Kegelschnitte durch projektive 
Strahlbüschel oder auch durch projektive Punktreihen erzeugt werden 
können. Von jetzt ab wollen wir die projektiven Strahlbüschel und 
Punktreihen zum Ausgangspunkt nehmen und die Kurven studieren, 
die durch solche Strahlbüschel und Punktreihen erzeugt werden können. 
An die Spitze unserer Betrachtungen stellen wir die Definitionen: 

Zwei projektive Strahlbüschel erzeugen einen Kegelschnitt als 
Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen. 

Zwei projektive Punktreihen erzeugen einen Kegelschnitt als 
Hüllkurve der Verbindungslinien entsprechender Punkte. 

Diese Definitionen decken sich zunächst nicht mit der in 
Bd. I , 257 aufgestellten Definition; doch haben wir vorhin nach-
gewiesen, daß die früher als perspektive Bilder des Kreises definierten 
Kurven auch als Erzeugnisse von projektiven Strahlbüscheln oder 
projektiven Punktreihen erhalten werden können. Es erübrigt noch 
zu zeigen, daß die be iden voranstehenden Definitionen zu den 
n ä m l i c h e n Kurven führen, und daß diese Kurven mit den Per-
spektiven Bildern eines Kreises, d. h. mit den im fünften Kapitel 
des ersten Bandes behandelten Kegelschnitten identisch sind. 

Zunächst müssen wir einige Sätze ableiten, die für die soeben 
definierten Kurven gelten; mit ihrer Hilfe wird uns alsdann der 
geforderte Nachweis gelingen, daß die von zwei projektiven Strahl-
büscheln oder Punktreihen erzeugten Kurven in der Tat nichts 
anderes sind als die in Band I Kapitel V behandelten Kurven. 

5. Sind a und av b und bv c und cv . . . entsprechende Strahlen 
zweier projektiver Strahlbüschel mit den Scheiteln S und Tv so wird 
der Verbindungslinie S'l\ der beiden Scheitel, betrachtet als Strahl t 

l* 
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des ersten Büschels, ein Strahl tx im zweiten und, betrachtet als 
Strahl äj des zweiten Büschels, ein Strahl s im ersten entsprechen 

(Fig. 3). Dann gehören dem Kegel-
schnitt die Punkte A = a X , 
B = b X bv C—c X cv J) = d X dv 

S = s x sv T=t x ^ an. Auf jedem 
Strahl durch S liegen zwei Punkte 
des Kegelschnittes, nämlich der 
Punkt 5 und der Schnittpunkt 
dieses Strahles mit dem entsprechen-
den des zweiten Büschels. Für den 
Strahl s fallen beide Punkte zu-
sammen, so daß s zwei zusammen-
fallende Punkte mit dem Kegelschnitt 
gemein hat, also ihn in S berührt. 
D e r d u r c h z w e i p r o j e k t i v e 
Strahlbüschel erzeugte Kegel-
schnitt gehtdurch ihre Scheitel. 

Der Verbindungslinie der Scheitel (i oder s j in dem einen 
Büschel entspricht die Tangente (^ bez. s) des Kegelschnittes 
im anderen. Das Verhalten des Kegelschni t tes in den 
Scheiteln der Büschel i s t dabei (vergl. 7) ganz das gleiche 
wie in seinen übrigen Punkten. 

Fig. 3. 

Fig. 4. 

6. Sind A und Av B und Bv C und C1 . . . entsprechende 
Punkte zweier projektiver Punktreihen auf den Geraden (Trägern) s 
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und tv so wird dem Schnittpunkt ,1 x tx der beiden Träger, betrachtet 
als Punkt T der ersten Keihe, ein Punkt 1\ der zweiten und, betrachtet 
als Punkt Sj der zweiten Reihe, ein Punkt 8 der ersten entsprechen 
(Fig. 4). Dann sind die Geraden AAX, BBX, CCX, DI)^ S>\ = s, 
T]\ = /j Tangenten eines Kegelschnittes. Durch jeden Punkt von 
.t gehen zwei Tangenten desselben, nämlich die Gerade s und die 
Verbindungslinie dieses Punktes mit dem entsprechenden der zweiten 
Reihe. Für den Punkt S fallen beide Tangenten zusammen, so 
daß S zum Berührungspunkt des Kegelschnittes mit der Tangente s 
wird. Der durch zwei p ro jek t ive P u n k t r e i h e n e rzeugte 
K e g e l s c h n i t t b e r ü h r t ih re Träger . Dem Schn i t t punk t 
der T r ä g e r (T oder 8^) in der einen Re ihe e n t s p r i c h t der 
B e r ü h r u n g s p u n k t (![ bez. S) des Kege l s chn i t t s in der 
anderen . 

7. Wird ein Kegelschnitt durch zwei projektive Strahlbüschel 
mit den Scheiteln S und T erzeugt, so kann man ihn auch durch 
zwei p ro jek t ive S t r a h l b ü s c h e l e rzeugen , deren Schei te l 
i rgendwie auf ihm ge-
wähl t werden. Sind Q, P, 
Pp P a , . . . irgendwelche 
Punkte des Kegelschnittes 
(Fig. 5), dann sind die Strahl-
büschel 8{STQPP,P2 . . .) 
und T{STQPPvP2 . . .) pro-
jektiv. Dabei bedeuten die 
vor der Klammer stehenden 
Buchstaben 8 und T die 
Scheitel der Büschel und die 
in der Klammer stehenden 
Buchstaben die einzelnen 
Punkte, durch die ihre 
Strahlen gehen. Insbesondere 
bedeutet 88 den in 8 tan-
gierenden Strahl des ersten 
und TT den in T tangierenden Strahl des zweiten Büschels. Sind 
aber die vier Strahlen 8(STQP) projektiv zu den vier Strahlen 
T[8TQP), so sind sie nach 190 Bd. I auch projektiv zu den vier 
Strahlen T(T8PQ). Die erst- und letztgenannten Strahlen liegen 
sogar perspektiv, da sie den Strahl ST entsprechend gemein haben. 
Folglich liegen SS X TT = U, SQ x TP = L und SP xTQ = M in 
gerader Linie. Läßt man 8, T, Q ungeändert, verändert aber die 
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Lage von P in Pv so liegen U, SQ x TPX =LX und SP1 X TQ = 3ft 
in gerader Linie, u. s. f. 

Die vier Geraden SP, SQ, TP, TQ bilden die Seiten eines Vier-
sens, dessen Diagonalen LM, PQ und ST sind; deshalb werden S 
und T durch N und J = ST x LM harmonisch geteilt. In gleicher 
Weise teilen Nl u n d / j = STxLlMl die Strecke ST harmonisch, u. s. f. 
Nun ist der Büschel S (P, Pv P2...) perspektiv zur Reihe (M, Mv M2,...); 
diese Reihe ist von U aus perspektiv zur Reihe (/, Jv J2 . . .) und 
die letztere endlich nach 223 Bd. I involutorisch zur Reihe (JV", iVj, 

. . .), dabei sind S und T die Doppelpunkte der Involution; 
die beiden letztgenannten Reihen sind demnach ebenfalls projektiv, 
nur ist das Entsprechen ihrer Punkte ein vertauschbares. Somit 
sind auch die Büschel S (P, P,, P2, . . .) und Q (JV, iVj, Nv . . .) oder 
Q {P, Pv P2,. . .) projektiv; unser Kegelschnitt kann also auch durch 
diese beiden projektiven Büschel erzeugt werden. In der gleichen 
Weise können wir folgern, daß der Kegelschnitt sich auch durch 
zwei projektive Büschel mit den Scheiteln P und Q erzeugen läßt. 

8. Wird ein Kegelschnitt durch zwei projektive Punktreihen 
mit den Trägern s und t erzeugt, so k a n n m a n ihn a u c h d u r c h 

zwei p r o j e k t i v e P u n k t r e i h e n e r z e u g e n , d e r e n T r ä g e r zwei 
b e l i e b i g e T a n g e n t e n an i hn s ind. Sind q, p, pv pv . . . irgend-
welche Tangenten des Kegelschnittes (Fig. 6), dann sind die Punkt-
reihen s{stqppxp2 . .) und t(stqpp1p2 . .) projektiv. Die vor den 

Fig. 6. 
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Klammern stehenden Buchstaben bedeuten die Träger s und t der 
Reihen und die in den Klammern stehenden Buchstaben die Tan-
genten, welche die einzelnen Punkte der Reihe ausschneiden. Ins-
besondere bedeuten s x s und t X t die Berührungspunkte S und T 
der Träger. Sind aber die vier Punkte s{stqp) projektiv zu den 
vier Punkten t{stqp), so sind sie nach 190 Bd.I auch projektiv zu den 
vier Punkten t(tspq). Die erst- und letztgenannten Punkte liegen 
sogar perspektiv, da sie den Punkt s x t = U entsprechend gemein 
haben; folglich schneiden sich die Verbindungslinien von .1 x q mit 
t X p und von s x p mit t x q in einem Punkte G der Geraden ST. 
Läßt man .«.-, t, q ungeändert, verändert aber die Lage von p in pv 

so schneiden sich die Verbindungslinien von s X q mit t x px und 
von s x py mit t x q in einem Punkte Gl von ST, u. s. f. 

Die vier Punkte s x p, s X j , t x p, t x q bilden die Ecken 
eines Vierecks, dessen Diagonalpunkte U, G und H—pXq sind, 
deshalb liegen U G und UH zu s und t harmonisch, in gleicher 
Weise liegen UG1 und UHy (IJl = pl X q) zu s und t harmonisch, 
u. s. f. Nun ist die Reihe s (p, pv pv .. .) perspektiv zur Reihe 
{G, G1, Gv . . .) aus dem Punkt q X t\ diese ist perspektiv zu dem 
Büschel U(G, Gx, G2, . . .) und der letztere nach 228 Bd I in-
volutorisch zum Büschel U (Ii, 1IV Hv . . .), dabei sind s und t die 
Doppelstrahlen der Involution; beide Büschel sind also projektiv, nur 
entsprechen sich ihre Strahlen vertauschbar. Somit sind auch die 
Reihen s{p, pv p2, . . .) und (H, Hv JI2,. . .) oder q(p, px, p2, . . .) 
projektiv; unser Kegelschnitt kann demnach auch durch zwei pro-
jektive Punktreihen auf den Trägern s und q erzeugt werden. 

9. Wir können nun leicht nachweisen, daß auch der Satz vom 
umgeschriebenen Vierseit und eingeschriebenen Viereck (253 u. 256 
Bd. I) für die durch zwei projektive Strahlbüschel erzeugten Kegel-
schnitte gilt (Fig. 7). Ist AliCB das eingeschriebene Viereck mit 
den Diagonalpunkten L, M, N und sind SAP, PBQ, QCR, EDS 
Tangenten des Kegelschnitts, so sind nach 7 die beiden Strahlbüschel 
B{BCDA) und C(BCDA) projektiv. Der zweite ist aber auch 
projektiv zu C(CBAD), so daß hieraus die Projektivität des ersten 
und letzten Büschels folgt; diese bedingt ihrerseits, da beide Büschel 
einen Strahl entsprechend gemein haben, daß die Punkte Q, M und 
L in gerader Linie liegen. Ganz ebenso erschließt man die gerad-
linige Lage der Punkte L, M und 5; d. h. die Gegenecken Q und S 
des umgeschriebenen Vierseits liegen auf der Geraden L M. In 
gleicher Weise findet man, daß P und R auf der Geraden MN, sowie 
daß U und T auf der Geraden LN liegen. Sch re ib t man einem 
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von zwei p ro j ek t iven S t r a h l b ü s c h e l n e r z e u g t e n K e g e l s c h n i t t 
in den näml ichen vier be l ieb ig gewähl t en P u n k t e n ein voll-
s t änd iges Viereck ein und ein Yie r se i t um, so ve rb inden die 
D iagona l en des l e t z t e r e n die D i a g o n a l p u n k t e des e rs te ren . 

10. D iese r Satz g i l t in g le icher Weise fü r e inen durch 
zwei p r o j e k t i v e P u n k t r e i h e n e rzeug ten Kegelschni t t . Sind 
PR = l, QS = n und TU = m die Diagonalen des Vierseits (Fig. 7), 
so sind nach 8 die beiden Punktreihen (Q, B, P, T) und (C, Q, U, Ii) 
projektiv und also die Reihen (Q, B, P, T) und (Q, C, R, U) per-
spektiv. Demgemäß schneiden sich die Geraden PR, TU und BC in 
einem Punkt; in gleicher Weise zeigt man, daß auch AB durch 
diesen Punkt geht. Durch analoge Schlüsse findet man, daß die 
Geraden AB, CD, QS, TU sich in einem Punkte schneiden und ebenso 
die Geraden AC, BB, PR, QS. 

11. Der vorausgehende Satz soll nun benutzt werden um zu 
beweisen, daß jeder durch projektive Strahlbüschel erzeugte Kegel-
schnitt auch durch projektive Punktreihen erzeugt werden kann und 
umgekehrt. Es seien A, B, C irgendwelche feste Punkte eines 
Kegelschnittes und AP, PQ, QC die zugehörigen Tangenten, während 
wir einem weiteren Punkt B verschiedene Lagen I), Bv I)v . . . auf 
dem Kegelschnitt erteilen (Fig. 8). Die Tangenten in diesen Punkten 
schneiden auf PA eine Punktreihe S, Sl, S2, . . . und auf QC eine 
Punktreihe R, Rv Rv . . . aus; beide sind unter sich und mit dem 
Strahlbüschel B {!), Bv Bv . ..) projektiv. Denn nach dem voran-

/ * ' / I 
/ I 

Fig. 7. 
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stehenden Satz schneiden sich PR, QS, BD und AC in einem 
Punkte M, ebenso PRV QSV BDX und AC in einem Punkte Ml u. s.f. 
Die Punkte M, Mv M2, . . . bilden eine auf AC liegende Punktreihe, 
die somit von P aus gesehen mit der Reihe R, Rv ü"2, . . . auf QC 
und von Q aus gesehen mit der Reihe S, Slf S2, . . . auf PA per-
spektiv liegt; zugleich gehen die 
Strahlen des Büschels B {D, Dv 

D2 . . .) durch die bezüglichen 
Punkte jener Reihe. Alle diese 
Reihen und Büschel sind pro-
jektiv. 

Auch die Geraden TU, 
QS, BA und CI) schneiden sich 
in einem Punkte N, analog die 
Geraden Ul\, QSJf BA und 
CD1 in einem Punkte N l t u. s. f. 
Die Punkte N, Nv Ns>... bilden 
eine auf AB liegende Reihe, 
die somit von U aus gesehen 
mit der Reihe T, 1\, rl\, . . . auf 
QB und von Q aus gesehen 
mit der Reihe S, S2,. . . 
auf PA perspektiv liegt; zu-
gleich gehen die Strahlen des Büschels C (D, l)v Dv . . .) durch die 
bezüglichen Punkte jener Reihe, und wieder sind alle Reihen und 
Büschel projektiv. Fassen wir unsere Resultate zusammen, so er-
halten wir die Projektivität der Reihen B, Bv Ä2, . . ., S, Sv S2, . . . 
und 1\ Tv Tv . . . unter sich und mit den Büscheln B (D, Bv Dv . . .) 
und C {]), Bv B2, . . .). Dabei ist zum Beweis nur der Satz vom 
umgeschriebenen Vierseit und eingeschriebenen Viereck verwendet 
worden, der sowohl für die durch projektive Punktreihen wie auch 
für die durch projektive Strahlbüschel erzeugten Kurven Gültigkeit 
hat. Daher der Satz: N i m m t m a n auf e inem K e g e l s c h n i t t 
e ine R e i h e von P u n k t e n an und z i e h t d ie z u g e h ö r i g e n 
T a n g e n t e n , d a n n is t der S t r a h l b ü s c h e l , de s sen S t r a h l e n 
j e n e P u n k t e m i t e inem b e l i e b i g e n a b e r f e s t e n P u n k t des 
K e g e l s c h n i t t e s v e r b i n d e n , p r o j e k t i v zu d e r P u n k t r e i h e , d ie 
j e n e T a n g e n t e n auf e i n e r b e l i e b i g e n a b e r f e s t e n T a n g e n t e 
des K e g e l s c h n i t t e s a u s s c h n e i d e n . Sonach kann jeder Kegel-
schnitt sowohl durch zwei projektive Strahlbüschel als auch durch zwei 
projektive Punktreihen erzeugt werden. Dabei darf man noch zwei be-

Fig. 8. 
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liebige Punkte des Kegelschnittes als Scheitel der Büschel und ebenso 
zwei beliebige Tangenten desselben als Träger der Punktreihen wählen. 

1 2 . Die doppelte Erzeugungsweise der Kegelschnitte gibt uns 
auch die Mittel an die Hand, beliebig viele Punkte und Tangenten 
desselben in einfachster Weise zu zeichnen. Zunächst gilt der Satz: 
F ü n f P u n k t e e iner E b e n e , von denen ke ine drei in e i n e r 
G e r a d e n l i egen , bes t immen einen K e g e l s c h n i t t , der sie e n t . 
hä l t . Die aus zweien der gegebenen Punkte, etwa A und B, nach 
den übrigen C, 1), E gezogenen Strahlen bestimmen nämlich zwei 
projektive Strahlbüschel, und diese erzeugen einen durch die fünf 
Punkte verlaufenden Kegelschnitt. Den nämlichen Kegelschnitt muß 
man nach 7 auch erhalten, wenn man irgend zwei andere unter den 

gegebenen Punkten als Scheitel 
zweier projektiver Strahlenbüschel 
wählt, deren entsprechende Strah-
len sich wieder in Punkten der 
Kurve schneiden. 

Ist F irgend ein weiterer 
Punkt des Kegelschnittes, so 
sind die Strahlenbüschel A (C, D, 
E,F,.. .) und B (i0, D, E, F, . . .) 
projektiv (Fig. 9). Den ersteren 
schneiden wir mit CD, den letz-
teren mit CE, dann erhalten wir 

Fig. 9. perspektive Punktreihen (C, ]), 
Ev Fv ...) und (C, DVE, F2>.. .}. 

Sonach geht FlF2 durch den Schnittpunkt 0 = DD2 X E1E. Man 
erhält also jedesmal einen Punkt des Kegelschnittes, indem man eine 
beliebige Gerade durch 0 zieht, ihren Schnittpunkt auf CD mit A 
und ihren Schnittpunkt auf CE mit B verbindet; beide Verbindungs-
linien schneiden sich auf der Kurve. Da insbesondere dem Strahl A B 
des ersten Büschels im zweiten die Tangente in B entspricht, so 
verbinde man i?, = AB X CD mit 0, dann geht die in B berührende 
Tangente durch B2 = BxO x CE. 

13. Die G e g e n s e i t e n e ines einem K e g e l s c h n i t t e e i n -
g e s c h r i e b e n e n S e c h s e c k e s s c h n e i d e n sich in drei P u n k t e n 
e i n e r Geraden. Dieser Satz heißt der P a s c a l ' s c h e S a t z und die 
Gerade die zu dem Sechseck gehörige P a s c a l ' s c h e Gerade.2) Denn 
in Fig. 9 ist AFBDCE ein eingeschriebenes Sechseck, dessen Ecken 
auf dem Kegelschnitt völlig willkürlich gewählt sind, und es liegen die 
Punkte AF x DC = Fx, FB x CE = Ft und BD x EA^O auf 
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einer Geraden. Der Pascal'sche Satz ist also eine unmittelbare Folge 
der Erzeugungsweise eines Kegelschnittes durch zwei projektive Strahl-
büschel. "Während aber bei dieser zwei Punkte desselben als Scheitel 
der Büschel vor den anderen hervortreten, sind beim rascal'schen 
Satz alle Punkte gleichberechtigt. Wir haben ja auch bereits ge-
sehen, daß die Scheitel der Büschel sich nicht vor den anderen 
Punkten des Kegelschnittes auszeichnen. 

Kennt man fünf Punkte BDCEA des Kegelschnittes, so findet 
man einen weiteren, wenn man durch A einen beliebigen Strahl zieht, 
seinen Schnittpunkt auf CD mit 0 verbindet, diese Linie mit CE 
schneidet und dann von B aus einen Strahl durch diesen Schnitt-
punkt zieht. Die Strahlen durch A und B liefern einen neuen Punkt 
des Kegelschnittes. 

Aus unserer Figur erkennt man auch, daß die Umkehrung des 
Pascal'schen Satzes Geltung hat. Die Ecken eines Sechsecks , 
dessen dre i P a a r Gegense i ten sich in dre i P u n k t e n e iner 
Ge raden schneiden , l iegen s te t s auf einem Kege lschn i t t . 

Sechs Punkte ABCDEF geben je nach der Reihenfolge, in der 
man sie anordnet, zu 80 verschiedenen Sechsecken Veranlassung, so 
daß im ganzen 60 verschiedene Pascal'sche Gerade auftreten, und 
auf jeder von ihnen schneiden sich dreimal je zwei der fünfzehn 
Verbindungslinien jener sechs Punkte. 

14. Der Pascal'sche Satz läßt eine Reihe von Spezialisierungen 
zu, auf die wir noch etwas näher eingehen müssen. Rücken zwei 
Ecken des Sechsecks einander unendlich nahe, so wird ihre Ver-
bindungslinie zur Tangente; das Sechseck geht in ein Fünfeck über. 
Ist ABDCE dieses Fünfeck und a die Tangente in A, so liegen die 
Schnittpunkte ABXCE=A2, BD X Eä = 0 und DCXA = A1 auf 
einer Geraden (Fig. 9). Schre ib t man einem Kege l s chn i t t ein 
F ü n f e c k ein, so l iegen die S c h n i t t p u n k t e der e r s t en und 
v ie r ten Se i te , der zweiten und f ü n f t e n Sei te , sowie der 
d r i t t en Sei te mi t der Tangen te in der gegenübe r l i egenden 
Ecke auf einer Geraden . 

Dieser Satz liefert, falls man fünf Punkte eines Kegelschnittes 
A, B, D, C, E kennt, die zugehörigen Tangenten. So schneidet die 
Verbindungslinie von AB X CE und BD X EA auf DC einen Punkt 
der Tangente im Punkte A aus. Er liefert aber auch, falls von 
einem Kegelschnitt vier Punkte A, B, D, C und in einem von ihnen, 
etwa A, die Tangente a bekannt ist, beliebig viele weitere Punkte. 
Man ziehe durch C irgend einen Strahl, schneide ihn mit AB und 
verbinde den Schnittpunkt mit DC X a; diese Gerade trifft BD in 
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einem Punkt, den wir mit A verbinden. Die Strahlen durch C und A 
schneiden sich dann auf dem Kegelschnitt. Durch vier P u n k t e 
und die T a n g e n t e in einem derse lben i s t ein Kege l s chn i t t 
völlig bes t immt. 

15. Rücken von den sechs Ecken des Pascal'schen Sechsecks 
zweimal zwei zusammen, so entsteht ein Viereck mit zwei Tangenten 
in zwei seiner Ecken. Sei etwa AB CD in Figur 7 dieses Viereck, 
das zusammen mit den Tangenten in A und C ein Pascal'sches Sechs-
eck vorstellt, dann liegt der Schnittpunkt U der letzteren mit 
L =•• AB x CD und iV = BC X DA in gerader Linie. Fügt man 
dagegen dem Viereck die Tangenten in B und D hinzu, dann folgt 
aus dem so gebildeten Pascal'schen Sechseck, daß die Punkte T, L 
und N einer Geraden angehören. Schre ib t man einem Kegel -
schn i t t ein gewöhnl iches Viereck ein, so schne iden sich die 
T a n g e n t e n in se inen Gegenecken in zwei P u n k t e n , deren 
Verb indungs l i n i e auch die S c h n i t t p u n k t e se iner Gegen-
sei ten en thä l t . 

Die vier Punkte des Kegelschnittes geben noch zu zwei weiteren 
Vierecken Veranlassung, nämlich zu ABDC und ADBC. Führt man 
die gleiche Überlegung wie vorher aus, so erkennt man, daß einer-
seits L, M, Q, S und andererseits N, M, P> Ii auf einer Geraden 
liegen. Hiernach erscheint der Satz in 9 als eine Folgerung aus 
dem Pascal'schen Satz. 

Zugleich ergibt sich der Satz: Durch drei P u n k t e und die 
Tangen ten in zweien von ihnen ist ein Kege l schn i t t be-
s t immt. Sind (Fig. 7) A, B, C drei Punkte und AU und CU zwei 
Tangenten des gesuchten Kegelschnittes, dann ziehe man durch C 

irgend einen Strahl, der AB 
in L schneiden möge, und 
durch A einen Strahl nach 
dem Punkte N = UL X BC, 
so schneiden sich die Strahlen 
durch C und A auf dem 
Kegelschnitt. 

16. Rücken die sechs 
Ecken des Pascal'schen 
Sechsecks paarweise zu-
sammen, so entsteht ein ein-
geschriebenes Dreieck mit 
den Tangenten in seinen 
drei Ecken. Das liefert un-

p 
Fig. 10. 
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mittelbar den Satz: Schreibt man einem Kegelschnit t ein 
Dreieck ein, so schneiden die Tangenten in seinen Ecken 
die gegenüberl iegenden Seiten in drei Punkten einer 
Geraden. In Figur 10 sind dies die drei Punkte J, K, L. 

17. Fünf Gerade einer Ebene, von denen keine drei 
durch einen Punkt gehen, bestimmen einen Kegelschnit t , 
der sie berührt . Die auf zwei von den gegebenen Geraden, a und b, 
durch die übrigen c, d, e ausgeschnittenen Punkte bilden nämlich 
zwei projektive Punktreihen, und diese erzeugen einen die fünf Geraden 
berührenden Kegelschnitt. Ist f irgend eine von seinen weiteren 
Tangenten (Fig. 11), so sind 
die von den Tangenten auf a 
und b ausgeschnittenen Punkt-
reihen (Cj, Bj, EX, ]<\, . . .) 
und (C2, D2, EV FV . . .) pro-
jektiv und folglich die Strahl-
büschel 1\ {CV DV EV FV . . .) 
und P2 (C2, I)2, EV FV . . .) 
perspectiv, wo P1 = C\ D und 
P2 = c X e ist. Demnach liegt 
der Punkt P ^ x P2F2 = F 
auf der Geraden D2EV Man 
erhält also jedesmal eine 
Tangente des Kegelschnittes, 
in dem man von P1 und Pg 
nach einem beliebigen Punkt 

Fig. 11. 

von D2 E1 Strahlen zieht und die 
Punkte, die sie auf a bez. b ausschneiden, miteinander verbindet. 
Da insbesondere dem Punkt a X b = B1 der ersten Eeihe in der 
zweiten der Berührungspunkt B2 entspricht, so geht die Verbindungs-
linie von P2 mit P1B1 x durch B2 hindurch. 

18. Die Verbindungsl inien der Gegenecken eines einem 
Kegelschnit t umgeschriebenen Sechsseits schneiden sich 
in einem Punkt. Dieser Satz heißt der Brianchon'sche Satz und 
der Punkt der zu dem Sechsseit gehörige Brianchon'sche Punkt.3) 
Denn in Figur 11 sind afbdce die Seiten eines umgeschriebenen 
Sechsseits, deren Wahl völlig willkürlich ist, und es schneiden sich 
die Geraden F^PV F2P2 und D2E1 in einem Punkt. Der Brianchon'-
sche Satz ist eine unmittelbare Folge der Erzeugungsweise eines 
Kegelschnittes durch zwei projektive Punktreihen. Während aber 
bei dieser zwei Tangenten derselben als Träger der Reihen vor den 
anderen hervortreten, sind beim Brianchon'schen Satz alle Tangenten 
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gleichberechtigt. Es ist uns ja auch schon bekannt, daß die Träger 
der Punktreihen sich vor den übrigen Tangenten des Kegelschnittes 
nicht auszeichnen. 

Kennt man fünf Tangenten bdcea eines Kegelschnittes, so findet 
man eine weitere, wenn man auf a einen beliebigen Punkt, etwa F^, 

annimmt und den Punkt FlP1 X mit Pt verbindet; diese Ge-
rade schneidet b in einem Pujikt Fv der mit Fx verbunden eine neue 
Tangente des Kegelschnittes liefert. 

Aus der Figur ersieht man auch, daß die Umkehrung des 
Brianchon'schen Satzes Geltung hat. Schneiden sich die Ve r -
b indungsl in ien der Gegenecken eines Sechsseits in einem 
Punkt , so g ibt es immer einen Kege l schn i t t , der seine 
sechs Seiten berührt. 

Sechs Gerade abcdef geben je nach der Eeihenfolge, in der 
man sie anordnet, zu 60 verschiedenen Sechsseiten Anlaß, so daß 
im ganzen 60 verschiedene Brianchon'sche Punkte auftreten, und 
durch jeden von ihnen gehen drei Gerade, die je zwei der 15 Schnitt-
punkte jener sechs Geraden verbinden. 

1 9 . In gleicher Weise wie vorher der Pascal 'sehe Satz läßt 
auch der Brianchon'sche eine Reihe von Spezialisierungen zu. Rücken 
zwei der sechs Tangenten eines Kegelschnittes einander unendlich 
nahe, so fallen auch ihre Berührungspunkte zusammen und ihr 
Schnittpunkt geht in den gemeinsamen Berührungspunkt über. Es 
liegen dann zwei Seiten des Brianchon'schen Sechsseits auf der 
nämlichen Tangente, ihr gemeinsamer Endpunkt ist deren Be-
rührungspunkt. Sind aeedb die fünf Seiten und ist A1 der Be-
rührungspunkt von a (Fig. 11), so schneiden sich F}D2, PtA2 und 
P1Al in einem Punkt. Schreibt man einem Kege l schn i t t ein 
Fünfse i t um, so schneiden sich die Verbindungsl in ien der 
ersten und v ierten Ecke, der zweiten und fünf ten Ecke , 
sowie der dr i t ten Ecke mit dem Berührungspunkt der 
gegenüber l i egenden Seite in einem Punkt. 

Dieser Satz liefert, falls man fünf Tangenten abdee eines Kegel-
schnittes kennt, ihre zugehörigen Tangenten. So schneiden sich die 
Verbindungslinien von a x b mit c X e und von b x d mit e x a in 
einem Punkt, und der Strahl von d x c gezogen durch diesen Punkt 
geht durch den Berührungspunkt A1 von a. Er liefert aber auch, 
falls von einem Kegelschnitt vier Tangenten ab de und von einer 
unter ihnen, etwa a, der Berührungspunkt A1 bekannt sind, beliebig 
viele weitere Punkte. Man wähle (Fig. 11) auf c einen beliebigen 
Punkt, etwa P2, und verbinde ihn mit a X b, man verbinde ferner 
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Al mit c x d und den Schnittpunkt dieser beiden Geraden mit 
b x schneidet diese Verbindungslinie die Tangente a in Ev so 
ist P%/'\ eine neue Tangente des gesuchten Kegelschnittes. Durch 
vier T a n g e n t e n und den B e r ü h r u n g s p u n k t von einer u n t e r 
ihnen i s t ein Kege l schn i t t völlig bes t immt . 

20. Als Spezialfall des Brianchon'schen Sechsseits erscheint 
auch jedes einem Kegelschnitt umgeschriebene Yierseit. Dabei ver-
treten zwei Seiten des letzteren mit ihren Berührungspunkten je 
zwei aufeinanderfolgende Seiten des ersteren mit ihren Schnitt-
punkten. Seien etwa ab cd 
vier Tangenten und ABCB 
ihre Berührungspunkte, sei 
ferner P = d X b, Q — bXc, 
B = cxa, S = axd (Fig. 12). 
Dann werden PB, BQ, QU, RA, 
AS, SP die aufeinanderfolgen-
den Seiten eines Brianchon' 
sehen Sechsseits, also schnei-
den sich PR, QS und BA in 
einem Punkt. Auch PK, QS 
und CD gehen durch den 
nämlichen Punkt, wie man 
von dem Sechsseit PQCRSD 
ausgehend erkennt. Sch re ib t 
man einem Kege l schn i t t 
ein gewöhnl iches Viereck um, so gehen die Verb indungs-
l in ien der B e r ü h r u n g s p u n k t e seiner Gegense i t en durch den 
S c h n i t t p u n k t se iner Diagonalen. 

Bedenkt man ferner, daß die vier Tangenten ab cd noch zwei 
weitere Vierecke liefern, nämlich SUQF und RUPF, so erhält man 
den Satz in 9 auch als eine Folgerung aus dem B r i a n c h o n ' 
sehen Satz. 

Zugleich folgt der Satz: Durch dre i T a n g e n t e n und die 
B e r ü h r u n g s p u n k t e von zweien u n t e r ihnen i s t ein Kegel-
schn i t t bes t immt . Sind (Fig. 12) a, b, c drei Tangenten, ferner A 
und B die Berührungspunkte von a und b, so wähle man auf AB 
einen beliebigen Punkt und ziehe von Q = b x c und R = a x c 
Strahlen durch ihn; diese schneiden a bez. b in Punkten, deren Ver-
bindungslinie eine Tangente des gesuchten Kegelschnittes ist. 

21. Rücken die sechs Seiten des Brianchon 'schen Sechsseits 
paarweise zusammen, so entsteht ein umgeschriebenes Dreieck; seine 

Fig. 12. 
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Ecken und die Berührungspunkte seiner Seiten sind die Ecken des 
spezialisierten Sechsseits. Wir erhalten deshalb den Satz: Schreibt 
man einem K e g e l s c h n i t t ein Dreieck um, so gehen die Ver-
bindungslinien seiner E c k e n mit den Berührungspunkten 
der gegenüberl iegenden Seiten durch den nämlichen Punkt. 
In Figur 10 sind dies die Linien PA, QB und TIC. 

22. Wir haben in diesem Abschnitt den Kegelschnitt als das 
Erzeugnis zweier projektiver Strahlbüschel oder Punktreihen definiert 
und nachgewiesen, daß jeder Kegelschnitt sowohl auf die eine wie 
auf die andere Weise erzeugt werden kann. Wir müssen nun noch 
zeigen, daß diese Definition mit der früheren in Bd. I, 257 überein-

von den ersteren Büscheln erzeugte Kegelschnitt in den von den 
letzteren erzeugten Kreis über. 

Es seien a, b, c und av bv cl je drei Strahlen der gegebenen 
projektiven Büschel mit den Scheiteln S und Sl (Fig. 13). Dann geht 
der Kegelschnitt k durch die Punkte S, Sv A = a X av B = b x bv 
C = c x cj und berührt in S die Gerade t, die dem Strahl S1S — tl 
entspricht und nach 14 konstruiert wird (im Fünfeck SSi ABC 
schneidet die Verbindungslinie von SS1 x BC und SlA x CS auf AB 
einen Punkt der gesuchten Tangente t aus). Zieht man nun einen 
beliebigen Kreis h2, der t in 8 berührt, so ist er perspektiv zum 
Kegelschnitt h, und zwar ist S das Zentrum der Perspektive. Das 
ergibt sich wie folgt. Der Kreis h2 möge tv a, b, c in S2, A2, Bv C2 

schneiden; ferner sei B = d x ein beliebiger Punkt von h und I)2 
der auf d liegende Punkt von ky Nach der Voraussetzung sind die 

S 
Fig. 13. 

stimmt, d. h. daß ein durch 
zwei projektive Strahlbüschel 
erzeugter Kegelschnitt sich 
immer auch als perspektives 
Bild eines Kreises ansehen 
läßt. Zu diesem Zwecke 
beweisen wir den Satz: 
Zwei projektive S t r a h l -
büschel kann man durch 
perspektive Abbildung 
s te ts d e r a r t in zwei kon-
gruente S t r a h l b ü s c h e l 
v e r w a n d e l n , d a ß d e r 
eine von ihnen unge-
ä n d e r t bleibt. Dabei 
geht dann natürlich der 
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Strahlbüschel (t, a, b, c, d) und (tv av bv cv rfj projektiv und zu-
gleich ist der ersterc zu dem Büschel S2 (St J2, B2, Cv I)2) kongruent. 
Demnach ist auch der zweite Büschel zu dem dritten projektiv und 
sogar perspektiv, da beide den Strahl ty — S2S entsprechend gemein 
haben. Es liegen also die Schnittpunkte von a1 und S2A2, von bl 

und S2B2, von c1 und S2 C'2, von r/j und S21)2 auf einer Geraden e. 
Die perspektive Beziehung, für die S das Zentrum, e die Achse bildet 
und Si, S2 ein Paar entsprechender Punkte sind, läßt den Büschel 
mit dem Scheitel S ungeändert und verwandelt den Büschel <S', in den 
Büschel Sr Insbesondere bildet sie den Strahl dx in den Strahl S2D2 

und den beliebigen Punkt D von h in den Punkt D2 von k2 ab, 
v>. z. b. w. 

E i n K e g e l s c h n i t t l ä ß t s ich s t e t s d u r c h P e r s p e k t i v e in 
e inen K r e i s v e r w a n d e l n , wobei m a n e inen b e l i e b i g e n P u n k t 
auf ihm zum Z e n t r u m w ä h l e n k a n n . Diese perspektive Be-
ziehung zwischen Kreis und Kegelschnitt läßt sich auch zur Konstruktion 
des letzteren verwenden. Zu jedem Strahl durch S gibt es einen 
entsprechenden durch S2 und einen entsprechenden durch ^ ; der 
erste und zweite schneiden sich auf k2, der zweite und dritte auf e, der 
dritte und erste auf k. Sucht man insbesondere die Verschwindungs-
linie und ihren Pol in bezug auf den Kreis auf, so erhält man als 
entsprechenden Punkt zu 
diesem Pole den Mittelpunkt 
des Kegelschnittes (vergl. 265 
u. 270 Bd. I). Die Punkte 
der Yerschwindungslinie bil-
den paarweise mit ihrem 
Pol ein Polardreieck des 
Kreises; den durch den Pol 
gehenden Seiten eines solchen 
Dreiecks entsprechen in der 
Perspektive zwei konjugierte 
Durchmesser des Kegel-
schnittes. Wir kommen im 
nächsten Abschnitt auf diese 
Eigenschaften zurück. 

23. Einen Kegelschnitt k 
durch fünf Punkte J , B, G, 
I), E kann man auch in 
folgender Weise in einen O'y' 
dazu perspektiven Kreis k, Fig. 14. 

R Ö H N U. P A P P E R I T Z . I I I . 3 . A u f l . 
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überführen. Man zeichne nach 14 die Tangenten AJ und BJ in 
A und B\ dann lege man durch diese beiden Punkte einen beliebigen 
Kreis h2 und ziehe seine Tangenten AJ2 und BJ2 (Fig. 14). Sollen 
k und k2 perspektiv sein, und ist e = AB die Achse der Perspektive, 
so müssen sich J und J2 dabei entsprechen. Zugleich entspricht 
dem Punkt C von k ein Punkt 6'2 von h2, und zwar liegt C2 auf der 
Verbindungslinie von J2 mit dem Punkte e X JG. Die Geraden JJ2 
und CC2 schneiden sich aber im Zentrum 0 der Perspektive. In 
der Tat bildet die Perspektive, die e zur Achse, 0 zum Zentrum 
und C2 und C zu entsprechenden Punkten hat, den Kreis k2 in einen 
Kegelschnitt ab, der AJ in A, BJ in B berührt und durch C geht. 
Da es aber nur einen derartigen Kegelschnitt gibt (15), so muß er 
mit dem Kegelschnitt h durch die fünf gegebenen Punkte identisch sein. 

24. Dem unendlich fernen Punkt von CJ entspricht der Flucht-
punkt F auf C2J2 (OjF|| CJ) und der unendlich fernen Geraden die 
Fluchtlinie^ durch F {em || e). Ist k eine Ellipse, so schneidet 
den Kreis k2 nicht. Dann läßt sich eine neue perspektive Beziehung 
angeben, die den Kreis h2 in einen neuen Kreis ky überführt, wobei e 
wiederum die Achse, aber e^ die Yerschwindungslinie ist, während das 
neue Zentrum 0 ' auf der Mittelsenkrechten von AB liegen muß 
(246 Bd. I). Schneidet dieselbe em in U und legt man von U eine 
Tangente t2 an h2, so entspricht ihr bei der neuen Perspektive eine 
zu e senkrechte Tangente tx an kl [t2 x tx auf e). Es läßt sich 
also kl als einer der beiden Kreise durch A und B zeichnen, die tl 
berühren; das Zentrum 0 ' ist ein Ahnlichkeitspunkt der beiden 
Kreise h2 und ^ (244 Bd. I). 

Nach 162 Bd. I liegt nun der Kegelschnitt k auch zu dem 
Kreise k1 perspektiv; hierbei ist e wiederum die Achse und das 
Zentrum liegt mit 0 und 0 ' in gerader Linie. Aber die Perspektive, 
welche k in h2 verwandelt, führt die unendlich ferne Gerade in ex 
über, während die Perspektive, welche k2 in kl verwandelt, die Ge-
rade c„ wieder in die unendlich ferne Gerade überführt. Bei der 

CD 

Perspektiven Beziehung zwischen k und kx gehen somit unendlich 
ferne Punkte wieder in unendlich ferne Punkte, also parallele Ge-
rade wieder in parallele Gerade über. Das will sagen, daß k und ^ 
affin sind; e ist die Achse und 00' die Sichtung der Affinität. Der 
zu e normale Durchmesser von kx geht dabei in einen Durchmesser 
der Ellipse k über, dessen Verlängerung den Punkt J trägt. Das 
in 270 u. 271 im I. Band abgeleitete Resultat wird hier bestätigt. 
J ede Ellipse läß t sich als aff ines Bild eines Kreises dar-
stellen. 
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Schon in 24 Bd. I haben wir die Aufgabe gelöst: eine Ellipse 
durch fünf gegebene Punkte zu zeichnen, indem wir sie dort als 
eine zum Kreis affine Kurve definierten. Hier sind wir von der 
Definition ausgegangen, wonach die Ellipse das Erzeugnis zweier 
projektiver Strahlbüschel ist, und haben gezeigt, daß auch die so 
definierte Ellipse stets als Parallelprojektion eines Kreises oder als 
sein affines Bild gewonnen werden kann. 

Pol und Polare eines Kegelschnittes; Mittelpunkt, Durchmesser 
und Achsen. 

25. Wir "haben in 9 und 10 den Satz abgeleitet: S c h r e i b t 
man e inem K e g e l s c h n i t t in den n ä m l i c h e n vier b e l i e b i g 
g e w ä h l t e n P u n k t e n ein v o l l s t ä n d i g e s V i e r e c k ein u n d ein 
V i e r s e i t um, so v e r b i n d e n die D i a g o n a l e n des l e t z t e r e n die 
D i a g o n a l p u n k t e des e r s t e r e n . Schon in 251 u. ff. Bd. I hatten 
wir den engen Zusammenhang zwischen diesem Satz und den Eigen-
schaften von Pol und Polare bemerkt, hier wollen wir diesen Satz 
zum Ausgangspunkt der Polarentheorie der Kegelschnitte machen. 

In Figur 7 liegen auf der Geraden MN noch die vier weiteren 
Punkte P, B, II, J. Durch zwei von ihnen, etwa P und J, ist diese 
Gerade bestimmt. Die Wahl des Punktes L und der Sehne AB 
durch L genügt aber, um P als Schnitt der Tangenten in A und B, 
sowie J als vierten harmonischen Punkt zu A, B und L zu kon-
struieren. Hält man also den Punkt L und die eine Sehne durch 
ihn, nämlich AB, fest, während man die andere Sehne CD sich 
um L drehen läßt, so bewegen sich zwar auch die Punkte H, B, M 
und N auf der Geraden PJ, die Lage der Geraden selbst aber bleibt 
ungeändert. Hält man dagegen die Sehne CD fest und läßt die 
Sehne AB sich um L drehen, so bleiben B, und H fest und damit 
wiederum die Lage der Geraden. 

Demnach kann man beide Sehnen nacheinander Drehungen um L 
ausführen lassen, was auch eine Bewegung der sechs Punkte M, N, 
P, B, H, J nach sich zieht, ohne daß der Träger dieser Punkte seine 
Lage verändert. Das will aber doch sagen, daß die Gerade MN 
nur von der Wahl des Punktes L, nicht aber von der Wahl der 
durch L gezogenen Sehnen abhängt. Man n e n n t MN d ie P o l a r e 
des P u n k t e s L u n d L den P o l der G e r a d e n MN.4) Aus der 
Figur können wir nun unmittelbar die schon früher aufgezählten 
Eigenschaften von Pol und Polare hinsichtlich des Punktes L und 
der Geraden l ablesen. 

2 * 
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u) J e zwei be l ieb ige Sehnen durch den Po l bes i t zen vier 
E n d p u n k t e , deren vier Ve rb indungs l i n i en sich zweimal zu 
zwei auf der P o l a r e schneiden (woraus ihre Konstruktion folgt). 

ß) J e d e Sehne durch den Pol bes t immt in ih ren End-
p u n k t e n zwei T a n g e n t e n , die sich auf der P o l a r e schneiden. 

y) J e d e Sehne durch den Pol wird von diesem und se iner 
P o l a r e ha rmon i sch getei l t . 

d) Die T a n g e n t e n aus dem Pol — fa l l s es solche gibt — 
haben ihre B e r ü h r u n g s p u n k t e auf der Po la re . Eine aus L 
an den Kegelschnitt gezogene Tangente ist nämlich als unendlich 
kleine Sehne aufzufassen, und da L außerhalb der Sehne liegt, muß 
der vierte harmonische Punkt auf ihr liegen, d. h. er fällt mit dem 
Berührungspunkt'der Tangente zusammen. 

26. Die Fig. 7 läßt uns erkennen, daß nicht nur MN die 
Polare von L ist, sondern daß auch LM die Polare von N und L N 
die Polare von M ist. Denn SC und AB sind zwei Sehnen durch iV; 
deshalb schneiden sich die vier Verbindungslinien ihrer Endpunkte 
paarweise auf der Polare von N, nämlich BD und A C in Mund AB 
und CD in L. Das Dreieck LMN hat die besondere Eigenschaft, 
daß jede Seite die Polare der gegenüberliegenden Ecke ist. Ein 
solches Dreieck nennt man ein P o l a r d r e i e c k des Kege l schn i t t e s . 

Der Anblick unserer Figur lehrt uns sofort die beiden Sätze: 
Die D i a g o n a l p u n k t e eines e inem Kege l schn i t t e e ingeschr ie-
benen vo l l s t änd igen Vie recks ABCB b i lden die Ecken eines 
Po l a rd re i ecks . Die Diagona len eines dem Kege l schn i t t e 
u m s c h r i e b e n e n Vie r se i t s PQBS b i lden die Sei ten eines 
Po la rd re i ecks . 

27. Der wichtigste Satz der Polarentheorie lautet nun: Geht 
die P o l a r e eines P u n k t e s B durch einen P u n k t N, so geht 
auch u m g e k e h r t die P o l a r e von N durch den P u n k t B. Zieht 
man nämlich durch N eine beliebige Sehne BC (Fig. 7) und ver-
bindet ihre Endpunkte B und C mit B, so schneiden diese den 
Kegelschnitt noch je in einem Punkte A resp. D. AB und CD sind 
aber zwei Sehnen durch Z; die vier Verbindungslinien ihrer End-
punkte schneiden sich somit paarweise in zwei Punkten der Polare 
von L. So wird BC von AD in einem Punkte der genannten Polare 
getroffen; dies kann jedoch nur der Punkt N sein, da nach der Vor-
aussetzung N ein Punkt dieser Polare ist. Nun gehen BC und AD 
durch N, folglich liegt L = AB x CD auf der Polare n von N. Zwei 
P u n k t e , von denen j e d e r auf der P o l a r e des ande rn l ieg t , 
he ißen ha rmon i sche oder k o n j u g i e r t e P o l e in bezug auf 
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den g e g e b e n e n K e g e l s c h n i t t . Die Beziehung zwischen beiden 
ist wechselseitig, und falls ihre Verbindungslinie den Kegelschnitt 
schneidet, l i egen sie zu d i e sen S c h n i t t p u n k t e n h a r m o n i s c h . 
Das folgt unmittelbar aus den Eigenschaften von Pol und Polare. 

28. Die soeben gewonnenen Resultate kann man noch in 
anderer Form aussprechen. B e w e g t s ich ein P u n k t L auf e i ne r 
G e r a d e n n, so d r e h t s ich s e i n e P o l a r e l um den P o l A' d i e s e r 
G e r a d e n und u m g e k e h r t . Da nämlich hierbei L stets auf n liegt, 
oder mit andern Worten die Polare n von N stets durch L geht, 
so muß auch die Polare l von L stets durch A' gehen, w. z. b. w. 

Hieraus ergibt sich auch die Konstruktion des Poles L einer 
Geraden 1. Man nehme dazu auf l zwei beliebige Punkte J und K 
an und bestimme ihre Polaren i und k nach 25«. Der Punkt i X k 
ist dann der Pol von /; denn die Polare eines jeden Punktes von l 
geht ja durch den zu l gehörigen Pol L. 

29. L i e g t der P o l e i n e r G e r a d e n l auf e i n e r G e r a d e n n, 
so l i eg t a u c h u m g e k e h r t de r P o l von n auf de r G e r a d e n l. 
Denn ist L der Pol von l und N der Pol von n, so liegt L nach 
der Voraussetzung auf n. Da somit die Polare von iV durch L 
geht, muß nach dem Satze in 27 auch die Polare von L, also 1, 
durch M gehen. Zwei G e r a d e , von d e n e n j e d e d u r c h den 
P o l de r a n d e r n g e h t , h e i ß e n h a r m o n i s c h e ode r k o n j u g i e r t e 
P o l a r e n in bezug auf den g e g e b e n e n K e g e l s c h n i t t . 

K a n n man vom S c h n i t t -
p u n k t zweier k o n j u g i e r t e r 
P o l a r e n T a n g e n t e n an den 
g e g e b e n e n K e g e l s c h n i t t 
l e g e n , so t e i l en sie den 
W i n k e l d i e s e r T a n g e n t e n 
h a r m o n i s c h . Sind l und m die 
konjugierten Polaren, L auf m 
und M auf l die zugehörigen 
Pole, so ist LM die Polare von 
N = / x m nach der vorigen Nummer (Fig. 15). Die Berührungs-
punkte 1\ und '1'2 der von N an den Kegelschnitt gelegten Tangenten t1 

und t2 liegen auf der Polare von JV, d. h. auf LM. L und M sind 
aber konjugierte Pole und teilen deshalb die Sehne TXT2 harmonisch, 
und somit teilen auch l und m den Winkel der Tangenten t1 und t2 

harmonisch. 
30. Nach dem Vorausgehenden gelten offenbar auch die Sätze: 

Die h a r m o n i s c h e n P o l e zu e inem g e g e b e n e n P o l e P in 
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bezug auf einen Kege l s chn i t t l iegen auf einer Gera'den p, 
der P o l a r e von P. Die ha rmon i schen Po la r en zu e iner ge-
gebenen Po la r e p in bezug auf einen Kege l schn i t t gehen 
durch einen P u n k t P, den Pol von p. Ferner ist klar: Be-
r ü h r t die P o l a r e den Kege l schn i t t , so ist ihr Po l der Be-
r ü h r u n g s p u n k t , und umgekehr t . In Fig. 15 teilen M und L 
die Sehne TXT2 harmonisch. Nähert sich nun L dem Punkt 1\, so 
nähert sich auch M diesem Punkt, und rückt L in Tx hinein, so 
tut dies auch M. Es ist aber M der Pol von LN\ rückt also der 
Pol auf den Kegelschnitt, so wird seine Polare zur Tangente in ihm. 

E in P u n k t in der E b e n e eines Kege l schn i t t e s he iß t 
äuße re r oder i n n e r e r P u n k t , j e nachdem seine P o l a r e den-
selben schne ide t oder n i ch t (vergl. 258 Bd. I). 

31. Der in 28 aufgestellte Satz kann noch in folgender Weise 
erweitert werden: Besch re ib t ein P u n k t eine P u n k t r e i h e , so 

besch re ib t die ihm in 
— b e z u g auf einen ge-

gebenen Kege l schn i t t 
z u g e h ö r i g e P o l a r e 
einen S t r a h l b ü s c h e l , 
d e r p r o j e k t i v z u r 
P u n k t r e i h e is t und 
umgekehr t . Bewegt sich 
der Punkt L auf einer Ge-
raden m, so dreht sich seine 
Polare l um den Pol M 

Fig. 16. von m. Die Konstruktion 
der Polare des Punktes L 

in seinen verschiedenen Lagen, die wir mit L, Lv L2,. . . bezeichnen, 
führen wir folgendermaßen aus (Fig. 16). Durch M legen wir irgend 
eine Sehne AC, die wir für alle Konstruktionen festhalten. Die 
Geraden LA und LC schneiden den Kegelschnitt noch in je einem 
Punkte D resp. B. Nach 25« liegen dann die Punkte AC y. BD 
und AB x CD auf der Polare l von L. Da aber l durch den 
Punkt M von AC geht, so schneiden sich AC und BD in M, wäh-
rend sich AB und CD in einem Punkte N der Geraden m schneiden 
müssen (man konstruiert ja geradezu die Polare m von M als Ver-
bindungslinie der Punkte AB x CD = N und AI) x BC — L). Ganz 
ebenso verbindet die Polare des Punktes Ll die Punkte M und 
JVj = ABX x CD1, wobei M als Schnittpunkt der Sehnen AC und 
i^-Dj erscheint. Wir können uns noch weitere Polaren konstruiert 
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denken; dabei wird allgemein die Polare von L. als Verbindungs-
linie der Punkte M und N. = AB. x CD. erhalten. Auf der Ge-
raden m befinden sich nun zwei projektive Punktreihen (L, Lv 

Lv . . .) und (TV, N2, . . .). Denn zieht man von C aus Strahlen 
nach den Punkten der ersten Reihe und von A aus Strahlen nach 
denen der zweiten, so erhält man zwei Strahlbüschel, deren Scheitel 
auf dem Kegelschnitt liegen und deren entsprechende Strahlen sich 
in Punkten B, Bi, B2, . . . desselben schneiden. Solche Büschel 
sind aber nach 5 u. 7 projektiv. Aus der Projektivität jener Reihen 
können wir sofort schließen, daß auch die Punktreihe (L, Lv Lv . . .) 
und der Strahlbüschel M [N, Nv iV2,. . .) projektiv sind, w. z. b. w. 

32. Die beiden Punktreihen (L, Ll, Z2, . . .) und (N, A^, 
JV2, . . .) sind indessen nicht nur projektiv, sondern sogar in-
volutorisch. Um dies zu beweisen, haben wir nach 220 Bd. I nur 
zu zeigen, daß dem Punkte N als einem Punkt der ersten Reihe in 
der zweiten Reihe wiederum der Punkt L entspricht. Von einem 
Punkte L. der ersten Reihe gelangt man aber zu dem entsprechenden 
iV. in der zweiten, indem man Li mit C verbindet, diese Gerade 
mit dem Kegelschnitt in Bi schneidet; dann liegt N. auf der Ver-
bindungslinie von Bt mit J. Fällt L. mit N zusammen, so rückt 
B. nach I) und DA schneidet auf m den entsprechenden Punkt iV; 

aus, der sich also mit L deckt. Die Punktepaare LN, LxNlt L%Nit. . . 
sind harmonische Pole in bezug auf den gegebenen Kegelschnitt. 
Das gibt den Satz: Auf e ine r j e d e n G e r a d e n b i l den die P a a r e 
h a r m o n i s c h e r P o l e eine Invo lu t i on . S c h n e i d e t die G e r a d e 
den K e g e l s c h n i t t , so s ind i h r e S c h n i t t p u n k t e die D o p p e l -
p u n k t e der Invo lu t ion . Das letztere ist ohne weiteres klar, da 
diese Schnittpunkte zu jedem Paar harmonischer Pole harmonisch 
liegen (223 Bd. I). 

Betrachtet man in Fig. 16 die harmonischen Polaren durch 
den Punkt M, so erkennt man sofort, daß sie involutorische Strahl-
büschel bilden, da sie die Gerade m in den Punktepaaren LN, 

B2N2 . . . einer Involution schneiden. A l l e d u r c h e inen 
P u n k t gehende G e r a d e n o r d n e n s ich in bezug auf e inen 
K e g e l s c h n i t t in P a a r e h a r m o n i s c h e r P o l a r e n z u s a m m e n 
u n d diese b i lden e ine I n v o l u t i o n . K a n n m a n von dem 
P u n k t aus T a n g e n t e n an d e n s e l b e n l egen , so s ind sie die 
D o p p e l s t r a h l e n der I n v o l u t i o n . 

33. Aus der Fig. 10 können wir noch weitere Schlüsse ziehen. 
Indem wir von den einzelnen Punkten des Kegelschnittes aus Strahlen-
paare nach den festen Punkten A und C ziehen, schneiden diese auf der 
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Geraden m die Punktepaare einer Involution aus, welche harmonische 
Pole bilden. Dabei ist nur die Voraussetzung gemacht, daß A C durch 
den Pol M von m geht, daß also m und A C harmonische Polaren 
sind. Die Verb indungs l in i en b e l i e b i g e r P u n k t e B , B j , . . . 
e ines K e g e l s c h n i t t e s mit zwei fe s ten P u n k t e n A und C des-
s e lben schneiden j e d e G e r a d e m, die durch den Pol von AG 
geht , in harmoni schen Po len L und N, Lx und Nx, . . . 

34. Die Resultate der letzten Nummern haben wir aus der 
Fig. 16 mit Hilfe des eingeschriebenen Vierecks abgeleitet. Wir 
können sie aber auch aus den Eigenschaften des umgeschriebenen 
Vierseits gewinnen (Fig. 17). Lassen wir hier den Punkt M und 

somit auch seine Polare m ungeändert und halten ferner den Punkt U 
und die durch ihn gehenden Seiten a und c des Vierseits fest, 
während wir dem Punkte T verschiedene Lagen T, Tv Tv . . . auf m 
erteilen. Dann nehmen auch die Seiten b und d des Vierseits ver-
schiedene Lagen an und ebenso seine Diagonalen l = P R und 
n = QS. Doch gehen diese letzteren in allen ihren Lagen l und n, 
Zj und nv l2 und »2 . . . durch den Punkt M und bilden harmonische 
Polaren. Man erhält je zwei harmonische Polaren durch M dadurch, 
daß man die festen Tangenten a und c mit einer beliebigen weiteren 
Tangente, etwa b, schneidet und die Schnittpunkte P und Q mit M 
verbindet. Da verschiedene Tangenten b, b1, b2, . . . auf a und c 
projektive Eeihen P, Px, P 2 , . . . und Q, Qlt Q2, . . . ausschneiden, 
so sind auch die Strahlbüschel M{P, Pv P2,...) und M{Q, Qlt (¿2,...) 

U L T, T 
Fig. 17. 

m 
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zu V = a X 
und 

i s t , v e r b u n d e n 
T ) 1» 

projektiv und sogar involutorisch. Denn dem Punkt S der ersten 
Reihe entspricht der Punkt Ii der zweiten; die Strahlen MP = MR 
und MQ = MS entsprechen sich also vertauschbar. Hiermit sind 
aber die Sätze in 31 
und 32 aufs neue be-
wiesen. Auch erkennen 
wir aus diesen Dar-
legungen den Satz: D i e 
S c h n i t t p u n k t e be-
l i e b i g e r T a n g e n t e n 
e ines K e g e l s c h n i t t e s 
m i t z w e i f e s t e n 
T a n g e n t e n a u n d c 
d e s s e l b e n l i e f e r n 
m i t i r g e n d e i n e m 
P u n k t M, der h a r m o n i s c h e r P o l 
h a r m o n i s c h e P o l a r e n l u n d n, 

35. Der Mittelpunkt und 
der unendlich ferne Punkt auf 
jeder Sehne eines Kegelschnittes 
sind harmonische Pole. Hieraus 
folgt: D i e M i t t e l p u n k t e 
p a r a l l e l e r S e h n e n e ines 
K e g e l s c h n i t t e s l i egen auf 
e i n e r G e r a d e n , de r P o l a r e 
i h r e s u n e n d l i c h f e r n e n 
P u n k t e s ( ihrer R i ch tung ) ; 
d i e s e l b e h e i ß t e in D u r c h -
m e s s e r des K e g e l s c h n i t t e s . 

Der Durchmesser enthält 
die Pole aller der gedachten 
Sehnen, insbesondere also die 
Berührungspunkte der zu ihnen 
parallelen Tangenten des Kegel-
schnittes (Figg. 18, 19, 20). 

Liegt die Kurve gezeich-
net vor, so wird ein Durch- 19t 

messer AB mit Hilfe zweier paralleler Sehnen PQ und RS kon-
struiert, indem man ihre Endpunkte wechselseitig verbindet und 
den Durchmesser durch die Punkte U = PR x QS und V=PS 
X QR legt, 


