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Vorwort. 

Dem ersten Bande, der die Geschichte des Rechnens und der 
Algebra enthält, folgt nunmehr nach Jahresfrist der zweite, in dem 
die weiteren Kapitel der Elementarmathematik behandelt sind. 

Der Begriff der E lementarmathemat ik ist durchgängig 
so gefaßt worden, daß er allein das mathematische Pensum der 
höheren Lehranstalten umschließt; darüber hinausgehende Gebiete 
sind nur ausnahmsweise berücksichtigt worden. 

Die gewählte Anordnung in einzelne Teile macht keinen An-
spruch auf strenge Folgerichtigkeit; sie schließt sich im großen und 
ganzen dem Verlaufe des Schulpensums an. 

Die herangezogene L i t e r a tu r erstreckt sich in beiden Bänden 
bis zum Jahre 1900; mit diesem Zeitpunkte wurde die Ausarbeitung 
abgeschlossen. Neuere Forschungen wurden nur, wo es die Druck-
legung gestattete, verwertet, v. BBAÜNMÜHL'S Geschichte der Tri-
gonometrie war bei Fertigstellung des Manuskriptes noch nicht im 
ersten Bande erschienen; jedoch konnten die von ihm gebotenen 
wichtigen Resultate, soweit sie über die bereits niedergeschriebenen 
Darstellungen hinausgingen, nachträglich verarbeitet werden. Der 
zweite Band des erwähnten Werkes wurde leider zu spät veröffent-
licht, um noch in gleicher Weise benutzt werden zu können. 

Berl in, im Sommer 1903. 

Der Verfasser. 



Zu dem vorliegenden zweiten Bande sind aus dem soeben er-
schienenen zweiten Teil der Vorlesungen über Geschichte der Trigono-
metrie von v. BBAUNMÜHL, Leipzig 1903, noch folgende Ergänzungen 
nachzutragen': 

S. 130 Z. 1: NEWTON bemerkte bereits in einem Briefe vom 24. X. 1676 an 
OLDENBURG, daß, wenn man n mit dieser Reihe auf 20 Stellen erhalten 
wolle, man 5000 Millionen Glieder zusammenziehen müsse; bei Anwendung 
der Arcus-sinus-reihe wären von arc sin 45° nur 55—60 Glieder zu nehmen. 

(v. BR. II, S. 65.) 
S. 130 Z. 6 v. u.: VEGA benutzte auch noch die von EULER aufgestellte Beziehung 

n 1 3 
— = ö a r c t g y + 2 a r c t g ^ - ; 

BUZENGEIGEB (1771—1835) empfahl 

± = 8 - a r c t g ^ - 4 - a r c t g - ^ - - arc Ig 

(v. Bb. II, S . 155.) 
S. 130—131: Es wäre noch die Beihe 

£ - 1 + ; 1 " 3 
3 2 -3 -2* 2 - 4 - 5 - 2 4 2 - 4 . 6 - 7 - 2 8 " 

anzuführen, die F. C. MAIER 1726 bei seiner Berechnung von n verwendet 
hat. 5 Glieder liefern 3,1415; jedes weitere erhöht die Genauigkeit um 
eine neue Stelle. (Comm. Petr. III; v. BR. II, S. 81.) 

S. 131: Die Berechnungen ROTHERFOBD'S (1798—1871) finden sich in den Phil. 
Transact. 1841, 283; benutzt ist die Formel 

N » * 1 * 1 , * 1 — = 4 • arc tg — - a r c t g — + arctg — . 

GAUSS (Opera II, 497) legte die Formeln 

- J - 1 2 - a r c t g ^ - + 8 - a r c t g - i - - 5 - a r c t g - ^ -

= 12 - arctg-1- + 7 - arc t g - ^ - + 20 • arctg-1- + 24 - a r c t g ^ -

zu Grunde. (v. BR. II, S. 225.) 
S. 153: Es ist hinzuzufügen, daß JOHN SPEIDELL (1607—1646) zuerst eine Tafel 

(1619) mit den (NspEB'schen) Logarithmen aller sechs trig. Funktionen und 
mit einer kleinen reinlogarithmischen Tabelle (1—1000) veröffentlichte. 

(v. Bb. II, S. 26.) 
S. 157 Z. 21: Die älteste vierstellige Tafel ist die Tabula compendiosa Logarith-

morum sinuum, Upsalae 1698 von PETRUS ELVIUS. 
(ENESTRÖM, Bibl. math. 1884, 121; v. BR. II, S. 37.) 

S. 167 Anm. 648: Diesen Fehler hat bereits URSINUS (LFI24)695• gefunden und 
verbessert (v. BR. fl, S. 19 Anm. 2.) 

S. 175 Anm. 667: Das logarithmische Komplement verwendete schon GUNTER 
1620 in seinem Canon triangulorwm (vgl. S. 153). (v. BR. II, S. 30.) 

S. 178: Einen Hilfswinkel zur Erleichterung logarithmisch-trigonometrischer 
Rechnungen benutzte zum erstenmal BOB. ANDERSON; seine Behandlungs-
art teilt TH. STREBTE (1626^-1696) in der Astronomia Carolina 1661 mit. 

(v. BR. II, S . 44.) 
S. 178: Den Logarithmus der Summe oder Differenz zweier Zahlen aus den 

Logarithmen derselben leitete bereite CAVALIERI im Compendio delle 



V 
Sególe Trigonometriche, Bologna 1639, probl. 92, S. 486—492, auf tri-
gonometrischem Wege ab. (y. Bu. II, S. 37.) 

S. 215 Z. 2: Die Schreibart co. sinus ist von GTOTER 1620 in seinem Canon 
triangulorum, benutzt (vgl. S. 153). (v. BB. II, 8. 30.) 

S. 219: Gleichungen (statt der bis dahin üblichen Proportionen) verwendet in 
der Trigonometrie zuerst NEPER, der durch die logarithmische Umwand-
lung zu dieser Neuerung veranlaßt wurde. (v. BB. II, S. 11.) 

S. 219: Schon JAKOB BERNOÜLLI (1654—1705) ve rwende te 1691 die Schreibweise 
sin. A C — ähnlich bei tang. und sec. —, die man als Funktionsbezeich-
nung für veränderliche Bogen auffassen kann. (v. BB. II, S. 67.) 

S. 224: Die richtige Vorzeichenbestimmung des Tangens in den verschiedenen 
Quadranten gelang zuerst DE LAQNY 1705 (Hist. et Mém. de Paris). 

(v. BB. I I , S. 72.) 
S. 228: Das Additionstheorem der Tangens- und Secansfunktion scheint zuerst 

von JAKOB HEBMANN, einem Schüler JAKOB BERNOULLI'S, ausgesprochen zu 
sein, und zwar in der Form 

tg(« + ß)'• (tg« + tgß) = r a : ( r s - tga-tgß) 
sec (a + ß):r = eee a • eee ß: (r2 — tga-tgß), 

die er geometrisch ableitete. (Acta Erudit. 1706; v. BB. II, S. 72.) 
S. 229: Die Reihe 

sin n q> = n-sin q> + - — ^ sin q>a H —• sin q>B + . . . 

ist zuerst von NEWTON 1676 (Comm. ep. Í06)8*3 aufgestellt worden- Einen 
Beweis f u g t e DE MOIVBE 1698 zu. (v. BB. I I , S. 68—69.) 

S. 229 Z. 8—9: Die angegebenen Formeln für sin n a und cos n a sind schon 
1701 (April, Acta Eruditorum) von JOHANN BERNOUILI veröffentlicht 
worden. Die entsprechenden Formeln für tg na und sec na stellte 
1705 ( H i s t et Mém. de Par is ) DE LAQNT auf. (v. BB. I I , S. 69—70.) 

S. 230 Z. 14 v. u.: Die Notizensammlung ist voñ einem Schüler TYCHO'S ge-
schr ieben. (v. BB. I I , S. VI I I . ) 

S. 233 Z. 11 v. u.i Die Formel für die Tangente des doppelten Winkels ist zu-
erst von PELL aufgestellt worden: 

(r2 - tg8 «) : 2rs = tg a : tg 2 a 
(nach F. v. SCHOOTEN, Tractatus de concinnandis demonstrationibus geo-
metricis ex calculo Algebraico, Amst. 1661, S. 368; v. BB. II, S. 43). 

S. 240: Die erste rechnerische Ableitung der Formel für 
. a a . a a 
Sin y , COS y , tg—, Ctg y 

geschah durch CASWELL, Trigonometría plana et sphaerica**9 (vor 1685). 
S.240: Die Formel (v- B b- n . s- 4 7 0 

8 i n T = a ) { S ~ ' b ) ( S - C ) 

findet sich erst in NEWTON'S Arithmetica universalis 1707,884 Probl. XI, XII. 
(v. BB. II, S. 87.) 

S. 241: Aus TH. SIMPSON'S Trigonometry (1765, 2. Aufl.) sind noch als neu die 
Formeln zu erwähnen n 

(b + a):(p - q) = cos : sin , 

(b — c):(p — q) — sin : c o s ^ ^ , 

•wo p, q die durch die Höhe auf c entstandenen Abschnitte bedeuten. 
(v. BB. II, S. 93.) 

S. 258 u.: Daß der Cosinussatz allein ausreicht, hatte schon F. C. MAIER 1727 
behauptet, ohne aber einen Beweis beizubringen. (v. BB. II, S. 96.) 
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S. 266 Z. 29ff.: Auf Grund der trigonometrischen Formeln hatte Gr. HEINSIUS 
(1709—1769, Leipzig) die DoppeMeutigkeit eraehöpfend untersucht. 

(Acta Eruditorum 1756; v. Bs. Il, S. 128-129.) 
S. 278: P. CBÜQER (1634)698 verwendet den Cosinussatz unter logarithmischer 

Umwandlung in der Form 
e _ (a+b)-(a-b) 

c cos a = — 2c " (v. BB. I I , S. 25.) 
S. 284 Z. 7—8 T. u.: NEPER deutet den Beweis nur kürz an. Eine vollständige 

Ableitung giebt erst CAVALIEBI im Directorium, generale, Bologna 1632. 
(v. BB. I I , S. 35.) 

S. 285 Z. 1 : Die Formel für tg ~ ist schon in der Vorrede GELLIBBAND'S cur 
Trigonometria Britannien (1633)*°° enthalten. (v. BB. II, S. 29.) 

S. 285 Z. 6: Die Polarformel 

C0B _ , /cos (ff — ß)-COB (ff — f) ± = 1 ß 
2 V sin ß • sin y 

ist zuerst von KEPLER abgeleitet. (Opera VII, S. 364; v. BB. II, S. 22—23.) 
S. 286: Weder NEPEB noch BBIOOS geben Beweise für die angeführten Formeln. 

Die erste vollständige Ableitung findet sich in OOQHTRED'S Trigonometria, 
1667. (v. BB. II, S. 42—43.) 

S. 286: In der uns geläufigen Form treten die NEPEB'schen Analogien zum 
erstenmal in GELLIBBAND'S Trigonometria Britannica600 (93,99,100,105) auf. 

(v. BB. II, S. 30.) 
S. 286: Die Formeln 

sinio + b): sin(a - 6) = ctg y ' * y * ; tg V l ~ r * 2 a 

c t g ^ : t g ^ = t g ^ : t g - ^ 

. c ,+c, a+b , a—b . c ,-«s 
t g - V " " * ~ T = 2 ' 

wo UQd y, bezw. c, und c, die durch die Höhe entstandenen Teile 
von f und e sind, fand CABWELL (vgl. zu S. 240) in den hinterlassenen 
P a p i e r e n des TBOKAS BAKEB (1625—1690). (v. BB. I I , S. 48.) 

S. 305: Die ersten umfangreichen Neuberechnungen unter Benutzung unend-
licher Reihen sind von SHARP (1651—1742) unternommen worden. Seine 
Werte wurden von GABDINEB in einer Neuauflage von SHEBWIK'S Loga-
rithmentafel 1741 veröffentlicht (v. BB. II, S. 85.) 

Bd. I, S. 264: Eine trigonometrische Lösung quadratischer Gleichungen giebt 
bereits CAVALIEBI im Compendio delle Segole Trigonometriehe, Bologna 
1639. (v. BB. II, S. 37.) 
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A. Allgemeiner Teil. 

I. Überblick der geschichtlichen Entwicklung der 
Elementargeometrie. 

Zwei Jahrtausende auf- und abwogender Geschichte haben an 
dem System der Elementargeometrie nicht zu rütteln vermocht. 
Was der Alexandriner EUKLID um 3 0 0 vor unserer Zeitrechnung 
schrieb, ist auch, heute in Inhalt und Form der eiserne Bestand der 
Schulmathematik; ja, sein Lehrbuch wird noch zuweilen unmittelbar 
dem Unterricht untergelegt Nur wenige Zusätze und Fortsetzungen 
sind dem euklidischen System eingegliedert, mehreres Unnötige aus-
geschieden worden. Stolzer als ein Denkmal von Stein, schärfer und 
reiner in der Linienführung als irgend ein Kunstwerk, hat es sich 
der Jetztzeit erhalten. Was der junge Grieche, der erwartungsvoll 
an die Thür mathematischer Weisheit klopfte, durchdenken, lernen 
und üben mußte, das arbeitet mit gleicher Andacht in der heutigen 
Zeit der strebsame Quartaner und Tertianer durch. 

Welch bewunderungswürdiges Genie — einzig in der Geschichte 
der Mathematik — muß EUKLID'S Hand geführt haben, als er ein 
solches Meisterstück, wie aus einem Gusse, zu schaffen vermochte! 
Solche Fragen staunender Anerkennung drängten und drängen sich 
jedem seiner Jünger unwillkürlich auf. — Der Historiker ist kritischer. 
Nie ist eine Geistesthat unvermittelt in die Welt getreten, sondern 
Forscher auf Forscher trugen, jeder nach seiner Kraft, das Ihrige 
dazu bei, bis das Werk im Glänze dastand! Ist der, der es schließ-
lich krönte, der Baumeister? 

Die kritische Sonde hat auch bei EUKLID diese Erfahrung be-
stätigt. Nicht der vermeintliche HOMER ist er, dessen Geistesflug 
den Griechen das Nationalepos schenkte, sondern der wahre HOMEB, 
der die Seele seines Volkes an der Quelle der Erzählung, in der 
Überlieferung, studierte und das Gesammelte zum harmonischen 
Ganzen vereinigte. 

Griechische Mitteilungen verweisen selbst den Ursprung der 
Geometrie in das Land der Nilanwohner, nach Ägypten. Die Er-
zählung, daß bei diesen die Geometrie allmählich durch die stets 

l* 
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zu wiederholenden, yon den jährlichen Überschwemmungen bedingten 
Landvermessungen entstand, ist bei HERODOT 1 als Hypothese, bei 
Späteren8 als Thatsache überliefert worden. Der Anblick der 
majestätischen Pyramiden- und Tempelbauten (bis 4000 v. Chr.), 
ihre genaue Durchforschung in Bauart, Ausschmückung und In-
schriften, die wissenschaftliche Durchsicht der gefundenen Papyrus-
rollen, besonders des unter dem Namén des „Bechenbuches des 
AHMES" bekannt gewordenen Papyrus ßhind 3 (2000—1700 v. Chr.) 
geben überraschende Aufschlüsse über ägyptische Kenntnisse in der 
Geometrie. Ziemlich genaue Versuche der Kreisquadratur, schwie-
rigere Flächenberechnungen, wie am gleichschenkligen Dreieck und 
gleichschenkligen Trapez durch Näherungsformeln, Zerlegung von 
Figuren in leichter zu berechnende, j a Anfänge einer Ahnlichkeits-
lehre in der Rekonstruktion konstanter Neigungswinkel bilden den 
Gipfelpunkt der gefundenen Resultate. Aber hierin besteht nach der 
Ansicht bewährter Forscher nicht das einzige Verdienst der Ägypter; 
man muß annehmen, daß sie schon geometrische Lehrbücher be-
sessen haben, wie uns ein solches für das Rechnen durch einen 
glücklichen Zufall erhalten ist, und in diesen muß sich im Zu-
sammenhang mit dem gleichsam schon fachmännisch erteilten geo-
metrischen Unterricht eine feste, berufsmäßige formale Sprache und 
Satzanordnung herausgebildet haben, deren Anfänge im Rechenbuch 
des AHMES nachzuweisen sind, deren Ausläufer jene starr gefügte 
euklidische Form bildet, die in ihrer Zweckmäßigkeit zu allen 
Zeiten rühmend anerkannt ist. 

Durch den Geist der lernbegierigen, wissensdurstigen Griechen 
t rat eine Neugeburt ägyptischer Wissenschaft ein. Zur Erweiterung 
trug auch das Eindringen babylonischer Gelehrsamkeit bei. Aus 
dieser stammt so mancherlei, das zu den Grundlagen griechischer 
Mathematik gehört, wie die Lehre yon den Eigenschaften parallelér 
Linien, die Konstruktion des regelmäßigen Sechseckes, die Einteilung 
-des Kreises in 360 Teile, Sätze aus der Kreis- und Dreieckslehre. 

In besseren Boden als den griechischen konnte die Geometrie 
1 HERODOT, lib. I í , cap. 109, ed. DIBTSCH, Leipzig 1882, S. 168. — 2 HEBON, 
Geometría, cap. 2, ed. HULTSCH, Berlin 1864, S. 43 Z. 12-22; cap. 106, § 1 
S. 138 Z. 31 bis S. 139 Z. 13. STBABOMS, Geographica, lib. 16, cap. 2, § 24, ed. 
MOUEB-DIDOT, Bd. I I , Paris 1877, S. 644 Z. 48—50, lib. 17, cap. 1, §3, S. 699 
Z. 54 bis S. 670 Z. 7. EDDEMI, Fragmenta, ed. SPENOEL, Berl. 1866, S. 113 
(Anm. 4). DIODORI Bibliotheca Histórica, I. 81, ed. DINDORF-VOGEL, Bd. I, 
Leipzig 1888, S. 136. — 3 Ein mathematisches Handbuch der alten Ägypter, 
Papyrus Rhmd des British Museum, übersetzt und erklärt v. Ana. EISENLOHB, 
Leipzig 1877. 
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nicht verpflanzt werden. Mit Feuereifer gaben sich die aufstrebenden 
griechischen Schulen dem neuen Studium hin, das berühmte Ge-
lehrte, wie THALES von Milet (um 6 2 4 — 5 4 8 ) und PYTHAGOKAS (um 
580 Samos — 501 Megapontum), von ihren Reisen aus fremden 
Ländern mitgebracht hatten. Zu den Erfindungen und Entdeckungen, 
die diesen Beisenden als Eigentum zugeschrieben werden, haben 
der Hauptsache nach solche gesammelten Mitteilungen besonders 
aus Ägypten und Babylon den Anstoß gegeben. 

Die Schule des PYTHAGOBAS löste zuerst Geometrie als reine, 
selbständige Wissenschaft von der steten Verbindung mit der Praxis 
los. Sie beherrschte die Lehre von den Parallellinien, die Winkel-
sätze des Dreieckes, die Kongruenz und Flächengleichheit von Drei-
ecken, verwandte diese zu den sogenannten Verwandlungsaufgaben, 
erfand den pythagoreischen Lehrsatz und die stetige Teilung. Die Be-
weisart war bis über die Mitte des fünften Jahrhunderts hinaus alter-
tümlich, wie wir aus den uns überlieferten Bruchstücken des HIPPO-
KBATEH (um 440 v. Chr., Chios)4 wissen. Die Beweise waren mehr 
Erfahrungsbeweise, zerlegt in viele einzelne Sonderfälle, denen der 
Zusammenhang fehlte. Erst mit HIPPOKBATES setzt die vielgerühmte 
griechische Strenge ein. In peinlichster Genauigkeit wird die 
Voraussetzung gefaßt, mit ängstlicher Erwägung aller nur möglichen 
Einwürfe die Konstruktion der entsprechenden Figuren entworfen, 
auf jeden Hilfssatz beim Beweis mit breiter Umständlichkeit ein-
gegangen, da man sein Bekanntsein bei dem Zuhörer nicht voraus-
setzen durfte. Diesem äußerst fühlbaren Mangel jeder Vorkenntnisse 
half HIPPOKBAZES selbst ab, indem er zum erstenmal „Elemente" 
zusammenstellte. Ganz besonders widmete sich der Athener PLATÓN 
(429—348 v. Chr.) der Grundlegung der Mathematik. Indem er 
jeden Satz anf Vordersätze zurückführte, gelangte er schließlich zu 
den Definitionen, Axiomen und Postulaten; es ist sein Verdienst, 
diese aus der Gesamtheit herausgeschält und einzeln formuliert zu 
haben. Ihm wird ferner die Erfindung der analytischen Methode wie 
die der indirekten Beweisform zugeschrieben. Als weitere Elementen-
schreiber nennt die Uberlieferung den LEON (um 370; Schüler des 
PLATÓN) und den THEYDIOS (um 320 v. Chr., Magnesia). Alles bis 
dahin Geleistete trat aber in den Schatten, als EUKLID (um 300 

4 Überliefert in den Fragmenten des EUDEMUS von Rhodos (um 3 3 4 v. Chr., 
Schüler des ABISTOTELES), der eine Geschichte der Mathematik schrieb. — En-
dend fragmenta, quae supermnt, ed. L . SPEHGEL, Berlin 1866, S . 122 ff. — Über 
HIPPOKBATES vgl. noch BEETTSCHNEIDEB , Die Geometrie und die Geometer vor 
Euelid, Leipzig 1870. 
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v. Chr., Alexandria) sein großes Werk (oroc/cfa, etemmta)6 der 
Öffentlichkeit übergab. Aus der Formvollendung, in der er seine 
Zusammenstellung ausführte, ist zu erklären, daß die Werke seiner 
Vorgänger innerhalb der nächsten Menschengeneration verschwanden 
und kaum die Namen ihrer Verfasser übrig ließen. E U E L I D ist der 
Elementenschreiber xaz1 6 <rrotxsiajTtfgl Er scheint sich 
ziemlich streng an die Originalarbeiten der ersten Bearbeiter auf 
den einzelnen Teilgebieten angeschlossen zu haben: Buch I, II und 
im wesentlichen IV und VI dürften die geometrischen Resultate der 
Arbeiten in der pythagoreischen Schule, Buch VII—IX deren 
arithmetische Untersuchungen wiedergeben. Eine zweite, verallge-
meinerte Zahlenlehre (Buch V und zum Teil VI) wird auf EUDOXUS 

v. KNIPOS ( 4 0 8 — 3 5 5 v. Chr., Schüler des ARCHYTAS und PLATON) 

zurückzuführen sein. Buch X fußt auf Vorarbeiten des THEÄTET 

(um 390 v. Chr., Heraklea), enthält jedoch gewiß auch viel Original-
arbeiten EUKLID'8 selbst (Bd. I, S. 2 2 4 — 2 2 5 ) ; zu seinem Eigentum 
gehört u. a. auch noch der heutige Schülbeweis des pythagoreischen 
Lehrsatzes. 

Anderseits hat aber auch E U K L I D nicht alles aufgenommen, 
was an elementarmathematischen Sätzen zu seiner Zeit bekannt 
war ; so unterdrückte er u. a. den Satz von den Lunulae des H I P P O -

KBATES — wohl in Erkenntnis seiner Nichtverwendbarkeit bei der 
Kreisquadratur (s. S. 111). Solche nicht aufgenommenen Sätze, 
deren elementarer Charakter jedoch feststand, nannte die Folge-
Zeit GTOlXUfbSl).* 

Die schnelle Verbreitung und ausschließliche Anerkennung des 
euklidischen Werkes ist oben erwähnt. Die auf uns gekommenen 
Handschriften haben als gemeinsamen Ausgangspunkt eine Be-
arbeitung des THEON von Alexandria (um 365 n. Chr.), der an der 
ursprünglichen Fassung Änderungen, durch Einfügung von Zu-
sätzen, kleinen Erläuterungen u. s. w., vornahm. 

Die Wichtigkeit solcher Zusammenfassungen pflegt darin zu 
liegen, daß hinterher die systematisierte, in ihrem Bestand gefestigte 
Wissenschaft einen ungeahnten Aufschwung nimmt. Man vergleiche 
die glänzenden Leistungen des ein Halbjahrhundert nach E U K L I D 

lebenden ABCHIMEDES (287—212 v. Chr., Syrakus), die in einer 
Reihe einzelner, hochwichtiger Abhandlungen verteilt sind. Seine 
Quadratur des Kreises, der Ellipse und der Parabel, die erschöpfende 
6 Vgl. HEIBBBO, Litterargeschichtliche Studien über Eudid, Leipzig 1882. — 
6 Prodi Diadochi in primum Euclidis Elementorum librum commentarii, ed. 
PMEDLBIN, Leipzig 1873, S. 72. (PBOKLUB 1 1 0 — 4 8 5 n. Chr.; Byzanz, Athen.) 
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Aufstellung der halbregelmäßigen Körper, die Kubatur der Kugel 
und anderer Rotationskörper zeugen von einer Gewandtheit, die in 
der damaligen Zeit und noch heute geradezu bewunderungswürdig 
erscheint, — man vergleiche ferner die Erfolge seines jüngeren 
Zeitgenossen APOLLONIUS von Pergä (zwischen 250 und 200 in 
Alexandria, dann in Pergamum), des Verfassers jenes großen Fun-
damentalwerkes in der Geometrie der Kegelschnitte, und man wird 
ermessen können, welch hohe Stufe der Entwicklung die Mathematik 
auf euklidischer Grundlage erreichte. 

Mit HERON von Alezandria (erstes Jahrh. v. Chr.), dem Vertreter 
der praktischen und technischen Geometrie (siehe Bd. I, S. 97—98, 
151,209) wird der Gipfelpunkt griechischer Mathematik überschritten; 
wir erwähnen von ihm nur jene bekannte Vorschrift, den Flächen-
inhalt eines Dreiecks aus den drei Seiten zu berechnen, der neben 
vielen anderen Berechnungs- und Ausmessungsregeln zum erstenmal 
in seinem Werke zu finden ist. Nach dem Beginn unserer Zeit-
rechnung werden die Namen bedeutenderer Vertreter der Geometrie 
immer seltener. Nur MENELAOS von Alexandria (um 98 n. Chr.), 
dem wir in der Geschichte der sphärischen Geometrie wiederbegegnen 
werden, KLAUDIUS PTOLEMAEOS (beobachtete zwischen 125 und 
151 n. Chr. in Alexandria), dessen Hauptverdienste auf dem Gebiete 
der Astronomie liegen, und schließlich PAPPUS (Ende des dritten 
Jahrhunderts n. Chr., Alexandria), der in der Hauptsache eine kompi-
latorische Thätigkeit entwickelte, vermochten ihre Namen in der Ge-
schichte der Geometrie in Erinnerung zu halten, wie die nach ihnen 
benannten Lehrsätze beweisen. 

Griechenlands Blüte war vorbei. Die Römer wußten als Erben das 
Überkommene nicht zu bewahren, geschweige denn fortzubilden. Be-
dauerlich schwach ist das Verständnis, das in den Kreisen römischer 
Agrimensoren heronischer Feldmeßkunst entgegengebracht wird. Zu 
besserer Entwicklung gelangte ein anderer Ausläufer griechischer 
Geometrie, der in Indiens fruchtbarem Boden Wurzeln schlug. Es 
ist viel gestritten worden, ob die indische Mathematik griechische 
Bestandteile aufweist, ob sie aus sich allein entstanden ist oder ob 
sie sogar überschüssige Kraft nach Alexandrien hat abfließen lassen. 
An das letzte ist indes für die Geometrie sicher nicht zu denken, 
da die jetzt zugänglichen indischen Schriften von mannigfacher Ähn-
lichkeit mit heronischer Mathematik, deren höheres Alter feststeht, 
Zeugnis ablegen. Zwar lernten wir die indischen Mathematiker für 
Bechenkunst und Algebra als hochbegabte Erfinder kennen (vgl. Bd. I, 
S. 5, 10, 41—42, 98, 128, 225, 296—297), für die Geometrie ist ihnen 
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jedoch gleiche Erfindungskraft nicht zuzuerkennen. Immerhin ist 
die Art, wie der ihnen zuströmende Stoff behandelt wird, original. 
Der Inder kennt nicht das Zurückgehen auf Definitionen, Axiome 
u.s.w. Was ihm an Spekulation fehlt, ergänzt er in glücklichster 
Weise durch die Anschauung, so daß bei gar nicht leichten Sätzen 
das einzige Wort „Siehe 1", das der anschaulich gezeichneten Figur 
beigefügt ist, den ganzen Beweis für die ausgesprochene Behaup-
tung ersetzen kann — ein Verfahren, unmöglich für strenge, grie-
chische Geometrie! Ein zweites, für die Mathematik der Inder 
charakteristische^ Hilfsmittel ist die algebraische Behandlung geo-
metrischer Probleme, die den Vorzug besitzt, ihre anerkannte Meister-
schaft in der algebraischen Analysis auf ein, ihnen weniger genehmes 
Gebiet übertragen zu können. Dennoch sind wirkliche Erweiterungen 
des Bestandes der Elementargeometrie in Indien nicht zu ver-
zeichnen; nur auf eine Verallgemeinerung der heronischen Dreiecks-
formel für Sehnenvierecke wird aufmerksam zu machen sein. 

Die mathematischen Untersuchungen der Inder bilden einge-
schaltete Kapitel in den großen astronomischen Werken, die von 
Abyabhatta (geb. 476 n. Chr.), Bbahmagupta (geb. 598 n. Chr.), 
Bhaskaba (geb. 1114 n. Chr.) verfaßt sind. Eine Fundgrube für 
indische Geometrie stellen auch die Qulvasfitras dar, eine Sammlung 
geometrischer Vorschriften, die der indische Ritus bei Bauten von 
Altären und Tempeln auf das strengste innehalten mußte. 

Seltener wird in der Geschichte der Elementargeometrie auf 
spätere Zeiten zu verweisen sein. Die Araber pflegten griechische 
und indische Kenntnisse mit großem Interesse. Ihre Erfolge in der 
Geometrie der Kegelschnitte gehören indes nicht mehr der Elementar-
geometrie an; für diese finden wir nur in der Theorie der Vielfiächner 
und der Konstruktion aufgaben erwähnenswerte Resultate. 

Was das Abendland unmittelbar aus dem Altertum durch Vermitt-
lung von BoEthius (480 Rom— 524 Pavia; Staatsmann und Gelehrter) 
und Gebbebt (940 Auvergne — 1003 Rom ; seit 999 Papst Sylvester II) 
übernahm, ist herzlich wenig uiid beschränkt sich auf praktische, 
ausmessende Geometrie, wie sie die römischen Agrimensoren schon 
dürftig genug aus Hebon's Schriften entlehnt hatten. Erst über 
arabische Autoren hinweg gelangte griechische Geometrie in reinerer 
Form zum Abendlande. Auch hier, wie in anderen Gebieten der so 
weiten Mathematik, muß Leonabdo von Pisa (1220 Practica, geometriae) 
und ganz besonders Jobdanus Nemokamüs (+ 1237, Ordensgeneral; 
De triangulis) wegen der selbständigen Behandlung des von ihren Vor-
gängern übernommenen Stoffes rühmend genannt werden. Sie sind 
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die Bahnbrecher einer neuen, freilich sehr langsam fortschreiten-
den Periode mathematischer Wissenschaft Für lange Zeit bilden 
sie die Gewährsmänner abendländischer Gelehrten, die aus ihnen 
ihre ganze Weisheit entlehnen. Unter dem durch sie vermittelten 
Einfluß arabischer Geometrie stand die mittelalterliche Gelehrsamkeit 
bis zur zweiten Hälfte des fünfzehnten Jahrhunderts. Jetzt endlich 
eröffnete die Zeit des Humanismus ein direktes Zurückgehen auf die 
alten Quellen, zunächst auf die Schriften der römischen Agrimensoren, 
schließlich auch auf die älteren Originale. 

Die erste in deutscher Sprache geschriebene Geometrie stammt 
aus dem Ende des vierzehnten Jahrhunderts und ist unter dem Namen 
der Geometria Oulmonensis bekannt.' Der unbekannte Verfasser, der 
zu ihrer Niederschrift von dem Hochmeister KONBAD VON JDNGINGEN 
angeregt wurde, fügte der ursprünglich lateinischen Ausarbeitung 
eine ziemlich freie deutsche Übersetzung bei. Der Inhalt ist rein 
feldmesserischer Natur und nur dazu bestimmt, die Begeln und Vor-
schriften der damals sehr handwerksmäßig betriebenen Feldmcßkunst 
zusamm en zufassen. 

Während die Arbeiten PEUBBACH'S ( 1 4 2 3 — 1 4 6 1 , Universität 
Wien) und REGIOMONTANUS' (1436 Königsberg in Unterfranken — 1476 
Rom; Wien, Italien, Nürnberg) ein eifriges Studium guter römischer 
und griechischer Quellen verraten, zeigen die geometrischen Kapitel 
des WiDMAMi'schen Rechenbuches von 14897" nur Spuren direkter 
Beschäftigung mit den römischen Agrimensoren. Wurde auch all-
mählich der alte Bestand wiedergewonnen, so blieb doch das Tempo 
in der Weiterbildung ein sehr langsames. Erst das siebzehnte Jahr-
hundert brachte einen wesentlichen Fortschritt DESCABTES' große 
Entdeckung (1637 Geometrie) verband die Geometrie mit der Algebra 
und schuf in der analytischen Geometrie (siehe die Geschichte der-
selben: Teil XII) ein fruchtbares Mittel, das der Mathematik zu un-
geahnten Triumphen verhalf. Infinitesimalbetrachtungen, deren erste 
Verwendung uns in KEPLEBS' Stereometria doliorum von 1615 und in 
CAVALIEBIS' Geometria indivisibilibus continuorum novo, quadam ratione 
promota 1635 entgegentreten, vereinigten sich mit der analytischen 
Geometrie, um schließlich als herrlichste Frucht die Differential-
und Integralrechnung zu zeitigen. Aber auch auf dem Wege der 
antiken Geometrie lernte man weiterwandern und schuf in der pro-

' Geometria Culmonensis. Ein agronomischer Traktat aus der Zeit des Hoch-
meisters Conrad von Jungingen (1393—1407), herausg. v. D. H. MBNDTHAL, 
Leipzig 1886 (Publikationen des Vereins für die Geschichte von Ost- und West-
preußen). — 7 1 Vgl. Bd. I, Anm. 55. 
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jektivischen Geometrie eine neue Wissenschaft, die die tiefsten Ein-
blicke in das Wesen der Raumlehre erschloß. Das neunzehnte Jahr-
hundert brachte philosophische Durcharbeitungen der Grundlagen 
und entwickelte eine allgemeine, von den speziellen Eigenschaften 
unseres Raumes unabhängige, absolute Geometrie. 

2. Die Sprache der Geometrie. Figuren. 

Im Gegensatz zu der Algebra ist die Ausdrucksweise, deren 
man sich in der Geometrie bedient, wenig ausgebildet; sie ist in 
der Periode stecken geblieben, in der sich die Algebra von der Zeit 
DIOPHANT'S bis zum Auftreten VIETA'S befand (vgl. Bd.I, S . 1 2 4 — 1 2 7 ) . 
Die Beweise werden in mehr oder minder breiten Auseinander-
setzungen vorgeführt, unter Benutzung abkürzender Zeichen, stellen-
weis unterbrochen von algebraähnlichen Rechnungen. Das Ideal 
einer symbolischen Geometrie, das mannigfach angestrebt ist, wird 
sich kaum erreichen lassen. Die Algebra geht bei ihren Rechnungen 
immer wieder auf die wenigen Grundoperationen zurück, deren An-
wendung fast stets ohne weitere Einschaltung eines begleitenden 
Textes aus den Rechnungsresultaten selbst] klar ist; bei kompli-
zierteren Operationen genügt die Anführung der gerade benutzten 
Formel. Anders in der Geometrie. Die Zusammenziehung vieler 
Schlüsse in eine Denk- oder Anschauungsoperation, die Formulierung 
von Lehrsätzen, die stete Berufung auf bereits bewiesene Sätze, die 
nicht in der durchsichtigen Gestalt einer Formel uns entgegentreten, 
machen es vielfach unmöglich, ohne erläuternden Wortlaut aus-
zukommen. Die beigefügten Zeichnungen können zwar erheblich zur 
Kürzung des Beweises beitragen. Doch bedürfen auch sie zumeist 
einer Beschreibung, da verwickeitere Figuren über den Verlauf 
der vorgenommenen Konstruktion nur wenig unmittelbar verraten; 
hierin tritt aber gerade der außerordentliche Vorteil algebraischer 
Formeln klar zu Tage. 

So weit als möglich sollte man algebraische Schreibweise heran-
ziehen; ohne Zweifel wird hierdurch die Übersicht außerordentlich 
erhöht und damit das Verständnis erleichtert, besonders wenn, wie 
in der Schule, mündlicher Unterricht hinzukommt. 

F iguren kannte bereits das altägyptische Rechenbuch des 
AHMES 8 (zwanzigstes bis achtzehntes Jahrhundert v. Chr.). In ihm 
begegnet dem Leser u. a. die Figur eines gleichschenkligen Drei-
8 EIBENLOHR, S . 1 2 5 ( A n m . 3 ) . 
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eckes, das eigentümlicher Weise nicht auf der Basis stehend, wie 
wir es gewöhnt sind, sondern liegend, mit der Spitze nach rechts, 
gezeichnet ist und an seinen Seiten die betreffenden Maßzahlen 
trägt. Zuweilen wird auch die Maßzahl des Inhaltes einer Figur 
eingeschrieben. Das Hineinschreiben der Maßzahlen finden wir 
auch bei dem griechischen Feldmesser HBRON (erstes Jahrhundert 
v. Chr.); es bestärkt dies den Geschichtsforscher, die HEBON'sche 
Sammlung als aus ägyptischen Quellen stammend aufzufassen. 
Bei den Griechen hatte sich, vielleicht seit der Zeit der Pythago-
reer, die Gewohnheit herausgebildet, die Ecken der Figuren mit 
Buchstaben zu bezeichnen. Man hat Grund anzunehmen,9 daß H I P P O -
KBATES von Chios (um 4 4 0 v. Chr.) diese Übung bereits besaß. 
Bei EUKLID (um 3 0 0 v. Chr.) ist der Buchstabe Jota, I , in der 
Figurenbezeichnung grundsätzlich ausgeschlossen, wohl um Ver-
wechslungen mit einem einfachen Strich zu vermeiden. In jenen 
altertümlichen Bruchstücken, die man auf HIPPOKBATES zurück-
führen zu können meint,9 ist dies noch nicht der Fall. — Die 
griechische Sitte, Buchstaben an die Ecken zu schreiben, drang 
nach Indien und wurde später von den Arabern übernommen. Sehr 
oft verrät die Reihenfolge der in arabischen Schriften benutzten 
Buchstaben, zu denen wohl arabische Zeichen, aber in der Reihen-
folge des griechischen Alphabetes, verwendet sind, die Anlehnung 
an griechische Quellen.10 Auch mittelalterliche Mathematiker, wie 
REGIOMONTANUS ( 1 4 3 6 — 1 4 7 6 ) , wählten häufig noch statt a, b, c, 
d u. s. w. die Reihenfolge a, b, g, d. Einen gewissen Abschluß fand 
diese Auswahl der Buchstaben, wenigstens für Dreiecke, im acht-
zehnten Jahrhundert, indem nach Vorgang von E U L E R die Ecken 
bezw. Winkel ständig mit A, B, G, die gegenüberliegenden Seiten 
mit a, b, e gekennzeichnet wurden; die zugehörige Winkelbezeich-
nung a, ß, y ist nicht vor Beginn des neunzehnten Jahrhunderts 
allgemein üblich geworden (vgl. Trigonometrie, Teil V, B. 8). — 
Ist es nötig, für eine gewisse Gruppe von Punkten einer Figur eine 
gemeinsame Eigenschaft äußerlich durch die Bezeichnung anzudeuten, 
so bedient man sich heute eines und desselben Buchstabens unter 
Hinzufügung von Indices, wie sie LEIBNIZ 1 6 7 5 / 7 6 zum erstenmal 
benutzt hatte (vgl. Bd. I, S. 151) . Vor LEIBNIZ, und bevor sein Vor-
schlag weitere Verbreitung fand, mußte man sich in solchem Falle 

9 BKETSCHNEIDER S. 114, Note 2 (Anm. 4); vgl. auch CANTOH , Vorlesungen 
über Geschichte der Mathematik, Bd. II, 2. Auflage, Leipzig 1894 (von 
hier ab kurz mit IIb bezeichnet), S. 194. — CAHTOB, Ib, S. 681, vgl. daselbst, 
Anm. 2. 
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begnügen, denselben Buchstaben mehrfach zu setzen.11 Nicht un-
zweckmäßig ist das Verfahren, das SIMON STEVIN ( 1 5 4 8 Brügge — 
1620 Leiden; Kaufmann, später im Staatsdienst als Ingenieur) befolgt, 
wenn er bei Gelegenheit des trigonometrischen Fundamentalfalles 
b, e, y die Doppeldeutigkeit des Punktes B dadurch hervorhebt, daß 
er die sich ergebenden Punkte B mit B, B bezeichnet.12 Man könnte 
hierin übrigens auch die ersten Anfänge von Buchstaben mit Indices 
erkennen. 

Zeichen fü r oft wiederkehrende Wor te finden sich bereits 
in alten Handschriften, wie in einem Manuskript der heronischen 
Dioptra: V fur Dreieck, o» für Parallelogramm^ cn für Rechteck,18 

oder in einer Pappushandschrift: O für Kreis, = für parallel, • für 
TtTQdywvov, A oder V für rQiycavov;u auch in mittelalterlichen 
Drücken begegnet uns zuweilen A für Dreieck, ^p. für Winkel, j_ für 
senkrecht, || für parallel.16 Eine systematische Verwendung dieser 
Zeichen, wie sie in der Neuzeit anzutreffen ist, bleibt aber dabei aus-
geschlossen. Eine Ausnahme macht im Mittelalter das weiter unten 
(S. 13) noch hervorzuhebende Werk HÉBIGONE'S von 1634, Oursus 
mathemaiious, in dem solche Zéichen ständig und zweckbewußt be-
nutzt sind. Das moderne Zeichen ~ für ähnlich, aus einem liegenden 
8 (= similis) entstanden, ist von LEIBNIZ vorgeschlagen worden.10 

Von demselben ist die Zeichenzusammenstellung ^ für das eukli-
dische „ähnlich und gleich", unser „kongruent", gewählt worden.17 

CHE. v. WOLFF schreibt in seinen Ekmenta Mattheseos universalis 
(Halle 1717) noch „ = et ~«.18 

Die Abhandlung, in der diese Zeichen zum erstenmal gegeben 
sind, wurde von LEIBNIZ im August 1679 niedergeschrieben.16 Sie 
n So bei GREGOBIUS von S t Viocentius, Opus geometricum, Antwerpen 1847, 
8. 27 u. öfters. B L . PASCAL (1628—1662), Oeuvres, ed. FAUQÊRE (Hachette), Paris 
1882, Bd. I I T , S. 870—446. JOHANN BERNOULLI (1667—1748), Acta Eraditornm, 
Mai 1697, Opera omnia, Lausanne-Genf 1742, I, S. 192; Fignrentafel IX, 
Nr. 37, 2. J O H . WALLIS (1656—1708), de sectionibus eonicis, 1655, Opera 
math., I , Oxford 1695, S . 303ff. — 12 Les oeuvres math, de SIHON STEVIN, 
augment par ALB. GIRABD, Leiden 1634, I I , S. 15. — 13 Notices et extraits 
des Manuscrits de la Bibliothèque imperiale, Bd. 19, Paris 1858, S. 173. — 

Pappi Alexandri collectiones (owayluyij), Gr. lat c. comment, ed. F. HULTSCH, 
Berlin 1876—78, Bd. IIlb, Anhang S. 129—132. — « W A L L I S , Algebra, 1693, 
Opera omnia Bd. IT, Oxford 1695, S. 347. — 1 6 LEIBNIZ, Characteristica geo-
metrica (Manuskript 10/VIII 1679); Werke, ed. GEBHARDT, 3. Folge, Bd. V, 
S . 153 Z. 9 v. n. : „Similitudinem, ita notàbimus: — 1 7 LEIBNIZ (ebendaselbst) 
schreibt: „AB C ~ CDA. Nam ~ mihi est Signum simMitudinis, et •= aequa-
litatis, unde congruentiaœ Signum compono, quia quae simul et similia et aequalia 
sunt, ea congrua sunt." — 18 Bd. I., Geometrie, § 236 (Anm. 68). 
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hat den Hauptzweck, eine Ârt geometrischen Kalküls der algebraischen 
Symbolik an die Seite zu stellen. Leider ist dieser eigenartige Ver-
such in den Anfängen stecken geblieben. LEIBNIZ selbst hat ihn 
nicht einmal der Öffentlichkeit übergeben, vielleicht weil er bei be-
freundeten Mathematikern wie HÜTGENS mit denen er über seinen 
Vorschlag in Briefwechsel trat, keine Gegenliebe fand.î0 

Für die Elementargeometrie hatte P I E B B E HÊBIGONE in seinem 
eben erwähnten Cursus matkemätieus von 1634 eine solche, von LEIBNIZ 
ganz allgemein angestrebte Begriffsschrift aufgestellt und durchgeführt. 
Sèine Ausdrucksweise ähnelt auch in der äußeren Anordnung, der 
Trennung von Voraussetzung, Behauptung, Beweis, außerordentlich 
der modernen Form. Die Lehrsätze sind doppelsprachig, lateinisch 
und französisch, abgefaßt; die Durchführung des Beweises bedarf 
dessen nicht, da seine Zeichensprache allgemein verständlich ist. 
Ein Beispiel aus seinem Werke,®1 dem wir die moderne Form bei-
fügen, wird das Verfahren HÉBIGONE'S am besten erläutern. (Die 
Figur ist ein Parallelogramm mit den im Umkreis gesetzten Buch-
staben A C D B , die Diagonale CB wird gezogen.) 

L. I, Theor. XXII I , Schol. I. 
Omne quadrilaterum habens Ein Viereck, in dem die Gegen-

latera opposita aequalia, est seiten paarweise gleich sind, ist 
parallelogrammum. ein Parallelogramm. 

Tout quadrilatère qui a les 
costez opposez égaux, est parallélo-
gramme. 

Hypoth. 
ab 2/2 ed Vor. A B = CD 
ac 2/2 bd A C — B D 

Req. it. demonstr. B e h . A B C D # . 
ad est O Bew. Zum Bew. verbinde man B mit C, 

Praeparatio dann ist 
l .p . 1 bc est 1. AB = CD (nach Vor.) 

Demonstratio 2. BC= BC (Jede Größe ist sich 
typ. ab 2/2 cd selbst gleich) 

bc est commun. 3. AC = BD (nach Vor.) 
byp- ac 2/2 bd A A B C ^ A D CB (S. S. S.)22 

8. 1 < abc 2/2 bed, u 3 z A B C = 4 z B C D [ h o m . Stücke) 
8 . 1 < bca 2/2 e b d , ß * £ . B C A = ¿p. C B D (hom. Stücke) 

tz. 27. 1 ab = cd AB || CD (an gleichen Wechselw.) 
ß . 29. 1 ac = bd A C || BD (an gleichen Wechselw.). 
concl. abcd e s t ^ 

'» LEIBNIZ, Werke, ed. GERHABDT, Bd. II, Berl. 1850, S. 19 ff. — «? Daselbst 
8. 27. — 2 1 Bd. I, S. 43. — 2 2 S. S. 8. ist eine empfehlenswerte Abkürzung 
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Die hier auftretenden Zeichen HÉBIGONE'S sind: 2/2 för gleich 
(vgl. Bd. I , S. 188), O fiir Parallelogramm, für gerade Linie, 
= für parallel, n. für ad (aus der Proportionslehre entnommen). 
Req. 7t. dem. heißt requisitimi ad demonstrandum, d. h. Behauptung; 
Die am linken Rand stehenden Vermerke sind Hinweise auf die 
benutzten Sätze. 

3. Axiome, Definitionen. — Altgemeine Fachausdrücke. 

Strengere Untersuchungen über die Grundlegung der Geometrie 
stellte zuerst die Schule PLATON'S an. Die nach und nach auf-
tauchenden Grundsätze und Erklärungen wurden genau formuliert 
und an die Spitze des geometrischen Systems gesetzt, in der Art, 
wie eine solche Sammlung den Elementen EUKLID'S vorausgeschickt 
ist (siehe unten S. 15) . Eine große Anzahl dürfte auf PLATON ( 4 2 9 
bis 348 v. Chr.; Athen) selbst zurückzufuhren sein; einige lassen 
sich in platonischen Dialogen nachweisen, für andere ist ABISTOTELES 
( 3 8 4 — 3 2 2 v. Chr.; Athen) Gewährsmann.28 

Im Dialog „MenonuU begegnet uns die Definition: „Figur ist 
die Grenze des Körpers"; an anderer Stelle26 heißt es: „Gerad ist, 
dessen Mitte die beiden Enden deckt" eine Erklärung, die auch bèi 
ABISTOTELES 19 vorkommt und so aufzufassen ist, daß, wenn man die 
Strecke längs ihrer Richtung betrachtet, sie nur als Punkt sichtbar 
ist Die in fast keinem modernen Lehrbuch fehlende Erklärung des 
Punktes als Grenze einer Linie, der Linie als Grenze einer Fläche, 
der Fläche als Grenze eines Körpers ist ebenfalls als platonisch 
von ABISTOTELES überliefert.27 Die Linie als eindimensionales Ge-
bilde, „Länge ohne Breite", heißt bei ABISTOTELES nach PLATON'S 
Vorgang „(ifjxog àn Aaräg",28 die Fläche entsteht ihm aus dem 
Breiten und Schmalen „knineSov hx nlàzeog xaì axevov",29 der 

für die Berufung auf den Kongruenzsatz: „Dreiecke sind kongruent, wenn sie 
in den drei Seiten übereinstimmen" (analog: S. W. S.—W. S. W. — etc.) — vor-
geschlagen von dem am 4. III. 1895 verstorbenen Gymnasialprofessor WOBPITZKY 
( FRIEDE. WBRDEB'sches Gymn. zu Berlin). — 2 3 Vgl. HANKEL, Zur Geschichte 
der Mathematik im Altertum und Mittelalter, Leipzig 1874, S. 135—136. — 
2 4 PLATO», Menon, 76 A , ed. STALLBAUM, Vol. VI, sect. II, Gothae et Erfordiae 1836, 
S. 45 Z. 7: „arsgeov nègus axvua sivai.u — 2 5 PLATON, Parmenides, 137 E., ed. 
ABTIDS, Leipzig 1821, Bd. III, S. 32 Z. 2—3: „xai fiìjv ev&v ye, ov av TÒ fiéaov 
àfiipotv TÒ tv éaxàtoiv èninQoofrev y." — 2 6 ARISTOTELES, Topica, VI 11, Beri. 
Akademieauagabe 1831, Bd. I, S. 148 rechts 30: „ev&v, ov TÒ péaov énuiQOst)ti 
toìg négaoiv." — 27 ABISTOTELES, Topica, V 14, Beri. Akad.-Ausg., I, S. 141 
rechts 1 9 - 20. — 2 8 ABISTOTELES, Topica, VI 6, S. 143 rechts 12. — 2 9 A B I -
STOTELES, Met., I 9, Akad.-Ausg. 1881, Bd. II, S. 992 links 12. — 
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Körper ist durch den Besitz der drei Dimensionen charakterisiert: 
„a&fice TO e/ov xpsTg Siaaxäauq".30 Auch euklidische Grundsätze 
lassen sich bei ARISTOTELES nachweisen; mehr als einmal bringt er 
vor, daß Gleiches, von Gleichem subtrahiert, wieder Gleiches giebt.31 

Ebenso findet sich für den allgemeinen Begriff Axiom bei ARISTOTELES 
zum erstenmal eine Definition."2 

Die euklidischen Elemente liefern uns diese Definitionen in 
strenger, kunstgerechter, abgeschlossener Fassung. Der praktische 
Geometrieunterricht kann sich mit dieser starren Form nicht be-
gnügen; es stellen sich Zusätze und Erläuterungen als notwendig 
heraus, um dem Zuhörer oder Schüler die abstrakten Wahrheiten 
verständlicher zu machen. Derartige Umschreibungen und Ergän-
zungen sind uns schon aus dem Altertum bekannt. Wie wir oft 
bemerken konnten, vertritt auch hier die Geometrie des Alexan-
driners HEBON (erstes Jahrhundert v. Chr.) die Praxis, im Gegensatz 
zu der reinen Theorie. Wir stellen im folgenden die Definitionen 
EUKLID'S und HEBON'S zusammen, um den Unterschied recht klar 
zu zeigen. 

EUKLID 
(ed. HEIBEBG, Leipzig 1883, S. 2). 

1. 2r}nsl6v kan, ov fikgoq oii&iv. 
Punkt ist, was keinen Teil hat. 

3. rpafififjs Sk nipaxa arjfisia. 
Die Grenzen der Linie sind 
Punkte. 

2. rQttfifirj Sh ftijxoq änXaxeg. 
Linie, eine Länge ohne Breite. 

6. 'En«paveiccq Sè nègccxa yQap-
pai. Die Grenzen der Fläche 
sind Linien. 

HEBON 
(ed. HULTSCH, Berlin 1864, S. 7 ff.). 

1. 2I}\ul6v KORIV ov [ligoq ov&iv 
i] ntQaq AStdcaxaxov i] n¿Qaq 

ygafifiÖLtv. Punkt ist, was keinen 
Teil hat, oder eine dimensions-
lose Grenze oder Grenze einer 
Linie. 

2. rQUfifitj Si hart fiijxos cen-
laxig xal üßa&iq... yiyvsxai 
Si arjfxsiov pvivxog äva&BV 
xdxct tvvota xfj xaxä XTJV 
Gvvex&iuv, %eQii%£xai xs xal 
nsQttxoOrai <rt](ieioiq, nsoaq 
kniff avtiuq avxi\ yevofievt]. . . 
Linie ist eine Länge ohne 
Breite und T i e f e . . . sie ent-
steht, wenn ein Punkt von 

30 ABISTOTELES, Topico, VI 5. Beri. Akad.-Ausg., Bd. I, S. 142 rechts Z. 24/25. 
— 81 Z. B. ABISTOTELES, Met., XI. 4, Beri. Akad.-Ausg., Bd. II, S. 1061 Z. 20: 
,'Anò rùv laav taav àqxiiQovfiévav (aa keinsa&ai." — ABISTOTELES, Metaph., 
ILI, cap. 3, Beri. Akad.-Ausg., Bd. II, S. 1005 links Z. 19 FF. — 
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4. Ev&äa ygafifiij kaxiv, tfriq ig 
Yaov ro?s k<p' kavzoTq aijfieioig 
xeixai. Eine Gerade ist eine 
Linie, die zwischen den in ihr 
befindlichen Punkten immer 
gleichmäßig (in derselben An-
ordnung und Richtung) liegt 

5. 'Emtßdvtitt Sk iaxiv, S (ifjxoq 
xai nXüxoq pövov Fläche 
ist, was nur Länge und Breite 
hat. 

7. 'EnineSog kmcpccvucc kaxiv, 
fyxig Yaov xaTg k<p ictvtfa 
tv&siatg xsixat. Ebene ist 
eine Fläche, die zwischen 
den in ihr befindlichen Ge-
raden immer gleichmäßig 
(Nr. 4) liegt. 

oben nach unten ohne Unter-
brechung fortbewegt wird 
(fließt); sie wird zusammen-
gesetzt und begrenzt durch 
Punkte und ist selbst die 
Grenze einer Fläche. 

4.. . . wie EUKLID, dann: iljxig 
Svo SoxbkvTfov ot]jjLSimv i] 
(texani kXa%iarri iati x<&v xà 
avrà néQaxcc kxovo&v ygafi-
(ißv; . . . zwischen zwei ge-
gebenen Punkten ist sie die 
kürzeste der Linien, die diese 
beiden Punkte als Grenze 
haben. 

5 . . . . wie EUKLID, dann: ?) nkyag 
aéfiaxog xai xónov . . . yiy-
vtxai Sk qvgbi ino yQUfifiilg 
xccxà nXaxog ànò SegicDv in' 
àpiffxepà peovfftis • . • sie ist 
die Grenze eines Körpers . . . 
und entsteht durch Fort-
bewegen (Fließen) einer Linie 
längs der Breite yon rechts 
nach links. 

7 . . . . wie EUKLID, dann: rjg 
knsiSàv Svo OTjfjieimv äifiijxai 
sv&ela, xai äfaj aixri xaxa 
nüvxa xónov navxoicog kyag-
pó&xat . . . , wenn eine Gerade 
zwei ihrer Punkte enthält, so 
liegt diese Gerade gänzlich 
in ihr. 

7a. Sxegtóv iaxi o&fia xò (iijxog 
xai nküxog xal ßä&og 'é%ov 
... negaxovxui Sk näv axégeòv 
imo kmupaveici/v. Körper ist, 
was Länge, Breite, Tiefe hat . . . 
begrenzt wird jeder Körper 
von Flächen. 
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8. rcovta iarl owaycoyi] itgoq 
iv orifmov imo xBxXuofiivrig 
initpccveiag f j "/pafifjLTlQ äno-
rskovftivrj. Winkel ist die 
Einengung an einem Punkte, 
die durch eine geknickte 
Fläche oder Linie gebildet 
wird. 

8. 'EntnsSog Si ycavia iariv rj 
iv äniniStp Sio yQUfifi&v ¿cnro-
fiivav xcel fitj in' tv&uaq 
xupkvcov nQoq äXXrjXas rßv 
ygafifiSUv xXiaig. Ebener 
Winkel ist die Neigung zweier 
sich in einer Ebene treffen-
den und nicht in einer Ge-
raden liegenden Linien. 

9. 'Oxav 81 al neotexovaai rijv 
ycavlav ygafifial sv&stai &mv, 
ti&iyQafifiog xaXürai ijyavicc. 
Sind die einschließenden 
Linien Gerade, so heißt der 
Winkel geradlinig. 

10. "Orav Si sv&eia tri Bv&elctv 
«nadsTaa rag y&vtaq 
Xaag äXkr\kuiq aoifj, ÖQ&t] 
hcarsQcc rßv 'iacov ycavtßv 
iari, xal r) itpeorrjXvTa ei&eicc 
xd&BTog xaXsirai, i(p fjv 
¿q>i(Trijxev. Wenn eine Ge-
rade, die eine zweite schnei-
det, gleiche Nebenwinkel er-
zeugt, so heißt jeder dieser 
gleichen Winkel ein Rechter 
und die schneidende Gerade 
heißt senkrecht zu der Ge-
schnittenen. 

Es ist kaum anzunehmen, daß die angegebenen Zusätze 
Eigentum HERON'S sind. Zum Teil sind Lehrsätze, wie in 7., in 
die Erklärung mit hineingenommen, zum Teil haben wir es aber 
auch mit neuen, zu den euklidischen im Gegensatz stehenden Defi-
nitionen zu thun. Man vergleiche die Winkeldefinitionen 8., vor 
allem die genetische Definition der Linien und der Flächen in 2. 
und 5., die mit Hinzunahme des Begriffes der Begrenzung auf-
gestellt sind. Die letzten Definitionen erscheinen uns zwar in der er-
haltenen griechischen Litteratur hier zum erstenmal; doch würde es 
zu weit gegangen sein, zu behaupten, daß sie heronischen oder 
wenigstens nacheuklidischen Ursprunges sind. Die genetische Defi-

Tbopfke, Geschichte, n . 2 

10. 'Oq&ij fdv ovv ioxi ytovia r\ 
r f j ävnxufikvrj ¡Vi;. dvxi-
xetfxsvai Si tlmv äg noitt 
sv&eice in' ev&tiav axadüaa. 
Recht ist der seinem Neben-
winkel gleiche Winkel. Neben-
winkel sind diejenigen Winkel, 
die eine auf einer zweiten 
stehende Gerade erzeugt 
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nition liegt zu nahe, um nicht auch in platonischer oder pythago-
reischer Zeit vorhanden gewesen zu sein; nur wird sie dem strengen 
Theoretiker nicht bestimmt genug erschienen sein und darum keinen 
Platz in den Elementen EUKLID'S, sondern etwa nur im mündlichen Vor-
trag der in der Geometrie unterrichtenden Gelehrten gefunden haben. 

Zusatz 4., daß die gerade Linie die kürzeste Verbindung 
zwischen zwei Punkten darstellt, ist der einzige Satz, der vor HERON 
(erstes Jahrhundert v. Chr.), aber immer noch nach EUKLID (um 
300 Y. Chr.) nachweisbar ist. In seiner Abhandlung über die Kugel 
und den Cylinder88 geht ABCHIMEDES (287—212 v. Chr., Syrakus) 
von diesem Satze als Axiom aus und sagt: „Aafißäva Sk ravru' r&v 
rä ccixcc nkgatu txovaßv ygufiß&v iXaxiariiv ¿Ivai rrjv eii&etuv" 
(Ich nehme an, daß von den Linien, die gleiche Endpunkte besitzen, 
die gerade Linie die kürzeste sei). 

Über die Grundlagen der Geometrie ist noch oft im Altertum 
geschrieben worden; eingehenderen Bericht giebtuns darüber PBOKLUS 
( 4 1 0 — 4 8 5 n. Chr.; Byzanz, Athen) in seinem Kommentar zu dem 
ersten Buche der Elemente EUKLID'S.6 Angelpunkte bleiben immer die 
euklidischen und heronischen Definitionen. Darüber hinaus kamen 
auch die arabischen Gelehrten nicht. Die Scholastik des frühen 
Mittelalters bevorzugte die heronischen Bewegungsdefinitionen und 
leitete aus ihnen den Begriff der Kontinuität ab. Ganz modern 
klingt die Erklärung des JOBDANUS NEMOBABIUS (Deutscher; F 1237 , 
Ordensgeneral der Dominikaner), die aussagt, daß eine Linie ein 
stetiges Gebilde erster Ordnung, Fläche und Körper solche höherer 
Ordnung seien: „Simplex autem continuüas in linea est, duplex quo-
que in superfide, triplex in corpore. Punetus est fmo simplieis conti-
nuitatis." 34 

In späterer Zeit geht man wieder auf die euklidischen Sätze 
zurück. Es dürfte interessant sein, ältere deutsche Fassungen kennen 
zu lernen. JOHANNES WIDMANN von Eger, der Verfasser des ältesten 
deutschen gedruckten Rechenbuches (Leipzig 1489; vgl. Bd. 1, 
Anm. 55), das auch Geometrie enthält, sagt wörtlich: 

„punetus ift cyn Heyn Dtngf 65 ntdjt ju teylen ift. 
linea ift ef ausftreefung bte aüeyn 5U mejfen ift ynn öte Ieng. 
Superficies ift ey aufjtrecfüg Me man mift naefe öer Ieng rnt nadj 

6er preyt. 
33 ABCHIKBDES, ed. HEIBEBG, Leipzig 1880—81, HSQI A<p. xal xvxL I . , Bd. I, 
8. 8 Z. 2 2 - 2 4 . Übersetzung von NIZZE, Stralsund 1824, 8. 44. — 34 J)E 

triangulü, lib. I, def., ed. M. CDBTZE, Heft VI der Mitteilungen des Coppernicus-
vereins zu Tkorn, 1887, S. 3. 
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Corpus ift eytt ausstrecfung òie man mift nadj leng preyt citò 
tieff aòec òtcf. 

2lngulus ift ein IDitidel 6er 60 gemacht ift pon jnjeyen lini." 
In dem Bechenbach des SIMON JACOB 1565, einem der ver-

breitetsten Lehrbücher des sechzehnten Jahrhunderts, heißt es viel 
ausführlicher: 

„(Ein punct ift ein pntfyeilbares reines ftüpfflein | meld/es mit feinem 
3nftrument mag gemacht | fonòern muf allein mit òem »er® 
ftanòt gefaft toeròen | 

(Ein £ini ift ein langer rijjj | 6er fein breiten fyat | nrirt im merci 
nidjt gefefyen | fonòern allein mit òem perftanòt gefaxt. 

(Ein ¿fledj 06er (Ebne ift òie | fo allein in òie leng PHÒ breit ge* 
mejfen »irò. 

«Eine ebne 06er tpafferredjte ¿fledj ift ein ebner pla£ 3tt>ifd?en 
jn>eyen Cinten 6er furate begriff. 

(Ein (Corpus ift eine gröffe fo in òie leng | breit unò ticff ge* 
meffen nrirt. 

(Ein ebner IDincfel ift mann jt»o Cinien bey einem Punft einanòer 
alfo anrüren | òaf n>a folcfje fortgejogen tnfiròen | lieffen fte 
creuiweifj pber einanòer. 

(Ein Circfeironòe £tnien [Kreis] ift ein ronòer riffj | 6er in 6er 
ZITitte ein pänctlein fyat | pon tpeldjem ju 6er ronòen Cinien 
allenthalben eine gleiche wette ift." 

Je mehr wir uns der Neuzeit nähern, desto verschiedenartiger 
werden die Formulierungen, in die jeder Verfasser — wenigstens 
in neuester Zeit — sein geometrisches Glaubensbekenntnis hinein-
zulegen sucht. Es ist eine sehr dankenswerte, aber die Kräfte des 
einzelnen fast übersteigende Arbeit, eine systematische Ubersicht 
dieser Fassungen zu geben, wie sie für das letzte Jahrhundert von 
SCHOTTEN 8 5 in Angriff genommen ist Ein weiteres Behandeln des 
sehr umfangreichen Stoffes würde über den hier gesteckten Rahmen 
hinausgehen. 

Auf einige F a c h a u s d r ü c k e sei noch im folgenden eingegangen. 
Unter fia&^fiara faßte PLATON'S Akademie alle Lehrgegenstände 

des wissenschaftlichen Unterrichtes zusammen. Die Schule des 
ABISTOTEIIES spezialisierte das Wort und faßte mit ihm nur die Logistik 
(Rechenkunst) und Arithmetik (wissenschaftliche Zahlenlehre), Geo-
metrie der Ebene und des Raumes, Musik und Astronomie zu-

SCHOTTEN, Inhalt und Methode des planimetrischen Unterrichtes. Eine ver•» 
gleichende Planimetrie. Leipzig 1870. 

2 * 
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sammen. Die Trennung zwischen praktischer und theoretischer 
Wissenschaft, die Plato in der Scheidung zwischen Logistik und 
Arithmetik eingeführt hatte, nahm ABISTOTELES bei der Geometrie 
vor, indem er die Geodäsie der reinen Geometrie gegenüberstellte.888 

D a s W o r t P u n k t ist lateinischen Ursprungs. Das eigentliche 
punctum gen. neutr. (arifieTov, bei ABISTOTELES ouy/iIJ) wurde all-
mählich durch die männliche Form pimctus, puncti (bei PLLNIÜS, 

punetm, jwnatüs) verdrängt. Die Form punctus findet sich schon 
in den Schriften der Agrimensoren36 (erstesund zweites Jahrh. n.Chr.), 
des BotiHius ( 4 8 0 — 5 2 4 ) , 8 7 des JOBDANUS NEMOBABIUS (F 1 2 3 7 ) 8 8 und 
erst recht bei Späteren wie LUCA PACIUOLO 1 4 9 4 , 3 9 WIDMANN 1 4 8 9 u. a. 
Auch in den deutschen geometrischen Schriften hieß es anfangs 
„das Punkt", so in der Oeometria Oulmonensis: „in öaffelbtge punft 
f leg« bas redjte nrinfelmofe ottöe ftrecfe eyne linie."41 

D a s W o r t L i n i e ist das lateinische linea (griech. ygafiptf). 
Die Gerade heißt bei EUKLID tv&sta (sc. ygafifirj; recta linea). 

Für F l ä c h e gebrauchen die Pythagoreer XQOIÜ, die Mathe-
matiker bis ABISTOTELES IniireSov. Nach ABISTOTELES spezialisiert 
sich das Wort auf den Begriff „Ebene" {planum), während für das 
allgemeine „Fläche" (area) — wie behauptet wird, nach Vorgang 
PLATON'S — kmtpdvua üblich wird.42 

Der R a u m wird bei EUKLID mit arepedp bezeichnet. 
ayftfia ist jede Figur , sei sie räumlich oder flächenhafb. 

B. Besonderer Teil. 

Ii Die gerade Linie. Der Winkel. 

Ein erheblicher Fortschritt in der Theorie der Geraden über 
die euklidische Lehre hinaus gehört erst den letzten Jahrhunderten 
an. Seit dem Anfang des siebzehnten Jahrhunderts werden negative 
Strecken anerkannt, allgemeiner seit der Schöpfung der analytischen 
Geometrie durch DESCASTES. In die Elementargeometrie wurde der 
Unterschied zwischen der Geraden AB und der entgegengesetzten BA 

36 Die Schriften der römischen Feldmesser, ed. BLUME, LACHMANN U. BODORFF, 
Beri. 1848, 360, 29 ; 374, 13. — 3 7 BOÉTIUS, instit. arithm., I I . 30, ed. FRIEDIEIN, 
Leipzig 1867, S. 121 Z. 23 u. öfters. — 3 3 De triangulis, S. 3 Z. 3 (Anm. 34). — 
39 LUCA PACIUOLO, Summa de Arithmetica Geometria Proportion* et Proportion 
nalita, Venedig 1494, Teil Ii, S. 1\ — 4 0 Bechenbach, Leipzig 1489, bas britte 
im fetjte teyl u, B.W. (202. Blatt, Vorderseite). — 41 S. 66 (Anm. 7). — 4 2 LAÌSB-
TIUS DIOGENES, I I I . 24, § 19. ed. COBET, Paris 1850, S. 74 Z. 15 v. u. 
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im neunzehnten Jahrhundert durch MOEBIÜS ( 1 7 9 0 — 1 8 6 8 Leipzig) 
gebracht und daraus eine neue geometrische Behandlungsart ge-
wonnen, die bedeutende Resultate erzielte.43 Auf der anderen Seite 
hatte DESABGUES (1593—1662; Paris, Lyon, Baumeister) ganz neue 
Wege eingeschlagen, indem er Büschel von Geraden [ordonnance de 
droites), die sich im Endlichen oder Unendlichen schneiden, seinen 
Untersuchungen zu Grunde legte44 und damit die Anfänge einer pro-
jektivischen Geometrie (siehe S. 94) schuf, die in STEINEB (1796 bis 
1863; Berlin) ihren größten Meister sieht. 

In der Definit ion des Winkels (ycwia, angulus) ist bis heut-
zutage kleine Einigkeit erzielt. In der Hauptsache sind es zwei 
Erklärungsversuche, die in verschiedensten Formen auftreten. Die 
Auffassung des Winkels als Neigung oder, genauer gesagt, als 
Richtungsunterschied zweier Geraden geht auf EUKLID (lib. I. def. 8 
— vgl. S. 17), durch ihn wahrscheinlich auf die platonische Schule 
(viertes Jahrh. v. Chr.) zurück. Eine Modifikation hiervon stellt den 
Winkel als Drehungsgröße hin,45 zieht also noch mechanische Prinzipien 
hinein. Demgegenüber versteht BEBTBAND48 (1778) unter Winkel 
das unendliche Ebenenstück, das durch zwei von einem Punkte aus-
gehende Strahlen gebildet wird. Ihm schließt sich BALTZEB (1818 
bis 1887, Prof. in Königsberg) in seinen Elementen47 an und ver-
breitet dadurch diese Definition in Deutschland.48 

Die Hervorhebung des Drehungssinnes veranlaßte MOEBIÜS, ent-
sprechend seiner Auffassung einer Strecke, zwischen den Winkeln 
ABC und GBA streng zu scheiden (vgl. oben).49 

Einer der ältesten geometrischen Begriffe ist der Begriff des 
rechten Winkels (y. àç&ri, cmgulus reclus, bei BOËTHIUS auch a. 
normalis), da er aus der senkrechten Stellung irgend eines Gegen-
standes zum Erdboden, aus der aufrechten Haltung des Menschen 
4 3 MOEBIÜS, Der barycentrische Kalkül, Leipzig 1827, § 1. MOEBIÜS, Werke, 
Bd. I , ed. BALTZEB, Leipzig 1885, S. 26. — 4 4 DEBABQÜES, 1639, Brouillon 
projed d'une atteinte aux éuénemens des rencontres d'un cone avec UM plan, 
ed. POÜDBA, Paris 1864 , I, S. 104. — 4 8 THIBAÜT, Grundriß der reinen 
Mathematik, 2. Aufl. Göttingen 1809, S. 168. — 4 6 BERTRAND, Développement 
nouveau de la partie élémentaire des math. Genève 1778. Bd. II, S. 6: „Un 
angle est une portion de superficie plane contenue entre deux lignes droites, 
qui s( coupent et sont terminées à leur point de section." — 4 7 BALTZEB, Die 
Elemente der Mathematik, Bd. II (3. Aufl. Leipzig 1870. S. 5). — 4 8 Vgl. 
die sehr eingehende Darstellung bei SCHOTTEN, Bd. II, 1893, S. 94—183 
(Anno. 35). — 4 8 MOEBIÜS, Über eine neue Behandbmgsweise der anal. Sphaerik, 
§ 1, Leipzig 1846. Werke, I I , ed. KLEIN, Leipzig 1 8 8 6 , S. 4/5. Die Theorie 
der Kreisverwandtschaft in rein geom. Darstellung, § 8. Abh. der Egl. Sächs. 
Akad der Wissenschaften, math.-phys. Klasse, Bd. II, 1855. Werke, II, S. 255. 
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selbst folgte. Jüngeren Datums ist seine Übertragung in eine be-
liebige Ebene. Allmählich werden sich Verfahren eingestellt haben, 
rechte Winkel auf dem Erdböden abzustecken, etwa für Grundrisse 
von Tempeln und anderen Gebäuden. Eine solche Methode ist zum 
Beispiel die Bildung eines rechtwinkligen Dreieckes mit den Seiten 
3, 4 und 5 mittels eines in solche Abschnitte geteilten Seiles. 
Es ist sehr wahrscheinlich, daß sowohl die alten Ägypter, als auch 
die Babylonier Kenntnis gerade von diesem Verfahren besaßen.60 

Die Definition, die EUKLID für eine Senkrechte (xd&trog ngitg 
ÖQ&äg sc. ycoviag oder kurz xd&ezog) giebt (lib. I , def. 1 0 , vgl. S. 1 7 ) 

— als solche Linie, die eine andere Gerade so schneidet, daß gleiche 
Nebenwinkel entstehen —, ist die noch jetzt übliche. Sie ist ebenso, 
wie die Ein te i lung der Winkel in spitze, stumpfe und rechte 
auf vorplatonische Zeit anzusetzen, vielleicht ägyptischen Ursprungs 
(EUKLID: ymvia ¿ |E tu , ufißsTu, ¿Q&rj — bei BOETHIUS [fünftes 
Jahrb. v. Chr.] angulus acutus, obtusus oder hebes, reetus oder nor-
malis — LEONABDO VON PISA 1 2 2 0 : angulus acutus, amplus vel 
obtusus, reetus — WIDMANN 1 4 8 9 : fcfyarpfet, (gefdjeffter) tpefter, redjter 
IDtrtcfel). 

Der Satz von den Nebenwinkeln (EUKLID: ai tysgljg 
ytoviai I , def . 10 ; HEBON: änTixtifitvai vgl. S . 17 N r . 1 0 — deinceps 
positi) muß, mindestens praktisch, den Ägyptern bekannt gewesen 
sein. ECKLID behandelt ihn im ersten Buch unter Nr. 13, die Um-
kehrung in I, 14. Der Satz von den Scheitelwinkeln (EUKLID: 
ai xarce xogvqQT]V ytoviai;61 anguli verticales, a. ad verticem) soll nach 
PBOKLUS" (410—485 n. Chr.; Byzanz, Athen), dem Kommentator 
EUKLID'S, von THALES (um 640 Milet — 548 Athen) erfunden worden 
sein. PBOKLUS beruft sich dabei auf EUDEMUS (um 334 v. Chr.; Rhodos, 
Schüler des ABISTOTELES), der die erste Geschichte der Mathematik 
geschrieben haben soll. Der Beweis EUKLID'S (lib. I, 15; unser Schul-
beweis) sei der erste strenge gewesen. Trotz dieser bestimmten Über-
lieferung ist mit Sicherheit anzunehmen, daß THALES den Satz in 
Ägypten kennen gelernt, ihn vielleicht aber als erster in Griechenland 
mitgeteilt haben mag. Das deutsche Wort Scheitelwinkel ist durch 
80 CAHTOB, P , 8. 62, 102. — 61 Ed. HEIBEBG, Leipzig 1883, Bd.I, S. 40 Z 7. — 
8 8 PBOKLUS S. 299 Z. 1 ff. (ANM. 6): „Tovto zoivvv xo &BÖQtma dshtwoiv, 
on Svo ev&euöv älir/lac TSfivovaäv ai «aiä xoq/vcprjv yav'vai toai sifftv, evQrjfxevov 
ßfo>, ¿is (fijoiv Evörjfio;, tmo &alov nQoiiov, tyg de ennTitj/iovix^g cmodei^ecog 
fiivov naqa TS> otoixBiuijj..(Dieser Satz sagt aus, daß, wenn zwei Gerade ein-
ander schneiden, die Winkel an dem Schnittpunkt gleich sind. Gefunden ist 
er, wie EOVEKUS mitteilt, zuerst von THAMSS; eines leichtfaßlichen Beweises 
wurde er von dem Elementenverfasser (EUKLID) gewürdigt) 
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KÄSTNER'S Anfangsgründe63 allgemein üblich geworden; bis dahin 
findet man in der Regel Vertikalwinkel. Das Wort Nebenwinkel 
verwendet bereits v. WOLFF in seinem gleichnamigen Lehrbuch.64 

Die Wörter Komplement- und Supplementwinkel gehören 
ursprünglich nicht der Geometrie, sondern der Trigonometrie an. 
Es scheint, als ob arabische Astronomen wenigstens für einen 
Bogen, der einen anderen zu einem Viertelkreis ergänzt, eine be-
sondere Bezeichnung hatten, für die im Lateinischen c o m p l e -
mentum eintrat. Dieses Wort kommt zwar in einer lateinischen 
Ubersetzung, die PLATO VON TIVOLI im zwölften Jahrhundert von 
dem sehr bedeutenden astronomischen Werke De motu stellarwm 
des Ostarabers ALBATTANI (+ 9 2 9 ; Damaskus) anfertigte, nicht vor, 
sondern wird durch Umschreibungen, wie quod ad perficiendum 90 
deficit (was zur Vollendung von 9 0 ° fehlt)66 ersetzt; auch in den 
Schriften des LEONARDO PISANO ( 1 2 0 2 Uber abaei; 1 2 2 0 practica 
geometriae) ist es nicht nachweisbar — aber den beiden großen 
deutschen Astronomen GEOBG V. PEDBBACH M ( 1 4 2 3 — 1 4 6 1 , Wien) 
und REGIOMONTANUS 6 7 ( 1 4 3 6 — 1 4 7 6 ; Wien, Italien, Nürnberg), denen 
gute arabische Quellen zur Verfügung standen, ist es so geläufig, 
daß man auf älteren Ursprung schließen muß. Durch sie gelangte 
Complementum auch in den sich mit dem Ende des sechzehnten 
Jahrhunderts in größerer Fülle einstellenden trigonometrischen Lehr-
büchern zur Einführung, so bei LANSBERGE 1 5 9 1 , VIETA 1 5 9 3 - 4 , 
Prriscus 1 6 0 0 , SCHWENTEB 1 6 1 8 , SNELLIUS 1 6 2 7 , CAVALIEBI 1 6 4 3 u. a. — 
Das Wort supplementum für einen Bogen (bezw. Winkel), der einen 
anderen zu einem Halbkreis ( 1 8 0 ° ) ergänzt, ist wahrscheinlich ein 
von CAVALIEBI ( 1 5 9 1 ? — 1 6 4 7 , Bologna) erfundenes Kunstwort. Von 
keinem anderen der eben angeführten Verfasser wird es erwähnt, 
selbst nicht von SCHWENTEB {Oeometria practica, 1. Aufl. 1 6 1 8 ; 2 . Aufl. 
1 6 2 7 ) , der eine umfassende Zusammenstellung von Erklärungen da-
mals gebräuchlicher Fachwörter giebt. LANSBEBGE ( 1 5 9 1 , Oeometria 

6 3 A. G. KÄSTNER, Anfangsgründe der Arithmetik, Geometrie . . ., 1. Aufl. 
1759, 2. Aufl. 1764 Göttingen. — 6 4 CHE. Freiherr v. WOLFF, Anfangsgründe aller 
mathematischen Wissenschaften,, 1. Aufl. 1710 Magdeburg, Aufl. v. 1750, S. 133.— 
55 Rudimenta astronomiae Alfragani; item Mbategnius astronomus peritissimus 
de motu stellarum cum demonstr. geom. et addit. Johannis de Regiomonte, Norim-
bergae 1537, ed. SCHÖNEB, S. 14 (aus dem Nachlasse REGIOMONTAN'S). — 5 6 Trac-
tatus Georgii Peurbachii super propositiones Ptolemaei de Sinubus et chordis. 
Item compositio tabularum, Sinuum per Joannem de Regiomonte. Adjectae sunt 
et Tdbutae sinuum duplices per eundem Regiomontanum, Norimbergae 1541. — 
w De triangulis omnimodis libri quinque (verfaßt um 1464) — ed. SCHÖNES, 
Norimbergae 1533. 
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triangulorum) benatzt sogar an einer Stelle die Wendung „eom-
plementum ad semieirculum".88 Hingegen definiert CAVALTEBI 1643/ 
sofort am Anfang seines trigonometrischen Lehrbuches59 ausdrücklich 
nicht nur complementum, -sondern auch supplemmtum und zwar in 
dem Sinne, in dem wir es heute noch verwenden. Eingang fpnd 
das neue Wort nur schwer. Es fehlt noch im Lexicon mathmaticus 
von VITALIS (1668) u n d i m Owrsus mathematious v o n SCHOTT (1674 , 
Frankfurt a. M.). 

Die Theorie der Parallellinien gehört zu den Kapiteln 
der Mathematik, die fast zu allen Zeiten schwebende Fragen bildeten. 
Ebenbürtig tritt sie hierin der Quadratur des Kreises an die Seite; 
beide wurden erst im neunzehnten Jahrhundert erledigt 

Der Begriff paral leler Linien {nagüXXijXos, eigentlich 
ei&etcu nag' &Xk.^Xceg ijyfdvai — ähnlich wie proportio aus pro por-
tione) wird in dreifacher Weise aufgestellt EUKLID (I, def. 35 nach 
LOBENZ' Ubersetzung) sagt: „Parallel sind gerade Linien, die, so weit 
man sie auch an beiden Seiten, verlängern mag, doch an keiner Seite 
zusammentreffen."80 Auf dasselbe kommt hinaus, wenn gefordert 
wird, daß die Linien sich nicht schneiden, daß sie Bich im Unend-
lichen treffen oder daß sie im Unendlichen einen Punkt gemeinsam 
haben. Den letzten Formulierungen begegnen wir erst vom sieb-
zehnten Jahrhundert an. So hatte KEPLEB ( 1571—1630 ; Graz, Prag, 
Linz, Ulm) gelegentlich (1609) die parallelen Geraden als solche 
bezeichnet, die sich im Unendlichen schneiden.61 Endgültig führt 
den unendlich fernen Punkt erst DESABGUES (1593—1662; Paris, 
Baumeister) ein;62 wieder aufgenommen hat ihn NEWTON (1643 bis 

M Geometria Triangulorum, Lugd. Batav. 1591, lib. IV, Satz 16, S. 197 Z. 7 
bis 8. ADRIAN METIÜS (Doctrinae sphaer. libri F, 1593) sagt bei der De-
finition des Komplementwinkels noch ausdrücklich: „Anguli obtusi com-
plementum appellamus residuum guod ipsi deest ad duos reetos." (Das Komple-
ment eines stampfen Winkels ist der Best, der ihm an zwei Rechten fehlt) 
(Ausg. Amsterdam 1632, V. Nr. 14, S. 75.) Ähnlich Pmsctrs, Trigonometria, 
Aufl. 1600, lib. I, Nr. XII, S. 3; SNELLIUS, Doctrina triangulorum canonica, 
Lugd. Batav. 1627, I, prop. III, S. 5. — 6 9 F. B. CAVALIERI, Trigonometria 
plana et sphaerica, linearis et logarithmica, Bononiae 1643, S. 2, XII. Noch 
in der Descriptio von NEPEB (Anm. 1077) wird supplementum durch reliquus ad 
semieirculum angülus umschrieben. — 6 0 EUKLID, ed. HEIBBBG, I. def. 33, S. 8 
Z. 3—5: „naqaXXijloi eiaip sv&eüu, aitwes ev x5> aviü enmedcp ovaai xot 
¿xßaXiöftevai eis aneiqov iq> ¿xatsqa tä fteQtj sni fiijdereQa av/inimovaiv alii/lais." 
61 Paralipomena in ViteMonem IV. 4, KEPLEB'S Werke, ed. FBISCH, Vol. II, 
Frankfurt a. M. und Erlangen 1859, S. 186 unten. — 6 2 ed. POÜDBA, I, S. 105 
(Anm. 44). 
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1727; Cambridge, London) in seinen Prindpim von 1687,63 in 
größerem Umfange verwendet ihn 1832 STEINER (1796—1868; 
Berlin).64 — Die zweite Erklärung hebt hervor, daß die beiden 
Linien, die man parallel nennt, immer dieselbe Richtung haben 
öder, besser ausgedrückt, mit einer Transversalen gleiche Winkel 
bilden. Zum erstenmal findet sich diese Fassung bei VABIGNON 

(1654—1722, Paris) in seinen nachgelassenen, 1731 im Druck er-
schienenen Elementen;86 er ist von späteren Verfassern oft wieder-
holt worden. — Die richtigste Definition dürfte diejenige sein, die 
die Konstanz des Abstandes zwischen den beiden Geraden hervorhebt. 
Von POSIDONIUS (128—44 v.Chr.; Rhodos) bereits vorgeschlagen,66 

ist sie doch nicht vor dem sechzehnten Jahrhundert in die Lehr-
bücher eingedrungen. Sie ist zuerst wieder enthalten in der Geo-
metrie des P E T B Ü S RAMUS (1515—1572; Paris),67 von dieser aus ist 
sie dann in eine größere Anzahl von Lehrbüchern des sechzehnten 
bis achtzehnten Jahrhunderts eingedrungen; vor allem gelangte sie 
durch W O L F F ' S Elemente zu weiterer Verbreitung.68 

Das e l f te Axiom des ersten Buches EUKLID'S (richtiger in 
anderer Ausgabe: Das fünfte Postulat) sagt aus, daß zwei gerade 
Linien, die von einer dritten so geschnitten werden, daß die beiden 
inneren an einer Seite liegenden Winkel zusammen kleiner als zwei 
Rechte sind, sich genugsam verlängert an ebenderselben Seite schneiden.69 

Schon die Schöpfer der Grundlagen der Geometrie, deren Resultate 
EUKLID, wie wir betont, nur zusammenfaßte, mußten die Unmöglich-
keit eines Beweises für diesen Satz eingesehen haben ; sonst würden 
sie ihn nicht an die Stelle gesetzt haben, wo wir ihn heute finden. 
Aber zu allen Zeiten hat es Gelehrte gegeben, die sich mit der Ent-
deckung seines Beweises abquälten. Den Reigen der uns bekannten 
Bearbeiter eröffnete PTOLEMÄUS 7 0 (beobachtete zwischen 125 und 151 

Philosophiae naturalis prineipia mathematica, Londini 1687, Lib. I, Lemma 22, 
S. 87 Z. 17—18 „Lineae parallelae sunt quae ad punctum infinite distans 
tendunt." — 64 STEINES, Systematische Entwicklung der Abhängigkeit geo-
metrischer Gestalten von einander, Berl. 1832, cap. I, § 2. — Gesammelte 
Werke, Berl. 1881—82, I, S. 241. — 6 5 Élémens de mathématique, Paris 1731, 
H , S. 17 nach CANTOR, I I P , S. 506. — «6 PROKLDS, ed. FRIEDLEIN, S. 176 Z. 6 ff. 
(ANM. 6). — 67 Pétri Bami Arithmetieae libri duo, geometriae XX VII a Lazaro 
Sehonero reeogniti, Francofurti 1592. — 6 8 CHR. v. WOLFF, Elementa Matheseos 
«niversae, Halle 1717 , Teil I , Geom. § 78. — 6 9 EUKLID, ed. HEIBERO, I, S. 8 
Z. 15—19: „Kai iàv siç ôvo evS-eiaç ev&eta èfinimovaa zàç èvzbç xai ¿ni là avià 
fièçij fuviaç ôvo ¿Q&âv ikàaaovaç noifj, ¿»ßaXXo/tsvag zàç ôvo sv&eiaç èri SnsiQov 
avpuiimtiv, i<p â fiéçij slalv ai tâv ôvo ÔQ&tùv ¿kâaooreç." — 7 0 PROKLUB, ed. 
FRIEDLEIN, S. 362 Z. 12 ff. (Anm. 6). 
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n. Chr. in Alexandria), dem vermeintlichen Ziele am nächsten kam 
LEGBNDBE ( 1 7 5 2 — 1 8 3 3 ; Paris)." 

PTOLEMÄUS zeigte, daß, wenn zwei innere entgegengesetzte 
Winkel an zwei von einer dritten geschnittenen Geraden zusammen 
zwei Rechte betragen, dann dies auch auf der anderen Seite der 
Schneidenden der Fall sein müsse. Liegt demnach auf der einen 
Seite ein Schnittpunkt, so muß auch auf der anderen Seite ein 
solcher liegen, d. h. die beiden Geraden müßten zusammenfallen, 
was nicht eintritt. Dieser ptolemäische Beweis ist neuerdings 
(BERTRAND, 1778)72 wieder von der Elementargeometrie aufgenommen 
worden und wird oft in den Schulen so behandelt, daß man die 
Kongruenz, also die Deckungsmöglichkeit der beiden, von den Paral-
lelen eingeschlossenen, ebenen Streifen links und rechts von der 
Schneidenden anschaulich zu machen sucht 

Schon das Altertum (PROKLUS) hatte den inneren Zusammen-
hang des elften Axioms mit dem Satze von der Winkelsumme im 
Dreiecke erkannt Hierauf baute LEGENDRE weiter und wies un-
anfechtbar nach'1, daß die Winkelsumme nicht größer als 180° sein 
kann, und daß, wenn die Winkelsumme bei einem Dreiecke 180° 
beträgt, dies dann bei jedem der Fall sei. Der fehlende Nachweis, 
daß die Winkelsumme auch nicht kleiner als 180° sein könne, 
mißlang ihm ebenso, wie allen seinen Vorgängern. 

Man hatte einen Ausweg aus der schwierigen Lage darin zu 
finden gesucht, daß man das Parallelenaxiom fallen ließ und andere 
Forderungen dafür aufstellte, ein Mittel, durch das man indes 
nichts besserte, sondern nur die Schwierigkeit auf ein anderes 
Gebiet übertrug. So ersetzte WALLIS ( 1 6 1 6 — 1 7 0 3 , Prof. der 
Geometrie in Oxford) das elfte Axiom durch die Forderung, daß 
sich zu jedem Dreieck ein ähnliches in beliebig großein Maß-
stabe zeichnen lasse ; 7 8 diesen Gedanken nahmen CARNOT und 
LAPLACE, in neuester Zeit DELBOEUE wieder auf.74 Auch LEGENDRE 
71 LBOENDBE, 3. Aufl. der Élémens (1. Aufl. Paris 1794), Géométrie Note 2 und Mém. 
de Paris Bd. XII, 1833, S. 365 ff. Es hat sich durch Untersuchungen BELTBAMIS 
(Un precursore italiano di Legendäre et di Lobatschefsky. Atti della Reale 
Academia dei Lincei, 1889, Serie IV, Vol. V, S. 441—448) herausgestellt, daß 
die Sätze LEGENDRE'S wie auch eine Anzahl der Besultate von LOBATSCHEFSKIJ 
und BOLTAI schon einmal in einem Werke des Jesuiten SACCBERI (1687—1733, 
Turin, Pavia): Euelides ab omni naevo vindicatio, Mediolani 1733, abgeleitet 
sind. Vgl. hierzu und überhaupt für die 'Geschichte der Parallelentheorie : 
STXCKEL u. ENGEL, Die Theorie der Parallellinien von Euelid bis Gauß, Leipzig 
1895. — 7 2 Développement nouveau etc. Bd. II, prop. VII, S. 17 (Anm. 46). — 
73 De postulato quinto et defmitione quinta lib. 6 Euelidis disceptatio geometrica. 
Werke Bd. II, Oxoniae 1693, S. 665—678. — 7 4 LAPLACE, Exposition du système 
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(1823)76 machte einen derartigen Vorschlag und nahm an, daß, 
wenn innerhalb eines Winkelraumes irgend ein Punkt gegeben ist, 
es stets möglich sei, durch ihn eine Gerade zu ziehen, die die 
beiden Schenkel des Winkels schneiden; er hatte aber auch hierin 
in LOBENZ ( 1 7 9 1 ) schon einen Vorgänger.78 

Überall vergebliches Bemühen! Die Lösung brachte GAUSS 
( 1 7 7 7 — 1 8 5 5 , Göttingen). Ihm war es (seit 1 7 9 2 ) 7 7 zur Gewißheit 
geworden — was andere bloß ahnten7 8 —, daß das elfte Axiom nur 
eine Erfahrungsthatsache sei, ein Beweis somit zu den Unmöglich-
keiten gehöre. Das elfte Axiom deckt sich mit der eindeutig zu 
lösenden Forderung, durch einen Punkt außerhalb einer Geraden eine 
Parallele zu dieser Geraden zu ziehen. GAUSS79 und nach ihm 

du monde, 5 éd., Paris 1824, L. V, chap. 5 note. DELBOEÜF, Prolégomènes 
philosophiques de la géométrie et solution des postulats, Liège 1860. DELBOEÜF, 
L'ancienne et les nouvelles géométries, Berne philosophique, dirigée per TH. RIBOT, 
Bd. 36, 1893, S. 449—484. Bd . 37, 1894, S. 353—383 — nach ENOEL U. STACKER 
8. 19. — 7 5 In der 12. Aufl. seiner Elemente, 1823. — 7 6 LOBENZ, Grundriß 
der reinen Mathematik, Helmstedt 1791; vgl. BALTZER, Über die Hypothese 
der Parattelentheorie, CRELLE'S Journal, Bd. 73, Berlin 1871, S. 372—373. — 
7 7 Nach Andeutungen in Briefen an BESSEL und SCHUMACHER 1829, 1831 und 
a n WOLFGANG BOLYAI 1799 — vgl. STXCKEL U. ENGEL, S. 215. — 7 8 So 6 . S. KLÜGEL, 
Conatuum praeeipuorum theoriam parallelarum demonstrandi recensio, Disser-
tation, Göttingen 1763, S. 19: „Möglich wäre es freilich, daß Gerade, die sich 
nicht schneiden, von einander abweichen. Daß so etwas widersinnig ist, wissen 
wir nicht infolge strenger Schlüsse oder vermöge deutlicher Begriffe von der Ge-
raden und der .krummen Linie, vielmehr durch die Erfahrung und durch das 
Urteil unserer Augen"; nach STÄCKEL und ENGEL, S. 140. Auch in LAMBERT 
(1728—1777; Oberbaurat in Berlin) ist ein Vorgänger in den Theorien von 
GAUSS, LOBASCHEFSKIJ und BOLYAI entdeckt worden. Seine Untersuchungen sind 
in HINDENBURG'S Archiv fur reine und angewandte Mathematik nach seinem Tode 
durch JOB. BERNOÜLLI veröffentlicht (Jahrg. 1786, I I , S. 137—164, III, S. 325 
bis 358), später aber gänzlich in Vergessenheit geraten. (STÄCKEL U. ENOEL, 
S. 139—207). Dasselbe Schicksal traf die Untersuchungen SCHWEIKART'S (1780 
—1857; Marburg, Königsberg) und seines Neffen TAÜHINUS (1794—1874, Köln); 
nur der letztere publizierte seine Resultate: 1825 Theorie der Parallellinien; 
1826 Geometriae prima elementa (STÄCKEL U. ENOEL, S. 239 ff.) — 7 8 a) Brief 
v. GAUSS a n BOLYAI, 1799, Gött . , Ber ichte , Bd . 22, 1877. ß) GAUSS' Anzeigen 
in den Gotting, gelehrt. Anzeigen, Bd. II, 1816, S. 617—622 (Werke IV, 364 ff.) 
zu SCHWAB, Commentatio in primum elementorum Euclidis librum, und METTER-
NICH, Vollständige Theorie der Parallel-Linien, in den Gött. gel. Anzeigen Bd. III, 
1822, S. 1725—1726 ( W e r k e IV , S. 368 ff.) zu C. R . MÜLLER, Dos ParaUelen-
axiom. f ) GAUSS' Briefe an BESSEL U. umgekehrt, 1829—1830, Gött Berichte, 
Bd. 22 ; 1877. Ö) GAUSS' Br ie fe a n SCHUMACHER u n d u m g e k e h r t (1831, 1846). 
(Briefwechsel, herausgegeben v. PETERS, Bd. II, Altona 1860, S. 255, 266, Bd. V, 
Al tona 1863, S. 246). Vgl . STÄCKEL U. ENGEL, S. 219ff. 



28 Die gerade Linie. Der Winkel. 

LOBATSCHEFSKIJ80 (1793—1856; Kasan) und J. BOLYAI81 (1802— 
1860; Klausenburg, Maros-Vâsârhely) nahmen an, daß zwei Paral-
lelen möglich seien, und entwickelten auf Grund dieser Annahme 
eine neue Geometrie, in der sie auf keinen Widerspruch stießen 
(hyperbolische Geometrie). Ähnlich setzte RIEMANN (1826—1866, 
Göttingen) 1854 voraus,82 daß keine Parallele durch einen Punkt zu 
einer Geraden gezogen werden könne, und vermochte auch mit 
dieser Annahme eine einwurfsfreie Geometrie (elliptische G.) zu be-
gründen. FELIX KLEIN88 lehrte 1871 die Unmöglichkeit von Wider-
sprüchen in den nicht-euklidischen Geometrieen, womit das Suchen 
nach Beweisen für das euklidische Axiom endgültig abgeschnitten 
wurde. — — 

Werden zwei gerade Linien von einer dritten geschnitten, so 
entstehen an den zwei Schnittpunkten im ganzen acht Winkel, die 
paarweis betrachtet, je einer an je einem Schnittpunkt, verschiedene 
Lagen zu einander besitzen. In der Benennung dieser Winkel 

herrscht bedauerlicherweise noch heute ziem-
liche Uneinigkeit, die für den Schulunterricht 
durchaus verwerflich ist. Es scheint, als ob 
man sich jetzt auf die Namen 
1. Gegenwinkel (<%,e — b,f — c,g — d,h 
2. Wechselwinkel [a,g — b,h — c,e — d,f), 
3. entgegengesetz te Winkel 

{a,h — b,g — c,f — d, e), 
4. verschränkte Winkel 

Fig. 1. [a,f — b,e — e,h — d,g) 

einigen will. Schön sind diese Namen nicht; äußerlich haben schon 
1. und 3. den Gleichklang gegen sich. Aber wenn in jedem Lehrbuch 
neue Vorschläge gemacht werden, kommt man erst recht nicht zum 
8 0 LOBATSCHEFSKIJ Neue Anfangsgründe mit einer vollständigen Theorie der 
Paraüelm (im Kasanschen Boten 1829; in den gelehrten Schriften der 
Universität Kasan, 1 8 3 5 bis 1 8 3 8 ) ; Géométrie imaginaire 1837 (CBELLE'S 
Journal, Bd. 1 7 , Berlin 1 8 3 7 , S. 2 9 5 — 3 2 0 ) ; Geometrische Untersuchungen 
eur Theorie der ParaMdlinien (Berlin 1 8 4 0 ; franz. v. HOUËL, Paris 1 8 6 6 ) ; 
Pangeometria (2. Aufl., Neapel 1874). — Collect, compl. d. Oeuvres géométr. 
Bd. I , Kasan 1883 , Bd. I I , Kasan 1886 . — 8 1 I . BOLYAI, Appendix zu Tentamen 
in elementa mattheseos, Maros-Vâsârhely, 1832 (franz. v. HOUËL: La science 
absolue de l'espace etc. Paris 1 8 6 8 ; deutsch durch FRISCHAUF, Leipzig 1872) . — 
82 Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen, Habilitations-
schrift, 10. V I . 1 8 5 4 . Ges. Werke, Leipzig 1876 , S. 2 5 4 ff. — » 3 F . KLEIN, 
Über die Nicht-Euklidische Geometrie, Gött Nachrichten 1871, Nr. 17; Math. 
Annalen 4 , Leipzig 1871 , S. 5 7 5 — 6 2 5 ; Bd. 6 , Leipzig 1873, S. 1 1 2 — 1 4 5 . 
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Ziel. Einheit in der Nomenklatur thut not; darum nehme man an, 
was am meisten verbreitet ist. — Der Name W i c h s e l w i n k e l 
geht auf E U K L I D I , 2 7 selbst zurück: ai ivakXdg ycaviai84 (altemi 
angvli); doch werden darunter bei ihm nur die inneren Paare d, f 
bezw. e, e verstanden. Die Gegenwinkel b, f (analog die drei anderen 
Paare) nennt E U E L I D „den äußeren Winkel b und den ihm an der-
selben Seite gegenüberliegenden inneren Winkel f".BS Von Gruppe 8. 
kennt er nur c, f und d, e als „die beiden an einerlei Seite liegenden 
inneren Winkel".86 Der Name „entgegengese tz te Winke l" er-
scheint in KÄSTNEB'S Anfangsgründen;87 ob zum erstenmal, ist nicht 
sicher. Das Wort Gegenwinkel 8 8 kannten weder STUBM 1 7 0 7 , 1 6 8 

W O L F F 1 7 5 0 5 4 noch K Ä S T N E R I 7 6 4 , 6 3 KARSTEN 1 7 6 7 , 1 6 4 SEGNEB 1 7 7 3 , 3 0 1 

K L Ü G E L 1 7 9 8 , 1 9 3 B U G G E - T O B I E S E N 1 8 0 0 1 0 4 in ihren Lehrbüchern; bei 
KOSACK 1 8 5 2 ist es bereits in Übung.89 

Die Sätze von den Winke ln an geschn i t t enen Para l l e l en 
sind bei E U K L I D ( I , 2 7 — 3 0 ) bereits vollständig vorhanden; sie sind 
in der pythagoreischen Schule ausgebildet worden, die zu den 
Flächenanlegungen ihrer sicher bedurfte. 

2. Das Dreieck. — Die Kongruenz. 

Die E i n t e i l u n g der Dre iecke nach den Seiten und Winkeln 
hatte E U K L I D (um 300 v. Chr.) bereits vorgefunden {loinhvQov, 
laoffxekig, axakijvöv = aequilaterum, aequicrurum, scalmum; ög&o-
ycbviov, ¿eftßXvychviov, ögvywviov = rectangulum, obiusiangulum, acuti-
angulum). Vielleicht ist diese Gruppierung schon bei den Ägyptern 
gebräuchlich gewesen; wenigstens enthält das altägyptische Bechen-
buch des A H M E S (zwanzigstes bis siebzehntes Jahrhundert v. Chr.)3 

eine größere Reihe von Aufgaben, die speziell das gleichschenklige 
Dreieck zu Grunde legen. 

Die Höhe e ines Dre iecks führt E U K L I D nicht vor Beginn 
der Flächenlehre ein (lib. VI, def. 4);90 selbstverständlich wird er 
8 4 Ed. HEIBERO, I , S. 06 Z. 19 — bei LEONARDO PISANO, Pract. geom. 1220, I I , 
S. 2 (Anm. 38): „angüli, qui permutati sunt, sibi invieem equantw." — 

Ed. HEIBERO, I, S. 68 Z. 14—15: „17 extos favia xal rj iviog xal änsvav-
xiov xal tut TOI avia ftiqrj." — 86 Daselbst. Z. 16: „at evxog xal eni xä avta fteQI 
Mo fuviai." — 8 7 I I . Aufl. 1764, 8. 180 (Anm. 53). — 8 8 LEONARDO VON PISA, 
1220, Practica geometriae, ed. BONCOMPAGNI , Born 1862, I I , S. 2: „exterior an-
gulus est interiori anguli sibi opposito equalis." — 8 8 KOSACK, Beiträge zu 
einer system. Entwicklung der Geometrie aus der Anschauung, Nordhausen 1852 
(nach SCHOTTEN, I I , S . 376, vgl. Anm. 35). — 8 0 V I , def. 4, ed. HEIBEBO, I I , 
Leipz. 1884 , 8. 72 Z. 11—12: „"Tifiog ¿<nl nävxog oxtfftaios «no tijs xoQwprjg 
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auch die verschiedenen Lagen einer Höhe (innerhalb oder anßer-
halb des Dreiecks) gekannt haben, wenn auch erst HEBON (erstes 
Jahrhundert v. Chr.) eingehender darüber spricht91 Die Pro-
jektion einer Seite auf eine andere nennt HEBON aitoxofi^92 oder, 
falls sie auf die Verlängerung fällt, bcßkij&siaa.93 Im Mittelalter 
stellt sich dafür seit LEONABDO V. P I S A (1220 Practica ge&metriae)94 

und JOBDANUS NEMOBABIUS (F 1237)9 8 allgemein das Wort casus ein 
(z. B. bei REGIOMONTAN, WIDMANN). Für Höhe sagt W IDMANN (1489) 
cathetus, gelegentlich auch diameter. 

Für Basis wird das deutsche Wort Grundlinie seit SIMON 

JACOB (1565, Rechenbuch) üblich.96 

Für das rechtwinklige Dreieck sind jetzt die Namen Hypote-
nuse und Kathete üblich. Das Wort vnoxüvovocc (die darüber 
spannende) wird von den Alten im eigentlichen Sinne des Wortes 
gebraucht. So bezeichnet H E B O N , nachdem er die Maße zweier 
Seiten eines Dreiecks genannt hat, die dritte Seite als imoxtivovoa, 
ganz gleich, ob das Dreieck schiefwinklig,97 recht- oder stumpf-
winklig98 ist; jedoch ist die Reihenfolge in den letzten beiden 
Dreiecksgattungen immer so, daß die größte Seite zuletzt genannt, 
nie also etwa eine Kathete oder eine kleinere Seite im stumpf-
winkligen Dreieck mit imoxsivovaa aufgeführt wird. Auch beim 
Viereck wird imoxsivovaa ähnlich für die vierte Seite verwendet, 
wenn drei andere Seiten zuerst ins Auge gefaßt sind.99 — Bei 
BOETHIUS (480 Rom — 524 Pavia; römischer Staatsmann und Ge-
lehrter) ist die Bezeichnung hypotenusa bereits für die dem rechten 
Winkel gegenüberliegende Seite fest geworden. Bezeichnet er die 
einem spitzen (bezw. stumpfen) Winkel gegenüberliegende Seite ge-
legentlich100 mit hypotemisa major und minor, so thut er dies nur, 
nachdem er durch Fällen eines Lotes zwei rechtwinklige Dreiecke 
erhalten hat, in denen die betreffenden Seiten nun wirklich Hypo-
enl rrjv ß&cnv xattsios uiyoftevrj," (Höhe ist bei jeder Figur das von der Spitze 
auf die Grundlinie gefällte Lot.) — 91 HEBON, Geometrie, cap. 24ff.; für die 
ans dem Dreieck herausfallende Höhe siebe cap. 32, ed. HULTSCH, Berl. 1863, 
S. 72. — 9 2 HEBON, Geometrie, cap. 12, § 4; ed. HULTSCH, S. 56 Z. 23 u. ö. 
— 93 Daselbst cap. 82, § 2, 8. 73 Z. 5. — »4 LEONABDO PISANO, H, S. 35 
Z. 4, 5 u. ö. (Anm. 88). — 9 6 JOBDANUS NEMOBABIUS, De triangulis IV, prop. 25; 
ed. CUBTZE, S. 45 (Anm. 34). — 9 9 Rechenbuch, 1565, Frankfurt a. M„ S. 282: 
„53afis roirt genennet ein jebe £int | fo ganfc im gcunbt (igt | wirbt berfjalben etwan 
genennet ein <5runbtlinn" — 9 7 HEBON, Geometrie, cap. 24, S. 63 Z. 28 (Anm. 2); 
so auch bei PTOLEKAEÜS (zwischen 125 u. 151 n. Chr. in Alexandria), z. B. ed. 
TALMA, Paris 1813—1816, S. 36 Z. 16. — 9 8 HEBON, Geometrie, cap. 32; S. 72 
Z. 25. — 9 9 Daselbst cap. 82, S. 109 Z. 8. — »0 Boimus, Ars geom. II, S. 413 
Z. 18, S. 414 Z. 19—20 (Anm. 37). 
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tenusen sind. Dieselbe spezielle Verwendung des Wortes findet 
sich auch in den feldmesserischen Schriften des M. JUNIUS NIPSUS 
(um 180 n. Chr.).101 Im Mittelalter erscheint hypotenusa (oft hypo-
thenusa, wie bei WIDMANN 1489, im Lexicon mathematieum von 
VITALIS, Paris 1668) nur in Verbindung mit dem rechtwinkligen 
Dreieck. PITISCUS (Trigonometrie, Aufl. v. 1610, I, 30) definiert 
geradezu: „In triangulis rectangulis subtendens rectum speeiatim hypo-
tenusa dieitur, includentia uero rectum perpendiculum et basis: pro libitu" 

Das Wort Ka the te hat seine spezielle Bedeutung sehr spät 
erhalten. Kd&eros (v xd&sTog sc. sv&eTa yQapf.i/j, die herabge-
lassene Gerade; r} xä&etoq, techn. Senkblei) ist ursprünglich ein 
Fachausdruck fiir „Lot" und wird so bereits vom ältesten, uns voll-
ständig erhaltenen griechischen Schriftsteller AUTOLTKOS V. Pitane 
(um 3 3 0 v. Chr.)102 gebraucht (siehe auch EUKLID , S. 22) . Seit ältesten 
Zeiten, vielleicht schon bei ägyptischen Mathematikern, stellte man 
sich ein rechtwinkliges Dreieck so hin, daß der eine Schenkel des 
rechten Winkels Grundlinie ist, wodurch der andere Schenkel die 
Höhe wird. So erklärt sich die von HEBON ab bis zum achtzehnten 
Jahrhundert hin gebräuchliche Zusammenstellung ßdaig, xü&eTog, 
imoxüvovaa (basis, cathetus, hypotemusa) für die Seiten eines solchen 
Dreieckes. Cathetus behielt dabei seine Bedeutung Lot völlig bei, 
wird daher bei mittelalterlichen Mathematikern (wie VIETA) oft durch 
peirpendimlim ersetzt. Merkwürdigerweise wird von BOETHIUS an103 

cathetus als masculinum angesehen. Noch das achtzehnte Jahrhundert 
sagt der cathetus (so v. WOLFF, Elementa 1717,68 LAMBERT 1765,844 

KABSTEN 1767 Anfangsgründe16S). Im Vollständigen mathematischen 
Lexikon, Leipzig 1747, GIIEDITSOH'sche ßuchhdlg., S. 283 (Verfasser 
ungenannt) ist noch die Trennung zwischen der basis und dem 
cathetus im rechtwinkligen Dreieck gemacht, aber betont, daß jeder 
der beiden Schenkel des rechten Winkels der cathetus sein könne. 
Demgemäß entscheidet sich der Sprachgebrauch am Ende des acht-
zehnten Jahrhunderts für die Mehrzahl „die Katheten"; für den 
Singular stellt sich mit Beginn des neuen Jahrhunderts daraus „die 
Kathete" ein.104 

Die Lehre von dem Dreieck, den Größenverhältnissen von 
Seiten und Winkeln, der Kongruenz mit ihren Anwendungen ist 
101 ed. BLUMS etc. S. 297 (Anm. 36). — 1 0 2 Autolycus, ed. HUITSCH, Leipzig 
1885, vgl. Index. — 1 0 3 BOETIÜS, Ars geom., lib. I I , S. 408 Z. 12 (Anm. 37): 
¡fCathetus pari numero insignitus, id est VIII pedibus mensuratus". — 
1 0 4 So „Anfangsgründe von BUGOE, deutsch v. TOBIEBEN, 1800, Altona S. 332. 
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von PYTHAGORAS und seinen Schülern in der Hauptsache durch-
geführt worden. Ihre Forschungen hat EUKLID in dem ersten 
Buche seiner Elemente zusammengestellt 

Genaueres wissen wir nur von einzelnen Sätzen, wie über den 
Satz von der Winkelsumme im Dreieck (EUKLID, I, 32). 
PBOKLUS, der Kommentator EUKLID'S,8 erzählt,106 daß EUDEUUS zu-
folge (Rhodos, um 334 v. Chr., Schüler von ARISTOTELES; Verfasser 
der ersten Geschichte der Mathematik) die Pythagoreer diesen Satz 
entdeckt und mittels einer Parallelen, die sie durch eine Ecke zu 
der Gegenseite zogen, bewiesen haben. Eine andere Überlieferung 
führt uns noch weiter in die Vorgeschichte zurück. Der Bericht des 
GEMINUS,106 von EUTOKIUS (ASKALON, 480 v. Chr. geboren) mitge-
teilt,107 sagt, daß die Alten das Theorem der Winkelsumme für 
jede besondere Form des Dreiecks, zuerst für das gleichseitige, 
dann für das gleichschenklige und zuletzt für das ungleichseitige 
getrennt bewiesen haben. Es würde sich hieraus eine Hinauf-
datierung bis in die Zeit des THALES (um 624 Milet — 548 Athen), 
vielleicht sogar in die ägyptische Zeit, rechtfertigen. EUKLID beweist 
in dem Teil seines ersten Buches, dessen Sätze vom Parallelen-
theorem unabhängig sind, zunächst (I, 17), daß zwei Winkel zu-
sammen kleiner als zwei Rechte sind, dann später (I, 32) präzisiert 
er ihn dahin, daß die Winkelsumme zwei Rechte beträgt Den 
Beweis vollführt er mit Benutzung des Satzes vom Außenwinkel, 
indem er diesen durch eine Parallele zu der Gegenseite in passende 
Stücke zerlegt 

Der moderne Beweis für die Winkelsumme mit Hilfe einer 
Geraden, die, der Reihe nach an je einem Endpunkte um den zu-
gehörigen Außenwinkel gedreht, wieder in die Anfangslage zurück-
kommt — woraus sich die Gesamtdrehung über die Außenwinkel 
hinweg gleich vier Rechten, also die Summe der Innenwinkel gleich 
1 8 0 ° ergiebt — erscheint zum erstenmal in THIBAUT'S Grundriß der 
reinen Mathematik** (2. Aufl. 1 8 0 9 , S. 1 7 7 — 1 7 9 ; noch nicht in der 
1. Aufl. von 1801) . Seine Verallgemeinerung auf Vielecke ist durch 
HOFFMANN 1873 1 0 8 vorgenommen worden. 
1 0 5 PROKLUS, ed. FMEDLEIN, S. 379 Z. 1—16 (Anm. 6). — 1 0 6 GEMINUS (ITYÖ'OG 
oder Tifupoc) lebte wahrscheinlich um 77 n. Chr. auf Rhodus. Aus einem 
uns unbekannten Werk desselben entlehnen sowohl PHOKLUB (410—485 n. Chr.) 
wie EUTOKIUS (geb. 480 n. Chr.) geschichtliche Notizen. CAMTOB, Ib , S. 378 
bis 381. — W7 EUTOKIUS, Kommentar zu den Cornea des APPOLONIUS, ed. 
HALLET, Oxford 1710, S. 9 Z. 7 ff. APOLLONIUB, ed. HEIBEBO, Leipzig 1891 
bis 1893, Bd. II, 8. 170 Z. 4 ff.; vgl. HASKEL, S. 95 f. (Anm. 23). — 1 0 8 HOFF-
HANM'S Zeitschrift, IV, 1873, S. 106; gegen SCHOTTEN, I, S. 366 (Anm. 85). 
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Den Satz vom Außenwinkel soll P H I L I P P U S Y. Mende (Ägyp-
ten; um 3 7 8 v. Chr., Schüler PLATON'S) gefunden haben.109 Das 
Wort Außenwinkel entstand erst im neunzehnten Jahrhundert; 
die Elementarmathematiker des achtzehnten Jahrhunderts, v. W O L F F 

1 7 5 0 , M KARSTEN 1 7 6 7 , 1 6 4 B U G G E 1 8 0 0 1 M u. a. sagen nach dem Vor-
bilde E U K L I D ' S (IJ ixrog ymvia)110 „der äußere Winkel". 

Der Satz von den Basiswinkeln im gleichschenkligen 
Dreiecke gehört zu den mathematischen Elementartheoremen, deren 
Erfindung von den Alten dem T H A L E S von Milet zugeschrieben 
wird.111 So wörtlich wird diese Uberlieferung aber nicht zu verstehen 
sein. T H A L E S hat den Satz wahrscheinlich 
während seines ägyptischen Aufenthaltes 
kennen gelernt und wird ihn nur seinen 
Landsleuten zuerst überbracht haben; viel-
leicht ist aber der erste strenge Beweis 
sein Eigentum. — Der Beweis E U K L I D ' S 

(I, 5) ist ziemlich umständlich. Er ver-
längert die Schenkel A B und A C um 
die gleichen Stücke B F und CG und 
folgert zunächst die Kongruenz der Drei-
ecke AFC und AGB. Mit Hilfe der 
dadurch erhaltenen Gleichheiten F C = B G p. 2 

und ^cBFG — G B wird nun die Kon- B' 
gruenz der Dreiecke FB G und G CB, dadurch die Ubereinstimmung 
der Winkel FB C und G CB und sonach auch ihrer Nebenwinkel 
ABC und A CB nachgewiesen. 

Die Beweismethode, nach der das Dreieck ABC umgeklappt und auf 
sich selbst zur Deckung gebracht wird, scheint P A P P U S (Ende des dritten 
Jahrhunderts n. Chr., Alexandria) in seinen Bemerkungen zu E U K L I D 

zuerst angewendet zu haben; wenigstens deuten neuere Forscher112 

eine Stelle bei PBOKLUS,113 die aus dem nicht erhaltenen Kommentar 
des P A P P U S stammt, in diesem Sinne. Das Drehungsprinzip wird 
im Mittelalter nur vereinzelt gebraucht, z. B. von VARIGNON (1654 
1 0 9 FELIX MÜLLER, Zeittafeln, Le ipz ig 1 8 9 2 , S . 13. — ed. HEIBERQ, I , 
S. 76 Z. 15. — » ' PROKLUS, 8 . 250 Z. 2 0 f f . (Anm. 6 ) : „Tä pev oiv 0aXy iä 
naXaiä) nollüv TS aXXuv svQeaeoc evexa xal TOVSS TOV &B(IIQRJ(iazog ¿ägtf. le'yeiai 
jaQ äij ngonoc ixsivog inivxrjaai xal etneiv, ¿>g aqa navzbg iaoaxeXovg ai ngö; 
xfj ßaati iftaviai iaai eitriv.'1 (Dem alten THALES dankt man die Erfindung vieler 
anderer, insbesondere auch dieses Satzes. Er soll nfimlich zuerst erfaßt und 
ausgesprochen haben, daß in jedem gleichschenkligen Dreiecke die Winkel 
au der Grundlinie gleich sind). — 1 , 2 HEIBERG, Litterarische Studien über Euelid, 
S . 163 (Anm. 5). — " 3 PROKLUS, S. 249 Z. 20 — S. 250 Z. 20 (Anm. 6). 

TROPFKB, Geschichte. II. 3 
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bis 1722, Paris) in seinen Elementen von 1731 ;114 in der Neuzeit ist 
es zu einem wichtigen und anschaulichen Beweismittel geworden.116 

Die U m k e h r u n g des Sa tzes von den Bas iswinkeln giebt 
EUKLID Gelegenheit zu dem ersten bei ihm auftretenden indirekten 
Beweis (I, 6). — 

Der Begr i f f der Kongruenz von ebenen Figuren wird von 
EUKLID, also auch von seinen Vorgängern, nicht scharf aufgestellt. 
Unter g le ich versteht EUKLID stets nur f l ächengle ich . Vorhanden 
ist der Begriff indes; denn er operiert mit den ihm bekannten drei 
Kongruenzsätzen genau so, wie wir es heute zu thun pflegen. Heißt 
es Buch I, Satz 4: „Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten des einen 
zwei Seiten des anderen, jede für sich, gleich sind und ein 
Winkel einem Winkel gleich ist, der nämlich, den die gleichen Seiten 
einschließen: dann ist auch die dritte Seite der dritten gleich; auch 
sind die Dreiecke selbst einander gleich; und von den übrigen Winkeln 
sind die, welche gleichen Seiten gegenüberliegen, ebenfalls einander 
gleich",116 so fehlt eben zu dem Begriff der Kongruenz nur das 
Wort Dagegen tritt in der Stereometrie bei EUKLID ein Fach-
ausdruck auf, der zugleich auch den Begriff des Symmetrisch-
Kongruenten umfaßt; in der zehnten Definition des 11. Buches heißt 
es nämlich: „Gleiche und ä h n l i c h e Körper (tau xccl Sfiota 
GTtyea) sind die, welche von gleich vielen g le ichen und ähn l ichen 
Ebenen begrenzt werden." 

Der F a c h a u s d r u c k k o n g r u e n t ist abzuleiten von dem 
Worte congruere ( = übereinstimmen), das in den lateinisch ge-
schriebenen Lehrbüchern verwendet wird. v. W Ö L F S (1717, Elementa)es 

definiert : „ Congruere dicuntur, quorum Odern termini essepossunt", KAKSTEN 
17 6 0 2 9 9 (Mathesis theoretica § 14) : „Externa congruere dieuntur, quorum ex-
trema, per quae terminantur, omnia coineidunt", und (daselbst § 15): „Ex-
terna, quae sibi mutua eongnmnt, sint aequalia. Bei beiden kommt aber 
in den eigentlichen Kongruenzsätzen das Wort eongruens nicht vor. 
In den deutschen Bearbeitungen von W O L F F 1 7 5 0 , 6 4 KÄSTNEB 1 7 6 4 , 6 3 

KARSTEN 17 6 7 , 1 6 4 SEGNEB 1 7 7 3 , 3 0 1 BUGGE 1800 1 0 4 fehlt dieser terminus 
ebenfalls noch; für ihn tritt das euklidische g le ich und ähn l ich ein. 
1,4 Élémens de mathématique, Teil I I , S. 10; nach CAKTOR, III*, S. 506. — 
1 , 6 Vgl. Dr. FRESENIUS, HOFFMANN'S Zeitschrift, II, 1871, S. 1. — 1 , 6 ed. HEIBEBO, 
I, S. 16: ,,'jEàv Ovo tQiyava ras ôvo 1ikevçàf Svai nXsvQatç i'aaç fyfl éxaxiqav éxa-
xeççt «ai Trjv ymviav j f j ftavitf ïaijv è'%i] jyv vnb t&v ïaav ev&si&v nequxoftévrjv, 
«ai Ttjv ßaaip rjj ßäaei ïorjv IÇet, «ai 10 xqi/ftavovjtù TQiyûivù) ïaov è'arai, «al ai 
komai ffùviai zaîç Xomalç fbiviaiç ïoai Soovzai êxatéqa sxaxiqtf, vtp' âç ai i'aat 
nXevçai vnoisivovmv." 
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Erst mit dem neunzehnten Jahi hundert beginnt sein allmählicher Ein-
zug in die Sprache der Elementargeometrie, so bei THIBAUT, Grundriß 
der reinen Mathematik,45 1. Aufl. 1801, S. 163; v. FOBSTNEB, Sphärik, 
1827, S. 10, u. a. Über das Kongruenzzeichen siehe S. 12. 

Den Kongruenzsa tz , der die Gle ichhei t e iner Seite und 
der beiden anl iegenden Winkel vorausse tz t (kurz: W. S.W.-
satz),az weist EUDEMUS,4 wie PBOKLUS6 erzählt,117 dem THALES zu; 
die Kenntnisse des THALES sind aber, wie wiederholt bemerkt, ägyp-
tischer Herkunft. EUDEMUS folgert seine Behauptung aus den Ent-
fernungsbestimmungen, die jener vollzogen habe, da bei ihnen die 
Kenntnis dieses Satzes Voraussetzung sei. THALES soll nämlich 
gezeigt haben, wie man die Entfernung eines Schiffes aus dem 
Komplement des Depressionswinkels, unter dem es von der Spitze 
eines Turmes mit bekannter Höhe erscheint, finden könne. Nach 
anderer Überlieferung118 habe THALES auch die Höhen von Gegen-
ständen (wie einer Pyramide) angeben können, indem er ihren 
Schatten zu einer Zeit maß, zu der die Größe aller Gegenstände 
ihrer Schattenlänge gleich ist. Dritte Quellen119 wollen wissen, daß 
er die Anwendbarkeit dieser Methode für jede beliebige Zeit er-
weitert habe, indem er Vergleiche mit einem der Länge nach be-
kannten Stabe und der Größe seines Schattens anstellte. Schon 
daß diese feldmesserische Aufgabe bei HEBON 120 (erstes Jahrhundert 

Chr.), der sich sehr eng ägyptischen Mustern anlehnt, wieder auf-
taucht, läßt die Bezugsquelle des THALES klar erkennen. 

Fest steht, daß schon die Pythagoreer einige Sätze zum Nachweis 
der Kongruenz, die sie zu ihren Flächenanlegungen brauchten, ge-
kannt haben. Bei EUKLID sind es ihrer drei: S.W. S., S.S. S. und 

PBOKIDS, S. 852 Z. 13—18 (ANM. 6): „EvSrj/io; de ¿v xaic fsafieiQixaig Caioqiaig 
elf GaXrjv TOVTO aväyei ro TIEB>QI]jxa. irjv /faq xäv iv &<tXa TIRJ nXoicov anöaxaaiv dt ov 
TQÖnov (paaiv avtov öeixvvvai TOVKO nqogxQrjo&ai qirjatv nvayxaiov.11 (EUDEMUS führt 
in seiner Geschichte der Geometrie diesen Satz auf THALES zurück; er behauptet, 
dafi jener ihn bei dem Verfahren, mittels dessen er dem Bericht nach die 
Entfernung der Schiffe auf dem Meere bestimmte, notwendigerweise gebraucht 
habe.) — 118 LAEKTIÜS DIOGENES I, 27, ed. COBET, Paris 1830, S. 6 letzte Zeilen; 
ferner PLINIUS, Historia naturalis, XXXVI, cap. 17, ed. DF.TLEFSEN, Vol. V, Berlin 
1878, lib. VII, § 82, S. 170 Z. 82—84: „Mensuram altitudinis earum (sc. pyrami-
dttm) omnemque similem deprehendere invenit Thales Milesius umbram metiendo 
qua hora par esse corpori seilet." (Die Höhe der Pyramiden oder eine ähnliche 
zu bestimmen, gelang dem Milesier Thales dadurch, da£ er ihren Schatten zu 
der Zeit maß, zu der er dem Körper gleich zu sein pflegt.) — PLUTARCH, 
Moralia, Septem sapientium conviviwm, ed. DÖBNER-DLDOT, Bd. HI, Paris 1885, 
Moralia, Bd. I, S. 174 Z .39FF. — '20 HERON, Stereometrie, cap. 31, S. 180 Z. & 
— 18 (Anm. 2). 
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S.W.W. (bezw. W.S.W.); er leitet sie jedoch nicht im Zusammen-
hange ab.121 An der Spitze steht der S.W. S.-satz, Buch I, Nr. 4; 
er wird durch Aufeinanderlegen der Dreiecke, so daß Punkt für 
Punkt und Seite für Seite sich deckt, bewiesen. Der S.S.S.-satz, der 
im Satz 8 folgt (mit einem Hilfssatz Nr. 7), wird ebenso wie der erst 
im 26. Satz gegebene S.W.W.-satz auf indirektem Wege erledigt 
PROKLUS fügt in seinen Scholien zum W. S.W.-satz einen Beweis 
durch Aneinanderlegen der beiden Dreiecke mit zwei entsprechenden 
Seiten hinzu; er führt ihn durch eine Hilfslinie auf die Betrachtung 
zweier Paare gleichschenkliger Dreiecke zurück — vgl. die modernen 
Schulbeweise für den S.S.S.- und S.S.W.-satz. 

Merkwürdig ist, daß der sogenannte vier te Kongruenzsa tz , 
der die Gleichheit zweier Seitenpaare und eines Gegenwinkelpaares 
erfordert, S.S.W.-satz, in EUKLID'S Elementen fehlt; um so auf-
fallender ist das, als der entsprechende Ahnlichkeitssatz in seiner 
vollen Allgemeinheit, nicht nur unter der Annahme, daß der Winkel 
der größeren Seite gegenüberliegt, sondern auch mit der Bedingung, 
daß die anderen Gegenwinkel gleichartig sind, ausgesprochen wird 
(Buch V I , Satz 7).122 Man könnte hervorheben, daß EUKLID nur solche 
Sätze — dem Charakter von Elementen gemäß — zusammengestellt 
habe, auf die man sich bei Beweisen späterer Sätze des Systems zu 
berufen hat; da der S.S.W.-satz nirgends herangezogen zu werden 
braucht, rechtfertige dies sein Weglassen. Aber das Gleiche kann 
man von dem zugehörigen Ahnlichkeitssatz aussagen, und doch ist 
dieser, obgleich an keiner Stelle eine Zurückbeziehung auf ihn zu finden 
ist, in das VI. Buch aufgenommen. Vielleicht liegt eine Erklärung 
in der historischen Entstehung der Elemente. Iui ersten Buch giebt 
EUKLID pythagoreische Forschungen wieder; im sechsten hat er die 
Arbeiten des EUDOXUS (Knidos, 408—355 v. Chr.) zu Grunde gelegt 
— und nun ist es möglich, daß, während PYTHAGOBAS nur drei Kon-
gruenzsätze kannte, EUDOXUS die Zahl der Ähnlichkeitssätze auf 
vier ergänzte, und EUKLID sich mit Pietät streng den Vorarbeiten 
anschloß. Die Einschiebung eines späteren Bearbeiters kann der 

EUELID, ed. HEIBERQ, I, S. 16, 26 , 62. — ed. HEIBERG, II, S. 94 Z. 16 
bis 21: ,,'Eav dvo rQiyuva fiiav yuviav ftia ytovlq Xaijv £%!h neQl uilag ytavias 
rote 7ijlevp<>£ uvaXofOv, t&v de Xoiiäv exategav ä/ja ¡¡tot eXiooovtt rj ftr/ ikaoauva 
oq&rjg, iaofütvia Sarai ia TQiycava xai Utas «?£t jag yairtac, nsQi ac ävaXoyov eiaiv 
ai nkevQai." (Wenn in zwei Dreieckeil ein Winkel einem Winkel gleich ist, 
die Seiten aber, welche ein anderes Winkclpaar einschließen, proportioniert 
sind, von den Übrigen Winkeln jeder zugleich kleiner oder nicht kleiner als 
ein Rechter ist, dann sind die Dreiecke gleichwinklig, und zwar sind die Winkel 
einander gleich, welche von den proportionierten Seiten eingeschlossen sind.) 
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vierte Ähnlichkeitssatz kaum sein, da sich dieser die Gelegenheit, 
auch mit einem vierten Eongruenzsatz zu glänzen, schwerlich hätte 
entgehen lassen. Im Gegenteil wird in späteren Scholien zu EUKLID 
1. 26123 mit falsch angebrachtem Scharfsinn und großem Überfluß 
an Worten nachzuweisen versucht, daß überhaupt nur die drei eukli-
dischen Hauptsätze möglich seien. 

Die drei Kongruenzsätze S.W.S. — S.S.S. — S.W.W. bilden 
bis zum achtzehnten Jahrhundert einen festen Bestandteil der 
Elementargeometrie : ihre Dreizahl wird typisch. So sagt CHB. 
v. WOLFF (1679 — 1 7 5 4 ; Halle) in seinen Anfangsgründen von 
1710M — einem Buche, das viele Auflagen erlebte und bis über 
die Mitte des achtzehnten Jahrhunderts hinaus das herrschende 
Lehrbuch war — im Vorwort: „Die meisten Beweise sind aus den 
drei Lehrsätzen von der Gleichheit der Triangel hergeleitet." Dem-
zufolge führt er auch nur jene drei Sätze und die zugehörigen 
Fundamentalkonstruktionen im eigentlichen Texte auf. In der 
Ausgabe von 1750 erscheint mit einem Mal der S. S.W.-satzm 

in seinem ganzen Umfange, ohne daß übrigens die angeführte 
Stelle in der Vorrede geändert ist ! KÄSTNEB'S Anfangsgründe 
(Ausgabe von 1764 ) 6 8 übergehen ihn wieder. KLÜGEL'S analytische 
Geometrie (1770, Braunschweig) betont die Doppeldeutigkeit der Kon-
struktion und hebt hervor, daß die trigonometrische Formel eben-
falls Zweideutigkeiten enthalte, also kein Widerspruch in der Geometrie 
entstehe (daselbst S. 18—21) . SEGNEB lehnt sich in seinen Anfangs-
gründen (1773, Halle)301 an WOLFF'S Verbesserung an, fordert aber, 
daß die dem Winkel gegenüberliegende Seite die größere sei. „Mau 
brauche aber diesen Satz zu selten, als daß es nötig wäre, sich 
dabei aufzuhalten" (daselbst S. 191). In BEBTBAND'S Développement 
nouveau de -la partie élémentaire des math. Genf 1778, II. S. 40, be-
gegnet uns die Fassung, daß das andere Gegenwinkelpaar gleich-
artig sein müsse (de même nom). LEGENDBE'S Elemente (I. prop. 18, 

2. Aufl. Paris 1808) geben nur den Fall des rechtwinkligen Drei-
eckes und lassen den entsprechenden Ahnlichkeitssatz fort; BALTZER 
bevorzugt in seinen Elementen (6. Aufl., Leipzig 1883, § 5. 4. S. 34) 
die Formulierung mit der größeren Seite, und nach ihm die meisten 
neueren Verfasser. 

1 2 3 ed. HEIBEBO, Bd. V, Berl. 1888, S . 168—170. — 1 2 4 S. 150, Lehrs. 5: „Wenn 
in zween rechtwinklichten Triangeln ABC und abe, AB = ab und BG—bc oder 
auch in zween spitz winklichten oder stumpfwinklichten über dieses der Winkel 
A = a, so sind die ganzen Triangel einander gleich und AC=ac, B = b 
und C = c . " 
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3. Die Konstruktionsaufgaben. 

Konstruktionsaufgaben bildeten sicher den ersten Ausgangspunkt 
geometrischer Kenntnisse überhaupt. Selbst bei tief stehenden 
Völkern werden gewisse, unbewußt in ihnen schlummernde Grund-
begriffe durch die Praxis ausgelöst. Gerade Linien durch gespannte 
Fäden darstellen, Pfähle senkrecht in den Boden einsetzen, Zelt-
stangen geneigt im Boden so befestigen, daß sie gleich lang sind, 
möglichst rechteckige oder kreisrunde Plätze als Grundriß für pri-
mitive Bauten auf dem Boden aufreißen, stellen die ersten Spuren 
konstruktiver Thätigkeit dar. Nicht unwahrscheinlich ist, daß sich 
allmählich auch Begeln für solche technischen Aufgaben in der Praxis 
herausbildeten, auf die der Zufall die Bauenden führte. Besonders 
wird das der Fall sein können, wenn ein Volk seßhaft geworden ist 
und sich Bedürfnisse nach festen Bauten geltend machen. Lange 
vor jeder uns zugänglichen Uberlieferung werden sich solche Regeln 
vererbt haben müssen, ehe sie zu einer bewußten Anwendung ge-
langten, wie wir sie bereits in den ältesten ägyptischen Bauten vor-
finden, die heute noch mit größter Bewunderung über ihre mathe-
matische Genauigkeit betrachtet werden. 

Das Technische in diesen Aufgaben muß von der theo-
retischen Behandlung getrennt gehalten werden. Zu theoretisch-
mathematischen Aufgaben wurden die Konstruktionen erst, als der 
abstrakte Geist griechischer Geometer sie zur heutigen Gestalt ver-
arbeitete. In diesem Sinne ist es zu verstehen, wenn Griechen, 
die nur Uberlieferer und Verarbeiter ägyptischer Wissenschaft waren, 
als Erfinder unserer Fundamentalkonstruktionen genannt werden. 

Gehen wir zu den einzelnen Aufgaben über, so können 
selbstverständlich die wirklichen Erfinder nicht genannt, sondern 
nur ihr erstes Erscheinen in mündlicher oder schriftlicher Über-
lieferung angegeben werden. 

Die ersten beiden Aufgaben, Eine gegebene Strecke oder 
einen gegebenen Winkel halbieren, werden in der griechischen 
Litteratur nicht einmal mit bestimmten Namen verknüpft, wie die 
späteren Gelehrten es so gern zu thun pflegen. EUKLID behandelt 
Buch I, Satz 9 die Winkelhalbierung und erst mit ihrer Hilfe zeigt 
er die Halbierung einer Strecke (L 10). 

Ebenso wie diese beiden, ist auch die dritte Fundamentalauf-
gabe, In einem gegebenen Punk t ein Lot er r ichten, sicher 
ägyptischen Ursprungs. Die bekannte zweite Lösungsart mittels 
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des Peripheriewinkels im Halbkreis ist, soweit bekannt, zuerst von 
REGIOMONTANUS (JOH. MÜLLER aus Königsberg i. Franken, 1 4 3 6 — 
Rom 1476; Wien, Italien, Nürnberg) angegeben worden, und findet 
sich als Anmerkung zu III. 30 in dem von ihm benutzten Euklid-
exemplar.126 

Die vierte Aufgabe, Von einem gegebenen Punk te auf 
eine gegebene Gerade ein Lot fäl len, trägt bereits einen be-
stimmten Namen. PBOKLUS ( 4 1 0 — 4 8 5 n. Chr.; ßyzanz, Athen), der 
ausführliche Kommentarien zu EUKLID'S erstem Buch verfaßt hat,8 

nennt den OENOPIDES von Chios, einen jüngeren Zeitgenossen des 
ANAXAGORAS (also um 4 6 5 v. Chr.), als denjenigen, der diese Aufgabe 
gelöst habe;126 damit kann aber höchstens gesagt sein, daß die bei 
EUKLID gegebene Lösungsart (I, 12) dem OENOPIDES zuzuschreiben 
ist,127 da anderweitige Lösungen, dem Bedürfnis der Praxis ent-
sprechend, längst bei Griechen und Römern bekannt gewesen sein 
müssen. 

Auch die weitere Aufgabe, An eine gegebene Gerade einen 
gegebenen Winkel ant ragen (EUKL. I , 2 3 ) , soll Eigentum des 
OENOPIDES sein.128 Mit ihrer Hilfe löst EUKLID (I, 31) die Aufgabe, 
Durch einen gegebenen Punk t zu einer gegebenen Geraden 
eine Para l l e le ziehen. 

Einen mächtigen Aufschwung nahmen die geometrischen Kon-
struktionsaufgaben unter der Macht griechischer Abstraktion. Zuerst 
nur gebraucht, um dem bedächtig in seinen Schlußfolgerungen 
vorwärts schreitenden Mathematiker die nötige Sicherheit und Ge-
wißheit von der Existenz der abstrakten Begriffe zu geben, wie wir 
es bei EUKLID sehen, der mit ihnen die Existenz eines Halbierungs-
punktes auf einer Strecke, eines Lotes zu einer Geraden u. s. w. 
zeigt, werden sie schließlich Selbstzweck. Es bildet sich eine Theorie 
ihrer Behandlung heraus, die unter PLATON'S ( 4 2 9 — 3 4 8 v. Chr., Athen) 
Händen ihre Vollendung empfing. Nach zwei Richtungen setzte dieser 
hochgeniale Mathematiker und Philosoph ein. Er schuf als frucht-
bares Werkzeug für die Invention die analyt ische Methode und 
begrenzte anderseits den Umfang des Gebietes durch die Forderung, 
nur Zirkel und Lineal zu benutzen. In der Akademie PLATON'S 
fand ferner die Festlegung der äußeren Form statt, in der wir heute 
noch geometrische Konstruktionsaufgaben behandeln. An die Spitze 
tritt die Stellung der Aufgabe, in der ngöxaaiq allgemein gefaßt, 
in der '¿xd-eatg mit Bezug auf die vorliegende bestimmte Figur. Die 
1 2 8 ÜANTOR, I I B , S . 2 8 0 . — 1 2 6 PBOKLUS, e d . FRIEDLEIN, S . 2 8 3 ( A n m . 6 ) . — 
1 2 7 BRETTSCHNEIDER, S . 6 5 ( A n m . 4). — 1 2 8 PBOKLUS, S . 3 3 3 Z . 5 ( A n m . 6) . 
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äväkvaig setzt die Lösung als bekannt voraus und versucht, rückwärts-
gehend, Schlüsse zu ziehen, die ein Zurückfuhren auf bekannte 
Konstruktionen bezwecken. Ist dieses erreicht, so kann nunmehr 
auf entgegengesetztem Wege in der xuraaxev^ die eigentliche Lösung 
gegeben werden, deren Richtigkeit dann in der cmöSa^ig nachge-
wiesen wird. In den meisten Fällen könnte die ävälvatg zur Er-
ledigung der Aufgabe genügen; die synthetische Behandlung in der 
änddeigtg bringt dann nur das Gefundene in umgekehrter Reihen-
folge noch einmal. Wohl bewußt aber, daß die analytische Methode 
auch zu nicht passenden Nebenlösungen kommen kann, da nicht 
jeder Schluß umkehrbar ist, verlangt die strenge griechische Be-
handlung jeder Zeit den synthetischen Beweis hinterher. 

In der Hand geschickter Mathematiker hat diese PLATON'sche 
Methode die größten Erfolge gehabt und eine Mannigfaltigkeit der 
Aufgaben gezeitigt, von denen uns nur der geringste Teil über-
liefert ist. Die Konstruktionsaufgaben bildeten einen Hauptstoff für 
die griechische Mathematik und jeder werdende Mathematiker mußte 
sich in ihrer Lösung Gewandtheit verschaffen. Eine Sammlung vor-
bereitenden Übungsstoffes war in dem rdnog ¿vakvöpsvog (Sammel-
werk analytischer Natur) von AKISTAEUS dem Älteren (um 3 2 0 v. Chr., 
Athen), EU K L I D (um 3 0 0 v. Chr., Alexandria) und APOLLONIÜS von Pergä 
(beobachtete zwischen 250 n. 200 v. Chr. in Alexandria, dann in 
Pergamum) niedergelegt, ist aber leider nicht auf uns gekommen. 
Erhalten ist eine Sammlung von PAPPUS (Ende des dritten Jahrh. 
n. Chr.), in der die zum Verständnis und Gebrauch notwendigen 
Sätze zusammengestellt sind.129 

Zweierlei Errungenschaften flössen aus der Anwendung der 
analytischen Methode. Erstens gab sie Gelegenheit zu untersuchen, 
unter welchen Bedingungen die gestellte Aufgabe lösbar ist. Diese 
Frage war von PLATON zuerst angeregt, dann von seinem Schüler 
LEON (um 370 v. Chr.) in ihrer Notwendigkeit erkannt worden, so 
daß seitdem der Behandlung der geometrischen Aufgabe noch ein 
SioQiapög (determinatio) folgte. In diesem SioQiafiög liegen die 
Keime einer Theorie der Maxima und Minima (siehe Abschnitt XIV); 
APOLLONIÜS ist der erste, der solche Untersuchungen als „würdig, 
auch ihrer selbst wegen vorgenommenen zu werden", bezeichnet. — 
Zweitens hat sich der B e g r i f f des „geometrischen Ortes" beim 
Gebrauch der analytischen Methode in der platonischen Schule all-
mählich entwickelt Das Wort x6noq kommt zwar schon bei ARCHYTAS 

129 PAPPUS, 2vvafuf^, lib. VII, ed. HULTSCH, II, S. 634ff. (Anm. 14). 
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(um 4 3 0 — 3 6 5 , Tarent) vor, wie uns EUTOKIUS (geb. 4 8 0 n. Chr. zu 
Askalon) aus der Geschichte der Mathematik, die EUDEMTJS (Rhodos, 
um 3 3 4 v. Chr.; Schüler des ABISTOTELES) verfaßt hatte, überliefert,130 

hat aber bei ihm noch nicht den Wert eines anerkannten Fachaus-
druckes. Später unterschieden die Alten drei Arten geometrischer 
Orter,131 deren Trennung natürlich heute nicht mehr aufrecht er-
halten wird: 1. rönoi intneSoi (ebene Orter): Gerade und Kreis, 
2. rönot GTKoeoi (körperliche Orter): Kegelschnitte, 3. rönoi ynanfiixoi, 
nach unserer Bezeichnung: höhere Kurven. 

Als ein weiteres Verdienst PLATON'S in der Theorie der Kon-
struktionsaufgaben wurde oben erwähnt, daß er bei ihrer Ausführung 
nur L inea l und Zi rke l zulassen wollte. Die Benutzung des Lineals 
beim Zeichnen dürfte uralt sein, weniger die des Zirkels, dessen 
Erfindung die griechische Sage dem Neffen des DÄDALUS, TALUS, 
zuschreibt.132 Im altägyptischen Rechenbuch des AHMES (zwanzigstes 
bis siebzehntes Jahrh. v. Chr.) finden sich Figuren, bei denen man 
erkennen kann, daß sie mit Benutzung des Lineals, aber ohne die 
eines Zirkels gezeichnet sind. Wenn PLATON die genannte Forderung 
aufstellte, so wandte er sich gegen die Zulassung höherer Kurven, 
wie der Kegelschnitte, und gegen die Anwendung der sogenannten 
instrumentalen oder Bewegungsgeometrie. PLUTABCH überliefert zwei 
Stellen,133 in denen sich PLATON tadelnd über ein Hinausgehen über 
Zirkel und Lineal ausspricht, „weil so der Vorzug der Geometrie 
verdorben und aufgehoben werde, sofern man sie wieder auf den 
sinnlichen Standpunkt zurückführe, statt sie in die Höhe zu heben 
und mit ewigen und körperlosen Bildern zu beschäftigen".134 Übrigens 
wird trotz der Überlieferung angezweifelt, daß gerade PLATON diese 
Forderung aufgestellt habe, da er selbst für das Problem der 
Würfelverdoppelung nach EUTOKIÜS1 3 6 eine Lösung (siehe unten), 
die auf Bewegungsgeometrie beruht, angegeben hat. Mag dem sein, 
wie es will, — nach PLATON ist die Forderung nach alleiniger Be-
nutzung von Zirkel und Lineal da und wird streng innegehalten, 
wie uns auch EUKLID'S Elemente besonders im zehnten Buche bei 
der Behandlung der Irrationalitäten zeigen. 

1 8 0 ABCHIMEDES, ed. HEIBEBQ, III , S. 100 Z. 10 (Anm. 33). — 131 Nach PAPPÜS, 
V I I , cap. 22, 29, ed. HÜLTSCH, S. 662 Z. 6—7, S. 672 Z. 6 ff. — 1 3 2 Ovn>, 
Metamorphos., VIII , 2 4 7 — 2 4 9 . — 1 3 3 PLUTABCH, Quaestionum eonvivalium, lib. VIII, 
cap. 1, ed. DÜBNEB-DJDOT, Vol. IV, Moralia, Bd. II , Paris 1890, S. 876 Z. 9—12 
und Vita MarceUi, cap. 14, § ö , ed. DOEHNER-DIDOT, Vol . I , Vitae. I , S. 364 
Z. 46 ff. — 1 3 4 HANSEL, S. 155—156 (Anm. 23). — 1 3 6 ARCHIKEDES, ed. HEIBEBG, 
III, S. 66 Z. 21—S. 70. 
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Unter Bewegungsgeome t r i e versteht man eine Lösungs-
methode, in der ein oder mehrere Lineale durch Probieren, teils 
gleitend, teils drehend, in eine solche Stellung geschoben werden, 
daß sich ein Schnittpunkt irgendwie bestimmter Art ergiebt. Das 
älteste, uns überlieferte Beispiel dieses Lösungsverfahrens wird, wie 
eben erwähnt, von EUTOKIUS als platonisch mitgeteilt. Die hierzu 
nötige Vorrichtung besteht aus einem festen rechten Winkel MZN 
und einem beweglichen, rechtwinkligen Kreuz B, VW, PQ. Zwei 

weitere Lineale B S und T U dürfen nur senkrecht zu den Schenkeln 
des rechten Winkels verschoben werden. Auf dem Kreuz sind feste 
Punkte O und A so anzunehmen, daß OB = a und BA = b vorge-
schriebene Längen sind. Nunmehr ist durch Bewegen des Kreuzes, 
dessen Punkte A und O aber auf den Schenkeln MZ bzw. NZ ver-
bleiben müssen, und Verschieben der beiden Lineale RS und TU 
der Apparat in eine solche Lage zu bringen, daß ein Eechteck ADEZ 
entsteht, durch dessen drei Ecken ADE die Schenkel BW, BQ, BV 
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des Kreuzes hindurchgehen. Eine solche Anordnung ist stets möglich. 
Ist sie gelungen, so ist a : x = x : y = y : b, woraus, wenn etwa b — 2a, 

x9 = 2 as 

gefolgert werden kann, so daß sich x als Kante des Würfels ergiebt, 
der das doppelte Volumen des Würfels aa besitzt (vgl. Bd. I, S. 208,270). 

Noch zwei andere, zu gleichem Zwecke ersonnene Apparate 
werden uns aus dem Altertum mitgeteilt. Der Erfinder des einen 
ist ERATOSTHENES (276 Kyrene — 194 v. Chr., Alexandria),136 der 
des anderen HEKON (erstes Jahrh. v. Chr.).137 Auch in späteren 
Zeiten hat man dieser instrumentalen Geometrie Interesse entgegen-
gebracht. Aus arabischen Schriften können ebenfalls Beispiele an-
geführt werden; so treffen wir in einer geometrischen Abhandlung 
der sogenannten „Drei Brüder" (um 865 n. Chr., Bagdad) — liber trium 
fratrum de geometría138 — auf eine solche Aufgabe. Sogar der Name 
Bewegungsgeometrie (Géométrie mobile) ist arabischen Ursprungs; 
er findet sich zum erstenmal in einer Abhandlung des ALSIDSCHZI 
(um 972 n. Chr.).139 Schließlich erwähnen wir noch aus dem Mittel-
alter eine Lösung der Winkeldreiteilung, die JORDANUS NEMORARIUS 
(Deutscher, f 1237; Ordensgeneral der Dominikaner) mit Zuhilfe-
nahme einer sich bewegenden Geraden ausführt.140 

Die Forderung PLATON'S, nur mit Zirkel und Lineal zu kon-
struieren, kann noch weiteren Beschränkungen unterworfen werden. So 
kann erstens verlangt werden, nur mit dem L i n e a l zu zeichnen, 
zweitens, a u s s c h l i e ß l i c h den Z i r k e l zu benutzen. 

Die alleinige Verwendung des Lineals war eine Forderung, die 
sich in der französischen Schule CARNOT'S (1753—1823) , des Ver-
fassers der géométrie de position (Paris 1803) einstellte. Es leuchtet 
ein, daß nur solche Aufgaben damit ausführbar sind, die, in Glei-
chungen umgesetzt, auf rationale Ausdrücke führen. In einer Ab-
handlung BRIANCHON'S ( 1 7 8 5 — 1 8 7 0 ; Paris) Les applications de la 
théorie des transversales (1818) werden viele Fälle gezeigt, in denen 
man mit dem Lineal auskommt. BRIANCHON selbst legte Wert darauf 

136 Vgl. Anm. 1 3 5 ; ferner PAPPUS, 2Án>ay<ayi¡, I I I , cap. 23 , ed. HULTSCH, I , S . 5 6 
Z. 18 ff.; I I I , cap. 2 1 , S . 5 4 Z. 3 1 . ; VITRUVIÜS, De architeetura libri decem, ed. 
ROSE, MÜLLER-STRÜBING, Leipz. 1 8 6 7 , S . 2 1 7 Z. 6 ; vgl. CANTOR, P , S . 3 1 5 — 3 1 6 . 
— 137 "Hquvoç Kjtjcrißiov ßeXonouxä in Veterum mathematicorum Athenaei, Bitonis, 
Apollodori, Heronis, Philonis et aliorum opera, Paris 1693, S. 143ff.; ferner 
PAPPUS, I I I , cap. 2 6 — 2 7 , ed. HULTSCH, B d . I , S . 6 2 — 6 4 ; vgl. CANTOR, I B , S . 3 5 0 
— 3 5 1 . — ' 3 8 Vgl. CANTOR, I " , S . 6 9 0 — 6 9 1 . — « 9 L'algèbre d'Omar Alkhayjâmî 
ed. WOEPCKE, Paris 1 8 5 1 , Abhandlung E : Traité de la trisection de l'angle reeti-
ligne par . . . Alsidjzî, S . 1 2 0 Z. 2 . — 1 4 0 JORDANUS NEMORARIUS, De triangulis, 
I V , 2 0 ; ed. CURTZE, S . 3 8 — 3 9 ( A n m . 34). 


