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Vorwort.

Dem ersten Bande, der die Geschichte des Rechnens und der
Algebra enthiilt, folgt nunmebr nach Jahresfrist der zweite, in dem
die weiteren Kapitel der Elementarmathematik behandelt sind.

Der Begriff der Elementarmathematik ist durchgingig
so gefaBt worden, daB er allein das mathematische Pensum der
hoheren Lehranstalten umschlieBt; dariiber hinausgehende Gebiete
sind nur ausnahmsweise beriicksichtigt worden,

Die gewihite Anordnung in einzelne Teile macht keinen An-
spruch auf strenge Folgerichtigkeit; sie schlieBt sich im groBen und
ganzen dem Verlaufe des Schulpensums an.

Die herangezogene Literatur erstreckt sich in beiden Binden
bis zum Jahre 1900; mit diesem Zeitpunkte wurde die Ausarbeitung
abgeschlossen. Neuere Forschungen wurden nur, wo es die Druck-
legung gestattete, verwertet. v. BraunmimL's Geschichte der Tri-
gonometrie war bei Fertigstellung des Manuskriptes noch nicht im
ersten Bande erschienen; jedoch konnten die von ihm gebotenen
wichtigen Resultate, soweit sie iiber die bereits niedergeschriebenen
Darstellungen hinausgingen, nachtriglich verarbeitet werden. Der
zweite Band des erwihnten Werkes wurde leider zu spit verdffent-
licht, um noch in gleicher Weise benutzt werden zu kdnnen.

Berlin, im Sommer 1903.
Der Verfasser.



Zu dem vorliegenden zweiten Bande sind aus dem soeben er-
schienenen zweiten Teil der Vorlesungen iiber Geschichte der Trigono-
metrie von V. BeAuNMUEL, Leipzig 1903, noch folgende Erginzungen
nachzutragen’:

8.130 Z. 1: Newrox bemerkte bereits in einem Briefe vom 24. X. 1676 an
Ovpensure, daB, wenn man = mit dieser Reihe auf 20 Stellen erhalten
wolle, man 5000 i[illlonen Glieder zusammenziehen miisse ; bei Anwendung
der Arcus-sinus-reihe wiren von arc sin 45° nur 55—60 Glieder zu nehmen.

(v. Br.II, 8. 65.)

8.180 Z. 6 v. w.: VEaa benutzte auch noch die von Eurer aufgestellte Beziehung
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anz die F. C. Mae 1726 bei seiner Berechnung von = verwendet
bat. 5 Glieder liefern 3,1415; jedes weitere erhéht die Geenauigkeit um
eine neue Stelle. (Comm, Petr. IIT; v. Be. II, 8. 81.)-

8.1381: Die Berechnungen Rureerrorn's (1798—1871) finden sich in dem Phil.
Transact. 1841, 283; benutzt ist die Formel
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Gavuss (Opera 1I, 497) legte die Formeln
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zu Grande. (v. Be. IT, 8. 225.)
8.158: Es ist hinzuzufiigen, daB Jomn Seemerr (18607—1648) zuerst eine Tafel
(1619) mit den (Nerer'schen) Logarithmen aller sechs trig. Funktionen und
mit einer kleinen reinlogarithmischen Tabelle (1--1000) verdffentlichte.
: ' (v.Br. II, 8. 26.)
S.157 Z. 21: Die #lteste vierstellige Tafel ist die Tabula compendiosa Logarith-
morum sinuum, Upsalae 1698 von Perrus Evvius.
(Exeerrty, Bibl. math, 1884, 121; v. Be. II, 8. 31.)
S. 167 Aom. 648: Diesen Fehler hat bereits Ursmvus (1624)°* gefunden und
verbessert. (v. Be. I1, 8. 19 Anm. 2))
S.1756 Anm. 667: Das logarithmische Komplement verwendete schon GuxTER
1620 in seinem Canon triangulorum (vgl. S. 153). (v. Ba. II, 8. 80.)
8.178: Einen Hilfswinkel zur Erleichterung logarithmisch-trigonometrischer
Rechnungla;: benutzte zum erstenmal Ros. Axperson; seine Behandlungs-
art teilt T, STREETE (1626~—1696) in der Astronomia Carolina 1861 mit.
(v. Br. II, 8. 44.)
8.178: Den Logarithmus der Summe oder Differenz zweier Zahlen aus den
Logarithmen derselben leitete bereits Cavauieri im Compendio delle



v
Regole Trigonometiiche, Bologna 1639, probl- 92, S. 486—492, auf tri-

gonometrischem Wege ab. (v. Br. II, 8. 87)
S.215 Z. 2: Die Schreibart co. sinus ist von Guwrer 1620 in seinem Canon
triangulorum benutzt (vgl. S. 153). (v. Be. II, S. 30.)

S.219: Gleichungen (statt der bis dahin iiblichen Proportionen) verwendet in
der Trigonometrie zmerst Neper, der durch die logarithmische Umwand-
lung zu dieser Neuerung veranlaBt warde. (v. Be. II, 8.11)
S.219: Schon Jiaxos Bernoourr (1654—1705) verwendete 1691 die Schreibweise
sin. 4 C' — #hnlich bei tang. und sec. —, die man als Funktionsbezeich-
nung fiir verinderliche Bogen auffassen kann. (v. Be. II, 8. 67.)
S.224: Die richtige Vorzeichenbestimmung des Tangens in den verschiedenen
Quadranten gelang zuerst pE Laany 1705 (Hist. et Mém. de Paris).
(v. Be. II, S.172)
8. 228: Das Additionstheorem der Tangens- und Secansfunktion scheint zuerst
von Jaros Hemmaxny, einem Schiiler Jaxon BerxouLur's, ausgesprochen zu
sein, und zwar in der Form

tg(e + B):(tga + tgf) = 1*:(" — tga-tg f)
sec(a + fB):r = seca-secf:(r! — tga-tgf),
die er geometrisch ableitete. (Acta Erudit. 170685 v. Br. II, 8. 72.)
8. 229: Die Reihe

(1=n?)n (1—-n%) (9 —n?)-n

sinnq:=u-aintp+--5,—-sinqp“+ 51 sing® + ...
ist zuerst von Newrox 1676 (Comm. ep. 106)**® aufgestellt worden. Einen
Beweis fiigte npe Moivee 1698 zu. v. Br. II, S. 68—69.)

S.229 Z. 8—9: Die angegebenen Formeln fir sinne und cosne sind schon
1701 (April, Acta Eruditorum) von Jomanny Berxourr: verbffentlicht
worden. Dic entsprechenden Formeln fiir tgne und sec na stellte
1705 (Hist. et Mém. de Paris) pe Laaeny auf.  (v. Br. II, 8. 69—170.)

8. 280 Z. 14 v. u.: Die Notizensammlung ist von einem Schiiler Tycuo's ge-
schrieben. (v. Br. II, S. VIIL) .

S. 283 Z. 11 v. u.! Die Formel fiir die Tangente des doppelten Winkels ist zu-
erst von PerL aufgestellt worden:

P —-tgta):2r =tga:tgla
(nach F. v. Scnooren, Tractatus de concinnandis demonsirationibus geo-
metricis ex calculo Algebraico, Amst. 1661, S. 868; v. Br. II, 8. 43).
8. 240: Die erste rechnerische Ableitung der Formel fir

. & o [ [+
Bm?, cos§, tgi, et.g—g

geschah durch CasweiL, Trigonometria plana et sphaerica®® (vor 1685).
8.240: Die Formel (v. Br. 11, S. 47))

siny = —ar‘.{—b- Vs(s—a)(s—b)(s~¢)

findet sich erst in Newron's Arithmetica universalis 1707,%¢ Probl. XI, XII.
(v. Ba. 1II, 8. 87.)

8.241: Aus Tu. Swreson's Trigonometry (1765, 2. Aufl) sind noch als neu die
Formeln zu erwihnen

I y . . f—eo
b +a:(p q)—-cos—-—z 280 ——,
H = 8i .?L- ﬂ_“
(b—c:(p—q) =sin g 08—,

wo p, q die durch die Héhe auf ¢ entstandenen Abschnitte bedeuten.
(v. Be. II, 8. 93.)

8. 258 w.: DaB der Cosinussatz allein ausreicht, hatte schon F. C. Mamer 1727
behauptet, ohne aber einen Beweis beizubringen. (v. Br. II, 8. 96.)



VI
8.266 Z. 20f.: Auf Grund der trigonometrischen Formeln hatte G. Hewsis
(1709—1769, Leipzig) die Doppeldeutigkeit ersehtpfend untersucht:
(Acta Eruditorum 17565 v. Be. Il, 8. 128—129.)
5.278: P. Critioer (1634)**® verwendet den Cosinussatz unter logarithmischer
Umwandlung in der Form
_ (@+d)-(@—b)
¢
et bt 2¢ i (v. Bz. II, S. 25
8.284 Z. 7—8 v. u.: Neper deutet den Beweis pur kurz an. Eine vollstindige
Ableitung giebt erst Cavarierr im Directorium generale, Bologna 1682.

[

(v. Be. IT, 8. 35.)
S.285 Z. 1: Die Formel fiir tg% ist schon in der Vorrede GELLIBRAND'S zUr
Trigonometria Britannica (1688)%%° enthalten. (v. Be. II, 8. 29.)
8.285 Z. 6: Die Polarformel
cong =)/ 2EfroxC-1)
2 gin 8- sin y

ist zuerst von KerLen abgeleitet. (Opera VII, S. 364; v. Bz. I1, 8. 22—23.)
8.286: Weder Nerer noch Brices geben Beweise fiir die angefiihrten Formeln.
Die erste vollstindige Ableitung findet sich in Quentaep's Trigonometria,
1657. . (v. Be. II, 8. 42—48.)
8.286: In der uns geliiufigen Form treten die Nerer'schen Analogien zum
erstenmal in GELLBRAND'S Trigonometria Britannica® (98, 99,100, 105) auf.
(v. Be. I, 8. 80.)
S.286: Die Formeln

sin(a + b):sin(a — b) = etg}%h,tg_&;_&

FIEYEE= i + -
L
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wo 1, und g, bezw, ¢, und ¢, die durch die Hthe entstandenen Teile
von # und ¢ sind, fand Caswers (vgl. zu S. 240) in den hinterlassenen
Papieren des Taoxas Baxer (1625—1690). (v. Br. II, S. 48.)

8.805: Die ersten umfangreichen Neuberechnungen unter Benutzung unend-
licher Reihen sind von Suare (1651—1742) unternommen worden. Seine
Werte wurden von Garpiver in einer Neuauflage von Smerwin's Loga-
rithmentafel 1741 verdffentlicht. (v. Be. II, 8. 85))

Bd. I, 8. 264: Eine trigonometrische Lisang quadratischer Gleichnngen giebt
bereits Cavaueni im Compendio delle Regole Trigonometriche, Bol
1639, (v. Br. 11, 8. 15
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DRITTER TEIL

DIE GEOMETRIE

Trorrie, Geachichte. II.






A. Allgemeiner Teil.

I. Uberblick der geschichtiichen Entwickiung der
Elementargeometrie.

Zwei Jahrtausende auf- und abwogender Geschichte haben an
dem System der Elementargeometrie nicht zu riitteln vermocht.
Was der Alexandriner Eukiip um 300 vor unserer Zeitrechnung
schrieb, ist auch_heute in Inhalt und Form der eiserne Bestand der
Schulmathematik; ja, sein Lehrbuch wird noch zuweilen unmittelbar
dem Unterricht untergelegt. Nur wenige Zusitze und Fortsetzungen
sind dem euklidischen System eingegliedert, mehreres Unndtige aus-
geschieden worden. Stolzer als ein Denkmal von Stein, schiirfer und
reiner in der Linienfilhrung als irgend ein Kunstwerk, hat es sich
der Jetztzeit erhalten. Was der junge Grieche, der erwartungsvol
an die Thir mathematischer Weisheit klopfte, durchdenken, lernen
und iben muBte, das arbeitet mit gleicher Andacht in der heutigen
Zeit der strebsame Quartaner und Tertianer durch.

Welch bewunderungswiirdiges Geenie — einzig in der Geschichte
der Mathematik — muB Evkirp’s Hand gefiihrt haben, als er ein
solches Meisterstiick, wie aus einem Gusse, zu schaffen vermochte!
Solche Fragen staunender Anerkennung driingten und dringen sich
jedem seiner Jiinger unwillkiirlich auf. — Der Historiker ist kritischer.
Nie ist eine Geistesthat unvermittelt in die Welt getreten, sondern
Forscher auf Forscher trugen, jeder nach seiner Kraft, das Ihrige
dazu bei, bis das Werk im Glanze dastand! Ist der, der es schlieB-
lich kronte, der Baumeister?

Die kritische Sonde hat auch bei Eugvip diese Erfahrung be-
stitigt. Nicht der vermeintliche Homer ist er, dessen Geistesflug
den Griechen das Nationalepos schenkte, sondern der wahre Homexr,
der die Seele seines Volkes an der Quelle der Erzihlung, in der
‘Uberlieferung, studierte und das Gesammelte zum harmonischen
Ganzen vereinigte. _

Griechische Mitteilungen verweisen selbst den Ursprung der
Geometrie in das Land der Nilanwohner, nach Agypten. Die Er-
zdhlung, daB bei diesen die Geometrie allmihlich durch die stets

1‘



4 Uberblick der geschichtlichen Entwicklung der Elementargeometrie,

zu wiederholenden, von den jahrlichen Uberschwemmungen bedingten
Landvermessungen entstand, ist bei Heropor! als Hypothese, bei
Spiiteren? als Thatsache ftberliefert worden. Der Anblick der
majestitischen Pyramiden- und Tempelbauten (bis 4000 v. Chr.),
ihre gename Durchforschung in Bauart, Ausschmiickung und In-
schriften, die wissenschaftliche Durchsicht der gefandenen Papyrus-
rollen, besonders des unter dem Namén des ,Rechenbuches des
ABEmEs“ bekannt gewordemen Papyrus Rhind? (2000—1700 v. Chr.)
geben iiberraschende Aufschlilsse iiber #gyptische Kenntnigse in der
Geometrie. Ziemlich genaue Versuche der Kreisquadratur, schwie-
rigere Flichenberechnungen, wie am gleickschenkligen Dreieck und
gleichschenkligen Trapez durch Naherungsformeln, Zerlegung von
Flguren in leichter zu berechnende, ja. Anfinge einer Ahnlichkeits
lehre in der Rekonstruktion konstanter Neigungswinkel bilden den
Gipfelpunkt der gefundenen Resultate. Aber hierin besteht nach der
Aunsicht bewihrter Forscher nicht das einzige Verdienst der Agypter;
man muB annehmen, dab sie schon geometrische Lehrbiicher be-
sessen haben, wie uns ein solches fir das Rechnen durch einen
gliicklichen Zufall erhalten ist, und in diesen muB sich im Zu-
sammenhang mit dem gleichsam schon fachminnisch erteilten geo-
metrischen Unterricht eine feste, berufsmiBige formale Sprache und
Satzanordnung herausgebildet haben, deren Anfinge im Rechenbuch
des Ammes nachzuweisen sind, deren Ausliufer jene starr gefiigte
euklidische Form bildet, die in ihrer ZweckmiBigkeit zu allen
Zeiten rihmend anerkannt ist.

Durch den Geist der lernbegierigen, wissensdurstigen Griechen
trat eine Neugeburt Zgyptischer Wissenschaft ein. Zur Erweiterung
trug auch das Eindringen babylonischer Gelehrsamkeit bei. Aus
dieser stammt so mancherlei, das zu den Grundlagen griechischer
Mathematik gehort, wie die Lehre von den Eigenschaften paralleler
Linien, die Konstruktion des regelmiBigen Sechseckes, die Einteilung
des Kreises in 360 Teile, Sitze aus der Kreis- und Dreieckslehre.

In basseren Boden als den griechischen konnte die Geometrie

1 Hezobor, hb 11, cap. 109, ed. Diersca, Leipzig 1882, S. 168. — 2 Hzsov,
Geometria, cap. 2, ed. Hurrdca, Berlin 1864 S.43 Z. 12—22; cap. 106, § 1
S5.188 Z.31 bis S. 139 Z, 13. Smunonns, Geoyraphica, lib. 18, cap. 2, § 24, ed.
Mtuuer-Dioor, Bd. II, Paris 1877, S. 644 Z. 48—50, lib. 17, cap.1, § 8, S.699
Z.54bis 8. 670 Z. 1. Eopem, Fragrmm&a, ed. Spevoer, Berl. 1866, 8. 118
(Anm. 4). Diovomt Bibliotheca Historica, 1. 81, ed. Dmporr-Voers, Bd. I,
Leipzig 1888, 8. 136. — 3 Ein mﬂlmahschts Handbuch der alten Agypter,
Papyrus Rhmd des Bnt:sh Museum, fibersetzt und erklirt v. Ape. EsExrour,
Leipsig 1877,



Uberblick der geschichtlichen BEntwicklung der Elemeniargeomeirie. 5

nicht verpflanzt werden. Mit Feuereifer gaben sich die aufstrebenden
griechischen Schulen dem neuen Studium hin, das berilhmte Ge-
lehrte, wie THALES von Milet (um 624—548) und PYTHAGORAS (um
580 Samos — 501 Megapontum), von ihren Reisen aus fremden
Léndern mitgebracht hatten. Zu den Erfindungen und Entdeckungen,
die diesen Reisenden als Eigentum zugeschrieben werden, haben
der Hauptsache nach solche gesammelten Mitteilungen besonders
aus Agypten und Babylon den AnstoB gegeben.

Die Schule des Pyrmacomas léste zuerst Geometrie als reine,
selbstindige Wissenschaft von der steten Verbindung mit der Praxis
los. Sie beherrschte die Lehre von den Parallellinien, die Winkel-
sitze des Dreieckes, die Kongruenz und Flichengleichheit von Drei-
ecken, verwandte diese zu den sogenannten Verwandlungsaufgaben,
erfand den pythagoreischen Lehrsatz und die stetige Teilung. Die Be-
weisart war bis iiber die Mitte des fiinften Jahrhunderts hinaus alter-
tiimlich, wie wir aus den uns iiberlieferten Bruchstiicken des Hrpro-
KRATES (am 440 v. Chr.,, Chios)* wissen. Die Beweise waren mehr
Erfahrungsbeweise, zerlegt in viele einzelne Sonderfille, denen der
Zusammenhang fehlte. Erst mit HrerorraTes setzt die vielgerithmte
griechische Strenge ein. In peinlichster Genauigkeit wird die
Voraussetzung gefaBt, mit #ngstlicher Erwigung aller nur moglichen
Einwiirfe die Konstruktion der entsprechenden Figuren entworfen,
auf jeden Hilfssatz beim Beweis mit breiter Umsténdlichkeit ein-
gegangen, da man sein Bekanntsein bei dem Zuhdrer nicht voraus-
setzen durfte. Diesem #uBerst fithlbaren Mangel jeder Vorkenntnisse
half HiprokeRATES selbst ab, indem er zum erstenmal , Elemente
zusammenstellte. Ganz besonders widmete sich der Athener PraTon
(429—348 v. Chr.) der Grundlegung der Mathematik. Indem er
jeden Satz anf Vordersitze zuriickfihrte, gelangte er schlieBlich zu
den Definitionen, Axiomen und Postulaten; es ist sein Verdienst,
diese aus der Gesamtheit herausgeschialt und einzeln formuliert zu
haben. Ihm wird ferner die Erfindung der analytischen Methode wie
die der indirekten Beweisform zugeschrieben. Als weitere Elementen-
schreiber nennt die Uberlieferung den LeoN (am 370; Schiller des
Prarox) und den TaEypIOS (um 320 v. Chr., Magnesia). Alles bis
dahin Geleistete trat aber in den Schatten, als Evrnm (um 300

4 Uberliefert in den Fragmenten des Euvpemus von Rbodos (um 834 v. Chr,,
Schiiler des ArmroTeLEs), der eine Geschichte der Mathematik schrieb. — Fu-
demi fragmenta, quae supersunt, ed. L.Spenesw, Berlin 1866, 8. 122ff — Uber
Hirpoxnates vgl. noch Brerrscenemer, Die Geometrie und die Geomeler vor
Euclid, Leipzig 1870. :



v. Chr.,, Alexandria) sein groBes Werk (grocysicr, elomenta)® der
Oﬂ'entlwhkelt iibergab. Aus der Formvollendung, in der er seine
Zusammenstellung ausfiihrte, ist zu erkliren, daB die Werke seiner
Vorganger innerhalb der nichsten Menschengeneration verschwanden
und keum die Namen ihrer Verfasser iibrig lieBen. Evkwnip ist der
Elementenschreiber ‘xar’ foyiw, 6 oroyuwrde! Er scheint sich
ziemlich streng an die Originalarbeiten der ersten Bearbeiter auf
den einzelnen Teilgebieten angeschlossen zu haben: Buch I, I und:
im ‘wesentlichen IV und VI dirften die geometrischen Resultate der
Arbeiten in der pythagoreischen Schule, Buch VII —IX deren
arithmetische Untersuchungen wiedergeben. KEine zweite, verallge-
meinerte Zahlenlehre (Buch V und zum Teil VI) wird auf Evpoxus:
v. KNmos (408 —3855 v. Chr., Schiller des ArRCEYTAS und PraTon)
zurlickzufiithren sein. Buch X fuBit auf Vorarbeiten des TrHEATET
(um 390 v. Chr.,, Heraklea), enthilt jedoch gewiB auch viel Original~
arbeiten Evkrin's selbst (Bd. I, S. 224—225); zu seinem Eigentnm
gehdrt u. 8. auch noch der hentlge Schulbewem des pythagoreischen
Lehrsatzes.

Anderseits hat aber auch Euknm nicht alles aufgenommen,
was an elementarmathematischen S#tzen zu seiner Zeit bekannt
war; ‘80 unterdriickte er u. a. den Satz von den Lunulae des Hirpo-
KBATES — wohl in Erkenntnis seiner Nichtverwendbarkeit bei der
Kreisquadratur (s. S. 111). Solche nicht aufgenommenen Sitze,
deren elementarer Charakter jedoch t'eststa.nd nannte die Folge-
zeit ororyerdidn.t

Die schnelle Verbreitung und ausschlieBliche Anerkennung des
euklidischen Werkes ist oben erwihnt. Die auf uns gekommenen
Handschriften haben als gemeinsamen Ausgangspunkt eine Be--
arbeitung des THEON von Alexandria (um 865 n. Chr), der an der
urspriinglichen Fassung Anderungen, durch Einfiigung von Zu:
siitzen, kleinen Erlduterungen u. s. w., vornahm.

Die Wichtigkeit solcher Zusammenﬂmsungen pflegt darin zu
liegen, daB hinterher die systematisierte, in ithrem Bestand gefestigte
Wissenschaft einen ungeahnten Aufschwung nimmt. Man vergleiche
die glinzenden Leistungen des ein Halbjahrhundert nach Euxuip
lebenden Amomrmepes (287—212 v. Chr., Syrakus), die in einer
Reihe - einzelner, hochwichtiger Abhandlungen verteilt sind. Seine
Quadratur des Kreises, der Ellipse und der Parabel, die erschopfende
5 Vgl. Hemsea, Litterargeschichtliche Studien aber Euclid, Leipzig 1882, —.
8 Procli Diadochi #n primum BEuclidis Elementorum librum commentarsi, ed.
Freprewv, Leipzig 1873, 8. 72. (ProkLus 410—485 n. Chr.; Byzanz, Athen.)
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Aufstellung der halbregelmiBigen Korper, die Kubatur der Kugel
und anderer Rotationskdrper zeugen von einer Gewandtheit, die in
der damaligen Zeit und noch heute geradezu bewunderungswiirdig
erscheint, — man vergleiche ferner die Erfolge seines jiingeren
Zeitgenossen ApoLroNius von Pergd (zwischen 250 und 200 in
Alexandria, dann in Pergamum), des Verfassers jenes groBen Fun-
damentalwerkes in der Geometrie der Kegelschnitte, und man wird
ermessen konnen, welch hohe Stufe der Entwicklung die Mathematik
auf euklidischer Grundlage erreichte.

Mit Herox von Alexandria {erstes Jahrh. v. Cbr.), dem Vertreter
der praktischen und technischen Geometrie (siche Bd. I, 8. 97—98,
151, 209) wird der Gipfelpunkt griechischer Mathematik #iberschritten;
wir erwihnen von ihm nur jene bekannte Vorschrift, den Flichen-
inhalt eines Dreiecks aus den drei Seiten zu berechmen, der neben
vielen anderen Berechnungs- und Ausmessungsregeln zum erstenmal
in seinem Werke zu finden ist. Nach dem Beginn unserer Zeit-
rechnung werden die Namer bedeutenderer Vertreter der Geometrie
immer seltener. Nur MENELAOS von Alexandria (um 98 n. Chr),
dem wir in der Geschichte der sphiirischen Geometrie wiederbegegnen
werden, Kraupius ProLEmarus (beobachtete zwischem 125 und
151 n. Chr. in Alexandria), dessen Hauptverdienste auf dem Gebiete
der Astronomie liegen, und schlieBlich Parpus (Ende des dritten
Jahrhunderts n. Chr., Alexandria), der in der Hauptsache eine kompi-
latorische Thitigkeit entwickelte, vermochten ihre Namen in der Ge-
schichte der Geometrie in Erinnerung zu halten, wie die nach ihnen
benannten Lehrsitze beweisen.
.. Griechenlands Bliite war vorbei. Die Romer wuBten als Erben das
Uberkommene nicht zu bewahren, geschweige denn fortzubilden. Be-
dauerlich schwach ist das Verstiindnis, das in den Kreisen rdmischer
Agrimensoren heronischer FeldmeBkunst entgegengebracht wird. Zu
besserer Entwicklung gelangte ein anderer Ausldufer griechischer
Geometrie, der in Indiens fruchtbarem Boden Wurzeln schlug. Es
ist viel gestritten worden, ob die indische Mathematik griechische
Bestandteile aufweist, ob sie aus sich allein entstanden ist oder ob
sie sogar fiberschiissige Kraft nach Alexandrien hat abflieBen lassen.
An das letzte ist indes fir die Geometrie sicher nicht zu denken,
da die jetzt zuginglichen indischen Schriften von mannigfacher Ahn-
lichkeit mit heronischer Mathematik, deren hoheres Alter feststeht,
Zeugnis ablegen. Zwar lernten wir die indischen Mathematiker fiir
Rechenkunst und Algebra als hochbegabte Erfinder kennen (vgl. Bd. I,
S. 5, 10, 41—42, 98, 128, 225, 296 —297), fir die Geometrie ist ihnen
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jedoch gleiche Erfindungskraft nicht zuzuerkennen. Immerhin ist
die ‘Art, wie der ibnen zustromende Stoff behandelt wird, original.
Der Inder kennt nicht das Zuriickgehen auf Definitionen, Axiome
u.8.w. Was ihm an Spekulation fehlt, erginzt er in gliicklichster
Weise durch-die Anschauung, so daB bei gar nicht leichten Satzen
das einzige Wort ,Siehe!% das der anschaulich gezeichneten Figur
beigeftigt ist, den ganzen Beweis fiir die ausgesprochene Behaup-
tung ersetzen kann — ein Verfahren, unmoglich fir strenge, grie-
chische Geometrie! Ein zweites, fir diec Mathématik der Inder
charakteristische§ Hilfsmittel ist die algebraische Behandlung geo-
metrischer Probleme, die den Vorzog besitzt, ihre anerkannte Meister-
schaft in der dlgebraischen Analysis auf ein, ihnen weniger genehmes
Gebiet tibertragen zu kdnnen. Dennoch sind wirkliche Erweiterungen
des Bestandes der Elementargeometrie in Indien nicht zu ver-
zeichnen; nur auf eine Verallgemeinerung der heronischen Dreiecks--
formel fir Sehnenvierecke wird aufmerksam zu machen sein,

Die mathematischen Untersuchungen der Inder bilden einge-
schaltete Kapitel in den groBen astronomischen Werken, die von
ABvaBHATTA (geb. 476 n. Chr.), BraEmagurra (geb. 598 n. Chr.),
Braskara (geb. 1114 n. Chr) verfaBt sind. Eine Fundgrube fir
indische Greometrie stellen anch die Gulvasitras dar, eine Sammlung
geometrischer Vorschriften, die der indische Ritus bei Bauten von
Altdren und Tempeln auf das strengste innehalten muBte.

Seltener wird in der (Geschichte der Elementargeometrie auf
spitere Zeiten zu verweisen sein. Die 4raber pflegten griechische
und indische Kenntnisse mit groBem Interesse. Ihre Erfolge in der
Geometrie der Kegelschnitte gehoren indes nicht mehr der Elementar-
geometrie an; fiir diese finden wir nur in der Theorie der Vielflaichner
und der Konstruktionsaufgaben erwihnenswerte Resultate,

Was das 4bendland unmittelbar aus dem Altertum durch Vermitt-
lung von BokraIUS (480 Rom — 524 Pavia; Staatsmann und Gelebrter)
und GERBERT (340 Auvergne — 1003 Rom; seit 999 Papst Sylvester II)
iibernahm, ist herzlich wenig uhd beschrinkt sich auf praktische,
ausmessende Geometrie, wie sie die romischen Agrimensoren schon
dirftig genug aus Heron's Schriften entlehnt hatten. Erst iiber
arabische Autoren hinweg gelangte griechische Géometrie in reinerer
Form zum Abendlande. Auch hier, wie in anderen Gebieten der so
weiten Mathematik, muf LronaRDO von Pisa (1220 Practica geomelriae)
und ganz besonders JorpaNus NEmorarius (+ 1287, Ordensgeneral;
De triangulis) wegen der selbstindigen Behandlung des von ihren Vor-
gingern iibernommenen- Stoffes rithmend genannt werden. Sie sind
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die Bahnbrecher einer neuen, freilich sehr langsam fortschreiten-
den Periode mathematischer Wissenschaft. Fiir lange Zeit bilden
gie die Gewdhrsminner abendlindischer Gelehrten, die aus ihnen
ihre ganze Weisheit entlehnen. Unter dem durch sie vermittelten
EinfluB arabischer Geometrie stand die mittelalterliche Gelehrsamkeit
bis zur zweiten Hilfte des fiinfzehnten Jahrhunderts. Jetzt endlich
erdffnete die Zeit des Humanismus ein direktes Zuriickgehen auf die
alten Quellen, zuniichst auf die Schriften der romischen Agrimensoren,
schlieBlich auch auf die #lteren Originale.

Die erste in deutscher Sprache geschriebene Geometrie stammt
aus dem Ende des vierzehnten Jahrhunderts und ist unter dem Namen
der Geomeiria Oulmonensis bekannt.” Der unbekannte Verfasser, der
zu ihrer Niederschrift von dem Hochmeister KoNrAD vON JUNGINGEN
angeregt wurde, fiigte der urspriinglich lateinischen Ausarbeitung
eine ziemlich freie deutsche Ubersetzung bei. Der Inhalt ist rein
feldmesserischer Natur und nur dazu bestimmt, die Regeln und Vor-
schriften der damals sehr handwerksmiBig betricbenen FeldmeBkunst
zusammenzufassen.

- Wahrend die Arbeiten PrumsacH's (1423—1461, Universitit
Wien) und RecroMoNTANUS' (1436 Kdnigsberg in Unterfranken — 1476
Rom; Wien, Italien, Niirnberg) ein eifriges Studium guter rémischer
und griechischer Quellen verraten, zeigen die geometrischen Kapitel
des WrpManN'schen Rechenbuches von 1489 7* pnur Spuren direkter
Beschiftigung mit den rémischen Agrimensoren. Wurde auch all-
mihlich der alte Bestand wiedergewonnen, so blieb doch das Tempo
in der Weiterbildung ein sehr langsames. Erst das siebzehnte Jahr-
hundert brachte einen wesentlichen Fortschritt. DgescarTEs’ groBe
Entdeckung (1637 Géométrie) verband die Geometrie mit der Algebra
und schuf in der analytischen Geometrie (siehe die Geschichte der-
selben: Teil XII) ein fruchtbares Mittel, das der Mathematik zu un-
‘geahnten Triumphen verhalf. Infinitesimalbetrachtungen, deren erste
Verwendung uns in KEpLERS' Stereometria doliorum von 1615 und in
CAVALIERIS' Geomelria indivisibilibus econtinuorum nova quadam ratione
promota 1635 entgegentreten, vereinigten sich mit der analytischen
Geometrie, um schlieBlich als herrlichste Frucht die Differential-
und Integralrechnung zu zeitigen. Aber auch auf dem Wege der
antiken Geometrie lernte man weiterwandern und schuf in der pro-

1. Geometria Culmonensis. FEin agronomischer Trakiat aus der Zeit des Hoch~
meisters Conrad von Jumgingen (1393— 1407), herausg. v. D. H. MEnprRAL,
Leipzig 1886 (Publikationen des Vereins fiir die Geschichte von Ost- und West-
preuBen). — 7* Vgl Bd. I, Anm. 55.
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jektivischen Geometrie eine neue Wissenschaft, die die tiefsten Ein-
blicke in das Wesen der Raumlehre erschloB. Das neunzehnte Jahr-
hundert brachte. philosophische Durcharbeitungen der Grundlagen
und entwickelte eine allgemeine, von den speziellen Eigenschaften
unseres Raumes unabhingige, absolute Geometrie.

2. Die Sprache der Geometrie. Figuren.

Im Gegensatz zu der Algebra ist die Ausdrucksweise, deren
man sich in der Geometrie bedient, wenig ausgebildet; sie ist in
der Periode stecken geblieben, in der sich die Algebra von der Zeit
DrorrANT's bis zum Auftreten Viera’s befand (vgl. Bd. I, S.124—127).
Die Beweise werden in mehr oder minder breiten Auseinander-
setzungen vorgefithrt, unter Benutzung abkiirzender Zeichen, stellen-
weis unterbrochen von algebraghnlichen Rechnungen. Das Ideal
einer symbolischen Geometrie, das mannigfach angestrebt ist, wird
sich kaum erreichen lassen. Die Algebra geht bei ihren Rechnungen
immer wieder auf die wenigen Grundoperationen zuriick, deren An-
wendung fast stets ohne weitere Einschaltung eines begleitenden
Textes aus den Rechnungsresultaten selbst; klar ist; bei kompli-
zierteren Operationen geniigt die Anfilhrung der gerade benutzten
Formel. Anders in der Geometrie. Die Zusammenziehung vieler
Schltisse in eine Denk- oder Anschauungsoperation, die Formulierang
von Lehrsitzen, die stete Berufung auf bereits bewiesene Sitze, die
nicht in der durchsichtigen Gestalt einer Formel uns entgegentreten,
machen es vielfach unmoglich, obhne erliuternden Wortlaut aus-
zukommen, Die beigefiigten Zeichnungen kdnnen zwar erheblich zur
Kiirzung des Beweises beitragen. Doch bediirfen auch sie zumeist
einer Beschreibung, da verwickeltere Figuren iber den Verlauf
der vorgenommenen Konstruktion nur wenig unmittelbar verraten;
hierin tritt aber gerade der auBerordentliche Vorteil algebraischer
Formeln klar zu- Tage.

So weit als mdglich sollte man algebraische Schreibweise heran-
ziehen; ohne Zweifel wird hierdurch die Ubersicht auBerordentlich
erhtht und damit das Verstiindois erleichtert, besonders wenn, wie
in der Schule, miindlicher Unterricht hinzukommt.

Figuren kannte bereits das altigyptische Rechenbuch des
Ammes® (zwanzigstes bis achtzehntes Jahrhundert v. Chr). In ihm
begegnet dem Leser u. a. die Figur eines gleichschenkligen Drei-

8 Eisenromr, S. 125 (Anm. 3).
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eckes, das eigentiimlicher Weise nicht auf der Basis stehend, wie
wir es gewohnt sind, sondern liegend, mit der Spitze nach rechts,
gezeichnet ist und an seinen Seiten die betreffenden MaBzahlen
trigt. Zuweilen wird auch die MafBzahl des Inhaltes einer Figur
eingeschrieben. Das Hineinschreiben der MaBzahlen finden wir
auch bei dem griechischen Feldmesser HEron (erstes Jahrhundert
v. Chr); es bestirkt dies den Geschichtsforscher, die HErox’sche
Sammlung als aus #gyptischen Quellen stammend aufzufassen.
Bei den Griechen hatte sich, vielleicht seit der Zeit der Pythago-
reer, die Gewohnheit herausgebildet, die Kcken der Figuren mit
Buchstaben zu bezeichnen. Man hat Grund anzunehmen,® daB Hrepo-
KBATES von Chios (um 440 v. Chr) diese Ubung bereits besaB.
Bei Evknmn (um 300 v. Chr.) ist der Buchstabe Jota, I, in der
Figurenbezeichnung grundsiitzlich ausgeschlossen, wohl um Ver-
wechslungen mit einem einfachen Strich zu vermeiden. In jenen
altertiimlichen Bruchstiicken, die man auf HippokmaTEs zuriick-
fihren zu konnen meint,® ist dies noch nicht der Fall. — Die
griechische Sitte, Buchstaben an die Ecken zu schreiben, drang
nach Indien und wurde spiter von den Arabern iibernommen. Sehr
oft verrit die Reihenfolge der in arabischen Schriften benutzten
Buchstaben, zu denen wohl arabische Zeichen, aber in der Reihen-
folge des griechischen Alphabetes, verwendet sind, die Anlehnung
an griechische Quellen.!* Auch mittelalterliche Mathematiker, wie
RecroMonTANUS (1436 —1476), withlten hiufig noch statt a, 3, ¢,
d u, s. w. die Reihenfolge a, b, g, d. Kinen gewissen AbschluB fand
diese Auswahl der Buchstaben, wenigstens fiir Dreiecke, im acht-
zehnten Jahrhundert, indem nach Vorgang von EurLer die Ecken
bezw. Winkel stindig mit 4, B, C, die gegenilberliegenden Seiten
mit a, b, ¢ gekennzeichnet wurden; die zugehdrige Winkelbezeich~
nung «, B, y ist nicht vor Beginn des neunzehnten Jahrhunderts
allgemein iiblich geworden (vgl. Trigonometrie, Teil V, B. 8). —
Ist es nbtig, fiir eine gewisse Gruppe von Punkten einer Figur eine
gemeinsame Eigenschaft duBerlich durch die Bezeichnung anzudeuten,
8o bedient man sich heute eines und desselben Buchstabens unter
Hinzufiigung von Indices, wie sie LErBNiz 1675/76 zum erstenmal
benutzt hatte (vgl. Bd. I, 8. 151). Vor LEmxiz, und bevor sein Vor-
schlag weitere Verbreitung fand, muBte man sich in solchem Falle

9 Baersceweioer 8. 114, Note 2 (Anm. 4); vgl. auch Canror, Vorlesungen
vber Geschichte der Mathematik, Bd. II, 2. Auflage, Leipzig 1894 (von
hier ab kurz mit II® beseichnet), 8. 194. — 10 Caxror, I®, 8. 881, vgl. daselbst,
Anm. 2. ' i
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begiiligen, denselben Buchstaben mehrfach zu setzen.!! Nicht un-
zweckmiBig ist das Verfahren, das Smmon Stevin (1548 Briigge —
1620 Leiden; Kaufmann, spiter im Staatsdienst als Ingenieur) befolgt,
wenn er bei Gelegenheit des trigonometrischen Fundamentalfalles
b, ¢, y die Doppeldeutigkeit des Punktes B dadurch hervorhebt, daB
er die sich ergebenden Punkte B mit B, B bezeichnet.’? Man Lonnte
hierin {ibrigens auch die ersten Anfiinge von Buchstaben mit Indices
erkennen. _

Zeichen fiir oft wiederkehrende Worte finden sich bereits
in alten Handschriften, wie in einem Manuskript der heronischen
Dloptm Vv fiir Dreieck, o» fiir Parallelogramm; = fir Rechteck,!?
oder in einer Pappushandschrift: O fiir Kreis, = fiir parallel, [ fir
rerodywvoy, A oder 7 fir zpiywvor;* auch in mittelalterlichen
Drucken begegnet uns zuweilen A fiir Dreieck, <= fiir Winkel, 1 fir
senkrecht, | fir parallel.’® KEine systematische Verwendung dieser
Zéichen, wie sie in der Neuzeit apzutreffen ist, bleibt aber dabei aus-
geschlossen, Eine Ausnahme macht im Mittelalter das weiter unten
(8. 13) noch hervorzuhebende Werk HiriGoNE's von 1684, Oursus
mathematious, in dem solche Zeichen stindig und zweckbewuBt be-
nutzt sind. Das moderne Zeichen ~ fiir #hnlich, aus einem liegenden
8 (= similis) entstanden, ist von Lemsniz vorgeschlagen worden.’®
Von demselben ist die Zeichenzusammenstellung =~ fiir das eukli-
dische ,ahnlich und gleich% unser ,kongruent®, gewihlt worden.'?
CeR. v. WoLFF schreibt in seinen FElementa Mattheseos unsversalis
(Halle 1717) noch ,,= et ~ %18

Die Abhandlung, in der diese Zeichen zum erstenmal gegeben
gind, wurde von LEIBNIZ im August 1679 niedergeschrieben.!¢ Sie

M 8o bei Grecorivs von St. Vincentius, Opus geomeiricum, Antwerpen 1847,
8. 27 u. ofters. Br. Pasoar (1628—1662), Oeuvres, ed. Favoize (Hachette), Paris
1882, Bd. III, S. 870—446. Jomaxx Berwoviu (1667—1748), Acta Eruditorum,
Mai 1897, Opera omnia, Lausanne-Genf 1742, I, S. 192; Figurentafel IX,
Nr. 87, 2. Jon. Waruis (1656—1708), de sectionibus conicis, 1655, Opera
math., I, Oxford 1695, S. 303ff — "2 Les oeuvres math, de Smon SteVIN,
augment. par Ars. Gmarp, Leiden 1684, II, 8.15. — 13 Notices et extraits
des Manuscrits de la Bibliothéque imperiale, Bd. 19, Paris 1858, 8, 173. —
¥ Pappi Alexandri collectiones (cvvaywyy), Gr. lat. c. comment. ed. F. Hocrscn,
Berlin 1876—178, Bd. IIl1*, Anhang S. 120—182. — 16 Waxzus, Algebra, 1693,
Opera omnia Bd. I, Oxford 1695, S. 847. — 1 Lmswiz, Characteristica geo-
metrica (Manuskript 10,‘VIII 1619}, Werke, ed. Gernaror, 8. Folge, Bd. V,
8.158 Z. 9 v. u.: ,,Similitudinem ita notabimus: ~.“ — V' Lemniz (ebenduelbat)
schreibt: ,A BC~ CD A. Nam ~ mihi est ssgmsm similitudinis, el = aequa-

litatis, unde congruentiae signum compono, quia quae simul et similia ef aequalia
sunt, ea congrua sunt.“ — 18 Bd, I, Geometrie, § 236 (Anm. 68).
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hat den Hauptzweck, eine Art geometrischen Kalkiils der algebraischen
Symbolik an die Seite zu stellen. Leider ist dieser eigenartige Ver-
such in den Anfiingen stecken geblieben. Lrziniz selbst hat ihn
nicht einmal der Offentlichkeit fibergeben, vielleicht weil er bei be-
freundeten Mathematikern wie HuyeENns!®, mit denen er fiber seinen
Vorschlag in Briefwechsel trat, keine Gegenliebe fand.?®

Fiir die Elementargeometrie hatte PIrerre HERIGONE in seinem
eben erwilinten Cursus mathematicus von 1684 eine solche, von LiEmeniz
ganz allgemein angestrebte Begriffsschrift aufgestellt und durchgefiibrt.
Seine Ausdrucksweise dhnelt auch in der #uBeren Anordnung, der
Trennung von Voraussetzung, Behauptung, Beweis, auBerordentlich
der modernen Form. Die Lehrsiitze sind doppelsprachig, lateinisch
und franzbsisch, abgefaBt; die Durchfiibrung des Beweises bedarf
dessen nicht, da seine Zeichensprache allgemein verstéindlich ist.
Ein Beispiel aus seinem Werke,?' dem wir die moderne Form bei-
fiigen, wird das Verfahren HtricoNg's am besten erliutern. (Die
Figur ist ein Parallelogramm mit den im Umkreis gesetzten Buch-
staben ACDB, die Diagonale CB wird gezogen.)

L. I, Theor. XXTIT, Schol. I

Omne quadrilaterum habens Ein Viereck,in dem die Gegen-
latera opposita aequalia, est | seiten paarweise gleich sind, ist
parallelogrammuin. -| ein Parallelogramm.

Tout quadrilatere qui a les
costez opposez égaux, est parallelo-

gramme,
- Hypoth.
ab 2/2 ed Vor. AB=CD
ac 2/2 bd AC=BD
Req. ». demonstr. | Beh. ABCD 1}
ad est O Bew. Zum Bew. verbinde man Bmit C,
Praeparatio dann ist
Lpl be est 1. AB= CD (nach Vor.)
Demonstratio 2. BC = BC (Jede GroBe ist sich
hyp. ab 2/2 ed selbst gleich)
be est commun. 3. AC = BD (nach Vor.)
byp. | ac2[2 bd A ABC= A DCB (8.8.8)%
8.1 |<abc2/2bed, e | <<ABC=<<BCD (hom. Sticke)
8.1 |<bca?2/2cbd, 8| 4<BCA = CBD (hom. Stiicke)
. 27.1 ab=cd AB|| CD (an gleichen Wechselw.)
B8.29.1 ac = bd AC || BD(angleichen Wechselw.).
concl. abed est O

19 Lemxiz, Werke, ed. Gersaeor, Bd. II, Berl. 1850, 8. 19ff. — 20 Daselbst.
8.27. — A Bd. I, 8. 43. — 22 8.8.8. ist eine empfehlenswerte Abkiirzung
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~ Die hier auftretenden Zeichen HkrionE's sind: 2/2 fur gleich
(vgl: Bd. I, S. 188), & fur Parallelogramm, fir gerade Linie,
= fiir parallel, ®. fir ad (aus der Proportionslehre entnommen).
Req. . dem. heiBt. requisitum ad demonstrandum, d. h. Behauptung.
Die am linken Rand stehenden Vermerke sind Hinweise auf die
benutzten Sitze.

3. Axiome, Definitionen. — Aligemeine Fachausdriicke.

Strengere Untersuchungen iiber die Grundlegung der Geometrie
stellte zuerst die- Schule Praron’s an. Die nach und nach auf-
tauchenden Grundsitze und Erklarungen wurden genau formuliert
und an die Spitze des geometrischen Systems gesetzt, in der Art,
wie eine solche Sammlung den Elementen EukLin’s vorausgeschickt
ist (siehe unten S. 15). KEine groBe Anzahl diirfte auf PraTon (429
bis 348 v. Chr.; Athen) selbst zuriickzufiihren sein; einige lassen
sich in platonischen Dialogen nachweisen, fiir andere ist ARISTOTELES
(384—322 v, Chr.; Athen) Gewibrsmann,??

Im Dialog ,Menon*®* begegnet uns die Definition: ,Figur ist
die Grenze des Kdrpers®; an anderer Stelle3® heiBit es: ,Gerad ist,
dessen Mitte die beiden Enden deckt“ eine Erklirung, die auch bei
AnisToTELES * vorkommt und so aufzufassen ist, daB, wenn man die
Strecke lings ihrer Richtung betrachtet, sie nur als Puankt sichtbar
ist. Die in fast keinem modernen Lehrbuch fehlende Erklirung des
Punktes als Grenze einer Linie, der Linie als Grenze einer Fliche,
der Fliche als Grenze eines Kiorpers ist ebenfalls als platonisch
von ARSTOTELES fiberliefert.2”  Die Linie als eindimensionales Ge-
bilde, ,Lé&nge ohne Breite“, heifit bei AmrisToTeELES nach PraTox's
Vorgang ,ufxog dnleréc,?® die Fliche entsteht ihm aus dem
Breiten und Schmalen ,ininedov &x wldreog xai orevod“,?® der

fir die Berufung auf den Kongruenzsatz: ,Dreiecke sind kongruent, wenn sie
in den drei Seiten @bereinstimmen® (analog: 8. W. 8,— W. 8. W. — ete.) — vor-
geschlagen von dem am 4. III. 1895 verstorbenen Gymnasialprofessor Worprrzgy
(Friepe. WerpER'sches Gymn. zu Berlin). — 23 Vgl. Haxxen, Zur Geschichte
der Mathematik im Altertum und Mittelalter, Leipzig 1874, 8. 185—186. —
24 Pratox, Menon, 76 A, ed. Starisavy, Vol. VI, sect. [T, Gothae et Erfordiae 1888,
8. 45 Z. T: ,0otsgeot mépas oyijuc sivar'' — 26 PratoN, Parmenides, 137 E., ed.
Astios, Leipzig 1821, Bd. III, §. 82 Z. 2—8: ,xal pijv 08¢ ye, ob & 10 péoor
éugoly oy dayatory SmimgoocPer 7.4 — 28 Amisrorsies, Topica, VI 11, Berl.
Akademieausgabe 1831, Bd. I, S. 145 rechts 30: ,,66v, of 10 udoor émimgocyei
r0iy mégaow” — 27 Amsroreies, Topica, V 14, Berl. Akad.-Ausg., I, 8, 141
rechts 19—~20. — 28 AmmroreLes, Topica, VI 6, 8. 143 rechts 12. — 29 Agr-
storELes, Met., I 9, Akad.-Ausg. 1881, Bd.II, S. 992 links 12. —
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Korper ist durch den Besitz der drei Dimensionen charakterisiert:
»OOpe o Eyov tosig dweordoag®.® Auch eunklidische Grundsitze
lassen sich bei ARISTOTELES nachweisen; mehr als einmal bringt er
vor, daB Gleiches, von Gleichem subtrahiert, wieder Gleiches giebt.®!
Ebenso findet sich fiir den allgemeinen Begriff Axiom bei ARISTOTELES
zum erstenmal eine Definition.®2

Die euklidischen Elemente liefern uns diese Definitionen in
strenger, kunstgerechter, abgeschlossener Fassung. Der praktische
Geometrieunterricht kann sich mit dieser starren Form nicht be-
gnitgen; es stellen sich Zusitze und Erlauterungen als notwendig
heraus, um dem Zuhdrer oder Schiller die abstrakten Wahrheiten
verstindlicher zu machen. Derartige Umschreibungen und Ergin-
zungen sind uns schon aus dem Altertum bekannt. Wie wir oft
bemerken konnten, vertritt auch hier die Geometrie des Alexan-
driners HeroON (erstes Jahrhundert v. Chr.) die Praxis, im Gegensatz
zu der reinen Theorie. Wir stellen im folgenden die Definitionen
Evkrip's und HEroN’s zusammen, um den Unterschied recht Llar
zu zeigen.

Evkuip HEerox
(ed. HerBERG, Leipzig 1883, 8. 2). (ed. HuvLrsch, Berlin 1864, S. 71.).

1. Squeidv tot, ob pépog 0 Féy. 1. Syusidv totew ot pbpog oIy
Punkt ist, was keinen Teil hat, § népag ddidorarov §) mépag
3. I'pappiis 08 mépare onpsic. yooppdv. Punkt ist, was keinen

Die Grenzen der Linie sind Teil hat, oder eine dimensions-
Punkte. lose Grenze oder Grenze einer
Linie.

2. Ioappi 88 pixog dmdarés. 2. Foapps 06 ot pixog dn-
Linie, eine Liange ohne Breite. Aordg xal dfadig. . . yiyvera
08 omueiov gvévrog dvmdey

xdrw iwvole T xeve THY

ovvéysiay, mepibyetel T8 xel

meperobrar onpsiog, méges

6. Emipavsiug 08 méparic yoou- impavsicg wirh yevouéyy . . .
pei. Die Grenzen der Fliche Linie ist eine Liinge ohne
sind Linien. Breite und Tiefe ... sie ent-

steht, wenn ein Punkt von

80 Ampisroreres, Topica, VI 5. Berl. Akad.-Ausg., Bd. I, 8. 142 rechts Z. 24/25.
— 81 Z. B. AristoteLes, Met., XI. 4, Berl. Akad.-Ausg., Bd. II, 8. 1061 Z. 20:
»dmd 1éy towy lowy dpagovpévar loa lsinssdar — 32 Amisroreies, Metaph.,
IIT, csp. 8, Berl. Akad.-Ausg., Bd. I, 8. 1005 links Z. 19 —
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4,

I 'E'm;mﬁoc

Ebdsie yoopui totiv, frig
loov toig bg' éevroig anueiowg
xsivae. Kine Gerade ist eine
Linie, die zwischen den in jhr
befindlichen Punkten immer
gleichm#Big (in derselben An-
ordnung und Richtung) liegt.

. Empdvae 6é dorw, & pixog

xei midrog povoy ye. Kliche
ist, was nur Linge und Breite
hat.

dmgdvae  dotiw,
fieeg € oov taig dg' lavrls
svFsioug xsivar. Kbene ist
eine Flache, die zwischen
den in ihr befindlichen.Ge-
raden immer gleichmiiBig
(Nr. 4) liegt,

oben nach unten ohne Unter-
brechung forthewegt wird
(RlieBt); sie wird zusammen-
gesetzt und begrenzt: durch
Punkte und ist selbst die
Grenze einer Fliche.

... wie EvgLp, dann: firig

dvo dodévrwv onpciwv 4
petafd deyiorn ot vav T
alte: mépata Yyove®y yoep-
pov; ... zwischen zwei ge-
gebenen Punkten ist sie die
kiirzeste der Linien, die diese
beiden Punkte als Grenze
haben.

. ... wie EvELID, dann: méoesg

odparog xal TOWOV . . . Yiy-
verar OF gvoer VMO yoeppds
xare mhdtog and dsfidy in
Gpiorepe psovong ., . sie ist
die Grenze eines Korpers . ..
und entsteht durch Fort-
bewegen (FlieBen) einer Linie
lings der Breite von rechts
nach links,

. wie Kuguip, dann: #g
insdey dvo onpsiow Gynra
v deia, xal 8hn «lty xate
AGYTE TOMOY WEVTOLWG dpap-
pdsrar ..., wenn eine Gerade
zwei ihrer Punkte enthilt, so
liegt diese Gerade -ginzlich
in ihr.

Ta. .E'ugsdv éoTt OOpe TO pAxog

xal mhdrog xal Padog Exov
.. . MepuTOVTUL 08 WAV TTEQEOY
vmo dmwpavedy. Korper ist,

" was Liinge, Breite, Tiefe hat...

begrenzt wird jeder Korper
von Flichen.
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8.

10,

Eninsdog 08 yowie totiv 9
iy imnédp dlo youppudy énro-
pévoy xel py W sdPsleg
xupbvoy mwpog dAiflag TOY
yoapud®v xAicig.  Ebener
Winkel ist die Neigung zweier
sich in einer Hbene treffen-
den und nicht in einer Ge-
raden liegenden Linien.

. Orav 08 ai meoiéyovoae Ty
yoviey yoeupal 03 sic dow, .

sv 3y pappog xakeiven ) ywvie.
Sind die einschlieBenden
Linien Gerade, so heiBt der
Winkel geradlinig.

Orar 08 siidsic in eddeicy
oradsion Tag bpekis yovieg
lowg dAMijharg motij, odpdy
ixarépe TOY loaw yowndy
dort, xal §) dpeoryxvie v sin
xdderog  xadsiven, dp T
dpéornxev. Wenn eine Ge-
rade, die eine zweite schnei-
det, gleiche Nebenwinkel er-
zeugt, so heiBt jeder dieser
gleichen Winkel ein Rechter
und die schneidende Gerade
heiBt senkrecht zu der Ge-
schnittenen.

8.

10.

Twvie ol cvveywyy modg
8y onueioy IMO xexhaouévng
imupaveleg §) yoeppdls dmo-
rshovpéry. Winkel ist die
Einengung an einem Punkte,
die durch eine geknickte
Flache oder Linie gebildet
wird.

oy iy olv ot yovie 4
i évrasptvy Uon.  avre-
xeipevar 0 slow &g mousl
s Fsie En’ sddeiav arediice.
Recht ist der seinem Neben-
winkel gleiche Winkel. Neben-
winkel sind diejenigen Winkel,
die eine auf einer zweiten
stehende Gerade erzeugt.

Es ist kaum anzunehmen, daB die angegebenen Zusitze

TROPFER, Geschichte, II.

Eigentum Herox’s sind. Zum Teil sind Lehrsitze, wie in 7., in
die Erklirung mit hineingenommen, zum Teil haben wir es aber
auch mit neuen, zu den euklidischen im Gegensatz stehenden Defi-
nitionen zu thun. Man vergleiche die Winkeldefinitionen 8., vor
allem die genetische Definition der Linien und der Flichen in 2.
und 5., die mit Hinzunahme des Begriffes der Begrenzung auf-
gestellt sind. Die letzten Definitionen erscheinen uns zwar in der er-
baltenen griechischen Litteratur hier zum erstenmal; doch wilrde es
zu weit gegangen sein, zu behaupten, daB sie heronischen oder
wenigstens nacheuklidischen Ursprunges sind. Die genetische Defi-

2
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nition liegt zu nahe, um nicht auch in platonischer oder pythago-
reischer Zeit vorhanden gewesen zu sein; nur wird sie dem strengen
Theoretiker nicht bestimmt genug erschienen sein und darum keinen
Platz in den Elementen Evkrip’s, sondern etwa nur im miindlichen Vor-
trag der in der Geometrie unterrichtenden Gelehrten gefunden haben.

Zusatz 4., daB die gerade Linie die kiirzeste: Verbindung
zwischen zwei Punkten darstellt, ist der einzige Satz, der vor HErox
(erstes Jahrhundert v. Chr), aber immer noch nach Euknip (um
800 v. Chr.) nachweisbar ist. In seiner Abhandlung iiber die Kugel
und den Cylinder? geht ArcEmMEDES (287—212 v. Chr., Syrakus)
von diesem Satze als Axiom aus und sagt: ,Adepfdve 0¢ Teadre OV
T clte mpare iyovody yoauuudv eyictny sver Thy eI siev
(Ich nehme an, daB von den Linien, die gleiche Endpunkte besitzen,
die gerade Linie die kiirzeste sei).

Uber die Grundlagen der Geometrie ist noch oft im Altertum
geschrieben worden; eingehenderen Bericht giebt uns dariiber Proxrus
(410—485 n. Chr.; Byzanz, Athen) in seinem Kommentar zu dem
ersten Buche der Elemente EuvgLin's.? Angelpunkte bleiben immer die
euklidischen und heronischen Definitionen. Dariiber hinaus kamen
auch die arabischen Gelehrten nicht. Die Scholastik des frithen
Mittelalters bevorzugte die heronischen Bewegungsdefinitionen und
leitete aus ibnen den Begriff der . Kontinuitit ab. Ganz modern
klingt die Erklirung des JorpanNvUs NEmorarius (Deutscher; + 1287,
Ordensgeneral der Dominikaner), die aussagt, daB eine Linie ein
stetiges Gebilde erster Ordnung, Fliche und K&rper solche hoherer
Ordnung seien: ,,Simplex aulem condinuilas in linea est, duplex quo-
que in superficie, triplex tn corpore. Punclus est fizio simplicis conti-
nuitatis. 34

In spiterer Zeit geht man wieder auf die euklidischen Sitze
zuriick. Es diirfte interessant sein, iltere deutsche Fassungen kennen
zu lernen. JomANNES WipMANN von Eger, der Verfasser des #ltesten
deutschen gedruckten Rechenbuches (Leipzig 1489; vgl. Bd. 1,
Anm. 55), das auch Geometrie enthdlt, sagt wortlich:

- punctus ift eyn Pleyn Dingf d3 nidyt su teylen ift.
linea ift ef ausftredung die alleyn 3u meffen ift ynn die leng.
Superficies ift ef aufjtrediig die man mift nad) der leng vit nad
der preyt.
33 Amcurupops, ed. HeiBema, Leipzig 1880—81, Ilsgi op. xal xdxd. L, Bd. T,
S. 8 Z 22—24, Ubersetzung von Nizze, Stralsund 1824, 8. 44. — 34 De
triangulis, lib. I, def,, ed. M. Corrze, Heft VI der Mitteilungen des Coppernicus-
vereins zu Thorn, 1887, S. 8.
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Corpus ift eyn ausjtrefung bdie man mift nady leng preyt ond
tieff ader did.

Angulus ift ein Windel der do gemadyt ift von jweyen [ini”

In dem Rechenbuch des Simow Jacor 1565, einem der ver-
breitetsten Lehrbiicher des sechzebnten Jahrhunderts, heiBt es viel
ausfithrlicher: -

»E&in Punct ift ein ontheilbares reines ftipfflein | weldyes mit Feinem
JInftrument mag gemadyt | fondern mu§ allein mit dem ver-
ftandt gefaft werbden |

Ein Lini ift ein langer riff | der fein breiten hat | wirt im werd
nidyt gefehen | fondern allein mit dem verftandt gefafit.

€in fled) oder Ebne ift die | fo allein in die leng vnd breit ge-
meffen wird.

Eine cbne oder wafferredhte Fled) ift ein ebmer pla wifdpen
jmeyen Linien der Fiivite begriff.

Ein Corpus ift cine grdffe fo in die leng | breit und tieff ge-
meffen wirt,

Ein ebner Windel ift wann jwo Linien bey einem Punft einander
alfo anciiren | dag wa folde fortgesogen wiirden | lieffen fie
creutsweiff pber einanbder.

€in Cirdelronde Linien [Kreis] ift ein ronber riffs | der in der
titte ein piinctlein hat | von weldjem ju der ronden ELinien
allenthalben eine gleidje weite ift.”

Je mehr wir uns der Neuzeit nihern, desto verschiedenartiger
werden die Formulierungen, in die jeder Verfasser — wenigstens
in neuester Zeit — sein geometrisches Glaubensbekenntnis hinein-
zulegen sucht. KEs ist eine sehr dankenswerte, aber die Kriifte des
einzelnen fast iibersteigende Arbeit, eine systematische [Ubersicht
dieser Fassungen zu geben, wie sie fiir das letzte Jahrhundert von
ScEoTTEN®® in Angriff genommen ist. Ein weiteres Behandeln des
sehr umfangreichen Stoffes wiirde iiber den hier gesteckten Rahmen
hinausgehen. |

Auf einige Fachausdriicke sei noch im folgenden eingegangen.
Unter paedjuara faBte PraTon’s Akademie alle Lehrgegenstinde
des wissenschaftlichen Unterrichtes zusammen. Die Schule des
ARisTOTELES spezialisierte das Wort und faBte mit ihm nur die Logistik
(Rechenkunst) und Arithmetik (wissenschaftliche Zahlenlehre), Geo-
metrie der Ebene und des Raumes, Musik und Astronomie zu-

38 Somortex, Inhall und Methode des planimetrischen Mﬂebtcs Eine ver+
gleichende Planimelrie. Leipzig 1870.
2‘
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sammen. - Die Trennung zwischen praktischer und theoretischer
Wissenschaft, die Plato in der Scheidung zwischen Logistik und
Arithmetik eingefihrt hatte, nahm AmrrstorELEs bei der Geometrie
vor, indem er die (Geodisie der reinen Geometrie gegeniiberstellte.?®®

Das Wort Punkt ist lateinischen Ursprungs. Das eigentliche
punctum gen. neutr. (onpsiov, bei ARISTOTELES oreyps) wurde all-
mihlich durch die m#nnliche Form pumctus, puncti (bei Priwtus,
punctus, punciins) verdringt. Die Form puncius findet sich schon
in den Schriften der Agrimensoren?®® (erstes und zweites Jahrh. n. Chr.),
des BokrHIUS (480—524),%" des JorDANUS NEMORARTUS (+ 1237)% und
erst recht bei Spateren wie Liuca Pacrioono 1494,%° WipMaNy 14894 u.a.
Auch in den deutschen geometrischen Schriften hieB es anfangs
»das Punkt®, so in der Geomelria Culmonensis: ,in dafjelbige punft
f lege das vedyte winfelmofe vnde firecfe eyne limie.”4*

Das Wort Linie ist das lateinische lines (griech. yoeupd).
Die Gerade heifit bei Evkrip eddsie (8c. yoeups; recia linea).

Fir Fliche gebrauchen die Pythagoreer ypoe, die Mathe-
matiker bis ARISTOTELES #wizedov. Nach ARISTOTELES spezialisiert
sich das Wort auf den Begriff ,Ebene“ (planum), wahrend fiir das
allgemeine , Flache“ (ares) — wie behauptet wird, nach Vorgang
PraToN's — imupdvace iblich wird.$?

Der Raum wird bei Evgnip mit orspedy bezeichnet,

oxfipe ist jede Figur, sei sie rdumlich oder flichenhaft.

B. Besonderer Teil.

I. Die gerade Linie. Der Winkel.

Ein erheblicher Fortschritt in der Theorie der Geraden iiber
die euklidische Lehre hinaus gehort erst den letzten Jahrhunderten
an. Seit dem Anfang des siebzehnten Jahrhunderts werden negative
Strecken anerkannt, allgemeiner seit der Schopfung der analytischen
Geometrie durch Descares. In die Elementargeometrie wurde der
Unterschied zwischen der Geraden 4B und der entgegengesetzten BA

36 Die Schriften der romischen Feldmesser, ed. Brome, LaceMaxn u. Ruporer,
Berl. 1848, 860, 29; 374, 18. — 37 Boknius, instit. arithm., II. 80, ed. FrizpLEIN,
Leipzig 1867, 8. 121 Z. 28 u. éfters. — 38 De triangulis, S. 3 Z. 8 (Anm. 34). —
39 Luca Pacwor.o, Summa de Arithmetica Geometria Proportions et Proportio-
nalita, Venedig 1494, Teil I, 8. 1, — 40 Rechenbuch, Leipzig 1489, bas dritte
oit letste teyl u, 5. w. (202 Blatt, Vorderseite). — 4 S. 66 (Anm. 7). — 42 Lagz-
tius Dioaenes, IIL 24, § 19. ed. Coser, Paris 1850, 8. 74 Z. 15 v. u. il
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im neunzehnten Jahrhundert durch Moemius (1790 — 1868 Leipzig)
gebracht und daraus eine neue geometrische Behandlungsart ge-
wonnen, die bedeutende Resultate erzielte.** Auf der anderen Seite
hatte DEsarauzs (1593—1662; Paris, Lyon, Baumeister) ganz neue
Wege eingeschlagen, indem er Biischel von Geraden (ordonnance de
droites), die sich im Endlichen oder Unendlichen schneiden, seinen
Untersuchungen zu Grunde legte** und damit die Anfinge einer pro-
jektivischen Geometrie (siehe S. 94) schuf, die in Stemver (1796 bis
1863; Berlin) ihren groBten Meister sieht.

In der Definition des Winkels (yovie, angulus) ist bis heut~
zutage keine Kinigkeit erzielt. In der Hauptsache sind es zwei
Erklirungsversuche, die in verschiedensten Formen auftreten. Die
Auffassung des Winkels als Neigang oder, genauer gesagt, als
Richtungsunterschied zweier (eraden geht auf Evkrip (lib. I. def. 8
— vgl. 8. 17), durch ihn wahrscheinlich auf die platonische Schule
(viertes Jahrh. v. Chr.) zuriick. Eine Modifikation hiervon stellt den
Winkel als DrehungsgroBe hin,*® zieht also noch mechanische Prinzipien
hinein. Demgegeniiber versteht BrrTeAND*® (1778) unter Winkel
das unendliche Ebenenstiick, das durch zwei von einem Punkte aus-
gehende Strahlen gebildet wird. Ihm schlieBt sich Bavrzer (1818
bis 1887, Prof. in Konigsberg) in seinen Klementent’ an und ver-
breitet dadurch diese Definition in Deutschland.®

Die Hervorhebung des Drehungssinnes veranlaSte Moesius, ent-
sprechend seiner Auffassung einer Strecke, zwischen den Winkeln
ABC und CB A streng zu scheiden (vgl. oben).%®

Einer der iltesten geometrischen Begriffe ist der Begriff des
rechten Winkels (y. 609, angulus rectus, bei Bokrmivs auch a.
normalis), da er aus der senkrechten Stellung irgend eines Gegen-
standes zum Erdboden, aus der aufrechten Haltung des Menschen
43 Moeswws, Der barycentrische Kalkiil, Leipzig 1827, § 1. Moesius, Werke,
Bd. 1, ed. Bavrzer, Leipzig 1885, 8. 26. — 44 Desaraues, 1689, Brouillon
projed d'une atieinte aux éuénemens des renconires d'um cone avec un plan,
ed. Poupma, Paris 1864, I, 8. 104. — 48 Tamavr, Grundrif der réinen
Mathematik, 2. Aufl. Gottingen 1809, S. 168, — 48 Bertranp, Développement
nouveru de la pariie élémentasre des math. Genéve 1778. Bd. II, 8. 6: ,,Un
angle est ume portion de superficie plane comtenue entre deux lignes droites,
qus 5t coupent et sont termindes & leur point de section.* — 47 Bavrzes, Die
Elemente der Mathematik, Bd. II (8. Aunfl. Leipzig 1870. 8.5). — 48 Vgl
die sehr eingehende Darstellung bei Scmorrew, Bd. II, 1898, 8.94—183
(Anm 85). — 4® Moxsius, Uber eine newe Behandlungsweise der anal. Sphaerik,
§ 1, Leipzig 1846. Werke, II, ed. Krein, Leipzig 1886, S. 4/5. Die Theorie
der Kreisverwandtschaft in rein geom. Darstellung, § 8. Abh. der Kgl. Stichs.
Akad. der Wissenschaften, math.-phys. Klasse, Bd, II, 1855. Werke, II, 8. 255.
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selbst folgte. Jiingeren Datums ist seine (Jbertragung in eine be-
liebige Ebene. Allm#hlich werden sich Verfahren eingestellt haben,
rechte Winkel auf dem Erdboden abzustecken, etwa fiir Grundrisse
von Tempeln und anderen Gebiiuden.. Kine solche Methode ist zom
Beispiel die Bildung eines rechtwinkligen Dreieckes mit den Seiten
8, 4 und 5 mittels eines in solche Abschnitte geteilten Seiles.
Es ist sehr wahrscheinlich, daB sowohl die alten Agypter, als auch
-die Babylonier Kenntnis gerade von diesem Verfahren besaBen.5®

Die Definition, die Evgrip fiir eine Senkrechte (xéSsrog mpog
6pPag sc. yoving oder kurz xdderog) giebt (lib. I, def. 10, vgl. S. 17)
— als solche Linie, die eine andere Gerade so schneidet, daB gleiche
Nebenwinkel entstehen —, ist die noch jetzt iibliche. Sie ist ebenso,
wie die Einteilung der Winkel in spitze, stumpfe und rechte
auf vorplatonische Zeit anzusetzen, vielleicht #gyptischen Ursprungs
(EvkLD: yovie ofsic, dufsie, 6p8y — bei BokrHIvs [finftes
Jahrh. v. Chr.] angulus acutus, obtusus oder hebes, rectus oder nor-
malis — LEONARDO VON Pmsa 1220: angulus acutus, amplus vel
obtusus, rectus — WIDMANN 1489: {darpfer, (gefdheffter) weyter, redyter
Windel).

Der Satz von den Nebenwinkeln (BEvRLiD: @i &gefig
yoviee 1, def. 10; HERON: dvrixsipeve: vgl. 8. 17 Nr. 10 — deinceps
positi) mnB, mindeatens praktisch, den Agyptern bekannt gewesen
sein. KukLip behandelt ihn im ersten Buch unter Nr. 18, die Um-
kehrung in I, 14. Der Satz von den Scheitelwinkeln (Evkum:
ol xere: xopuply yovier;5' anguli verticales, a. ad verticem) soll nach
ProgLus®? (410—485 n. Chr.; Byzanz, Athen), dem Kommentator
Evkwrip’s, von THALES (um 640 Milet — 548 Athen) erfunden worden
sein, ProxLUs beruft sich dabei auf Eunemus (am 834 v. Chr.; Rhodos,
Schiller des ArmsTOTELES), der die erste Geschichte der Mathematik
geschneben haben soll. Der Beweis Evkrm's (lib. I, 15; unser Schul-
beweis) sei der erste strenge gewesen. Trotz dieser bestimmten Uber-
lieferung ist mit Sicherheit anzunehmen, daB TaaLes den Satz in
Agypten kennen gelernt, ihn vielleicht aber als erster in Griechenland
mitgeteilt haben mag. Das deutsche Wort Scheitelwinkel ist durch
80 Cawtom, I’, 8. 62, 102. — & Ed. Hemsere, Leipzig 1883, Bd. I, 8.40 Z 7. —
52 Ppoxsvs 8. 209 Z. 1ff (Anm. 8): ,Totro woirwr 7o Pedpnua Ssixrvawy,
du Mo evdady didilac Teuvoucdy ai xoTa xogupiy yoviae loac slow, stgnuévoy
uév, dg enoiv Eddnuos, ond Badot mpdrov, tijs 86 émaiquoniniic émolstbenws fliw-
pévor muga TH oroyawty .. (Dieser Satz sagt aus, daB, wenn zwei Gerade ein-
ander schneiden, die Winkel an dem Schnittpunkt gleich sind. Gefunden ist
er, wie Eupemus mitteilt, zuerst von Tmaies; eines leichtfaBlichen Beweises

wurde er von dem Elementenverfasser (Evkrm) gewiirdigt.)




Die gerade Linie. Der Winkel. 23

KisTnER'S Anfangsgriinde®® allgemein #iblich geworden; bis dahin
findet man in der Regel Vertikalwinkel. Das Wort Nebenwinkel
verwendet bereits v. WoLrF in seinem gleichnamigen Lehrbuch. 5

Die Worter Komplement- und Supplementwinkel gehdren
urspritnglich nicht der Geometrie, sondern der Trigonometrie an.
Es scheint, als ob arabische Astronomen wenigstens fiir einen
Bogen, der einen anderen zu einem Viertelkreis erginzt, eine be-
sondere Bezeichnung hatten, fiir die im Lateinischen comple-
mentum eintrat. Dieses Wort kommt zwar in einer lateinischen
'ﬁheruet.zung, die Prato von Tivorr im zwolften Jahrhundert von
dem - sehr bedeutenden astronomischen Werke De motu stellarum
des Ostarabers ArBaTTaNI (+ 929; Damaskus) anfertigte, nicht vor,
sondern wird durch Umschreibungen, wie gquod ad perficiendum 90
defioit (was zur Vollendung von 90° fehlt)®® ersetzt; auch in den
Schriften des Lronarpo Pisano (1202 liber abaci; 1220 praciica
geometriae) ist es nicht nachweisbar — aber den beiden groBen
deutschen Astronomen Geora v. PEurBacH 5 (14283—1461, Wien)
und REcromonTANUs 57 (1436--1476; Wien, Italien, Niirnberg), denen
gute arabische Quellen zur Verfiigung standen, ist es so geliufig,
“daB man auf #lteren Ursprung schlieBen muB. Durch sie gelangte
Complementum auch in den sich mit dem KEnde des sechzehnten
Jahrhunderts in groBerer Fiille einstellenden trigonometrischen Lehr-
biichern zur Einfihrung, so bei LansBeree 1591, Viera 1598-4,
Prriscus 1600, ScawenTER 1618, SnELLIUS 1627, CAVALIERI 1648 W.8.—
Das Wort supplementum fiir einen Bogen (bezw. Winkel), der einen
anderen zu einem Halbkreis (1807 erginzt, ist wahrscheinlich ein
von Cavavierr (15917—1647, Bologna) erfundenes Kunstwort. Von
keinem anderen der eben angefiihrten Verfasser wird es erwihnt,
selbst nicht von ScEwWENTER (Geometria practica, 1. Aufl, 1618; 2. Aufl.
1627), der eine umfassende Zusammenstellung von Erklirungen da-
mals gebréiuchlicher Fachworter giebt. Lawseree (1591, Geometria

83 A. G. Kistner, Anfangsgrimde der Arithmetik, Geometrie . .., 1. Aufl.
1159, 2, Aufl. 1764 GSttingen. — 54 Crr. Freiherr v. Worrr, Anfangsgrinde aller
mathematischen Wissenschaften, 1. Aufl. 1710 Magdeburg, Aufl, v. 1750, 8. 133.—
B8 Rudimenta astronomiae Alfragani; item Albategnius astronomus peritissimus
de motu stellarum cum demonstr. geom. et addit. Johannis de Regiomonte, Norim-
bergae 1537, ed. Scabxee, 8. 14 (aus dem Nachlasse Recromoxrtax'’s). — 58 T'rac-
talus Georgii Peurbachii super propositiones Ptolemaei de Simubus et chordis.
Item compositio tabularum Sinuum per Joamnem de Regiomonte. Adjectae suni
& Tabulae sinuum duplices per eundem Regiomontanum, Norimbergae 1541. —
81 De triangulis omnimodis libri quinque (verfaBt um 1464) — ed, Boubnes,
Norimbergae 1538,
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triangulorum) benutzt sogar an einer Stelle die Wendung ,.com-
plementum ad semicireulum®.®® Hingegen definiert Cavarierr 1643/
sofort am Anfang seines trigonometrischen Liehrbuches®® ausdriicklich
nicht nur complementum, sondern auch supplementum und zwar in
dem Sinne, in dem wir es heute noch verwenden. Eingang fand
das neue Wort nur schwer. Es fehlt noch im Lezicon mathematious
von Virauis (1668) und im Cursus mathematious von ScHOTT (1674,
Frankfurt a. M.).

Die Theorie der Parallellinien gehdrt zu den Kapiteln
der Mathematik, die fast zu allen Zeiten schwebende Fragen bildeten.
Ebenbiirtig tritt sie hierin der Quadratur des Kreises an die Seite;
beide wurden erst im neunzehnten Jahrhundert erledigt.

Der Begriff paralleler Linien (mwpdidqgdog, eigentlich
e0Ssion mxg dAAfjAecg #iypévenr — dhnlich wie proportio aus pro por-
tione) wird in dreifacher Weise aufgestellt. Euvxrip (I, def. 35 nach
Lozenz' Ubersetzung) sagt: ,Parallel sind gerade Linien, die, so weit
man sie auch an beiden Seiten verlingern mag, doch an keiner Seite
zusammentreffen.“®® Auf dasselbe kommt hinaus, wenn gefordert
wird, daB die Linien sich nicht schneiden, daB sie sich im Unend-
lichen treffen oder daB sie im Unendlichen einen Punkt gemeinsam
haben. Den letzten Formulierungen begegnen wir erst vom sieb-
zehnten Jahrhundert an. So hatte Kerrer (1571—1630; Graz, Prag,
Linz, Ulm) gelegentlich (1609) die parallelen Geraden als solche
bezeichnet, die sich im Unendlichen schneiden.®® Endgiltig fihrt
den unendlich fernen Punkt erst Desargues (1598—1662; Paris,
Baumeister) ein;% wieder aufgenommen hat ihn NEwToN (1643 bis

88 Geometria Triangwlorwm, Lugd. Batav. 1591, lib. IV, Satz 16, 8. 197 Z. 7
bis 8. Apruax Memos (Doctrinae sphaer. libri ¥V, 1598) sagt bei der De-
finition des Komplementwinkels noch ausdrilcklich: ,Anguli obtusi com-
plementum appellamus residuum quod spsi deest ad duos rectos.” (Das Komple-
ment eines stumpfen Winkels ist der Rest, der ihm an zwei Rechten fehlt)
(Ausg. Ameterdam 1632, V. Nr. 14, 8. 75.) Abnlich Prriscus, Trigonomeiria,
Aufl. 1800 lib. I, Nr. XTI, S. 8 Sunmus, Doctrina triangulorum canonica,
Lugd. Batav. 1627, I, prop. III, 8. 5. — 59 F. B. Cavaueri, Trigonometria
plana e sphaerica, linearis et logantbmwa, Bononiae 1643, 8. 2, XII, Noch
in der Descriptio von Nerer (Anm. 1077) wird supplementum durch reliquus ad
semicirculum angulus umschrieben. — 0 Evguw, ed. Hemere, L. def. 83, 8. 8
Z. 3—5: ,napédlyiol dowr sdcine, oirwes & TP o¥rp émnédp olow xai
sxPaldbpsvon ely Gnsigor 8 Exarepa Té pépy éni pndérsge ovpminrovow dhdjlas.”
61 Pgralipomena in Vitellionem IV. 4, Kerier's Werke, ed. Fewsca, Vol. I,
Fraokfart a. M. und Erlangen 1859, S. 186 unten. — 62 ed. Poupea, I, 8. 105
(Anm. 44).
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1727; Cambridge, London) in seinen Principien von 1687,% in
groBerem Umfange verwendet ihn 1832 Steiner (1796 —1863;
Berlin).® — Die zweite Erklirung hebt hervor, daB die beiden
Linien, die man parallel nennt, immer dieselbe Richtung haben
oder, besser ausgedriickt, mit einer Transversalen gleiche Winkel
bilden. Zum erstenmal findet sich diese Fassung bei VairieNon
(16564—1722, Paris) in seinen nachgelassenen, 1781 im Druck er-
schienenen FElementen;®® er ist von spiiteren Verfassern oft wieder-
holt worden. — Die richtigste Definition diirfte diejenige sein, die
die Konstanz des Abstandes zwischen den beiden Geraden hervorhebt.
Von Posrponius (128—44 v. Chr.; Rhodos) bereits vorgeschlagen, %
ist sie doch nicht vor dem sechzehnten Jahrhundert in die Lehr-
biicher eingedrungen. Sie ist zuerst wieder enthalten in der Geo-
metrie des PeTRUs Ramus (1515—1572; Paris)®" von dieser aus ist
sie dann in eine groBere Anzahl von Lehrbiichern des sechzehnten
bis achtzehnten Jahrhunderts eingedrungen; vor allem gelangte sie
durch WoLFF's Elemente zu weiterer Verbreitung.®®

Das elfte Axiom des ersten Buches Evkrin's (richtiger in
anderer Ausgabe: Das fiinfte Postulat) sagt aus, daB zwei gerade
Linien, die von einer dritten so geschnitten werden, daB die beiden
inneren an einer Seite liegenden Winkel zusammen kleiner als zwei
Rechtesind,sich genugsam verlingert an ebenderselben Seiteschneiden,*
Schon die Schopfer der Grundlagen der Geometrie, deren Resultate
Evukrnip, wie wir betont, nur zusammenfaBte, muBten die Unmdglich-
keit eines Beweises fiir diesen Satz eingesehen haben; sonst wiirden
gie ihn nicht an die Stelle gesetzt haben, wo wir ihn heute finden,
Aber zu allen Zeiten hat es Gelehrte gegeben, die sich mit der Ent-
deckung seines Beweises abquilten. Den Reigen der uns bekannten
Bearbeiter erdffnete ProLemius™ (beobachtete zwischen 125 und 151

83 Philosophiae naturalis principia mathematica, Londini 1687, Lib. I, Lemma 22,
8. 87 Z. 17—18 ,, Lineae parallelae sunmt gquae ad punctum infinite distans
tendunt.* — 4 Bremwer, Systematische Entwicklung der Abhdngigheit geo-
metrischer Gestalten von eimander, Berl. 1832, cap. I, §2. — Gesammelte
Werke, Berl, 1881—82, I, S. 241. — €8 Elémens de mathématique, Paris 1731,
H, 8. 17 nach Canror, IIT*, 8. 506, — 66 Proxrus, ed. Frmeprems, 8. 176 Z, 61,
(Aom, 8). — 67 Peri Rami Arithmeticae libri duo, geometriae XX VII a Lazaro
Bchonero recogniti, Francofurti 1592. — €8 Car. v. Wovrrr, Elemenia Matheseos
wuniversae, Halle 1717, Teil I, Geom. § 78. — 69 Euxup, ed. Hemerg, I, 8. 8
2.15—19: ,, Kai dav sis dvo svIsing s0Psix uninrovoe 1as évrds xei éni 16 adre
pdon ywviag do. bpddv dldocovas mojj, éxfalloudvas tas So sbdeiac én’ dnsigoy
ovuninisy, d9’ & pépy eloiv of 16y o Spddy dldogores.* — 710 Proxius, ed.
Friepre, S. 362 Z. 12 f (Anm. 6).
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n. Chr. in Alexandria), dem vermeintlichen Ziele am n#chsten kam
Lecenpre (1752—1833; Paris).™
ProLemius zeigte, daB, wenn zwei innere entgegengesetzte
yinkel an zwei von einer dritten geschnittenen Geraden zusammen
zwei Rechte betragen, dann dies auch auf der anderen Seite der
Schneidenden der Fall sein miisse. Liegt demnach auf der einen
Seite ein Schnittpunkt, so muB auch auf der anderen Seite ein
solcher liegen, d. h. die beiden Geraden miiBten zusammenfallen,
was nicht eintritt. Dieser ptolemiiische Beweis ist neuerdings
(BERTRAND, 1778)" wieder von der Elementargeometrie aufgenommen
worden und wird oft in den Schulen so behandelt, daB man die
Kongruenz, also die Deckungsmoglichkeit der beiden, von den Paral-
lelen eingeschlossenen, ebenen Streifen links und rechts von der
Schneidenden anschaulich zu machen sucht.

Schon das Altertum (Proknus) hatte den inneren Zusammen-
hang des elften Axioms mit dem Satze von der Winkelsumme im
Dreiecke erkannt. Hierauf baute LEGENDRE weiter und wies un-
anfechtbar nach?, daB die Winkelsumme nicht gréBer als 180° sein
kann, uad daB, wenn die Winkelsumme bei einem Dreiecke 180°
betrigt, dies dann bei jedem der Fall sei. Der fehlende Nachweis,
daB die Winkelsumme auch nicht kleiner als 180° sein konne,
miBlang ihm ebenso, wie allen seinen Vorgingern.

Man hatte einen Ausweg aus der schwierigen Lage darin zu
finden gesucht, daB man das Parallelenaxiom fallen lieB und andere
Forderungen dafir aufstellte, ein Mittel, durch das man indes
nichts besserte, sondern nur die Schwierigkeit auf ein anderes
Gebiet #ibertrug. So ersetzte WarLis (1616 —1703, Prof. der
Geometrie in Oxford) das elfte Axiom durch die Forderung, daB
sich zu jedem Dreieck ein #hnliches in beliebig groBem MaB-
stabe zeichnen lasse;" diesen Gedanken nahmen Carnor und
Larracg, in neuester Zeit DELBoEUF wieder auf.”® Auch LEGENDRE
T Leozwose, 8. Aufl. der Elémens (1. Aufl. Paris 1794), Géométrie Note 2 und Mém.
de Paris Bd. XII, 1833, 8, 865 ff. Es bhat sich durch Untersuchungen Berrramis
(Un precursore italiano di Legendre et di Lobatschefsky. Atti della Reale
Academia dei Lincei, 1889, Serie IV, Vol V, 8. 441—448) herausgestellt, da8
die S#itze Lecenpre’s wie auch eine Anzahl der Resultate von LoOBATSCHEFSKLY
und Boivar schon einmsl in einem Werke des Jesuiten Saccaenr (1687—1788,
Turin, Pavia): EBuclides ab omni naevo vindicatus, Mediolani 1733, abgeleitet
sind. Vgl hierzu und iiberhaupt fiir die 'Geschichte der Parallelentheorie:
Stickew u. Exaer, Die Theorie der Parallellinien von Euclid bis Gaup, Leipzig
1895. — T2 Développement nouveaw ete. Bd. II, prop. VII, S. 17 (Anm. 46). —

18 De postulato quinto e definitione quinta lib. 6 BEuclidis disceptatio geometrica.
Werke Bd. II, Oxoniae 1693, S. 665—678. — 74 Larrace, Exposition du systéme
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(1828)" machte einen derartigen Vorschlag und nahm an, daB,
wenn innerhalb eines Winkelraumes irgend ein Punkt gegeben ist,
es stets moglich sei, durch ihn eine Gerade zu ziehen, die die
beiden Schenkel des Winkels schneiden; er hatte aber auch hierin
in Lorenz (1791) schon einen Vorginger.™

Uberall vergebliches Bemithen! Die Losung brachte Gauss
(1777—1855, Gottingen). Ihm war es (seit 1792)"" zur Gewibheit
geworden — was andere bloB ahnten’ —, daB das elfte Axiom nur
eine Erfahrungsthatsache sei, ein Beweis somit zu den Unmoglich-
keiten gehore. Das elfte Axiom deckt sich mit der eindeutig zu
lésenden Forderung, durch einen Punkt auBerhalb einer Geraden eine
Parallele zu dieser Geraden zu ziehen. (Gauss™ und nach ihm

du monde, 5 éd., Paris 1824, L. V, chap. 5 note. Deisoevr, Prolegoménes
Pphilosophiques de la géométrie el solution des postulats, Lidge 1860. DeLBoEUF,
L’ancienne et les nouvelles géométries, Revue philosophique, dirigée per Ta, Ripor,
Bd. 86, 1893, 8. 449—484. Bd. 37, 1894, S. 353—383 — nach ENoEeL u. Sticees,
S. 19, — % In der 12. Aufl, seiner Elemente, 1828. — 76 Lorenz, Grundrif
der reinen Mathematik, Helmstedt 1791; vgl. Bairzee, Uber die Hypothese
der Parallelentheorie, Cm:m's Journal, Bd. 78, Berlin 1871, S. 872—873. —
77 Nach Andeutungen in Briefen an Besser und Scmumacmer 1829, 1881 und
an WoLreana Boryar 1799 — vgl. Sricker u. Enaer, 8. 215. — 78 So G. 8. KitaEr,
Conatuum praecipuorum theoriam parallelarum demonstrandi recensio, Disser--
tation, Géttingen 1768, S. 19: ,,Mdglich wire es freilich, daf Gerade, die sich
nicht schneiden, von einander abweichen. Dap so etwas widersinnig ist, wissen
wir nicht infolge strenger Schlisse oder vermige deutlicher Begriffe von der Ge-
raden und der .krummen Linie, vielmehr duwrch die Erfahrung und dwrch das
Urteil unserer Augen”; nach Sticke. und Ewaet, S. 140. Auch in Lameesr
(1728—1777; Oberbaurat in Berlin) ist ein Vorgénger in den Theorien von
Gauvss, Lopascrerselr und Boryai entdeckt worden. Seine Untersuchungen sind
in Hinpexeura's Archiv fiir reine und angewandte Mathematik nach seinem Tode
durch Jon. Bervourw verdffentlicht (Jahrg, 1786, II, S. 187—164, III, 8. 825
bis 858), spiiter aber giinzlich in Vergessenheit geraten. (Sricker u. Ewcer,
S. 189—207). Dasselbe Schicksal traf die Untersuchungen Scuwemarr's (1780
—1857; Marburg, Konigsberg) und seines Neffen Tauvrinus (1794—1874, Kéln);
nur der letztere publizierte seine Resultate: 1825 Theorie der Parallellinien;
18268 Geometriae prima elementa (SrickeL u. Exoe, 8. 239 ff) — 79 a) Brief
v. Gauss an Borvai, 1799, Gott., Berichte, Bd. 22, 1877. f) Gaves’ Anzeigen
in den Gotting. gelehrt. Anzeigen, Bd. II, 1816, S. 617—622 (Werke IV, 864 £)
zu Scawas, Commentatio in primum elementorum Fuclidis librum, und MeTTER-
wicH, Vollstindige Theorie der Parallel- Linien, in den Gott. gel. Anzeigen Bd. IlI,
1822, 8. 1725—1726 (Werke 1V, S. 868 ff) zu C. R. MériLer, Das Parallelen-

axiom. y) Gauvss' Briefe an Besser u. umgekehrt, 18291830, Gdit. Berichte,
Bd, 22; 1877. 0) Gauss' Briefe an ScaoMaceeEr und umgekehrt (1881, 18486),

(Briefwechsel, herausgegeben v. Perers, Bd. II, Altona 1860, 8. 255, 266, Bd. V,
Altona 1868, 8. 246). Vgl. Sricker u. Eneer, 8. 219ff
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LoBaTscHEFSK17® (1793 —1856; Kasan) und J. Bowvar® (1802—
1860; Klausenburg, Maros-Viséarhely) nahmen an, daB zwei Paral-
lelen moglich seien, und entwickelten auf Grund dieser Annahme
eine neue Geometrie, in der sie auf keinen Widerspruch stieBen
(byperbolische Geometrie) Ahnlich setzte Rmemann (1826 —1866,
Gdttingen) 1854 voraus,®® daB keine Parallele durch einen Punkt zu
einer Gleraden gezogen werden konne, und vermochte auch mit
dieser Annahme eine einwurfsfreie Geometrie (elliptische G.) zu be-
griinden. Fevrx Krein®® lehrte 1871 die Unmoglichkeit, von Wider-
spriichen in den nicht-euklidischen Geometrieen, womit das Suchen
nach Beweisen fiir das euklidische Axiom endgiiltig abgeschnitten
wurde; — —

Werden zwei gerade Linien von einer dritten geschnitten, so
entstehen an den zwei Schnittpunkten im ganzen acht Winkel, die
paarweis betrachtet, je einer an je einem Schnjttpunkt, verschiedene
Lagen zu einander besitzen. In der Benennung dieser Winkel

herrscht bedauerlicherweise noch heute ziem-

liche Uneinigkeit, die fiir den Schulunterricht

alb durchaus verwerflich ist. Es scheint, als ob
¢ man sich jetzt auf die Namen

1. Gegenwinkel (a,e—b,f —e¢,9 —d, h),
elf 2. Wechselwinkel (a,9—b,h—c,e—4d,f),
-h/f 3. entgegengesetzte Winkel

@h—bg—ec,f—de),
4. verschrinkte Winkel
Fig. 1. @f—be—ch—dg)
einigen will. Schén sind diese Namen nicht; #uBerlich haben schon
1. und 3. den Gleichklang gegen sich. Aber wenn in jedem Lehrbuch
neue Vorschlige gemacht werden, kommt man erst recht nicht zum

80 Tosarscepskis Neue Anfangsgriinde mit einer vollsiindigen Theorie der
Parallelen (im Kasanschen Boten 1829; in den gelehrten Schriften der
Universitdt Kasan, 18385 bis 1838); Gdometrie imaginaire 1837 (CreuLEs
Journal, Bd. 17, Berlin 1887, 8. 205—320); Geometrische Uniersuchungen
gur Theorie der Parallellinien (Berlin 1840; franz. v. Houkn, Paris 1866);
Pangeometria (2. Aufl, Neapel 1874). — Collect. compl. d. Oeuvres géométr.
Bd. I, Kasan 1883, Bd. I, Kasan 1886. — 8 I. Borvar, Appendix zu Tentamen
n elementa mattheseos, Maros-Vésérhely, 1832 (franz. v. HoviL: La science
absolue de Vespace ete. Paris 1868; deutsch durch Friscmavr, Leipzig 1872). —
82 Ujber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen, Habilitations-
schrift, 10. VI. 1854. Ges. Werke, Leipzig 1876, S. 254 ff. — 83 F. Kiem,
Uber die Nicht-Euklidische Geomeirie, Gétt. Nachrichten 1871, Nr. 17; Math.
Annalen 4, Leipzig 1871, S. 575—625; Bd. 6, Leipzig 1878, S. 112—145.
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Ziel. Einheit in der Nomenklatur thut not; darum nehme man an,
was am meisten verbreitet ist. — Der Name Wédchselwinkel
geht auf Eugum I, 27 selbst zuriick: @i &vedddE yovien® (alterni
anguli); doch werden darunter bei ihm nur die inneren Paare d, f
bezw. ¢, ¢ verstanden. Die Gegenwinkel b, f (analog die drei anderen
Paare) nennt Eukuip ,den ZuBeren Winkel b und den ihm an der-
selben Seite gegeniiberliegenden inneren Winkel 7.8 Von Gruppe 8.
kennt er nur ¢, f und d, e als ,,die beiden an einerlei Seite liegenden:
inneren Winkel“%® Der Name ,entgegengesetzte Winkel“ er-
scheint in KASTNER's Anfangsgriinden;®’ ob zum erstenmal, ist nicht
sicher. ‘Das Wort Gegenwinkel® kannten weder Sturm 1707,168
Worrr 1750% noch KisTnER1764,%® KARSTEN 1767,1% SEaNER 1778,3!
Kuterr 1798,'%2 Bueee-TosieseEn 18007 in ihren Lehrbiichern; bei
Kosack 1852 ist es bereits in Ubung.®®

Die Siitze von den Winkeln an geschnittenen Parallelen
sind bei Evkrip (I, 27—380) bereits vollstindig vorhanden; sie sind
in der pythagoreischen Schule ausgebildet worden, die zu den
Flichenanlegungen ihrer sicher bedurfte. '

2. Das Dreieck. — Die Kongruenz.

Die Einteilung der Dreiecke nach den Seiten und Winkeln
hatte EvgLip (um 800 v. Chr) bereits vorgefunden (lodmisvoov,
loooxehéc, oxainvdy = aequilaterum, aequicrurum, scalenum; 6090~
yevio, dufivydviov, dElymvioy = rectangulum, obtusiangulum, acuti-
angulum). Vielleicht ist diese Gruppierung schon bei den Agyptern
gebriiuchlich gewesen; wenigstens enthiilt das altigyptische Rechen-
buch des AmMEs (zwanzigstes bis siebzehntes Jahrhundert v. Chr.)3
eine griBere Reihe von Aufgaben, die speziell das gleichschenklige
Dreieck zu Grunde legen.

Die Hohe eines Dreiecks fithrt Evkum nicht vor Beginn
der Flichenlehre ein (lib. VI, def. 4);°° selbstverstindlich wird er

84 Ed. Hemerg, I, S. 88 Z. 19 — bei Leonaroo Pisawo, Pract. geom. 1220, 1I,
S. 2 (Anm. 88): nanguli, qui permutati sunt, sibi invicem equaniur.' —
8 Ed. Hewmere, I, S. 68 Z. 14—15: . derds yurin xal 7 dvzds xal dmsver-
tlov xui éni 10 avre usgn.” — 86 Dagelbst. Z. 16: ,af dvsds xuxi éni vd adre uden
o yoriae® — 87 II, Aufl. 1764, 8. 180 (Anm. 53). — 88 Leonarpo vox Pisa,
1220, Practica geometriae, ed. Boncomeaani, Rom 1862, II, 8. 2: ,exterior an-
gulus est interiori anguli sibi opposito egualis* — 89 Kosack, Beitrdge o
einer system. Entwicklung der Geometrie aus der Anschawung, Nordhausen 1852
(nach Scmorrew, II, S. 876, vgl. Anm. 85). — # VI, def 4, ed. Heisena, II,
Leipz. 1884, 8. 72 Z. 11—12: " Tyoc doti navros ayiparoc 7 dnd tijc xogueie
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aueh die verschiedenen ‘Lagen einer Hohe (innerhalb oder auBer-
halb des Drefecks) gekannt haben, wenn auch erst HEeron (erstes
Jahrhundert v. Chr) eingehender daritber spricht®® Die Pro-
jektion einer Seite auf eine andere nennt HERON dmorops®® oder,
falls sie auf die Verlingerung fillt, &xfindsice.’® 1m Mittelalter
stellt sich dafiir seit LiroNarpo v. Pisa (1220 Practica geometriae)®®
und JorpANUs NEMORARIUS (+ 1237)% allgemein das Wort casus ein
(z. B. bei RegromonTaN, WinMaNN). Fiir Hohe sagt Wipmann (1489)
cathetus, gelegentlich auch diameter.

Fir Basis wird das deutsche Wort Grundlinie seit Simon
Jacos (1565, Rechenbuch). iiblich.*®

Fir das rechtwinklige Dreieck sind jetzt die Namen Hypote-
nuse und Kathete iiblich. Das Wort dworsivovow (die dariiber
spannende) wird von den Alten im eigentlichen Sinne des Wortes
gebraucht. So bezeichnet HemoN, nachdem er die MaBe zweier
Seiten eines Dreiecks genannt hat, die dritte Seite als dmorsivovoe,
ganz gleich, ob das Dreieck schiefwinklig,®’ recht- oder stumpf-
winklig® ist; jedoch ist die Reihenfolge in den letzten beiden
Dreiecksgattungen immer so, daB die grofte Seite zuletzt genannt,
nie also etwa eine Kathete oder eine kleinere Seite im stumpf-
winkligen Dreieck mit dmoresivovoe aufgefibrt wird. Auch beim
Viereck wird vmotreivovsa #hnlich fiir die vierte Seite verwendet,
wenn drei andere Seiten zuerst ins Auge gefaBt sind.*® — Bei
BoiTaIus (480 Rom — 524 Pavia; romischer Staatsmann und Ge-
lehrter) ist die Bezeichnung hypotenusa bereits fiir die dem rechten
Winkel gegeniiberliegende Seite fest geworden. Bezeichnet er die
einem spitzen (bezw. stumpfen) Winkel gegeniiberliegende Seite ge-
legentlich ! mit Aypotenusa major und minor, so thut er dies pur,
nachdem er durch Fillen eines Lotes zwei rechtwinklige Dreiecke
erhalten hat, in denen die betreffenden Seiten nun wirklich Hypo-
"énl iy Phow x6Istoc dyopévn. (Hohe ist bei jeder Figur das von der Spitze
auf die Grundlinie gefiillte Lot.) — 9! Herow, Geometric, cap. 24 ff.; fiir die
aus dem Dreieck herausfallende Hohe siehe cap. 32, ed. Hourscm, Berl. 1863,
8.72. — 92 Hemox, Geometrie, cap. 12, § 4; ed. Hovrscn, 8. 56 Z. 28 u. &.
— 93 Daselbst cap. 82, § 2, 8. 78 Z. 5. — 9 Lgowampo Pmaxo, II, S. 85
Z. 4, 5 u. 8. (Anm. 88). — 96 Jorpanus Nemorarivs, De triangulis IV, prop. 25;
ed. Comrze, 8. 45 (Anm. 84). — 96 Rechenbuch, 1565, Frankfurt a. M., S. 282:
»Bafis wirt genennet ein jede £ini | fo gant im grundt ligt | wirdt derhalben etwan
genentiet ein Grundilini.’” — 97 Heron, Geometrie, cap. 24, 8. 63 Z. 28 (Anm. 2);
80 auch bei Pronemarus (zwischen 125 u. 151 n. Chr. in Alexandria), z. B. ed.
Tazaa, Paris 1813—1816, S. 36 Z. 16. — 98 Hegon, Geometrie, cap. 32; S. 72

Z, 25. — 9% Daselbst cap. 82, 8. 109 Z. 8. — 100 Bokrwus, Ars geom, II, 8. 418
Z. 18, 8. 414 Z. 19—20 (Anm. 37).
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tenusen sind. Dieselbe spezielle Verwendung des Wortes findet
sich auch in den feldmesserischen Schriften des M. Junius Niesus
(um 180 n. Chr.)!?? Im Mittelalter erscheint hypotenusa (oft hypo-
thenusa, wie bei Wipmann 1489, im Lexicon mathematicum von
Vitaris, Paris 1668) nur in Verbindung mit dem rechtwinkligen
Dreieck. PitTiscus (Trigonometrie, Aufl. v. 1610, I, 30) definiert
geradezu: ,Jn friangulis rectangulis subtendens rectum speciatim hypo-
tenusa dicitur, includentia uero rectum perpendiculum et basis: pro libitu.

Das Wort Kathete hat seine spezielle Bedeutung sehr spit
erhalten. Kdderog (i) xdPsrog sc. sbdeie yoepps, die herabge-
lassene (Gerade; # xdderog, techn. Senkblei) ist urspriinglich ein
Fachausdruck fiir ,Lot“ und wird so bereits vom iltesten, uns voll-
stindig erbaltenen griechischen Schriftsteller AvToLykos v. Pitane
(um 380 v. Chr.)1%2 gebraucht (siehe anch Evkrip, 8.22). Seit dltesten
Zeiten, vielleicht schon bei #gyptischen Mathematikern, stellte man
sich ein rechtwinkliges Dreieck so hin, daB der eine Schenkel des
rechten Winkels Grundlinie ist, wodurch der andere Schenkel die
Hohe wird. So erklirt sich die von Herox ab bis zum achtzehnten
Jabhrhundert hin gebriuchliche Zusammenstellung fdoig, »ddsrog,
dnorsivovoe (basis, cathetus, hypoteinusa) fiir die Seiten eines solchen
Dreieckes. Cathetus behielt dabei seine Bedeutung Lot vdllig bei,
wird daher bei mittelalterlichen Mathematikern (wie Viera) oft durch
perpendiculum ersetzt. Merkwiirdigerweise wird von BokrHIUs an!%?
cathetus als masculinum angesehen. Noch das achtzehnte Jahrhundert
sagt der cathetus (30 v. WoLF¥, Elementa 1717,% LaMBERT 1765544
KassTen 1767 Anfangsgriinde’®®). Im Vollstindigen mathematischen
Lexikon, Leipzig 1747, GreprrscE’sche Buchhdlg., 8. 283 (Verfasser
ungenannt) ist noch die Trennung zwischen der basis und dem
cathetus im rechtwinkligen Dreieck gemacht, aber betont, da8 jeder
der beiden Schenkel des rechten Winkels der cathetus sein konne.
‘Demgem#B entscheidet sich der Sprachgebrauch am Ende des acht-
zehnten Jahrhunderts fiir die Mehrzahl ,die Katheten®; fiir den
Singular stellt sich mit Beginn des neuen Jahrhunderts daraus ,,die
Kathete ein.% — —

-

Die Lehre von dem Dreieck, den GroBenverhiltnissen von
Seiten und Winkeln, der Kongruenz mit ihren Anwendungen ist

101 ed. Brume ete. S. 297 (Anm. 36).- — 102 Autolycus, ed. Hurmscm, Leipzig
1885, vgl. Index. — 108 Bogriws, Ars geom., lib. II, S. 408 Z. 12 (Anm. 37):
weathetus “pari numero insignitus, i4d est VIII pedibus mensuratus“. —
104 8o , Anfangsgrinde* von Bueaer, deutsch v. Topirsex, 1800, Altona S. 352.
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von PYTHAGORAS und seinen Schiillern in der Hauptsache durch-
gefihrt worden. Ihre Forschungen hat Evkuip in dem ersten
Buche seiner Elemente zusammengestellt.

Genaueres wissen wir nur von einzelnen S#tzen, wie iiber den
Satz von der Winkelsumme im Dreieck (Evkum, I, 82)
Proxrus, der Kommentator Evkiin's,® erzihlt,'** da8 Evpemus zu-
folge (Rhodos, um 334 v. Chr., Schiller von ArisToTELES; Verfasser
der ersten Geschichte der Mathematik) die Pythagoreer diesen Satz
entdeckt und mittels einer Parallelen, die sie durch eine Ecke zu
der Gegenseite zogen, bewiesen haben. HKine andere Uberlieferung
fuhrt uns noch weiter in die Vorgeschichte zuriick. Der Bericht des
GEMINUS,'* von Eurokius (Askaron, 480 v. Chr. geboren) mitge-
teilt,’°" sagt, daB die Alten das Theorem der Winkelsumme fiir
jede besondere Form des Dreiecks, zuerst fiir das gleichseitige,
dann fiir das gleichschenklige und zuletzt fiir das ungleichseitige
getrennt bewiesen haben. KEs wiirde sich hieraus eine Hinauf-
datierung bis in die Zeit des THALES (um 624 Milet — 548 Athen),
vielleicht sogar in die #gyptische Zeit, rechtfertigen. Euxwip beweist
in dem Teil seines ersten Buches, dessen Sitze vom Parallelen-
theorem unabhiingig sind, zunéchst (I, 17), daB zwei Winkel zu-
sammen kleiner als zwei Rechte sind, dann spater (I, 82) prizisiert
er ihn dahin, daB die Winkelsumme zwei Rechte betriigt. Den
Beweis vollfibrt er mit Benutzung des Satzes vom AuBenwinkel,
indem er diesen durch eine Parallele zu der Gegenseite in passende
Sttucke zerlegt.

Der moderne Beweis fiir die Winkelsumme mit Hilfe einer
Geraden, die, der Reihe nach an je einem Endpunkte um den zu-
gehdrigen AuBenwinkel gedreht, wieder in die Anfangslage zuriick-
kommt — woraus sich die Giesamtdrehung tiber die AuBenwinkel
hinweg gleich vier Rechten, also die Summe der Innenwinkel gleich
180° ergiebt — erscheint zum erstenmal in THIBAUT'S Grundrif der
reinen Mathematsk*® (2. Aufl, 1809, S. 177—179; noch nicht in der
1. Aufl. von 1801). Seine Verallgemeinerung auf Vielecke ist durch
HorrFmMany 18731% vorgenommen worden.

198 Proxrus, ed. Friepiemv, S. 379 Z.1—16 (Anm. 6). — 08 Gewmvos (Iepivos
oder Téuiroc) lebte wahrscheinlich um 77 n. Chr. auf Rhodus. Aus einem
uns unbekannten Werk desselben entlehnen sowohl ProxLus (410—485 n, Chr.)
wie Eororrs (geb. 480 n. Chr.) geschichtliche Notizen. Cawror, I®, 8. 378
bis 881. — 7 Egroxiws, Kommentar zu den Conica des Arroronivs, ed.
Hawey, Oxford 1710, 8. 9 Z. 7ff ArorLonrus, ed. Hewese, Leipzig 1891
bis 1898, Bd. II, 8. 170 Z. 4£.; vgl. Hanxsy, S. 95f. (Anm, 28). — 108 Horr-
MANN's Zeitschrift, IV, 1873, 8. 106; gegen Scrorrew, I, S. 866 (Anm. 85).
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Den Satz vom AuBenwinkel soll PrrLireus v. Mende (Agyp-
ten; um 378 v. Chr., Schiller PraTon’s) gefunden haben.’°® Das
Wort AuBenwinkel entstand erst im neunzehnten Jahrhundert;
die Elementarmathematiker des achtzehnten Jahrhunderts, v. WorLrp
1750,5 Kamsten 1767,% Bueee 18001 u. a. sagen nach dem Vor-
bilde EukLip’s () &xrog yovie)™® ,der iuBere Winkel.

Der Satz von den Basiswinkeln im gleichschenkligen
Dreiecke gehort zu den mathematischen Elementartheoremen, deren
Erfindung von den Alten dem THaLEs von Milet zugeschrieben
wird.!*! So wortlich wird diese Uberlieferung aber nicht zu verstehen
sein. TraLes hat den Satz wahrscheinlich 4
wihrend seines #Agyptischen Aufenthaltes
kennen gelernt und wird ihn nur seinen
Landsleuten zuerst iiberbracht haben; viel-
leicht ist aber der erste strenge Beweis
sein Eigentum. — Der Beweis KukLip's
(I, 5) ist ziemlich umstandlich. Er ver-
langert die Schenkel 4 B und 4 C um

die gleichen Stiicke BF und CG und B \C
folgert zunichst die Kongruenz der Drei-

ecke 4 FC und 4GB Mit Hilfe der p G
dadurch erhaltenen Gleichheiten FC=B @ Fig. 2.

und 4= BFC = <4< C G B wird nun die Kon- 1l

gruenz der Dreiecke F BC und @ CB, dadurch die Ubereinstimmung
der Winkel FBC und G CB und sonach auch ihrer Nebenwinkel
ABC und 4 ¢B nachgewiesen.

Die Beweismethode, nach der das Dreieck 4 B Cumgeklappt und auf
sich selbst zur Deckung gebracht wird, scheint Pappus (Ende des dritten
Jahrhunderts n. Chr., Alexandria) in seinen Bemerkungen zu Evknp
zuerst angewendet zu haben; wenigstens deuten neuere Forscher!!?
eine Stelle bei ProgwLus,!!® die aus dem nicht erhaltenen Kommentar
des Pappus stammt, in diesem Sinne. Das Drehungsprinzip wird
im Mittelalter nur vereinzelt gebraucht, z. B. von VarieNon (1654

109 Ferix Moiiem, Zedttafeln, Leipzig 1892, 8. 18. — M0 ed. Heisera, I,
8. 716 Z. 15. — M Pgoxwus, 8. 250 Z. 20 . (Anm. 6): ,,T¢ pév oty Oelj 10
nedawd molddy T8 GAhwy evpécens Evexa xal Tovlds Tol Fewgruaros yagws. Mystae
yog 87 medtos exsivos émisrijcor xal elmeiv, G dga moavids loooxelols al mgos
1)} fiose ywvine loae eloiv.* (Dem alten Teares dankt man die Erfindung vieler
anderer, insbesondere auch dieses Satzes. Er soll n#mlich zuerst erfafit und
ausgesprochen haben, da8 in jedem gleichachenkligen Dreiecke die Winkel
an der Grundlinie gleich sind). — "2 Heisere, Litterarische Studien uber Euclid,
8. 168 (Anm. 5). — 13 Proxrus, S. 249 Z. 20 — 8. 250 Z. 20 (Anm. 6).
TroPFEE, Geschichte. II. 3
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bis 1722, Paris) in seinen Elementen von 1781;1!% in der Neuzeit ist
es zu einem wichtigen und anschaulichen Beweismittel geworden.!!®

Die Umkehrung des Satzes von den Basiswinkeln giebt
Euknip Gelegenheit zu dem ersten bei ihm auftretenden indirekten
Beweis (I, 6). —

Der Begriff der Kongruenz von ebenen Figuren wird von
Euvkuip, also auch von seinen Vorgéingern, nicht scharf aufgestellt.
Unter gleich versteht EvgLip stets nur flichengleich. Vorhanden
ist der Begriff indes; denn er operiert mit den ihm bekannten drei
Kongruenzsitzen genau so, wie wir es heute zu thun pflegen. HeiBt
es Buch I, Satz 4: ,,Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten des einen
zwei Seiten des anderen, jede fiir sich, gleich sind und ein
Winkel einem Winkel gleich ist, der némlich, den die gleichen Seiten
einschlieBen: dann ist auch die dritte Seite der dritten gleich; auch
sind die Dreiecke selbst einander gleich; und von den iibrigen Winkeln
sind die, welche gleichen Seiten gegeniiberliegen, ebenfalls einander
gleich®,11® so fehlt eben zu dem Begriff der Kongruenz nur das
Wort. Dagegen tritt in der Stereometrie bei Evkrm ein Fach-
ausdruck auf, der zugleich auch den Begriff des Symmetrisch-
Kongruenten umfaBt; in der zehnten Definition des 11. Buches heiBt
es mamlich: ,Gleiche und #hnliche Kérper (fow xei Spoix
orepedt) sind die, welche von gleich vielen gleichen und #hnlichen
Ebenen begrenzt werden.“

Der Fachausdruck kongruent ist abzuleiten von dem
Worte congruere (= iibereinstimmen), das in den lateinisch ge-
schriebenen Lehrbiichern verwendet wird. v. WoL¥r (1717, Elementa)®®
definiert: ,, Congruere dicuntur, quorwm tidem termini esse possuni®, K ARSTEN
176029 (Mathesis theoretica § 14): ,, Bxtensa eongruere dicuntur, quorum ex-
trema, per quae terminantur, omnia coincidunt”, und (daselbst § 15): , Fx-
tensa, quae sibi mulua congruunt, sint aequalia. Bei beiden kommt aber
in den eigentlichen Kongruenzsitzen das Wort congruens nicht vor.
In den deutschen Bearbeitungen von Worrr 1750,% KisTNER 1764,5
KarsTEN 1767,'% SpeNER 1778, 30! BuaeE 1800 1% fehlt dieser terminus
ebenfalls noch; fiir ihn tritt das euklidische gleich und #hnlich ein.

"4 Elémens de mathématique, Teil I, S. 10; nach Caxror, III*, S. 506. —
8 Vgl. Dr. Freseniws, Horruann's Zeitschrift, 1L, 1871, 8. 1. — "8 ed. Hrisere,
I, 8. 16: ,; Eav 3o wgiyara vas $vo nlevgas dvoi mlevgais lvag &y sxatépay dxa-
Qg xoi Ty yewiay T yorip logpy &y vy nd 1dy foov ebdady megeroudvny,
xai mpy faow T faoes lopy &eu, ani To TRlywror 1) Touydive ioov Eotar, xal al
lowal yoviee tais lomals yaviaws loar foovia éxarége dxatépp, @ &g af lom
ndsvpai Umotsivovow.”
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Erst mit dem ncunzehnten Jahihundert beginnt sein allméhlicher Ein-
zug in die Sprache der Elementargeometrie, so bei TRIBAUT, Grundrif
der reinen Matkenwtf{c,“ 1. Aufl, 1801, S. 163; v. FORSTNER, Sphdrik,
1827, 8. 10, u. a. Uber das Kongruenzzeichen siehe 8. 12.

Den Kongruenzsatz, der die Gleichheit einer Seite und
der beiden anliegenden Winkel voraussetzt (kurz: W.S.W.-
satz),?? weist EuDEMUS,* wie PRokLUS® erzihlt,''" dem THALES zu;
die Kenntnisse des TmaLEs sind aber, wie wiederholt bemerkt, agyp-
tischer Herkunft. Eupemus folgert seine Behauptung aus den Ent-
fernungsbestimmungen, di¢ jener vollzogen habe, da bei ihnen die
Kenntnis dieses Satzes Voraussetzung sei. TraLEs soll niamlich
gezeigt haben, wie man die Entfernung eines Schiffes aus dem
Komplement des Depressionswinkels, unter dem es von der Spitze
eines Turmes mit bekannter Hohe erscheint, finden kénne. Nach
anderer Uberlieferung!'® habe THaLEs auch die Hohen von Gegen-
stinden (wie einer Pyramide) angeben konnen, mdem er ihren
Schatten zu einer Zeit maB, zu der die GroBe aller Gegenstﬁ.nde
ihrer Schattenlinge gleich ist. Dritte Quellen!® wollen wissen, dabB
er die Anwendbarkeit dieser Methode fiir jede beliebige Zeit er-
weitert habe, indem er Vergleiche mit einem der Liange nach be-
kannten Stabe und der GroBe seines Schattens anstellte. Schon
daB diese feldmesserische Aufgabe bei Hemon!2° (erstes Jahrhundert
v. Chr.), der sich sehr eng dgyptischen Mustern anlehnt, wieder auf-
taucht, 1iBt die Bezugsquelle des TmaLes klar erkennen.

Fest steht, daB schon die Pythagoreer einige Sitze zum Nachweis
der Kongruenz, die sie zu ihren Flidchenanlegungen brauchten, ge-
kannt haben. Bei Eugrip sind es ihrer drei: S.W.S., 8.8.8. und

"r Proxrus, 8. 852 Z. 13—18 (Anm. 6): ,, Eddnuos 3é év tais yeopergmais ioropiow
sl Oaijr ToiiTo dvdyee 10 Fsdonue. vy yag 16y & Faddry mlolwy dndotaaw 0 of
tgduw gaciv adror Jevvvvas TovTE ngogyeiiodal gnaw dvayxaior. (Evpemus fihrt
in séiner Geschichte der Geometrie diesen Satz auf Tuares zuriick; er behauptet,
daB jemer ihn bei dem Verfabren, mittels dessen er dem Bericht nach die
Entfernung der Schiffe auf dem Meere bestimmte, notwendigerweise gebraucht
habe.) — 18 Laertios Dioaenes I, 27, ed. Coser, Pans 1880, 8. 6 letzte Zeilen;
ferner Puixivs, Historia naturalis, XXXVI, cap. 17, ed. Dertersen, Vol. V, Berlin
1878, lib. VII, § 82, S.170 Z. 82—-84: ,,Mensuram altitudinis earwm (se. pyrami-
dum) omnemgque similem deprehendere invenit Thales Milesius umbram metiendo
qua hora par esse corpori solet. (Die Hohe der Pyramiden oder eine #ibnliche
zu bestimmen, gelang dem Milesier Thales dadurch, daB er ihren Schatten zu
der Zeit maB, zu der er dem Kﬁrpér gleich zu sein pflegt) — 8 Prorarcs,
Moralia, Saptem sapientium convivium, ed. Dtsner-Divor, Bd. III, Paris 1885,
-llmha, Bd. I, 8. 174 Z .39ff. — 120 Hgaov, Stereometrie, cap. 81, 8. 180 Z. 6
—18 (Anm. 2).
3’
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S.W.W. (bezw. W.8.W.); er leitet sie jedoch nicht im Zusammen-
hange ab.!®® An der Spitze steht der S.W.S-satz, Buch I, Nr. 4;
er wird durch Aufeinanderlegen der Dreiecke, so daB Punkt fir
Punkt und Seite fiir Seite sich deckt, bewiesen. Der S.8.S.-satz, der
im Satz 8 folgt (mit einem Hilfssatz Nr. 7), wird ebenso wie der erst
im 26. Satz gegebene S.W.W.-satz auf indirektem Wege erledigt.
Proxrus fiigt in seinen Scholien zum W.S.W.-satz einen Beweis
durch Aneinanderlegen der beiden Dreiecke mit zwei entsprechenden
Seiten hinzu; er fihrt ihn durch eine Hilfslinie auf die Betrachtung
zweier Paare gleichschenkliger Dreiecke zurick — vgl. die modernen
Schulbeweise fir den 8.8.8.- und 8.S.W.-satz.

- Merkwiirdig ist, daB der sogenannte vierte Kongruenzsatz,
der die Gleichheit zweier Seitenpaare und eines Gegenwinkelpaares
erfordert, S.S.W.-satz, in Kogrip’s Elementen fehlt; um so auf-
fallender ist das, als der entsprechende Ahnlichkeitssatz in seiner
vollen Allgemeinheit, nicht nur unter der Annahme, daB der Winkel
der groBeren Seite gegeniiberliegt, sondern auch mit der Bedingung,
daB die anderen Gegenwinkel gleichartig sind, ausgesprochen wird
(Buch VI, Satz 7).222 Man konnte hervorheben, daB Evkrip nur solche
Siitze — dem Charakter von Elementen gem#B — zusammengestellt
habe, auf die man sich bei Beweisen spiterer Siitze des Systems zu
berufen hat; da der S.8.W..satz nirgends herangezogen zu werden
braucht, rechtfertige dies sein Weglassen. Aber das Gleiche kann
man von dem zugehorigen Ahnlichkeitssatz aussagen, und doch ist
dieser, obgleich an keiner Stelle eine Zuriickbeziehung auf ihn zu finden
ist, in das VL. Buch aufgenommen. Vielleicht liegt eine Erklirung
in der historischen Entstehung der Elemente. Im ersten Buch giebt
Euguip pythagoreische Forschungen wieder; im sechsten hat er die
Arbeiten des Kupoxus (Knidos, 408—355 v. Chr.) zu Grunde gelegt
— und nun ist es mdglich, daB, wihrend PyrEaGoRAS nur drei Kon-
gruenzsitze kannte, Eupoxus die Zahl der Ahnlichkeitssitze auf
vier erginzte, und Eukrip sich mit. Pietiit streng den Vorarbeiten
anschloB. Die Einschiebung eines spiteren Bearbeiters kann der

1 Eygup, ed. Hewsera, I, 8. 16, 26, 62. — 122 ed. Heiserg, 11, 8. 94 Z. 16
bis 21: ,,'Eév 0o tplywve piav yoviav wg yorig lony &, negi 08 dldag ywviag
tac nhevpas avaloyor, tdv 08 Aowndy Exmrégay dpa frot élaccova § uy dvovve
b9dijs, looydwie foran Té Tolywra xei lows &8e Tég yoving, negl Gg drédoydy elow
of nlevpai (Wenn in zwei Dreiecken ein Winkel einem Winkel gleich -ist,
die Seiten aber, welche ein anderes Winkelpaar einschlieBen, proportioniert
sind, von den {brigen Winkeln jeder zugleich kleiner oder nicht kleiner als
ein Rechter ist, dann sind die Dreiecke gleichwinklig, und zwar sind die Winkel
cinander gleich, welche von den proportionierten Seiten eingeschlossen sind.)
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vierte Ahnlichkeitssatz kaum sein, da sich dieser die Gelegenheit,
auch mit einem vierten Kongruenzsatz zu glinzen, schwerlich hitte
entgehen lassen. Im Gegenteil wird in spiteren Scholien zu Evkrip
I 262 mit falsch angebrachtem Scharfsinon und groBem UberfluB
an Worten nachzuweisen versucht, daB iiberhaupt nur die drei eukli-
dischen Hauptsitze mioglich seien.

Die drei Kongruenzsitze S.W.S. — 8.8.8. — S.W.W. bilden
bis zum achtzehnten Jahrhundert einen festen Bestandteil der
Elementargeometrie: ihre Dreizahl wird typisch. So sagt Cas.
v. WoLrr (1679 —1754; Halle) in seinen Anfangsgriinden von
1710% — einem Buche, das viele Auflagen erlebte und bis iiber
die Mitte des achtzehnten Jahrhunderts hinaus das herrschende
Lehrbuch war — im Vorwort: ,Die meisten Beweise sind aus den
drei Lehrsiitzen von der Gleichheit der Triangel hergeleitet* Dem-
zufolge fihrt er auch nur jene drei Siatze und die zugehdrigen
Fundamentalkonstruktionen im eigentlichen Texte auf In der
Ausgabe von 1750 erscheint mit einem Mal der S.S.W.-satz!%
in seinem ganzen Umfange, ohne daB iibrigens die angefiihrte
Stelle in der Vorrede gedndert ist! KAisTNER's Anfangsgriinde
(Ausgabe von 1764)5% iibergehen ihn wieder. KLUGEL'S analytische
Geometrie (1770, Braunschweig) betont die Doppeldeutigkeit der Kon-
struktion und hebt hervor, daB die trigonometrische Formel eben-
falls Zweideutigkeiten enthalte, also kein Widerspruch in der Geometrie
entstehe (daselbst S, 18—21). SeeNer lehnt sich in seinen 4nfangs-
grimden (1778, Halle)®®! an WoLrr’s Verbesserung an, fordert aber,
daB die dem Winkel gegeniiberliegende Seite die groBere sei. ,Man
brauche aber diesen Satz zu selten, als daB es notig wire, sich
dabei aufzuhalten® (daselbst 8. 191). In BrrTRAND'S Développement
nouveau de la parlie édlémentaire des math. Genf 1778, II. 8. 40, be-
gegnet uns die Fassung, daB das andere Gegenwinkelpaar gleich-
artig sein miisse (de méme nom). LEGENDRE's Elements (I. prop. 18,
2. Aufl. Paris 1808) geben nur den Fall des rechtwinkligen Drei-
eckes und lassen den entsprechenden Ahnlichkeitssatz fort; Barrzer
bevorzugt in seinen Elementen (6. Aufl, Leipzig 1883, § 5. 4. S. 34)
die Formulierung mit der grdBeren Seite, und nach ihm die meisten
neueren Verfasser.

123 od. Hepere, Bd. V, Berl. 1888, 8. 1868—170. — 124 8. 150, Lehrs. 5: ,,Wenn
in zween rechtwinklichten Triangeln A B C und abe, A B=ab und B C=Dbc¢ oder
auch in zween spitzwinklichten oder stumpfwinklichten iiber dieses der Winkel
A=a, so sind die ganzen Triangel einander gleich und AC=ac, B=»b
and C=ce*
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3. Die Konstruktionsaufgaben.

Konstruktionsaufgaben bildeten sicher den ersten Ausgangspunkt
geometrischer Kenntnisse iiberhaupt. Selbst bei tief stehenden
Volkern werden gewisse, unbewuBt in ihnen schlummernde Grund-
begriffe durch die Praxis ausgelost. Gerade Linien durch gespannte
Fiden darstellen, Pfihle senkrecht in den Boden einsetzen, Zelt-
stangen geneigt im Boden so befestigen, daf sie gleich lang sind,
mdglichst rechteckige oder kreisrunde Plitze als GrundriB fir pri-
mitive Bauten auf dem Boden aufreiBen, stellen die ersten Spuren
konstruktiver Thatigkeit dar. Nicht unwahrscheinlich ist, da sich
allmdhlich auch Regeln fiir solche technischen Aufgaben in der Praxis
herausbildeten, auf die der Zufall die Bauenden fihrte. Besonders
wird das der Fall sein kdnnen, wenn ein Volk seBhaft geworden ist
und sich Bediirfnisse nach festen Bauten geltend machen. Lange
vor jeder uns zuginglichen Uberlieferung werden sich solche Regeln
vererbt haben miissen, ehe sie zu einer bewuBten Anwendung ge-
langten, wie wir sie bereits in den &ltesten Agyptischen Bauten vor-
finden, die heute noch mit gréBter Bewunderung fiber ihre mathe-
matische Genauigkeit betrachtet werden.

Das Technische in diesen Aufgaben muB von der theo-
retischen Behandlung getrennt gehalten werden. Zu theoretisch-
mathematischen Aufgaben wurden die Konstruktionen erst, als der
abstrakte Qeist griechischer Geometer sie zur heutigen Gestalt ver-
arbeitete. In diesem Sinne ist es zu verstehen, wenn Griechen,
die nur Uberlieferer und Verarbeiter agyptischer Wissenschaft waren,
als Erfinder unserer Fundamentalkonstruktionen genannt werden.

Gehen wir zu den einzelnen Aufgaben iiber, so kénnen
selbstverstindlich die wirklichen Erfinder nicht genannt, sondern
nur ihr erstes Erscheinen in miindlicher oder schriftlicher Uber-
lieferung angegeben werden.

Die ersten beiden Aufgaben, Eine gegebene Strecke oder
einen gegebenen Winkel halbieren, werden in der griechischen
Litteratur nicht einmal mit bestimmten Namen verkniipft, wie die
spiteren Gelehrten es so gern zu thun pflegen. Eukrm behandelt
Buch I, Satz 9 die Winkelhalbierung und erst mit ihrer Hilfe zeigt
er die Halbierung einer Strecke (L 10).

Ebenso wie diese beiden, ist auch die dritte Fundamentalauf-
gabe, In einem gegebenen Punkt ein Lot errichten, sicher
agyptischen Ursprungs. Die bekannte zweite Losungsart mittels
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des Peripheriewinkels im Halbkreis ist, soweit bekannt, zuerst von
ReciomonTanvus (Jom. MULLER aus Konigsberg i. Franken, 1436 —
Rom 1476; Wien, Italien, Nirnberg) angegeben worden, und findet
sich als Anmerkung zu 1IL 30 in dem von ihm benutzten Euklid-
exemplar. 26 _

Die vierte Aufgabe, Von einem gegebenen Punkte auf
eine gegebene Gerade ein Lot fillen, trigt bereits einen be-
stimmten Namen. Prokius (410—485 n. Chr.; Byzanz, Athen), der
ausfithrliche Kommentarien zu Eukrip's erstem Buch verfaBt hat,®
nennt den OENopIDEs von Chios, einen jiingeren Zeitgenossen des
ANaxacoRas (also um 465 v. Chr.), als denjenigen, der diese Aufgabe
gelost habe;2® damit kann aber hichstens gesagt sein, daB die bei
Evurrip gegebene Liosungsart (I, 12) dem Oenormpes zuzuschreiben
ist, 127 da anderweitige Liosungen, dem Bediirfnis der Praxis ent-
sprechend, langst bei Griechen und Romern bekannt gewesen sein
miissen.

Auch die weitere Aufgabe, An eine gegebene Gerade einen
gegebenen Winkel antragen (Euxw. I, 28), soll Eigentum des
Oenopipes sein.!?® Mit ihrer Hilfe 16st Evkuip (I, 81) die Aufgabe,
Durch einen gegebenen Punkt zu einer gegebenen Geraden
eine Parallele ziehen.

Einen michtigen Aufschwung nahmen die geometrischen Kon-
struktionsaufgaben unter der Macht griechischer Abstraktion. Zuerst
nur gebraucht, um dem bedichtig in seinen SchluBfolgerungen
vorwirts schreitenden Mathematiker die nétige Sicherheit und Ge-
wiBheit von der Existenz der abstrakten Begriffe zu geben, wie wir
es bei EURLID sehen, der mit ihnen die Existenz eines Halbierungs-
punktes auf einer Strecke, eines Lotes zu einer Geraden u. s. w.
zeigt, werden sie schlieBlich Selbstzweck. Ks bildet sich eine Theorie
ibhrer Behandlung heraus, die unter PnaTon’s (429—348 v, Chr., Athen)
Hiinden ihre Vollendung empfing. Nach zwei Richtungen setzte dieser
hochgeniale Mathematiker und Philosoph ein. Er schuf als frucht-
bares Werkzeug fiir die Invention die analytische Methode und
begrenzte anderseits den Umfang des Gebietes durch die Forderung,
nur Zirkel und Lineal zu benutzen. In der Akademie PraTon’s
fand ferner die Festlegung der duBeren Form statt, in der wir heute
noch geometrische Konstruktionsaufgaben behandeln. An die Spitze
tritt die Stellung der Aufgabe, in der modresig allgemein gefaBt,
in der édeoig mit Bezug auf die vorliegende bestimmte Figur. Die

16 Canrom, II®, 8. 280. — 126 Prozius, ed. Freprewy, 8. 283 (Anm. 6). —
127 BrerrscuNeibER, S. 65 (Anmn. 4). — 128 Progius, 8. 333 Z. 5 (Anm. 6).
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avezdvog setzt die Lissung als bekannt voraus und versucht, riickwirts-
gehend, Schliisse zu ziehen, die ein Zuriickfihren auf bekannte
Konstruktionen bezwecken. Ist dieses erreicht, so kann nunmehr
auf entgegengesetztem Wege in der xurwoxsvy die eigentliche Lisung
gegeben werden, deren Richtigkeit dann in der &ndderfeg na.phge—
wiesen wird. In den meisten Fillen konnte die évddveig zur Er-
ledigung der Aufgabe geniigen; die synthetische Behandlung in der
enddefec bringt dann nur das Gefundene in umgekehrter Reihen-
folge noch einmal. Wohl bewuBt aber, daB die analytische Methode
auch zu nicht passenden Nebenlosungen kommen kann, da nicht
jeder Schluf umkehrbar ist, verlangt die strenge griechische Be-
handlung jeder Zeit den synthetischen Beweis hinterher.

In der Hand geschickter Mathematiker bat diese Praron’sche
Methode die griBten Erfolge gehabt und eine Mannigfaltigkeit der
Aufgaben gezeitigt, von denen uns nur der geringste Teil iiber-
liefert ist. Die Konstruktionsaufgaben bildeten einen Hauptstoff fiir
die griechische Mathematik und jeder werdende Mathematiker muBte
gsich in ihrer L3sung Gewandtheit verschaffen. Eine Sammlung vor-
bereitenden Ubungsstoffes war in dem rdmog dwedvdusvog (Sammel-
werk analytischer Natur) von ArisTaEUs dem Alteren (um 320 v. Chr.,
Athen), Evgrip (um 800 v. Chr., Alexandria) und AroLLoNIUS von Pergs
{beobachtete zwischen 250 u. 200 v. Chr. in Alexandria, dann in
Pergamum) niedergelegt, ist aber leider nicht auf uns gekommen.
Erhalten ist eine Sammlung von Parrus (Ende des dritten Jahrh.
n. Chr), in der die zum Verstindnis und Gebrauch notwendigen
Sitze zusammengestellt sind, %

Zweierlei Errungenschaften flossen aus der Anwendung der
analytischen Methode, IKrstens gab sie Gelegenheit zu untersuchen,
unter welchen Bedingungen die gestellte Aufgabe losbar ist. Diese
Frage war von PratoN zuerst angeregt, dann von seinem Schiiler
Leox (um 370 v. Chr) in ihrer Notwendigkeit erkannt worden, so
daB seitdem der Behandlung der geometrischen Aufgabe noch ein
diopiopdg (determinatio) folgte. In diesem Jiopioudg liegen die
Keime einer Theorie der Maxima und Minima (siehe Abschnitt XIV);
Arorronius ist der erste, der solche Untersuchungen als , wiirdig,
auch ihrer selbst wegen vorgenommenen zu werden“, bezeichnet. —
Zweitens hat sich der Begriff des ,geometrischen Ortes“ beim
Gebrauch der analytischen Methode in der platonischen Schule all-
mihlich entwickelt. Das Wort rdmog kommt zwar schon bei ArcHYTAS

128 Pappus, Svrayowysj, lib. VII, ed. Hurrson, 11, S. 634ff. (Anm. 14).
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(um 430—365, Tarent) vor, wie uns Evrokius (geb. 480 n. Chr. zu
Askalon) aus der Geschichte der Mathematik, die EuvpEMus (Rhodos,
um 334 v. Chr.; Schiiler des ArisToTELES) verfaBt hatte, iiberliefert,!s°
hat aber bei ihm noch nicht den Wert eines anerkannten Fachaus-
druckes. Spiter unterschieden die Alten drei Arten geometrischer
Orter,'s! deren Trennung natiirlich heute nicht mehr aufrecht er-
halten wird: 1. rdémo: énimedoc (ebene Orter): Gerade und Kreis,
2. rémot orapeoi (korperliche Orter) Kegelschnitte, 3. rémot ypeppixoi,
nach unserer Bezeichnung: hohere Kurven.

Als ein weiteres Verdienst Praron’s in der Theorie der Kon-
struktionsaufgaben wurde oben erwihnt, daB er bei ibrer Ausfithrung
nur Lineal und Zirkel zulassen wollte. Die Benutzung des Lineals
beim Zeichnen dirfte uralt sein, weniger die des Zirkels, dessen
Erfindung die griechische Sage dem Neffen des Diparus, Tazus,
zuschreibt.'32 Im altigyptischen Rechenbuch des AmmEs (zwanzigstes
bis siebzehntes Jahrh. v, Chr,) finden sich Figuren, bei denen man
erkennen kann, daB sie mit Benutzung des Lineals, aber ohne die
eines Zirkels gezeichnet sind. Wenn Praron die genannte Forderung
aufstellte, so wandte er sich gegen die Zulassung hdherer Kurven,
wie der Kegelschnitte, und gegen die Anwendung der sogenannten
instrumentalen oder Bewegungsgeometrie. PruTArcH iiberliefert zwei
Stellen,'®® in denen sich Pratox tadelnd iiber ein Hinausgehen fiiber
Zirkel und Lineal ausspricht, ,,weil so der Vorzug der Geometrie
verdorben und aufgehoben werde, sofern man sie wieder auf den
sinnlichen Standpunkt zuriickfithre, statt sie in die Héhe zu heben
und mit ewigen und kdrperlosen Bildern zu beschiftigen‘.1%¢ Ubrigens
wird trotz der Uberlieferung angezweifelt, daB gerade PraTon diese
Forderung aufgestellt habe, da er selbst fir das Problem der
Wiirfelverdoppelung nach Eurokivs!®® eine Losung (sieche unten),
die auf Bewegungsgeometrie beruht, angegeben hat. Mag dem sein,
wie es will, — nach Praroxn ist die Forderung nach alleiniger Be-
nutzung von Zirkel und Lineal da und wird streng innegehalten,
wie uns auch Eurrip’'s Elemente besonders im zehnten Buche bel
der Behandlung der Irrationalititen zeigen.

130 Agcmueoes, ed. Hemere, I1II, S. 100 Z. 10 (Anm. 38). — 13! Nach Parrus,
VI, cap. 22, 29, ed. Huurscm, S. 662 Z. 6—7, S. 672 Z. 6. — 132 Ovm,
Metamorphos., VIII, 247—249, —133 Prorarcr, Quaestionum convivalium, lib. VIII,
cap. 1, ed. DtsNer-Dinor, Vol. IV, Moralia, Bd. II, Paris 1890, 8. 876 Z.9—12
und Vita Marcelli, cap. 14, § 5, ed. Doeaxer-Dmor, Vol. 1, Vitae. I, 8. 364
Z. 46 f. — 134 Hawger, S. 155—156 (Anm. 23). — 136 Apcamepes, ed. Hemerg,
III, S. 66 Z. 21—S. 70.
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Unter Bewegungsgeometrie versteht man eine Ldsungs-
methode, in der ein oder mehrere Lineale durch Probieren, teils
gleitend, teils drehend, in eine solche Stellung geschoben werden,
daB sich ein Schnittpunkt irgendwie bestimmter Art ergiebt. Das
dlteste, uns fiberlieferte Beispiel dieses Lidsungsverfahrens wird, wie
eben erwihnt, von Evurokrus als platonisch mitgeteilt. Die hierzn
nitige Vorrichtung besteht aus einem festen rechten Winkel MZN
und einem beweglichen, rechtwinkligen Kreuz B, VW, PQ. Zwei

weitere Lineale BS und T U diirfen nur senkrecht zu den Schenkeln
des rechten Winkels verschoben werden. Auf dem Kreuz sind feste
Punkte G und 4 so anzunehmen, daB GB =g und B4 = b vorge-
schriebene Liingen sind. Nunmehr ist durch Bewegen des Kreuzes,
dessen Punkte 4 und & aber auf den Schenkeln MZ bzw. NZ ver-
bleiben miissen, und Verschieben der beiden Lineale RS und TU
der Apparat in eine solche Lage zu bringen, daB ein Rechteck ADEZ
entsteht, durch dessen drei Kcken ADE die Schenkel BW, BQ, BV
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des Kreuzes hindurchgehen. Eine solche Anordnung ist stets moglich,
Ist sie gelungen, so ist ¢:2 = x:y = y:b, woraus, wenn etwa b = 2aq,
2% = 248 '
gefolgert werden kann, so daB sich = als Kante des Wiirfels ergiebt,
der das doppelte Volumen des Wiirfels a3 besitzt (vgl. Bd. I, S. 208, 270).

Noch zwei andere, zu gleichem Zwecke ersonnene Apparate
werden uns aus dem Altertum mitgeteilt. Der Erfinder des einen
ist EratosTHENES (276 Kyrene — 194 v. Chr, Alexandrla) 136 der
des anderen HEron (erstes Jahrh. v. Chr) 13,’ Auch in spiteren
Zeiten hat man dieser instrumentalen Geometrie Interesse entgegen-
gebracht. Aus arabischen Schriften kénnen ebenfalls Beispiele an-
gefiilbrt werden; so treffen wir in einer geometrischen Abhandlung
der sogenannten ,Drei Briider® (um 865 n. Chr., Bagdad) — liber trium
fratrum de geomeiria'®® — auf eine solche Aufgabe. Sogar der Name
Bewegungsgeometrie (Géométrie mobile) ist arabischen Ursprungs;
er findet sich zum erstenmal in einer Abhandlung des Arsrpscazi
(um 972 n. Chr.).13° SchlieBlich erwithnen wir noch aus dem Mittel-
alter eine Losung der Winkeldreiteilung, die JorRDANUS NEMORARIUS
(Deutscher, + 1287; Ordensgeneral der Dominikaner) mit Zuhilfe-
nshme einer sich bewegenden Geraden ausfiihrt.14

Die Forderung PraTon’s, nur mit Zirkel und Lineal zu kon-
struieren, kann noch weiteren Beschrinkungen unterworfen werden. So
kann erstens verlangt werden, nur mit dem Lineal zu zeichnen,
zweitens, ausschlieBlich den Zirkel zu benutzen.

Die alleinige Verwendung des Lineals war eine Forderung, die
sich in der franzosischen Schule CarNor’s (1753—1828), des Ver-
fassers der géométrie de position (Paris 1808) einstellte. Es leuchtet
ein, daB nur solche Aufgaben damit ausfithrbar sind, die, in Glei-
chungen umgesetzt, auf rationale Ausdriicke fithren. In einer Ab-
handlung BriancHON's (1785—1870; Paris) Les applications de la
théorie des transversales (1818) werden viele Falle gezeigt, in denen
man mit dem Lineal auskommt. BrianceON selbst legte Wert darauf

136 Vgl. Anm. 185; ferner Parpus, Zvvaywyy, 111, cap. 28, ed. Horrscn, I, S. 56
Z. 18 ff.; III, cap. 21, S. b4 Z. 81.; Virrovivs, De architectura libri decem, ed.
Rose, MtrLER- S'mtlnme, Leipz. 1867, S.217 Z. 6; vgl. Cantor, I*, 8. 315—316.
— W7 Hopwvos Kinoufiov felomouxe in Veterum mathematicorum Athmau, Bitonis,
Apollodori, Heronis, Philonis et aliorum opera, Paris 1693, S. 143 ff.; femer
Paerus, III, cap. 26—27, ed. Hovrscw, Bd. I, 8. 62—64; vgl. Canrog, I" 8. 850
—351. — 138 Vgl. Cantor, 1%, S. 690—691. 139 L'a lgébre d@’ Omar Alkhayjdmi
ed. Woeecke, Paris 1851, Abhandlung E: Traité de la trisection de Pangle recti-
ligne par ... Alsidjzi, 8. 120 Z. 2. — 140 Jorpanus Nemorarivs, De triangulis,
IV, 20; ed. Currze, S. 38—39 (Anm. 34).



