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Vorwort.

~ Die vollige Neugestaltung, die unser Naturbild in der letzten Zeit
durch die groBartigen Fortschritte der theoretischen Physik erfahren hat,
hat in weiten Kreisen ein lebhaftes Interesse fiir die Probleme dieses
Wissenszweiges geweckt. Manche, denen es an der Zeit oder an den
Vorkenntnissen fehlt, um die modernen theoretisch-physikalischen Original-
abhandlungen selbst oder um Werke zu studieren, die einzelnen spesiellen
QGegenstinden gewidmet sind, werden vielleicht den Wunsch nach einer
nicht zu amfangreichen Darstellung hegen, die von durchaus modernen
Gesichtspunkten aus und unter Benutzung moderner Methoden einen
Uberblick iiber den gegenwirtigen Stand der gesamten theoretischen
Physik gewihrt und, ohne zu sehr in Einzelheiten eingngehen, doch
ein exaktes Verstandnis der Grundlagen und der Hauptprobleme dieser
Wissenschaft ermdoglicht.

Eind solche Darstellung in einer auch fiir das Hoehse]mlstudmm
geeigneten Form zu bieten, ist das Ziel des vorliegenden Buches. Es
ist aus Vorlesungen entstanden, die durch einige Semester der Verfasser
an der Universitét in Leipzig gehalten hat, und bei denen ihn das Be-
streben leitete, nach Moglichkeit ,klassische* und moderne Physik zu
einem einheitlichen Ganzen zu vereinigen. Fiir die Auswahl und Be-
grenzung des Stoffes war vor allem dabei dic Frage der Beziehungen
zwischen der theoretischen Physik und unserem Naturbilde maBgebénd.
Dem Veriasser handelte es sich vor allem darum, zu zZeigen, wie einer-
geits das Bediirfnis nach einer moglichst einheitlichen und moglichst
einfachen Erklirung der Naturerscheinungen die Entwicklung der theo-
retischen Physik beeinfluft hat und welch gewaltige Umwalzungen
andererseits in unserer Naturanschauung gerade in den letzten Jahr-
zehnten durch die Ergebnisse der theoretischen Forschung herbeigefiihrt
worden sind. Als Ziel der Darlegungen ergab sich somit im einzelnen
die Auffindung, Ableitung und exakte Begriindung bestimmtber Gesetze
oder Bezichungen oder Auffassungen, die fiir unsere moderne Natur-
anschauung eine grundlegende Bedeutung besitzen. Nur solche Unter-
suchungen, die fiir die Erreichung dieses Zieles mittels eines liicken-
losen, streng logischen Aufbaues unmittelbar oder mittelbar notwendig
erschienen, haben in das vorliegende Buch Aufnahme gefunden; alles
iibrige wurde hingegen weggelassen. So wurden namentlich (obwohl
in anderen einfilhrenden Lehrbiichern ausfiihrlich behandelt) die Er-
gebnwsa aller Forschungen beiseite gelassen, die lediglich eine genaue
quantitative Beschreibung bestimmter, fir die Praxis wichtiger Er-
scheinungen herbeifiihren sollen oder aber dem Zwecke dienen, an physi-
kalischen Problemeén die Elegansz gewisser mathematischer Methoden gu
zeigen. Dsher findet sich z. B. in dem vorliegenden Buche weder
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etwas iiber die Formverénderungen elastischer Kérper, noch iiber die
Theorie der Wechselstrome, noch auch iiber die Ausbreitung der Warme
in verschieden geformten Korpern.

In mathematischer Hinsicht werden in dem vorliegenden Buche
nur die Grundregeln der Differential- und Integralrechnung als bekannt
vorausgesetst; sonst werden alle in der Darstellung benétigten mathe-
matischen Sitze (sofern sie nicht ganz elementarer Natur sind) in dem
Buche selbst, dort, wo sie gebraucht werden, abgeleitet. Auch leichte
Zwischenrechnungen wurden in diesem Buche mit Absicht stets voll-
kommen durchgefilhrt. Wenn der Leser, der nooch Anfénger ist, sich
— wie des wohl bei der Lektiire vieler Lehrbiicher der Fall ist — stunden-
lang den Kopf dariiber zerbrechen mu8, wie wohl eine Zwischenrechnung
sussehen mag, die als leicht bezeichnet, aber nicht angegeben wird,
dann wird nur allzusehr seine Aufmerksamkeit von wichtigen -physi-
kalischen Fragen auf mathematische Nebensdchlichkeiten abgelenkt.
Um diese Méglichkeit bei Lesern dieses Buches unbedingt zu vermeiden,
wurde eine zd breite Form der mathematischen Zwischenbetrachtungen
einer su knappen entschieden vorgezogen.

Der vorliegende erste Band der ,Einfiihrung in die theoretische
Phyeik" umfaBt die Theorie der Bewegung, der Elektrizitdt und des
Lichtes; der zweite Band, der voraussichtlich Ende 1919 erscheinen
diirfte, soll die Theorie der Wirme, die Atomistik, die Quenten- und
die Relativitatstheorie enthalten. Seine einzelnen Kapitel sollen im be-
sondern pehandeln: die Thermodynamik, die Theorie der Wéarmestrah-
lung, die statistische Physik, die kinetische Gastheorie, die Molekular-
theorie, die Quantentheorie, die Theorie der Spektren, die Relativitits-
theorie, die Theorie der Materie und die Gravitationstheorie. Der zweite
Band soll auch in seinem Anhang (fir beide Béinde gemeinsam) eine
chronologische Ubersicht iiber die geschichtliche Entwicklung der theo-
retischen Physik und ein Namenverzeichnis mit biographischen und
literarischen Hinweisen enthalten. _

Herr cand. math. Benvo Kurze in Leipzig hatte die grofe Freund-
lichkeit, die Korrekturbogen des ersten Bandes einer sehr griindlichen
Durchsicht zu unterziehen. Fiir seine Mithe und seinen Rat sei ihm
herglichst gedankt, und ebenso fiir wertvolle Verbesserungsvorschlige
gu eingelnen Abschnitten den Damen und Herren: Dr. phil. Ruporr
Gross in Greifswald, Dr. phil. Warrer Kanero in Leipzig, Dr. phil.
Garpa Lasxr in Wien, cand. math. AenNt NrtscEp in Leipzig, Dr.
Ruporr SceMip in Wien und cand. math. Harry Sommipr in Leipsig.
Aufrichtig dankbar bin auch dem Verlage von Verr & Come. fiir die
auBerordentliche Bereitwilligkeit, mit der er trotz der grofien, durch
den Krieg verursachten Schwierigkeiten bei der Fertigstellung dieses
Buches allen meinen Wiinschen entgegengekommen ist.

Leipgig, im November 1918.

Arthur Haas.
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Einleitung.
Ziel und Entwicklung der theoretischen Physik.

Die theoretische Physik ist die Lehre von den ursichlichen
Zusammenhiingen zwischen den Erscheinungen in der Natur,
sofern diese nicht infolge ihres eigenartigen Charakters den Gegenstand
einer besonderen Wissenschaft bilden, wie dies etwa bei den Vorgingen
des Lebens, bei den astronomischen Phinomenen oder den chemischen
Prozessen der Fall ist. Wihrend der Experimental physik die Fest-
stellung, die Aufsuchung und die Beschreibung sowie die Sammlung
und Ordnung von Erfahrungstatsachen obliegt, besteht die Auf-
gabe der theoretischen Physik in deren Erklédrung.

Eine Tatsache erkliren, heiBt, sie auf eine andere zuriickfithren.
Eine Tatsache 4 kann also nie an sich erklirt werden, sondern stets
nur mit Bezug auf eine andere Tatsache B, derart, daB gezeigt wird,
daB aus der Existenz von B auch die Existenz von A folgt. Diege EHr-
klirdng der Tatsache 4 durch die Tatsache B wird dann als vollkommen
angeseben, wenn sich beweisen 188t, daB die Existenz von 4 sus der
Existenz von B mit derselben logischen Notwendigkeit folgt,
wie ein Satz der Mathematik aus dem anderen. Ein ursichlicher Zu-
sammenhang zwischen den Erfahrungstatsachen 4 und B kann aber
such mittelbar hergestellt werden, nimlich durch Konstruktion einer
Annshme C, aus der mit derselben Notwendigkeit wie die Tatsache B
such die Tatsache A folgt.

Zu einer Gruppe physikalischer Erfahrungstatsachen, die ein be-
stimmtes Erscheinungsgebiet betreffen, lassen sich auf diese Weise
grundlegende Annahmen ersinnen, aus denen sich die Gruppe jener
Erfahrungstatsachen mit derselben logischen Notwendigkeit ergibt wie
die Lehrsatze des EURLID aus seinen Axiomen.! Eine Gesamtheit soloher
Zusammenhénge, die die Erfahrungstatsachen mit den zu dem Zwecke
ibrer Erklarung ersonnenen Grundannahmen verkniipft, bezeichnet man
als eine physikalische Theorie.

! Man denke etwa an die Bewegungsgesetze NEwToxs.
1.
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Der mathematischen Methode bedient sich die theoretische
Physik, weil unter allen méglichen Arten von Deduktionen die mathe-
matischen die vollkommensten sind und weil die durch solche
Deduktionen gewonnenen Ergebnisse eine quantitative und daher
viel genauere Beschreibung der Naturvorgiinge erméglichen. So
entsteht der theoretischen Physik eine weitere, mit ihren iibrigen
freilich unlésbar verbundene Aufgabe in der Auffindung der mathe-
matischen Beziehungen, alse der Gleichungen, die in allgemeiner
Form eine exakte Beschreibung der physikalischen Erscheirnungen er-
mdaglichen.

Die ,,0konomie der Wissenschaft''8 erfordert es aber nun, da8
die mathematischen Deduktionen und infolgedessen auch deren Ergeb:
nisse nicht komplizierter seien, als es fiir den Zweck der betreffenden
Untersuchung notwendig ist. Andererseits fithren aber schon verhéltnis~
miBig einfache physikalische Probleme oft zu ungeheuer kompligierten
mathematischen Untersuchungen.® Der Theorie erwiichst dadurch die
Aufgabe einer moglichst weitgehenden Vereinfachung aller Probleme.
Dies erreicht sie dadurch, daB sie bei allen zu behandelnden Vorgingen
aus der Wahrnehmung dessen, was sich in der Wirklichkeit abspielt,
nur das heraushebt, was fiir die Betrachtung wesentlich erscheint$,
daB sie hingegen von allem anderen als Unwesentlichem sbstrahiert.
Die theoretische Physik konstruiert sich derart als Gegenstand ihrer

ntersuchungen selbst ideale Vorginge und Zustéinde von einer Ein-
seitigkeit, die ‘wir in der bunten Mannigfaltigkeit des natiirlichen Qe-
schehens nie wahrnehmen und von einer Einfachheit, der die Wirklich-
keit und das Experiment zwar nahekommen, die sie aber doch nie
erreichen konnen.®

Auf ideal einfache Vorginge eines bestimmten Typus vermag aber
nun die theoretische Physik auch Phénomene zuriickzufithren, die dem
menschlichen Beobachter véllig anders geartet erscheinen. Dies wird
dadurch moglich, daB die theoretische Physik stets von der (durch die
Erfahrung keinesfalls widerlegbaren) Hypothese Gebraueh machen ksnn,
daf in hinreichend starker VergroBerung die Natur unvergleichlich ein-

¢ Dieser wichtige Begriff ist von M4iom aufgeatellt worden.

8 Z. B. das Problem der Bewegung von drei einander nach dem Gravitations.
gosetze anziehenden Massenpunkten.

¢ Betrachtet man vom rein mechanischen Standpunkt aus die Bewegung der
Erde um die Sonne, so ldBt man dabel die gleichzeitig erfolgenden Wirmevorginge
aufer acht usw.

* Die Reibung léBt sich bei der Bewegung eines Korpers auf einer schiefen
BEbene zwar vermindern, aber nicht beseitigen.



Ziel und Emntwicklung der theoretischen Fhysik. 5

facher erscheinen miiBte als bei der Beobachtung durch die mensch-
lichen Sinne.®

Die theoretische .Physik vermag derart Bilder zu konstruieren,
mittels deren sie eine bestimmte Gruppe schwer erfaBbarer Erscheinungen
deuten kann als andersartige, leichter hegreifbare? Vorgéinge, die sich
allerdings in einer Welt von viel kleineren Dimensionen abspielen miiBten,
als die unserer Sinnenwelt es sind. Indem so die theoretische Physik
Vorgéinge, deren Wesen ihr zuniichst noch unklar ist, interpretiert als
Vorginge von einem von ihr bereits erforschten Typus® vermag sie
die von ihr in einem bestimmten Zweige der Physik gewonnénen Fir-
gebnisse suf andere Zweige gu iibertragen. Eine Theorie eines be-
stimmten Erscheinungsgebietes, die derart auf der Grundlage eines
Bildgs entsteht, vermag oft nicht nur (was ja zundchst ihre Aufgabe
itt) die schon bekannten Erfahrungstatsachen des Erscheinungsgebietes
al8 notwendige Folgen der Grundvorstellungen des Bildes abzuleiter;
sio ist oft auch imstande — und darin offenbart sich vor allem ihre
Leistungsféhigkeit — noch unbekannte neue Phénomene voraus-
gusagen und so dem experimentellen Forscher den Weg zu der Ent-
deckung neuer Erfshrungstatsachen zu weisen. Auf der anderen Seite
ergibt sich dadurch aber auch die Moglichkeit einer experimentellen
Priifung einer Theorie und unter Umsténden auch einer experimentellen
Entscheidung iiber die Richtigkeit ihrer Grundannshmen.

So ist jede physikalische Theorie an die Erfahrung gebunden.
Auf Grund des Materials von Erfabrungstatsachen, dus die Experimental-
physik liefert, miissen die Grundannahmen des Bildes konstruiert werden.
Ergibt sich andererseits aber auch nur eine eingige' Erfahrungstatsache,
die in offenbarem und nicht zu beseitigendem Widerspruch zu Folge-
rungen steht, die sich mit Notwendigkeit aus den Grundannahmen einer
Theorie ergeben, so erscheint durch diese Erfshrangstatsache die Theorie
widerlegt. Jede Theorie muB sich somit den Erfahrungstatsachen an-
passen, deren Kreis sich wiederum stindig erweitert, und unterliegt
dsher notwendigerweise der Moglichkeit von Veriinderungen. Diese
konnen entweder nur in kleinen Modifikationen der Grundannahmen

i # Diese Idee stammt aus der antiken Atomistik, die eine Schopfung DEMOERITS
aratellt.

? Als die am leichtestén begreifbaren Vorgdnge galten — wenigstens bis vor
kurzem — die mechanischen. Daher der charakteristische Ausspruch von Huveexs:
Dans la vraye philosophie on congoit la cause de tous les effets naturels par des: raisons
de méchanique. Ce qu'il faut faire & mon avis ou bien renoncer & toute espérance
d> jemais rien comprendre dans le physique (Anfang des Traité ce la lumidre).

¢ Man denke etwa an die kinetische Theorie der Wizme.
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oder in der Hinzufiigung neuer Hypothesen, bisweilen aber such in der
Neuerrichtung des ganzen QGebdudes einer Theorie auf véllig friseher
Grundlage bestchen.

Die Frage, ob eine einem bestimimten Bilde zugrundeliegende An.
nahme wahr sei, ist daher im allgemeinen wohl besser durch die beiden
Fragen zu ersetzen, ob die Annahme zu keiner einzigen, mit der Erfahrang
in Widerspruch stehenden Folgerung fiihrt, und ferner, ob das auf der
Annahme beruhende Bild brauchbar und niitzlich sei. Allerdings werden
wir um so eher geneigt sein, eine solche hypothetische Annshme fiir
wirklich zutreffend zu halten, je groBer die Zahl ganz verschieden-
artiger, an sich schwer erklarbarer Erfshrungstatsachen ist, die sich
aus der Annahme deduzieren lassen.

Die theoretische Physik erscheint so als der Inbegriff einer Menge
von physikalischen Theorien, deren jeder bestimmte Hypothesen — sei
es in Form eines Bildes, sei es in der Form gewisser Axiome — gzugrunde
liegen. Die theoretische Pbysik muB aber ¢ine einheitliche Wissen-
schaft sein. Die Grundannahmen der einzelnen Theorien dfirfen daher
untereinander in keinem Widerspruche stehen. Die theoretische Physik
muB aber auch eine moglichst 6konomische Wissenschaft sein. Sie muB
daher danach trachten, nach Moglichkeit einzelne Theorien miteinander
gu verschmelzen®, sie auf gemeinsamer Grundlage aufzubsuen und so
das physikalische Naturbild zu. vereinheitlichen. Weiterhin muf es
aber anch ihr Ziel sein, die Zahl der'grundlegenden Hypothesen sténdig
zu verringern und diese selbst stindig zu vereinfachen, damit aus einer
moglichst geringen Zahl moglichst einfacher und mdglichst plausibler
Grurldannahmen auf moglichst einfachem und einheitlichem Wege sich
womdéglich alle von der Experimentalphysik festgestellten Erfahrungs-
tatsachen ergeben. Das Streben nach fortschreitender Vereinfachung
und Vercinheitlichung des Naturbildes beherrscht so die Entwicklung
der theoretischen Physik.

Der Grund zu dieser Entwicklung wurde bereits von den groBen
Naturphilosophen der Griechen gelegt, die die wichtigsten der Begriffe
und Ideen schufen, auf denen das heutige System der theoretischen
Physik aufgebaut ist.}® Daneben fanden auch bereits im Altertum die
tlurch Evknip und ABoEIMEDES zu 80 hoher Vollkommenheit gelangten
Methoden der Geometrie Anwendung auf einzelne Probleme der Statik
und der geometrischen Optik. Auf diese beiden Zweige der theoretischen

* Das groBartigste Beispiel einer solchen Verschmelrung stellt die MaxwxeLische
Theorie der Elektrizitdt und des Lichtes dar.

10 Vgl. des Verfassers Schrift: ,,Der Geist des Hollenentums in der modernen
Physik" (Leipzig 1914).
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Physik waren auch die wenigen Fortschritte beschrénkt, die das Mittel-
alter zu verseichnen hatte,

Erst durch GauiLer wurde auch die Dynamik Gegenstand der
exakten theoretischen Forschung. Ihre Fortbildung verdankte sie vor
allem der Infinitesimalrechnung, deren Begriinder Newron zugleich in
seinen ,Mathematischen Prinzipien der Naturlehre'* den ersten grof-
artigen Versuch unternahm, nach dem Vorbilde der Geometrie EUELIDS
aus wenigen -Axiomen das gange System der Physik auf rein deduktivem
Wege. durch mathematische Methoden abzuleiten. Auch die optischen
Firscheinungen suchte NywroNn bereits mittels der Sitze der Mechanik
zu erklaren, ein Versuch, den in dhnlicher Weise, allerdings auf Grund
anderer Voraussetzungen, gleichzeitig ebenfalls HuveeNs unternabm.

Die Fortschritte des 18. Jahrhunderts betrafen auf dem Gebiete
der theoretischen Physik fast ausechlieBlich die Mechanik. Durch Evier
wurde sie — und damit die Physik iiberhaupt — in eine enge Verbin-
dung mit der analytischen Geometrie gebracht, und ihre Vollendung
erreichte die streng mathematische Methode in der Physik durch die
»Analytische. Mechanik* von LAGRANGE.

In den ersten Jahrzehnten des 19. Jahrhunderts erfuhr das Gebiet
der theoretischen Physik eine groBe Frweiterung. Nach dem Vorbilde
von Laarane® schuf FouriEr eine analytische Theorie der Wirme.
FresNEL vermochte aus wenigen Grundannshmen durch rein mathe-
matische Deduktionen die verwirrende Fiille der optischen Erscheinungen
zu erkléren, die zu seiner Zeit bekannt wurden; und AMPER® begriindete
die Theorie der Elektrodynamik, indem er zaigte, daB sich alle damals
bekeannten Phinomene der Elektrigitdt und des Magnetismus als not-
wendige Folge einiger Elementargesetze ergeben.

Die Mitte des 19. Jahrhunderts brachte die Begriindung der Thermo-
dynamik auf energetischer Grundloge, zugleich die Ausbildung der
kinetischen (tastheorie und damit eine Fiille interessanter neuer Probleme.
Im Jahre 1878 erschien MaxweLLs Lehrbuch der Elektrizitit und des
Magnetismus, das einen vollig neuen Abschnitt in der Entwicklung der
theoretischen Physik einleitete. Elektrizitatstheorie und Optik wurden
dadurch auf eine neue gemeinsame Grundlage gebracht und ven einem
groBen Teile ihrer fritheren Unklarheiten befreit.

Am Fnde des 19. Jahrhunderts vollzieht sich die Erweiterung der
Maxweruschen Theorie zu der Elekironentheorie, die zugleich ein neues
Weltbild auf rein elektrischer Grundlage entstehen 1a8t. Das tiefere
Eindringen in die Probleme der Wirmestrahlung hat im Beginn des
20. Jahrhunderts die Begriindung der Quantentheorie zur Folge. Diese
fillirt wieder zu groBen Erfolgen in der Theorie der Spektren, wodurch
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die wertvollsten Aufschlisse &iber den Aufbau des Atoms ‘gewonnen
werden. Eine villige Umwalzung in den Grund'sgen der Physik wird
aber darch die Relativitdtstheorie herbeigefiihrt, die als eine Schoypfung
EinsreINs eine ganz neue Auffassung des Wesens von Raum, Zeit,
Bewegung und Materie hervorruft und die die bisherige Physik als Sperial-
fall einer viel allgemeineren Physik erscheinen 148t. Die Grundgesetse
der Physik nehmen dadurch newe Formen an, und eine Fille never,
ungeahnter Zusammenhénge erschlieBt sich der physikalischen Forschung.

Die Grundlagen der Elektronen-, der Quanten- und der Relativitiits-
theorie werden vielleicht im Laufe der weiteren Entwicklung noch
wegentliche Verénderungen erfahren. Was indessen diese drei Theorien
bisher im einzelnen zu leisten vermochten, ist so gewaltig, die durch
sie bewirkte Ausrottung tief eingewurzelter und doch unhaltbarer Vor-
urteile 80 unbestreitbar, die durch sie vollzogene Erweiterung unseres
Naturbildes so groBartig, daB die Zeit, in der diese drei Theorien ent-
standen sind, wohl mit Recht stets als eine Bliitegeit in der Geschichte
der Physik gelten wird.

Zu der klassischen theoretischen Physik steht die moderne in keinem
Widerspruch. Die stiirmischen Fortschritte der letzten zwei Jahrzehnte
haben das alte Gebédude der theoretischen Physik nicht niedergerissen,
sie haben es vollendet; und wie die geschichtliche -Entwicklung der
klassischen Phypik sich in der modernen fortsetzt, so ist auch ein Ver~
stindnis der modernen Auffassungen nur mdéglich suf der Grundlage
der klassischen Theorien.




L. Kapitel
Die Bewegung des freien materiellen Punktes.

§ 1. Das Beharrungsprinzip und der Kraftbegriff.

Die Lehre von der Bewegung ist als exakter Wissenszweig durch
GavLILBI begrindet worden. Sein groBes Verdienst besteht darin, daf
er, im Gegensatze zu seinen Vorgingern und namentlich zu ARISTOTELES,
guerst klar zwischen den wesentlichen Eigenschaften der Bew:gung
und ihren unwesentlichen, sie hemmenden Begleiterscheimungen unter-
schied, zu denen vor sllem die Reibung und der Luftwiderstand ge-
héren. Indem Garirer ven den Bewegungshindernissen, die sich
im Experimente zwar sehr vermindern, nie aber ganz beseitigen lassen,
villig abstrahierte, gelangte er zu dem Begriffe der idealen Be-
wegung, fir die er auf Grund seiner Beobachtungen iiber die Pendel-
schwingungen ein oberstes Gesetz in dem Prinzipe von der vélligen
Umkehrbarkeit des idealen mechanischen Vorganges aufstellte.

Aus diesem Prinzipe folgerte Gavriuer ganz richtig, daB jede Be-
wegung, die unter dem Einflusse der Schwere langs einer schiefen Ebene
abwirts mit einer bestimmten Beschleunigung erfolgt, in der umgekehrten
Richtung, also aufwirts, mit einer gleich groBen Verzdgerung erfolgen
miigse (wobei natiirlich das Fehlen aller Bewegungshindernisse voraus-
gesetzt ist), Hieraus konnte aber Gariter weiter schlieBen, daB bei
einer idealen horizontalen Bewegung ebensowenig wie eine Beschleu-
nigang auch eine Verzogerung mdglich sein konne, daB somit eine
solche Bewegung, bei der der Korper dem Einflusse der Schwere ent-
zogen ist, ewig mit gleich bleibender Geschwindigkeit fort-
dauern miiBte.

Nachdem DEsoarTEs diesen von GanmLer nur nebenbei auf-
gefundenen Batz in seiner vollen Tragweite erfaBt und zugleich dahin
erginzt hatte, daB ein Korper seine Bewegung stets nur in gerader
Linie, nie aber in gekriimmter fortzusetzen strebe, fand das Behar-
rungsprinzip seine dauernde Formulierung in dem ersten New-
ronschen Bewegungsgesetze. Bin jeder Kérper — so lehrt dieses —
beharrt in seinem Zustande der Ruhe oder der gleichférmig ge-
radlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Krifte
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gezwungen wird, jenen Zustand zu #ndern.! Als gleiehférmig wird
.dabei eine Bewegung bezeichnet, bei der in gleichen Zeiten gleiche
Stiicke Weges zuriickgelegt werden, bei der also die Geschwindig-
keit, die man bei dor gleichférmigen Bewegung als den Quotienten
aus einem beliebigen Stiicke des Weges und der zu seiner Zuriicklegung
erforderlichen Zeit definieren kann, ihren Wert wahrend der ganzen
Bewegung ungeéndert beibehalt.

Die gleichférmige, geradlinige Bewegung erscheint also fiir einen
Zustand charakteristisch, in dem der bewegte Korper allen &uBeren
Einfliissen entzogen ist. Weicht die Bewegung eines Kérpers von der
geraden Linie ab oder iindert sich seine Geschwindigkeit, so- muB man
-somit als Grund dieser Abweichung eine é&ufBlere Ursache annehmen,
die den Korper, wenn er ruhte, aber frei beweglich wiire, in Bewegung
versetzen wiirde, und die man eben mit einem althergobrachten, leider
aber in mehrfachem Sinne gebrauchien Ausdrucke als Kraft bezeichnet.

Es ist nun eine wichtige Erfahrungstatsache, daB man jede
Kraft, die einen frei beweglichen Korper in Bewegung zu setzen strebt,
daran durch oinen Zug verhindern kann, der von einem Gewichte
von bestimmter (rofe in bestimmmter Richtung ausgeiibt wird.* In
folgedessen kann man eine in einem Punkte angreifende Kraft dadurch
bestimmen, daf man angibt, wie groB ein Gewicht sein und in welcher
Richtung es auf den Punkt einen Zug ausiiben miisse, um die Wirkung
der zu bestimmenden Kraft aufzuheben. Indem man dieses Gewicht
mit einem alz FEinheit festgesetzten Gewichte vergleicht, kann man
die GroBe der Kraft messen, und da, wie die Erfahrung lehrt,
zwei gleich groBe, aber entgegengesetzte Zugkriifte einander auf-
heben, so maB man der Kraft eine Richtung zuschreiben, die der
Richtung des sie kompensierenden Zuges gerade entgegengesetzt ist.

Die Erfalrungstatsache, daB eine Kraft hinsichtlich ihres physi-
kalischen Wirkungsvermogens durch Angabe ihrer GréBe und ibrer
Richtung vollig bestimmt ist, brachte zuerst STBVIN auf den Gedanken,
eine in einem Punkte angreifende Kraft symbolisch durch eine
von dem Angriffspunkie ausgehende Strecke darzustellen, die die-
selbe Richtung hat wie die Kraft und die ebenso viele Lingeneinheiten
umfaBt, als die Kraft Krafteinheiten enthilt.

Von der groBen Fruchtbarkeit dieses Gedankens iiberzeugte sich
StevIN, als er von dem primitiven Erfahrungssatze von der gegen-
seitigen Aufhebung zweier entgegengesetzt gleicher Zugkrifte mit ge-
meinsamem Angriffspunkte zu der nichstliegenden Frage weiterschritt,
unter welchen Bedingungen drei in einem und demselben Punkte an-

! Lex motus I: Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi
uniformiter in directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur statum illam mutare.
® Man denke etwa an eincn bewcglichen Mognetpol, der von einem festen an-

gezogen wird.
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greifende Zugkrifte einander in ihren Wirkungen aufheben oder, wio
man sagt, einander das Gleichgewicht halten. Diese Frage konnte
némlich Stevin auf Grund seiner Versuche dahin beantworten, daB
drei in einem Punkts angreifende Zugkriifte einander dann das Gleich-
goewicht helten, wenn sich die Strecken, die diese Krifte nach GréBe
und Richtung repriisentieren, zu einem Dreiecke zusammenfiigen
lassen. (Dreieck 4 BE in Fig. 1; r

hierbei sei 4 der gemeinsame
Angriffspunkt der durch dio
Strecken 4B, AC und 4D
dargestellten Krifte. Natiirlich
ist BE=AdDund E4 = AC.)

Halten aber nun die orste
und zweite Kraft zusammenge-
nommen der dritten das Gleich- Fig. 1.
gewicht, so kann man sich die
erste und zweite Kraft durch eine einzige Kraft ersetzt denken, die
man als die Resultierende aus diesen beiden Kriften bezeichnet und
die nach dem friiher Gesagten der (durch die Strecke I'4 dargestellten)
dritten Kraft entgegengesetzt gleich sein muB. Hieraus folgt aber auf
Grund des vorhin erwibnten Dreieckstheorems der Satz vom Krifte-
parallelogramm: Die Resultierende aus zwei in einem Punkte an-
greifenden Kriften wird nach GréBe und Richtung durch die Diagonale
eines Parallelogramms dargestellt, dessen Seiten nach GréBe und Richtung
die beiden Einzelkrifte repriisentieren.

Den Vorgang, durch den man aus den Strecken 4B und BE die
Btrecke 4 E erhalt, bezeichnet man als geometrische Addition
dieser Strecken. Man kann somit auch sagen, deB man den geometri-
schen Reprisentanten der Resultierenden zweier Kriifte durch geo-
metrische Addition der Reprisentanten der Einzelkrifte erhilt — ein
Prinzip, das sich ohne weiteres auch auf die Zusammensetzung von
beliebig vielen Kriften erweitern liBt, die in einem Punkte angreifen.
Ein System von Kréiften mit gemeinsamem Angriffspunkte kann sich
also nur dann im Gleichgewichte befinden, wenn die von dem Angriffs-
punkte ausgehende geometrische Addition der Repriisentanten aller
dieser Kriifte wieder zu dem Angriffspunkte zurtiekfiihrt.

§ 2. Das rweite NxwToNsche Bewegungsgesets.

Da nach dem Beharrungsprinzipe bei der Beweguug eines jeden
frei beweglichen Korpers der Einflu einer Kraft eine Abweichung
von der gleichformigen, geradlinigen Bewegung bewirken muB, so ent-
stand der physikalischen Forschung, sobald einmal diese Erkenntnis
gewonnen war, ein grundlegendes Problem in der Frage, in welchem
Zusammenhange mit der GréBe und Richtung der einwirkenden Kraft
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die Anderungen stehen, die unter ihrem Einflusse die Geachmdlgke:t
und die Richtung eines sich bewegenden Korpers erfahren.

Die Grundiage aller darauf beziiglichen Untersuchungen bilden GArL1-
LE18 Forschungen iiber die Bewegung der Kérper unter dem Einflusse
der irdischen Sehwere.

Gauinmr ging von der Vermutung aus, daB die Fallbewegung (wenn
man von den Bewegungshindernissen absieht), eine beschleunigte
Bewegung von einem recht einfachen Typus darstellen miisse. Da
jedenfalls von einem solchen sehr einfachen Typus eine in Gedanken
konstruierbare Bewegung ist, bei der die Geschwindigkeit in gleichen
Zeiten gleiche Zuwiichse erfahrt, so definierte Ginier probe-
weise eine solche Bewegung als gleichformig beschleunigt, Durch
das Experiment konnte er sich davon iiberzeugen, daB in der Tat
die Gesetze, die sich fiir eine derart als gleichformig beschleunigt defi-

,nierte Bewogung auf mathematischem Wege deduzieren lassen (so
vor allem die Proportionalitit zwischen Fallraum und Quadrat der
Fallzeit), sowolil bei dem freien Falle als auch bei einer Bewegung
lings einer schiefen Ebene erfiillt sind.

Eine zweite ungemein wichtige Entdeckung Garineis betraf die
Tatsache, daB (falls man von dem Luftwiderstande absieht) alle Kor-
per unabhingig von ihrem Gewichte und von ihrer sonstigen Beschaffen-
heit gleich schnell fallen — sowohl im freien Falle als auch auf
einer schiefen Ebene von bestimmter Neigung.

Drittens ergab sich aus Garmveis Forschungen, daB bei der Be.
wegung auf einer schiefen Ebene von der Hohe & und der Liinge I, wobei
nach dem Satze vom Krﬁftep&ml]elogramm nicht ein dem Gewichte @
gleicher Zug, sondorn nur ein Zug von der GroBe Q.h/! angewendet
werden muB, um den Korper i im' Zustande der Ruhe zu erhalten, auch
die Beschleunigung in demselben Verhiltnisse verkleinert erscheint,
nimlich gleich ist g.k/l, wenn man mit g die Beschleunigung des
freien Falles bezeichnet.

Viertens schlieBlich zeigten GariLeis Untersuchungen iiber die
Wurfbewegung, daB auch dann, wenn die Richtung der Bewegung
mit der der Kraft nicht zusammenfillt, sich vielmehr stindig dndert,
die Bewegung des Korpers dennoch so erfolgt, als ob er neben einer
durch das Beharrungsvermégen bedingten gleichformig garadlinigen
Bewegung iiberdies noch, und unabhingig von jener, eine gleich-
formig beschleunigte in der Rlchtung der Kraft ausfiihren wiirde.
Es ist, wie bereits Gariuer erkennte, eine gmndlegenda physikalische
Erfahrungstatsache, daB man die Bewegung, die ein Korper von
ainer innerhalb sbiner Bahn beliebig gewihlten Stelle aus weiterhin
dusfithrt, durch die Annahme erkliren kann, da8 der Korper von dieser
Stelle aus gleichzeitig, doch unabhiéngig voneinander, zwei Be-
wegungen ausfilhre: erstens eine durch das Beharrmngsvermégen be-
eingte gleichformig geradlinige in der Richtung, die der Korper an der
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betreffenden Stelle der Bahn hatte, und mit der Geschwindigkeit, die
or dort besaB, und zweitens eine bloB durch die Kraft verursachte, die
in der Richtung der Kraft erfolgt und die man sich an der gewihlten
Stelle der Bahn mit der Geschwindigkeit Null beginnend zu denken hat.

Aus dieser physikalischen Erfahrungstatsache folgt, wie
ebenfalls Gaumur erkannte, daB sich die tatsichliche Bewegung des
Korpers stets dadurch ermitteln lassen muB, daB. man die beiden in
(edanken angenommenen Einzelbewegungen nach dem geometrischen?
Prinsipe des Bewegungsparallelogramms zusammensetzt. Man
findet nimlich, wenn die als Ausgangspunkt der beiden fingierten Einzel-
bewegungen gewihlte Stelle der Bahn 4 genannt und diese Stelle von
dem Korper zur Zeit #; durchlaufen wird, den Aufenthaltsort des Kor-
pers zu einer beliebigen anderen Zeit {,, indem man von dem Punkte 4
aus nach GréBe und Richtung die Wege auftragt, die der Korper bei
den beiden Einzelbewegungen in der Zeit von t, bis {, unter den ge-
machten Voraussetzungen durchlaufen wiirde. Durch diese beiden von
dem Punkte A ausgehenden Wegstrecken ist ein Parallelogramm, das
sogenannte Bewegungsparallelogramm, bestimint, dessen dem Punkte A
gegenitberliegende Iicke den gesuchten Aufenthaltsort des Korpers zur
Zeit ¢, darstellt.

Aus den besprochenen Entdeckungen Gariueis lieBen sich bereits
mehrere wichtige und fiir die ganze Physik grundlegende Schliisse ziehen,
die ihre verallgemeinernde Zusammenfassung denn in dem zweiten
Nzwronschen Bewegungsgesetze fanden.

Aus einem Vergleiche der gleichférmig beschleunigten Bewegungen,
die ein und derselbe Korper auf schiefen Ebenen von verschiedener
Neigung ausfiihrt, folgt némlich, daB das Verhéltnis zwischen der die
Bewegung bewirkenden Kraft und der erteilten Beschleunigung immer
gleich ist dem Quotienten aus dem Gewichte des Korpers und der Be-
schleunigung des freien Falles. Dieser Quotient stellt .somit eine fiir
den Korper charakteristische individuelle Konstante dar, die man
mit einem Ausdrucke, der in der Physik lange in sehr unklarer Weise
gebraucht wurde, als die Masse des Kérpers bezeichnet.? Unter Be-

! Denn es ist gewiB eing rein geometrische Erkenntnis, daB ein Korper, der
sich in einer vertikalen Rohre gleichformig beschleunigt nach abwirts bewegt, eine
Parabel beachreibt, wenn diese Rohre durch irgendeine Vorrichtung, etwa ein Zahnrad-
getriebe, seitwiirts bewegt wird. Dafl aber, um beim Beispiele des Wurfes zu bleiben,
dss -Beharrungsvermbgen, das ein sich selbst iberlassener Kiérper mach dem Be-
harrungsprinzipv im kriftefreien Zustande zeigt, auch durch die gleichzeitige Ein-
wirkung der Schwerkraft nicht beeintréchtigt wird, ist' gewiB eine physikalische
Erkenntais.

* Allerdings ist die Beachlounigung des'freien Falles (die man bekanntlich aus
Pendelbeobachtungen ermittelt) selbst wieder suf der Erdoberfliche verdnderlich.
DaB abér trotzdem die Masse eines Kérpers als dessen individuelle Konstante an-
gesehen werden dorf, zeigt die Tatsache, daB in demselben VerhBltnisse wie die Be-
schleunigung des freien Falles auch das mit einer Federwage gemessene Gewicht
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nutzung dieses Begriffes kann man also die bei dem Beispiele der schiefen
Ebene erfiillte Proportion, derzufolge sich die von einer Kraft bei einem
Korper hervorgebrachte Beschleunigung zu der Beschleunigung des
freien Falles ebenso verhilt wie diese Kraft zu dem Gewichte des Kor-
pers, auch in die Form kleiden, daB die wirkende Kraft proportional
sei dem Produkte aus der Masse des Korpers und der ihm erteilten
Beschleunigung.

Andererseits zeigten GacLizeis Untersuchungen iiber die Wurt-
bewegung, daB die Bewegung, die nach dem Prinzipe des Bewegungs-
parallelogramms zu der durch das Beharrungsvermégen bedingten hin-
zugefigt werden muB, um die tatsichliche Bewegung zu ergeben, und
die somit die Abweichung der tatsichlichen Bewegung von der gerad-
linigen gleichférmigen darstellt, immer die Richtung der wirkenden
Kraft besitzt.

Indem nun NEwToN in genialer Weise die bereits von GariLmz
gewonnenen Erkenntnisse zusammenfaBte, aber auch vertiefte und ver-
allgemeinerte, konnte er die Grundfrage der Physik, in welcher Weise
eine auf einen Korper wirkende Kraft dessen Bewegung beeinflusse,
in seinem zweiten Bewegungsgesetze dahin beantworten, daB die Ande-
rung der durch das Produkt aus der Masse und ihrer Geschwindigkeit
gemessenen Bewegung der einwirkenden Kraft proportional
sei und in deren Richtung erfolge.® Da sich die Masse mit der Zeit
nicht &ndert, die zeitliche Anderung der Geschwindigkeit aber als Be-
schleunigung bezeichnet wird, so wird also die Anderung der Bewegung
durch das Produkt aus der Masse und der Beschleunigung gemessen.
Aber NEwroN beschriinkte sein zweites Bewegungsgesetz keineswegs
auf den Fall einer konstanten Beschleunigung, sondern dehnte es auf
alle beliebigen Bewegungen aus, so dal also auch fiir den Fall einer in
beliebiger Weise verdnderlichen Kraft stets die augenblicklich®
Beschleunigung der augenblicklichen GréBe der Kraft proportional
sein und mit deren augenblicklicher Richtung iibereinstimmen muB.

Nicht als selbstindiges Axiom, sondern als Zusatz zu dem zweiten
Bewegungsgesetze wurde von NEwToN das eine wichtige Erfahrungs-
tatsache ausdriickende Prinzip angesehen, demzufolge die Wirkung
einer Kraft auf einen Koérper ganz unabhingig davon ist, ob an dem-
selben Korper gleichzeitig noch andere Kriifte einwirken oder nicht.
Die Wirkungen mehrerer an demselben Kérper gleichzeitig
angreifender Kriafte sollen einander in keiner Weise beein-

variiert. DaB ein Kiorper unter der Einwirkung verschieden groBer Krifte diesen
roportionale Beschleunigungen annimmt, 148t sich moch anschaulicher als durch
gndenms der Neigung einer schiefen Ebene an der beksnnten ATwoopschen Fall-
maschine demonstrieren.
% Lex II: Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressse et fieri
secundum lincam rectam qua vis illa imprimitur. — Vgl. hierzu Definitio II: Quan-
titas motus est mensura eiusdom orta ox velocitate et quantitate materiae coniumctim,
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trichtigen, sondern sollen sich, voreinander unabhiingig, iber-
einander lagern, so daf sich die (esamtwirkung durch SBuper-
position der Einzelwirkungen ergibt. i

§ 8. Die ungleichformige geradlinige Bewegung.
(Die Physik und die Infinitesimalrechnung.)

Das zweite Newronsche Bewegungsgesetz bildet die Grundlage
des Wissenszweiges, der sich die Erforschung der Bewegungen in ihrem
Zusammenhange mit den einwirkenden Kréften zur Aufgabe macht und den
man als Dynamik? bezeichnet. Ahnlich wie in allen exakten Wissens-
zweigen, so ist auch in diesem ein fortschreitender Ausbau der Theorie
nur dadurch mdglich geworden, daB die Dypnamik zundchst von minder
wesentlichen Eigenschaften der wirklichen Bewegungen und der wirk-
lichen Bewegungsobjekte abstrahierte und dadurch méglichst ein-
fache kiinstliche, fingierte Typen von Bewegungsvorgingen
schhuf und zunéichst fiir diese eine vollstindige Theorie zu entwickeln
suchte.

Das einfachste iiberhaupt denkbare Bewegungsobjekt stellt
nun zweifellos ein Korper dar, dessen gesamte Masse in einem ein-
zigen Punkte konzentriert ist. Man begeichnet einen solchen fin-
gierten Korper als Massenpunkt oder als materiellen Punkt.3
Jeine Bewegung sieht die Theorie als durch keinerlei Bewegungs-
hindernisse, wie Reibung und Luftwiderstand, beeintrichtigt an;
auch betrachtet dié Theorie zuniichst nur solche Fille, in denen der
bewegte Massenpunkt frei ist, d. h. in seiner Bewegung keinerlei Be-
schréinkungen durch irgendwelche von vornherein vorgeschriebene Be-
dingungen unterliegt.?

Das einfachste Problem der Dynamik des freien materiellen
Punktes stellt seine gleichférmig beschleunigte Bewegung unter

1 Im (egensatze hierzu bezeichnet man die rein geometrische Untersuchung
der geometrisch konstruierbaren Bewegungsformen — obne Riicksicht auf die Be-
wegungsursachen — als Kinematik oder anch als' Phoronomie. So sind z. B.
die Gl 4 des § 6 Formeln der Kinematik, da zu ihrer Ableitung keine physikalischen
Kenntnisse notwendig sind. Man kann dic Kinematik als eine Erweiterung der Geo-
metrie ansehen, die statt mit drei Koordinaten mit vieren operiert, indem sie zu
den drei riumlichen noch eine Zeitkoordinate hinzunimmt.

* Dio fingierte Konzentration der Mosse in einem einzigen Punkte bedingt
namentlich dann eine wesentliche Vercinfachung des Problems, wenn die wirkende
Kraft eine Funktion des Ortes ist, sich also von Stelle zu Stelle éindert, in welchem
Falle natiirlich die Beriicksichtigung der réumlichen Ausdehnung des Korpers die
Aufgabe sehr vorwickeln wiirde. Weiter hat die fingierte Konzentration der Masse
den Vorteil, deB von allen Kriften, die im Innern eincs wirklichen Kirpers auftreten,
von allen Form#nderungen sowie von allen etwsigen Drehungen abstrahiert werden
kenn,

3 Vgl. § 16.
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dem Einflusse einer konstanten und stets gleich gerichteten Kraft dar,
Nachdem dieses Problem bereita vollstindig durch G L1r218 Forschungen
itber den freien Fall gelost worden war, entstand der Physik ein be-
reits schwmngeres, fir alle weiteren Unte:suchnngen jedoch grund.
legendes Problem in der Frage, wie sich ein materieller Punkt unter
dem Einflusse einer Kraft bewege, deren Richtung zwar stets mit der
Richtung der Bewegung iibereinstimme, deren GroBe jedoch ver-
danderlich sei.

Das Mittel zur Loésung dieser Aufgabe der ungleichformigen
geradlinigen Bewegung bietet das zweite Nmwronsche Bewegungs-
gesetz, demszufolge in jedem Augenblicke die verinderliche einwirkende.
Kraft dem Produkte aus der Masse und der Momentanbeschleunigung
proportional ist. So entstand vor allem die Aufgabe, fiir eine ganz be-
liebige Bewegung die Beschleunigung in einen exakten Zusammen-
bang mit dem Wege und der Zeit zu bringen, und da ja der Begriff der
Beschleunigung aus dem der Geschwindigkeit hervorgegangen ist, so
galt es zundchst, fiir eine ganz beliehige Bowegung eine genaue Formel
fir die Momentangeschwindigkeit zu gewinnen.

Der Begrift der Geschwindigkeit ist aus der Betrachtung der
einfachsten iiberhaupt moglichen, nimlich der gleichférmigen, gerad-
linigen Bewegung hervorgegangen, bei der sie als der Quotient aus
einem beliebigen Stiicke des Weges und der zur Zuriicklegung dieses
Wegstiickes erforderlichen Zeit definiert wird, Bezeichnet man also
mit s die verinderliche Entfernung von einem festen, in der geraden
Bahn gelegenen Punkte, so findet man die Geschwindigkeit folgender-
waBen. Man bestimmt fiir zwei beliebige Augenblicke, die um ¢,, bzw.
ty Zeiteinheiten spater eintreten sollen als der als Ausgangspunkt der
Zeitmessung gewihlte Augenblick, die zugehtrigen Werte von s, die mit
s, und s, bezeichnet werden mogen. Dann ist die Geschwindigkeit®

58
@) e
Aus der Definition der gleichférmigen Bewegung folgt, daB der Wert,
der sich fiir die Geschwindigkeit nach dieser Formel ergibt, véllig un-
abhingig davon ist, ein wie groBes und welches Stiick der Bewegung
man der Berechnung von v zugrunde legt.

Dies trifft nun bei einer beliebigen Bewegung im allgemeinen ge-
wiB nicht zu, und darum hat es dann auch keinen Sinn, von einer Ge-
schwindigkeit der Bewegung schlechthin zu sprechen. Zun#chst einmal
sind die Strecken, die der Massenpunkt in der Zeiteinheit durchliufs
(die Zahlenwerte dieser Strecken miissen ja nach Formel (1) dem Zahlen-

¢ Die fblichen Bezeichnungen erkliren sich aus den Anfangsbuchstaben dex
lateinischen Worte: velocitas, spatium, tempus, Fiir die Geschwindigkeit wird bis-
weilen auch der Buchstabe ¢ als Anfangsbuchstabe des Wortes celeritas gebraucht.
Doch pflegt man jotzt des Zeichen ¢ der Lichtgeschwindighuit vorsubohalten,
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worte der Geschwindigkeit gleich sein), in verschiedenen Teilen der
Bahn im aligemeinen verschieden groS. Man darf also dann nur von
einer Momentangeschwindigkeit sprechen, die der Massenpunkt
in einem bestimmten Augenblicke und an einer bestimmten Stelle der
Bahn besitzt. Diese Momentangeschwindigkeit, deren Begriff mit einiger,
aber noch keineswegs mit vélliger Klarheit bei GarLiLei® auftritt, gibt
also nach GroBe und Richtung den Weg an, den der Korper in der
Zeiteinheit in geradliniger, gleichformiger Bewegung infolge seines Be-
harrungsvermigens zuriicklegen wiirde, wenn er in dem betreffenden
Augenblicke plotzlich dem Einflusse der die Geschwindigkeits- und
Richtunggiinderungen verursachenden Kraft entzogen wiirde.®

Mit der Aufstellung des Begriffes der Momentangeschwindigkeit
entstelit nun auch die Frage nach ihrem quantitativen Zusammenhange
mit Weg und Zeit. Die Physik beantwortet diese Frage, indem sie die
Betrachtung der ungleichférmigen Bewegung auf die Betrachtung
der gleichformigen zuriickfithrt. Die Moglichkeit einer solchen Zu-
riickfiihrang des komplizierteren auf den einfacheren Fall beruht auf
der allgemeinen Erkenntnis, daB die Abweichungen, die ein Objekt
von einem als einfacher erkannten Typus aufweist, vernachlissigt
werden képnen, wenn nur geniigend kleine Teile des Objektes ins
Auge gefaBt werden, und daB die ziemliche Ubereinstimmung der
beiden Fille (des komplizierteren und des einfacheren) sich um so mehr
einer. vollstindigen Ubereinstimmung néhert, ein je kleinerer
Teil des komplizierteren Objektes betrachtet wird.

So kann man fiir nicht zu groBe Gebiete die Erdoberfliche statt
als kugelférmig als eben ansehen; fiir nicht allzu groBe Fallriume kann
davon abgesechen werden, daB sich der Wert der Erdbeschleunigung
mit der Entfernung vom Erdmittelpunkte, also wibrend des Falles,
indert. Wir sehen die Sekunde fiir unsere Zeitmesgungen als kon-
stante Einheit an, obwohl der Sterntag, dessen gemau fixierten Bruch-
teil doch die Sekunde bildet, allmihlich linger werden muB.

Ebenso kann man, wenn die unregelmiBige Bewegung nur durch
eine Zeit betrachtet wird, die klein ist gegeniiber einer solchen Zeit,
in der sich die Geschwindigkeit und die Richtung merklich #ndern,
von der Verdnderlichkeit der Geschwindigkeit und von der Kriimmung
der Bahn abstrahieren und also mit ziemlicher Anndherung die tat-
sichlich ungleichférmige uud krummlinige Bewegung zwischen zwei
Punkten 4 und B durch eine fingierte, geradlinige und gleich-
formige Bewegung zwischen diesen beiden Punkten sich ersetzt
denken.

Bezeichnet man das kleine Zeitintervall, das der Massenpunkt

% Vgl. des Verfassers ,,Grundgleichungen der Mechanik*, Vorl. 5.
¢ DaB man eine derartige Bedingung verwirklichen kann, zeigt ein Experi-
ment en der ATwoobschen Fallmaschine.
Haas, Binfihrung in die theor, Physik. 2
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braucht, um von 4 nach B zu gelangen, mit A¢, und hat die Sehne
zwischen den Punkten 4 und B die Linge 4s, so ist also die Geschwin-
digkeit der fingierten geradlinigen, gleichférmigen Bewegung, durch die
man sich mit ziemlicher Genauigkeit die tatsichliche, unregelmaBige
ersetzt denken kann,
@ Jinlri
Der Wert von ¢ hingt hierbei, da die tatsdchliche Bewegung ungleich-
formig ist, bei gegebener Lage des Punktes 4 noch von der Lage des
Punktes B, also von der GriBe des Wegelementes 4s und somit auch
von der GroBe des Zeitintervalls At ab. Je kleiner man indessen A¢
wihlt, desto geringer wird der EinfluB, den auf den Wert von ¢ die
GroBe von At hat, desto groBer wird somit die Ubereinstimmung zwischen
der tatsichlichen und der fingierten geradlinigen, gleichférmigen Be-
wegung fiir das betrachtete Stick der Bewegung. Man driickt diese
Tatsache in der Sprache der Mathematik derart aus, daB man sagt,
daB der richtige Wert der Momentangeschwindigkeit v durch den Grenz-
wert, durch den Limes, dargestellt werde, dem sich der Differenzen-
quotient 4s/At bei immer kleiner werdendem At nahert.” Der rich-
tigp Wert von v ist, wie man auch sagt, gleich dem Werte, den der
Quotient 4s/At¢ annimmt, wenn A¢ unendlich klein wird. Da un-
endlich kleine GroBen neben endlich groBen ebenso vernachlissigt werden
konnen, als ob sie Null wiiren, so driickt man dies auch durch die
Formel aus

4s

3 = lim &=
@ i AI:TIJ‘“

Besteht z. B. zwischen Weg und .Zeit (so wie bei dem. freien Fall)
der durch die Erfahrung ermittelte Zusammenhang
“ =4gt*,
so findet man fiir die Momentangeschwindigkeit nach GI. 8
i i |
et ([0 e o)
Man hat nun At immer kleiner werden zu lassen, bis es so klein ist,

7 Hierbei .ist allerdings stillschweigend vorausgesetzt, dal ein solcher Grenz-
wert iiberhaupt existiert, was, vom rein mathematischen Gesichtspunkte sus be-
trachtet, keineswegs selbstverstindlich wiére. Indessen muB masn annehmen, daf
s immer eine stetige Funktion von # ist, weil man, wenn man Diskontinuitdten
in der Bewegung fiir méglich hielte, zn der paradoxen Folgerung gefiihrt wiirde, daB
ein Kdrper von einer Stelle des Raumes zu einer anderen gelangen kinnte, ohne
einen Weg zwischen den beiden Stellen durchlaufen zu haben. DaB & aber nicht nur
eine stetige, sondern immer auch eine differentiierbare Funktion von ¢ ist, ist
ein notwendiges Postulat, falls man nicht zur Vorstellung unendlich groBer Krifte
gefithrt werden will,
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daB der zweite Summand in der geschlungenen Klammer neben dem
ersten einfach verschwindet; dann wird
v=g1t.

Man nennt nun, wenn y =: f (z) eine beliebige Funktion der unab-
hiingigen Verinderlichen z ist, den Grenzwert, dem sich der Quotient
fetdn) - _ 4y

4z 4z
mit immer kleiner werdendem A & néhert, den Differentialquotienten
von y nach 28 oder auch die Ableitung der Funktion f(z) und be-

zeichnet ihn durch das Symbol z—g;. Es ist also bei der geradlinigen

Bewegung die Momentangeschwindigkeit gleich dem Differential-
quotienten des Weges nach der Zeit® oder

ds
(4) ® =g
Da sich die Richtung der Sehne zwischen zwei Punkten einer Kurve
mit abnehmender Distanz der beiden Punkte immer mehr der Rich-
tung der Tangente an der betreffenden Stelle der Kurve ndhert, so
schlieBt die frithere Betrachtung in ihrer Anwendung auf eine krumm-
linige Bewegung zugleich das wichtige Resultat in sich, daB die Rich-
tung der Momentangeschwindigkeit mit der Richtung der
Bahntangente zusammenfillt.

Die von Newrox aufgestellte Formel (4) reduziert das physi-
kalische Problem der Bestimmung der Momentangesehwmdlgkelt bei
gegobener Abhingigkeit der Bahn von der Zeit auf ein rein mathe-
matisches Problem, auf ein Problem der Differentialrechnung.
Denn ist — der Einfachheit halber soll zunichst nur eine geradlinige
Bahn betrachtet werden — die Entfernung s von einem festen Punkte
in ihrer Abhiéingigkeit von der Zeit gegeben, etwa in Form der Glei-
chung s =7 (f), so geniigt es zur Bestimmung der Geschwindigkeit,
die Funktion zu ermitteln, die die Eigenschaft bat, die Ableitung der
Funktion f(f) darzustellen. Haben wir auf Grund eigenen mathe-
matischen Wissens oder durch Nachschlagen in einem Lehrbuche der
Mathematik festgestellt, welche diese Funktion ist, die f'(f) genannt
werde, so konnen wir ohne weiteres behaupten, daB zu einer beliebigen
Zeit t, der Massenpunkt die Geschwindigkeit f’'(¢,) habe.1?

8 Dementsprechend nennt man die GriBen de und d¢ Differentiale. Ist s
von ¢ abhiingig, so kann natiirlich auch nicht mehr ds von d¢ unasbhiingig sein. Zur
Vermeidung von Unklarheiten empfichlt es sich aber namentlich fiir den Anfénger,
lieber von Differentialquotienten als von Differentialen zu sprechen.

* NEwTON, der zugleich mit LE1BN1Z, doch unabhiingig von ihm, die Diffe-
rentialrechnung begriindete (obwohl von ihren Methoden die Mathematiker schon
frither oft Gebraunch gemacht hatten), nannte den Differentialquotienten dee Weges
nach der Zeit die Fluxion des Weges,

1o f(t,) ist der Wert, den die Funktion {"(f) annimmt, wenn ¢ = ¢, wird.

2‘
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Auch das umgekehrte Problem, die Berechnung der Bahn eines
Kérpers bei gegebener Abhingigkeit der Geschwindigkeit von der
Zeit, wird durch die Gl. 4 auf ein rein mathematisches Problem
zuriickgefiihrt, namlich auf ein Problem der Rechnungsart, die der
Differentialrechnung entgegengesetzt ist und die als Integralrechnung!
bezeichnet wird. Ist also die Geschwindigkeit als Funktion der Zeit
bekannt, etwa durch die Gleichung v = @ (f), wobei zuniichst wieder
nur eine geradlinige Bewegung betrachtet werden soll, so erscheint
dann das Problem der Ortsbestimmung auf das mathematische Pro-
bleme zuriickgefithrt, die Funktion @ (f) zu ermitteln, deren Ableitung
die Funktion ¢ (t) ist. Da aber zwei Funktionen, die sich voneinander
pur durch eine additive Konstante unterscheiden, dieselbe Ab-
leitung haben, so sind trotzdem unendlich viele Losungen des
physikalischen Problems méglich. Es ist namlich

(5) s=d @) +C,

wobei C jeden beliebigen Wert annchmen kann. Diese Willkiir ver-
schwindet erst, wenn der Aufenthaltsort des Korpers zu irgend einer
bestimmten Zeit bekannt ist. Befindet sich der Korper etwa zur Zeit ¢,
in der Entfernung s, von dem Ursprunge, so kann man auf Grund dieser
Tatsache mittels der Beziehung

$=P() +C
der Gl. 5 die Form geben
s—5;=0Q(t) —P ()

Am zweckmiBigsten ist es, die Zeit von dem Augenblicke an zu
zihlen, in dem der Kirper den als Bahnursprung gewihlten Ort ver-
1i8t; denn dann verschwindet die Konstante vollig aus der Gl. 5, wo-
ferne fiir t = 0 auch @ (t) Null wird.

War einmal das Problem der Momentangeschwindigkeit gelost, so
bereitete es der Physik weiter keine Schwierigkeit, auch die Momentan-
beschleunigung bei einer ungleichformig beschleunigten Bewegung
in einen Zusammenhang mit Weg und Zeit zu bringen. Denn bei der
gleichférmig beschleunigten Bewegung ist die konstante Beschleuni-
gung durch die der G1 1 durchaus analoge Formel definiert

Uy — ¢
®) Melee ol
so daf also die konstante Beschleunigung numerisch gleich ist dem
Geschwindigkeitszuwachs in der Zeiteinheit. Der Wert, der sich aus
der Gl. 6 fiir b ergibt, ist bei der gleichférmig beschleunigten Bewegung
wieder unabhiingig davon, welches und ein wie grofes Stiick der'Be-
wegung man betrachtet.

11 Die Integralrechnung ist zugleich mit der Differentinlrechnung ausgebildet
worden, und zwar als Calculus summatorius hauptsiichlich durch LEisniz.
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Bei der ungleichférmig beschleunigten Bewegung tritt an die
Stelle der Gl. 6 natiirlich eine allgemeinere, und durch eine Uber-
legung, di¢ durchaus derjenigen analog ist, die zu dem Ausdrucke fiir
die Momentangeschwindigkeit fiihrte, ergibt sich die Beziehung

Denn da nach dem zweiten Newronschen Bewegungsgesetze Un-
stetigkeiten der Geschwindigkeit nur durch die Annahme umnendlicher
Krifte erklart werden konnten, miissen wir annehmen, daB die (e-
schwindigkeit eine stetige differentiierbare Funktion der
Zeit sei. Ist nun f'(z) die Ableitung der Funktion y = f (z), so nennt
man in der Mathematik eine Funktion f’(z), die wiederum die Ab-
leitung der Funktion f'(x) darstellt, dic zweite Ableitung von f(z)
oder den zweiten Differentialquotienten von y nach z; man bezeichnet

thn mit % . Aug den G, 4 und 7 folgt also, daB bei einer geradlinigen

Bewegung die Momentanbeschleunigung gleich ist dem zweiten
Differentialquotienten des Weges nach der Zeit, oder daB

d*s
(8) b={7?‘ .

Nachdem derart die Momentanbeschieunigung in eine Beziehung
zu Weg und Zeit gebracht ist, liBt sich nun ohne weiteres auch ein
exakter Ausdruck fiir das zweite Bewegungsgesetz in dessen
Anwendung auf eine ungleichformige, jedoch geradlinige Bewegung
aufstellen. Da die Kraft dem Produkte aus der Masse und der Momentan-
beschleunigung proportional ist, so kann sie einem Vielfachen aus
diesom Produkte wund aus einem Proportionalitatsfaktor gleich-
gesetzt werden, dessen Grofle nur von der Art des KraftmaBes ab-
hiangt. Der Proportionalititsfaktor wird Eins, fillt alse. einfach weg,
wenn als Krafteinheit die Kraft definiert wird, die der Massen-
einheit die Ilinheit der Beschleunigung erteilt. Setzt man nun im be-
sonderen mit Riicksicht auf die Definition der Beschleunignng durch
Gl. 6 die Beschleunigungseinheit gleich dem Quotienten aus der Ge-
schwindigkeitseinheit und der Zeiteinheit und die Geschwindigkeits-
einheit wiederum gemif Gl. 1 gleich dem Quotienten aus der Lingen-
und der Zeiteinheit!?, so kann man also, wenn man die Kraft mit K

- Als Lingeneinheit gilt in der theoretischen Physik das Zentimeter, d. i. der
hundertste Teil eines in Sévres bei Paris aunfbewszhrten NormallingenmaBes. Als
Zeitelnheit gilt die Sekunde, d. i. der 2460 x60ste Teil des Sterntages., Als Ein-
heit der Magse gilt des Gramm, d. i. der tausendste Teil einer in Sdvres aufbewahrten
Normalmasse, die mit ziemlicher Genaunigkeit gleich ist der Masse von 1 dm?® Wasser
bei 4° C. Die Einheit der Kraft, die also einem Gramm eine Beschleunigung von
der GroBo der Beschleunigungseinheit erteilt, wird nach dem griechischen Worte
Dynamis (gleich Kraft) als Dyne bezeichnet. Da der Masse von 1 g das eigene Ge-
wicht eine Beschleunigung erteilt, die nach Ablauf von 1 sec (seit Beginn der Kraft-
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bezeichnet13, die Formel (8) ohne weiteres zu der Gleichung erweitern

ds
(9 K=m. s

Auf Grund dieser Gleichung 1i8t sich bei gegebener Kraft die Ab-
hingigkeit der Bahn von der Zeit bestimmen, indem man die GIl. 9
zweimal integriert, wobei jedoch zwei willkiirliche Integrations-
konstanten auftreten. Man fiberzeugt sich hiervon leicht, wenn man
etwa das Beispiel des vertikalen Wurfes nach aufwirts betrachtet.
Hierfir lautet die Bewegungsgleichung, wenn s in der Aufwirtsrichtung
positiv gerechnet wird,

d*s

s Bl ol
Hieraus folgt durch einmalige Integration

v=—gt+C,

und durch abermalige Integration
(10) s=—43g8B+Cit 4+,
Damit die beiden Integrationskonstanten bekannt seien, miissen ent-
weder fiir eine bestimmte Zeit Lage und Geschwindigkeit oder aber
fir zwei Zeiten die zugehérigen Werte von s gegeben sein. Wiahlt man
als festen Punkt, von dem aus die Werte von s gemessen werden, den
Punkt, in dem sich der Massenpunkt zur Zeit ¢ = 0 befindet, und nennt
man die Geschwindigkeit, mit der er diesen Punkt verléBt, v, (die sog.
Anfangsgeschwindigkeit), so nimmt die Gl. 10 die einfachere Form an

(11) s=— 498+ vt

§ 4. Die rechtwinklige Auflésung der krummlinigen Bewegung.
(Die Physik und die analytische Geometrie.)

Das Problem der geradlinigen Bewegung ist, wie im vorhergegan-
genen Abschnitte dargelegt wurde, vollkommen durch die Beziehurng
gelost, daB in jedem Augenblicke der Bewegung der zweite Differential-
quotient der von einem festen Punkte aus gemessenen Entfernung nach
der Zeit gleich ist dem Quotienten aus der augenblicklichen GréoBSe der
Kraft und aus der Masse des bewegten materiellen Punktes. Auf den
einfacheren Fall der geradlinigen Bewegung, bei der sich der Ein-

wirkung) eine Geschwindigkeit von 881 cm in der Sckunde herbeifibrt, so ist die
Dyne ungefihr gleich einem Gewichte von 1,02 mg, Symbolisch schreibt man als
Benennung von GeschwindigkeitsgroBen gemiéB Gl. 1 em/sec oder cmsec—!. Man
nennt dann den Ausdruck cmsec—! die Dimension der Geschwindigkeit. In sna-
loger Weise ergibt sich als Dimension der Beschleunigung cmsec—* und als Dimen-
sion der Kraft gemsee—2.

13 Hiufig wird die Kraft auch mit dem Buchstaben P (als dem Anfangsbuch-
stabcn des Wortes pondus, gleich Gewicht) bezeichnet.
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fluB der Kraft nur in einer Anderung der GroBe der Geschwindigkeit,
nicht auch in einer Anderung der Richtung #uBert, konnte nun
EuLer den komplizierteren Fall einer ganz beliebigen krumm-
linigen Bewegung zuriickfiihren, indem er die Dynamik auf Grund
des physikalischen Satzes vom Kriafteparallelogramm und des geo-
metrischen Prinzipes vom Bewegungsparallelogramm mit der ana-
lytischen Geometrie verkniipfte.

Der Batz vom Krifteparallelogramm zeigt, wie man nach GréBe
und Richtung die Resultierende aus zwei in einem Punkte angreifenden
Kriften bestimmen kann. Er erméglicht aber auch die Lésung der um-
gekehrten Aufgabe, die darin besteht, zwei Krifte derart zu ermitételn,
daB ihre Zusammensetzung nach dem Parallelogrammprinzip eine ge-
gebene Kraft ergibt. Man bezeichnet diese der Kriftezusammensetzung
entgegengesetzte Operation als die Zerlegung einer gegebenen
Kraft in ihre Komponenten oder Teilkrifte. Da aber nun jede
gegebene Strecke die Diagonale zu einer doppelt unendlichen Mannig-
faltigkeit von Parallelogrammen darstellen kann (man kann namlich
jede der beiden aneinander stoSenden Parallelogrammseiten unabhingig
von einander beliebige Winkel mit der Diagonale bilden lassen), so ist
die Aufgabe der Zerlegung einer Kraft in zwei Komponenten erst dann
bestimmt, wenn entweder die Richtung und die GriBe einer der beiden
Komponenten oder aber die GriBen beider Komponenten oder schlieB-
lich die Richtungen der beiden Komponenten von vornherein fest-
gelegt sind.

Unter allen moglichen Arten der Zerlegung ist nun die am wich-
tigsten, bel der die Richtungen der beiden Komponenten miteinander
einen rechten Winkel bilden.! Denn da in diesem Falle dié die
Gesamtkraft darstellende Strecke die Diagonale eines Rechteckes
bildet, so gilt fiir die rechtwinklige Zerlegung (aber auch nur fir
sie) die einfache Beziehung, daB die Komponente gleich ist der Ge-
samtkraft, multipliziert mit dem Kosinus des Winkels, den die Rich-
tung der Komponente mit der der Gesamtkraft einschlieBt. Die in eine
bestimmte Richtung fallende Komponente der orthogonal zerlegten Kraft,
die man kurzweg als die Komponente der Kraft nach der betref-
fenden Richtung bezeichnet, wird also dargestellt durch die aunf diese
Richtung bezogene Projektion der die Gesamtkraft repréisentierenden
Strecke.

Man kann nun, wenn man eine gegebene Kraft in zwei zu einander
normale Komponenten zerlegt hat, eine der beiden Komponenten in
einer Ebene, die auf der anderen Komponente senkrecht steht, aber-
mals in zwei untereinander normale Subkomponenten spalten und

! Auch bei diesem Probleme ist noch immer eine einfach unendliche Mannig-
faltigkeit von Losungen miglich. Die Aufgabe wird erst denn bestimmt, wenn die
Richtung oder die GroBe einer der beiden Komponenten gegeben ist.
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somit im allgemeinen jede Kraft in drei zueinander senkrechte
Komponenten zerlegen. Da bei der rdumlichen orthogonalen Zer-
legung die Gesamtkraft durch die korperliche Diagonale, die Teilkrifte
aber durch die drei Kanten eines rechtwinkligen Parallelepipeds
dargestellt werden, so gilt auch fiir die riumliche ebenso wie fiir die
cbene rechtwinklige Zerlegung die einfache Beziehung, daB jede Kom-
ponente gleich ist der Gesamtkraft, multipliziert mit dem Kosinus des
Winkels, den ihre Richtung mit der der Gesamtkraft bildet.

Obwohl nun die analytische Geometrie schon in der Mitte des
17. Jahrhunderts durch DEscarTES? begriindet worden war, verging
doch merkwiirdigerweise noch mehr als ein Jahrhundert3, bis auch die
Physiker erkannten, wie groBe Vorteile mit dieser nenen Methode ver-
bunden sind. Zundchst einmal wird durch die analytische Methode
auf eine hochst einfache Weise eine vollkommene Bestimmung einer
Kraft nach GréBe und Richtung moglich. Denn GroBe und Rich-
tung sind vollkommen gegeben, sobald die Zahlenwerte der Kompo-
nenten der Kraft nach den drei Koordinatenachsen bekannt sind.
Bezeichnet man némlich die GroSen dieser Komponenten entsprechend
den drei Koordinatenachsent mit X, Y, Z, so ist, wie ohne weiteres
die geometrische Betrachtung der die Gesamtkraft und die Teilkrifte
darstellenden Strecken zeigt, die GréBe K der Gesamtkraft durch die
Gleichung gegeben '

(0 K=VyXz 4+ 724 22,

* In dem 1637 verdffentlichten ,,Discours*.

% Dies erklirt sioh hauptsiichlich daraus, daB sich NEwToXx in seinen 1687 er-
schienenen grundlegenden ,Mathematischen Prinzipien der Naturlehre* nach dem
streng befolgien Vorbilde Evgiins einer rein synthetischen Methode bediente.

! Bekanntlich sind zwei verschiedene Arten von riumlichen Koordinaten-
systemen moglich, die man als englisches und franzoésisches Koordinaten-
system unterscheidet (da jenes frither hauptisiichlich von englischen, dieses von
franzisischen Physikern benutzt wurde). Von einem Punkte der positiven z-Achse
aus betrochtet, erscheint eine Drehung, die auf kitrzestem Wege von der positiven
z-Achse zur positiven y-Achse fiihrt, bei einem englischen Systeme dem Uhrzeiger
entgegengesetzt, bei einem franzosischen Systeme hingegen im Sinne des Uhr-
zeigers zu verlaufen. Bei einem englischen Systeme haben die positiven 2-, y- und
z-Achsen zueinander dieselbe Richtung wie Daumen, Zeige- und Mittelfinger der
rechten Hand, bei einem franzdsischen Systeme wie dieselben Finger der linken
Hand. Bei einem englischen Systeme fiihrt ecine Drehung von der positiven z-Achse
zur positiven y-Achse in Verbindung mit cinem Fortschreiten lings der z-Achse in
positiver Richtung zu ziner Bewegung in einer rechtsgiingigen Schraubenlinie,
bei einem franzisischen Systeme hingegen zu einer Bewegung in einer linksgingigen
Schraube, Man spricht deshalb auch statt von englischem und franzdsischem von
einem Rechts- und einem Linkssystem. Jedes der beiden Systeme stellt das
Spiegelbild des snderen dar und kann daher mit dem anderen nie zur Deckung
gebracht werden. Fir dio Betrachtung elektromagnetischer Vorginge ist das eng-
lische Koordinatensystem vorteilhafter, weshalb es auch heute allgemein gebraucht
wind,
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wihrend die drei Winkel @, § und 'y, die die Richtung der Kraft mit
den drei Koordinatenachsen bildet, durch die Gleichungen bestimmt sind

-

X Y z
(2) cma:-i,u, cusﬂ=-—, cogy=_x_

(wobei in diesen Gleichungen fir K der aus der Gl 1 sich ergebende
Wert einzusetzen ist).5

Da also durch die Werte von X, ¥ und Z auch die Richtung
der Kraft gegeben ist, so entfillt bei der Verwendung eines rechtwink-
ligen Koordinatensystems die Notwendigkeit von Winkelangaben zur
Bestimmung der Kraftrichtung. Es geniigt die alleinige Angabe der
GroBen der drei Teilkrifte in den von vorneherein gegebenen Rich-
tungen, um von der eigentlichen Kraft auBer der GréBe auch die Rich-
tung zu wissen. Das schwierigere Problem der Bestimmung nach GriBe
und Richtung erscheint dadurch auf das einfachere Problem der
alleinigen GroBenbestimmung zuriickgefiithrt; allerdings sind
an die Stelle des einen schwierigeren Problems drei einfachere getreten,
die jedoch untereinander durchaus wesensgleich sind.

Durch die analytische Methode erfibrt auch das Problem der
Kriftezusammensetzung eine groBe Vereinfachung; die Betrach-
tung der die Krifte darstellenden Strecken zeigt sogleich, da8 die
Zusammensetzung zweier Krifte mit den Komponenten X,, Y,, Z,
und X,, Y,, Z, eine Resultierende ergibt, deren Komponenten gleich
sind X, +X,, Y,+ Y, Z, +Z, Die Resultierende aus p in
einem Punkte angreifenden Kriften, deren Komponenten X, Y, Z,
sind (i =1 bis p) ist also, wenn die rechtwinkligen Komponenten der
Resultierenden mit R,, R,, R, bezeichnet werden, analytisch durch die
drei Gleichungen bestimmt

@) R.=2X;, R,=2ZXY, R,=Z2.

Hierdurch erscheint die Aufgabe der geometrischen Addition ver-
schieden gerichtoter Strecken auf das in vieler Hinsicht einfachere
Problem der Aneinanderreihung gleichgerichteter Strecken wund
somit auf das Problem der arithmetischen Addition von Zahlen
zurickgefithrt.

In einer ganz analogen Weise bietet nun die analytische Methode
auch die Moglichkeit, das kompliziertere Problem der krummlinigen
Bewegung auf das einfachere der geradlinigen Bewegung zuriick-
zufiihren. Denn nach dem Parallelogrammprinzip kénnen wir
uns auch die tatsichliche krummlinige Bewegung, die e¢in Massen-
punkt von einem Punkte P seiner Bahn aus bis zu einem beliebigen

* Von den drei Winkeln @, 8, y sind natiirlich nur zwei unabhiingig variabel,
wihrend der dritte mit den beiden anderen stets durch die aus der Geometrie bekannte
Bezichung verkniipft ist

cosu +cos?f 4+ costy =1.
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anderen vollfiihrt, in drei geradlinige, zu einander senkrechte
Teilbewegungen aufgeldst denken®, die den drei Koordinatenachsen
parallel verlaufen.

Andererseits koénnen wir nach dem Parallelogrammprinzip aber
auch die Gesohwindigkeit, die der Massenpunkt in dem Punkte P
zur Zeit ¢, hat, in drei. Komponenten nach den Koordinatenachsen
zerlegen, die mit v,, v,, v, bezeichnet werden migen. Da die Momentan-
geschwindigkeit nach § 8 stets die Richtung des jeweiligen Bahn-
elementes hat, so muB somit die Strecke, die nach GroBe und Rich-
tung die Momentangeschwindigkeit darstellt, mit den Koordinaten-
achsen dieselben Winkel bilden wie das Bahnelement, dessen Pro-
jektionen auf die drei Koordinatenachsen dz, dy, dz sind. Es miissen
also die Proportionen bestehen

viv=dz:ds
vyiv=dy:ds
v,:v=dz:ds.

Da andererseits aber wegen der Kleinheit von ds dic Bewegung wihrend
des Zoitelementes di als gleichférmig angesehen und infolgedessen ge-
setzt werden kann

AL
=3
so ergeben sich die Beziehungen
_dz _ dy _ dx
@ ot At =Sl Pt £ 2060 ol 7

Der Differentialquotient dz/dt ist aber nichts anderes als die Geschwin-
digkeit, mit der die der z-Achse parallele Teilbewegung erfolgt, und
man erkennt somit aus den Gl. 4, daB in jedem Augenblicke die Kom-
ponenten der tatsichlichen Geschwindigkeit nach den drei Koordi-
natenachsen gleich sind den Geschwindigkeiten der drei zueinander
senkrechten Partialbewegungen, in die man sich die tatsichliche
Bewegung aufgeldst denken kann.

Sind nun v, v,, v, die Komponenten der Geschwindigkeit im
Punkte P zur Zeit ¢), so mégen die Komponenten der Geschwindigkeit
zur Zeit ) + At mit v, v,’, v,” bezeichnet werden. Dia Strecke, die
man zu der Strecke mit den Komponenten »,, v,, v geometrisch
hinzuaddieren muB, um die Strecke mit den Komponenten TG TR T
zu erhalten, stellt die in dem Zeitelement At erfolgende Anderung
der Geschwindigkeit dar, die also sowohl in einer Anderung des
Betrages als auch in einer Andarung der Richtung der Geschwindig-

* Diese nur ,im Geiste vorzunehmende* Zerlegung (denn tatsdchlich fibrt
der Massenpunkt ja nur eine Bewegung aus) bezeichnet EULER als ,Resolutio
motus*. Man beachte, daB im iibrigen ,,Resalutio** nur die lateinische Ubereetzung
des gricchischen Wortes ,,Analysis* ist.
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keit besteht. VergriBert man die Strecke, die die in dem Zeitelemente A ¢
erfolgende Geschwindigkeitsinderung darstellt, nun noch im Verhiltnis
At:1 (indem man némlich durch 4 ¢ dividiert) und léBt man tuberdies
At immer kleiner werden, so ergibt sich eine gerichtete Strecke, die
nach GroBe und Richtung die auf die Zeiteinheit bezogene momentane
Geschwindigkeitsénderung, also die momentane Beschleunigung
darstellt. Die Komponenten dieser Strecke b,, b,, b, miissen folglich

gleich sein

A
b = I usw i
b :'lilt!i[}) P T il

und somit ergeben sich die einfachen Beziehungen

b o8t _ B3
*= 7t~ gn
A dv, d‘y
©) i g
5 oo g
s 4t df

Es sind also auch in jedem Augenblicke die Komponenten der tatsich-
lichen Beschleunigung gleich den Beschleunigungen, die in demselben
Augenblicke die drei zueinander senkrechten Partialbewegungen haben.

Da pun nach dem zweiten Newronschen Bewegungsgesetze
die Beschleunigung stets dieselbe Richtung wie die Kraft hat, so
miissen die Proportionen erfiillt sein

b:b=X: K,
b.,:b:Y:K,
b:b=Z:K.

Weil aber andererseits nach dem zweiten NewronNschen Bewegungs-

gesetze

. i
i

ist, so ergeben sich als analytischer Ausdruck des zweiten New-
roNschen Bewegungsgesetzes die sogenannten Bewegungsglei-
chungen des freien materiellen Punktes in rechtwinkligen
Koordinaten in der Form:

. d*z

Hlr T 3

JUREPRE o

(6) Y——!'I’I‘EF:
d%z

el P~ i

Wie diese Gleichungen zeigen, erscheint somit in der Tat durch die
rechtwinklige Auflésung das Problem der krummlinigen Bewegung
zuriickgefithrt auf das einfachere Problem einer geradlinigen Be-
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wegung, flir die die Richtung der Kraft stets mit der Richtung der Be-
wegung zusammenfillt und fiir die eben die einfache Gl. 9 des § 8 gilt.

Zum Schlusse moge noch der Fall betrachtet werden, da8 sich
ein Massenpunkt unter der gleichzeitigen Einwirkung zweier
Krifte bewege, deren Komponenten X,, Y,, Z,, baw. X,, Y,, Z, seien.
Betrachten wir einen beliebigen Punkt der Bahn P (dessen Koordinaten
Zgs Yo, %o S6len), 80 konnen wir dann die Bewegung, die der Massenpunkt
von dem Punkte P der Bahn aus tatsiichlich ausfithrt, nach dem
Prinzipe des Bewegungsparallelograrnme uns aus drei spezicllen
Bewegungen zusammengesetzt denken (deren jede wir natiirlich
wiederum in je drei zueinander senkrechte Partialbewegungen auflésen
konnen).

Die erste spezielle Bewegung sei so beschaffen, wie sie der Massen-
punkt ausfithren wiirde, wenn im Punkte P plotzlich die Einwirkung
der beiden Krifte aufhoren und der Massenpunkt sich nur mehr infolge
seines Beharrungsvermigens weiter bewegen wiirde, mit der Ge-
schwindigkeit, die er zuletzt besaB, und in der Richtung, die er zuletzt
inne hatte. Die Koordinaten des Punktes, den der Massenpunkt bei
dieser speziellen Bewegung zu einer Zeit ¢ passiere (die Zeit werde vom
Augenblicke des Verlassens des Punktes P an gezihlt), mogen mit
z', ', 2’ bezeichnet werden; dann ist es, da diese erste Spezialbewegung
nach dem Beharrungsprinzip gleichférmig und geradlinig sein
muB, klar, daB

d*z’ - dy a*s’

(1) Lac I "L 4 Y

di® dg att
ist.

Die zweite und die dritte Spezialbewegung seien so beschaffen, wie
sie der Massenpunkt ausfiihren wiirde, wenn er bis zu einem bestimmten
Augenblicke im Punkte P ruben und dann erst plétzlich entweder die
Einwirkung der ersten Kraft allein (ohne die zweite Kraft) oder aber
der zweiten Kraft allein (ohne die erste) beginnen wiirde. Die Koordi-
naten des Ortes, den bei einer dieser beiden Spezialbewegungon der
Massenpunkt zur Zeit ¢ nach dem Verlassen des Punktes P passieren
wiirde, mogen mit z,, ¥, 2, bzw. mit z,, y,, z, bezeichnet werden.
Da nach dem Zusatze zum zweiten NeEwtonschen Bewegungsgesetze
(§ 2) die Wirkungen der beiden Kridfte von einander véllig
unabhingig sein und durch einander nicht im mindesten beein-
trachtigt werden sollen, so miissen bei der tatsidchlichen Bewegung
somit stets gleichzeitig beide Gleichungen erfiillt sein

d a*
(8) I -—md;’ X, =m d‘?.

Andererseits ist nach dem Prinzipe des Bewegungsparallelogrammes
die z-Koordinate der Stelle, die der Massenpunkt zur Zeit t{ bei der
tatsidchlichen Bewegung passiert (vgl. Gl. 8)

9) T =3y = (5 —z) + (2, — 7} + (39, — 7)),
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woraus zufolge der Konstanz von 7z, und der Gl. 7 folgt
iz diz, i a'zy
il 7 T 7
Multipliziert man diese Gleichung mit der Masse, so findet man auf
Grund der Gl. 8
a‘z

(10) ‘rl + X; = m-;t,—

Zwei analoge Gleichungen gelten natirlich fiir die Komponenten nach
der y- und der z-Richtung.

Da sich die Gl. 10 ohne weiteres auch auf das Zusammenwirken
von beliebig vielen in einem Punkte angreifenden Kriften ausdehnen
léBt, so kann man diese Gleichung auch in der Form aussprechen, daf
sich ein Massenpunkt, auf den gleichzeitig mehrere Krifte ein-
wirken, so bewegt, als ob auf ihn nur eine einzige Kraft wirken wiirde,
die die Resultierende aller dieser Krifte darstellt.

§ 5. Die natirlichen Bewegungsgleichungen.

Wenn sich auch die rechtwinklige Auflosung der Bewegung durch
besondere Einfachheit auszeichnet, so ist doch in manchen Fiillen dguch
eine andere Art der Zerlegung vorteilhaft, die zu den sogenannten
natirlichen Bewegungsgleichungen fihrt. Ebenso wie die in
dem vorigen Abschnitte abgeleiteten Gleichungen stammen auch die
natiirlichen Bewegungsgleichungen von EvLER, der sich in seiner 1736
erschienenen ,,Mechanik'’ noch ausschlieBlich ihrer bediente, bis er,
durch das Beispiel Mac LaurinNs auf diesen Gedanken gebracht, in
geiner 1768 veroffentlichten ,,Theorie der Bewegung starrer Korper*
systematisch die Dynamik mit der analytischen Geometrie des Raumes
verkniipfte.!

Wahrend die in dem vorigen Abschnitte dargelegte Methode das
Problem der krummlinigen Bewegung auf das Problem dreier gerad-
liniger Bewegungen reduziert, fithrt die Methode, deren Ergebnis die
natiirlichen Bewegungsgleichungen sind, die unregelméBige krumm-
linige Bewegung einerseits auf die ungleichférmige geradlinige zuriick,
andererseits auf eine gleichférmige Kreisbewegung, also auf zwei
Spézialfalle der Bewegung, bei denen sich entweder nur der absolute
Betrag der Geschwindigkeit oder aber nur die Richtung, nicht. aber
beide zugleich, indern, _

Das Problem der ungleichformigen geradlinigen Bewegung ist durch
die Newronsche Gleichung (Gl. 9 des § 8) gelost; fiir die mit kon-
stanter Geschwindigkeit erfolgende Kreisbewegung aber hat noch
vor Newron zuerst Huraens? die GroBe und Richtung der Beschleu-

1 Vgl, des Verfassers ,, Grundgleichungen der Mechanik*, Vorl. 7 u. 8.
? In dem ,,Horologium oscillatorium*.
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nigung ermittelt. Denn eine solche muB ja vorhanden sein, weil sonst der
bewegte Korper nicht stindig von der geraden Bahn abweichen konnte.
Um die GroBe ‘und die Richtung der Beschleunigung bei einer
beliebigen Kreishewegung zu ermitteln, betrachtet man die Bewegung
’ wihrend zweier aufeinander folgender Zeit-

A A G elemente von der gleichen Grofie A ¢, in

. P B denen der Massenpunkt auf dem Kreis-
i B umfange nacheinander (Fig.2) die beiden
Bogenelemente 4 B und BB’ zuriicklege.

Diese tatsichliche Bewegung kann man
sich nun nach dem Prinzipe des Bewe-
gungsparallelogramms in zwei zueinander
senkrechte Teilbewegungen zerlegt
denken, deren eine in der Richtung der
im Punkte 4 konstruierten Tangente
verlaufe und deren andere, da sie zu jener
normal sein soll, zum Kreismittelpunkte
gerichtet sein muB. In gleicher Weise
kann man auch die gesamte Beschleunigung

0 in zwei Komponenten nach diesen beiden
Richtungen zerlegen.
Fig. 2. Die Tangentialkomponente der

Beschleunigung, die mit b, bezeichnet
werde, findet man zufolge der Definition der Beschleunigung (Gl. 6
des § 8), indem man den Unterschied der Geschwindigkeit im zweiten
und ersten Zeitelement bei der Tangentialkomponente der Geschwindig-
keit bestimmt und diese Differenz noch durch At dividiert. Es ist also
— lim[L(CC _ AC\] = 1im [49 = 24C],
iE =t (G - ) - B
Wann nun der Winkel 4 O B mit ¢, und der Winkel BO B’ mit ¢, bezeichnet
wird (O sei der Mittelpunkt des Kreises), so ist wegen der Kleinheit von 4t
I - rig(o, + @) — 27 tg g, I
b, = lim [T g ]
Wenn nun A¢ unendlich klein wird, so werden auch die Winkel @; und
@, unendlich klein, und infolgedessen kénnen dann die trigonometrischen
Tangenten der Winkel durch die im BogenmaBe gemessenen Winkel
selbst ersetzt werden.® Man findet dann
2 LR, FOH . bl W
(@) b, ..l.‘i“o a0 ]
Nun ist aber r. ¢, gleich dem Bogenelemente 4 B, und somit ist r¢,/dt
die Geschwindigkeit der Kreisbewegung im ersten Zeitelement, die mit

lim sin @ 9.

gl S a2 il
Denn es ist ;::htgg) e
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¢, bezeichnet werde. rg,/di ist die Geschwindigkeit im zweiten Zeit-
eloment, die v, genannt werde. Der Wert, dem sich der Bruch in Gl. 2
pnihert, wenn das Zeitelement immer kleiner wird, ist also mnichts
anderes als der Differentialquotient der Geschwindigkeit der Kreis-

bewegung nach der Zeit; es ist
d
(3) b= 53

Diese Beziehung gilt fir jede beliebige ungleichférmige Kreis-
bewegung. Ist im besonderen die Kreisbewegung gleichférmig, so
daB also v, = v, ist, so wird natiirlich b, = 0, und es ist dann die Ge-
samtbeschleunigung zum Kreismittelpunkte gerichtet.

Um nun fir eine beliebige Kreisbewegung die radiale Kom-
ponente der Beschleunigung, die mit b, bezeichnet werde, zu be-
stimmen, geht man von der der Gl. 1 analogen Beziehung aus (Fig. 2)
[AD’ — 2 AD]

4) b, = lim [ 222222

] At=0
Nun ist aber

AR = dD-2r,
weil 4 B die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks bildet, dessen Hypo-
tenuse der Durchmesser und dessen anliegender Hypotenusenabschnitt
AD ist. Somit ist
o 1, [AB2—24B
(O) br E"jrn:)[" (Jf}l T g
LiBt man nun A¢{ unendlich klein werden, so kann man die Sehnen

AP und 4B den Bogenelementen AB und 4B gleichsetzen. Es
ist aber 4 B gleich v .dt und ebenso

5 LU 8 B + (» + dv)dt.
Infolgedessen nimmt die Gl. 5, da neben unendlich kleinén GréBen
unendlich kleine GréBen hoherer Ordnung verschwinden, die einfache
Gestalt an
(8) A ]
r

Diese GroBe stellt bei einer ganz beliebigen Kreisbewegung die radiale
Komponente der Beschleunigung, bei einer gleichférmigen Kreis-

bewegung aber die gesamte Beschleunigung dar, die in diesem Falle
anch die Zentripetalbeschleunigung® genannt wird.®

¢ Bezeichnet man die konstante Umlaufazeit mit T, so ergibt sich als anderer
Ausdruck der Gl. 6 die Formel
. 4rnt
(6b) by = -

® Bei einer ganz beliebigen Kreisbewegung ist die gesamte Beschleunigung
durch die beiden Komponenten b, und b, stets vollstindig bestimmt; denn die Be-
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Die Gl. 8 und 6 behalten aber nun auch dann ihre Giiltigkeit, wenn
die ungleichformige Bewegung nicht in einem Kreise, sondern in einer
ganz beliebigen, im allgemeinen sogar in einer doppelt gekrimmten
Kurve® erfolgt. Denn um die Beschleunigung zu bestimmen, geniigt
os stets, die Geschwindigkeitswerte in zwei aufeinander folgenden, gleich
groBen Zeitelementen zu vergleichen, und hierzu reicht wiederum
stets die Betrachtung eines Kurvenstiickes aus, das, wenn das Zeit-
element verschwindend klein wird, nur von drei benachbarten
Punkten gebildet wird. Welcher Art nun aber auch immer die Bahn-
kurve ist, so kann man doch nach einem bekannten Satze der Geo-
metrie ein Kurvenstiick, das nur drei benachbarte Punkte enthilt, als
Teil eines Kreises ansehen, den man den Kriimmungskreis
der Kurve an der betreffenden Stelle nennt und dessen Ebene man als
die Schmiegungsebene’ der betreffenden Stelle der Kurve be-
zeichnet.

Es miissen somit die Gl. 8 und 6 fir eine ganz beliebige Be-
wegung anwendbar sein, wofern nur an die Stelle des Kreiszentrums
der Krimmungsmittelpunkt, an die Stelle der zentripetalen Richtung
die zum Kriammungsmittelpunkte weisende, die sogensnnte Normal-
richtung, an die Stelle des Kreisradius der Kriimmungshalbmesser ¢
und an die Stelle der Kreisebene die Schmiegungsebene gesetzt
werden.

Zerlegt man also die wirkende Kraft in drei zueinander senkrechte
Komponenten in den Richtungen der Tangente, der Normalen
und in einer za diesen beiden und somit auch zur Schmiegungsebene
senkrechten Richtung, die man als die Binormale bezeichnet, und
nennt man diese drei Komponenten® der wirkenden Kraft K;, K, und
K,, so lauten, da ja bei einer freien Bewegung die Kraft stets der Be-
schleunigung proportional und mit ihr gleichgerichtet sein muB, die
natiirlichen Bewegungsgleichungen des freien materiellen
Punktes:

IS
Ih‘ =m£,

@ K_:m'{,
K, =0.

achleunigung muB naturlich auch in der Ebene des Kreises liegen, weil ja sonst
der bewegte Massenpunkt diese Ebene verlassen miBte.

¢ Eine Kurve heiBt doppelt gekriimmt, wenn ihre Punkte nicht in einer Ebene
liegen; ein einfaches Beispiel hierfiir ist die Schraubenlinie.

? Oder Oskulationsebene.

* Das Achsensystem, nach dem hier die Zerlegung vorgenommen wird, dndert
aleso — und hierin liegt der Nachteil dieser Methode—von Stelle zu Btelle seine
Orientierung im Raume,



