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Vorwort.

Nachdem im Vorwort zum ersten Bande das allgemeine Ziel be-
zeichnet worden ist, dem ich bei der Abfassung dieses Kompendiums
nachgestrebt habe, und nachdem ebenda in Bezug auf den zweiten
Band bemerkt worden ist, daB in ihm die Grundgesetze der Elek-
tricititslehre, des Magnetismus und der Optik ,frei von speziellen
Vorstellungen, allein aus den Resultaten der Beobachtung® entwickelt
werden sollten, bleiben hier nur noch die speziellen Gesichtspunkte zu
erortern, die bei der Behandlung dieser Gebiete maBgebend gewesen sind.

Die Darstellung der Elektricitdtslehre hilt sich insofern
an den Gang der historischen Entwickelung, als sie, mit der Elektro-
statik und dem Magnetismus beginnend, iiber den Elektromagnetismus
zur Induktion leitet; aber es ist Sorge getragen, von allem Anfang
an den allgemeinen Standpunkt einzunehmen, den erst die neueste
Entwickelung der Wissenschaft der Betrachtung angewiesen hat. So
ist, um nur ein Beispiel zu geben, die besondere Art der Einfithrung
der Potentiaifunktion durch die Riicksicht auf die spiteren energe-
tischen Betrachtungen bestimmt.

Sind nun auch der Darstellung der Theorie spezielle Vor-
stellungen iiber den Mechanismus der betrachteten Vorgénge nicht
zu Grunde gelegt, und ist daher jeme aus dem Kombinieren von
Erfahrungsthatsachen und hypothetischen Anschauungen entstehende
gemischte Methode vermieden, die in vielen Lehrbiichern benutzt
wird, so sind doch die Resultate der Theorie, wo immer angingig,
durch Zuhilfenahme der Begriffe von Ladungen und Strémungen
veranschaulicht, und es ist dadurch der AnschluB an den gewdhn-
lichen Sprachgebrauch gewonnen.

Diese Behandlungsart, fiir welche Arbeiten von BerTraM: und
Herrz teilweise Vorbilder geliefert haben, diirfte am meisten die
mittlere Linie halten zwischen den gleichzeitig wohl kaum voll zu
befriedigenden Anforderungen an Strenge, an Anschaulichkeit und an
naturgemiBes Fortschreiten vom Einfachen zum Zusammengesetzten.

Die Einheiten, welche der Darstellung durchaus zu Grunde
liegen, sind die elektrostatisch-magnetischen, die HErTz in zwei funda-
mentalen Abhandlungen (WiED. Ann. Bd. 40 u. 41) benutzt hat, und die
sich bei allen allgemeinen theoretischen Darstellungen in erster Linie
empfehlen; doch ist an vielen Stellen auf die Anderungen hinge-
wiesen, welche die Einfithrung des technisch gebriuchlichen, elektro-
magnetischen MaBsystemes in die Resultate der Theorie bewirken wiirde.



v Vorwort.

Auch die Nomenklatur ist im wesentlichen die von HerTz 2. a. O.
angewandte; z. B. unterscheide ich nach seinem Vorbilde freie
und wahre Ladungen und bezeichne ihre Differenz als scheinbare
oder influenzierte. FEine folgenreiche Erweiterung dieser Be-
nennungen mag besonders hervorgehoben werden; ich ordne in
Ubereinstimmung mit der bekannten Ampkre'schen Theorie den
wahren elektrischen Strémen als scheinbare oder dquivalente
die mit dem influenzierten Magnetismus gleichwertigen zu und
bezeichne ihre Superposition als freie Stréme. Die Einfithrung der
letzteren gestattet, eine groBe Zahl allgemeiner Satze, besonders fiber
Induktion, iiberaus einfach zu gewinnen und auszusprechen.

Eine besondere Schwierigkeit bot die Auswahl der Bezeich-
nungen oder Symbole. - Es ist von autorisierter Seite die Mahnung
ausgesprochen, sich hierin durchaus an MaxwerLr’s Vorgang zu
halten; aber so sehr ich ein allgemein angenommenes System von
Bezeichnungen fiir einen Gewinn halten wiirde, so habe ich mich
doch fiir das MaxweLr'sche nicht entscheiden kénnen.

Einmal aus inneren Griinden, insofern ich dasselbe nicht fiir
durchaus gliicklich halten kann; wenn man durch die Auswahl der
Buchstaben Ahnlichkeit oder Verschiedenheit der dargestellten Funk-
tionen andeuten kann und soll, so 148t das Maxwery'sche System,
wie mir scheint, mancherlei zu wiinschen ibrig.

Sodann aus iuBeren Griinden, insofern bei einem die ganze
theoretische Physik umfassenden Kompendium Funktionen, die in
verschiedenen Gebieten auftreten, vorteilhaft mit denselben Buch-
staben bezeichnet werden, und hierdurch die freie Auswahl fiir ein
einzelnes Gebiet wesentlich beschrankt ist.

Die von mir gewihlte Bezeichnung schlieBt sich nach Maglich-
keit, d. h., soweit der zuletzt erwihnte Umstand Freiheit lieB, an
die von HErrz a. a. O. eingefithrte an. Von den notwendigen Ab-
weichungen ist besonders eine zu nennen, die dadurch veranlaBt ist,
daB die Buchstaben Z, M, N fiir die Komponenten der magnetischen
Kraft nicht mehr verfighar waren.

Um das Verstindnis auch eines aus dem Zusammenhang ge-
rissenen Kapitels der Elektricititslehre nach Méglichkeit zu erleich-
tern, gebe ich nach dem Inhaltsverzeichnis eine Zusammenstellung
der wichtigsten der im IV. Teil eingefithrten Bezeichnungen; diese
sind konsequent beibehalten, doch war es nitig, einzelne Buchstaben
des Schemas voriibergehend auch in anderer Bedeutung zu benutzen. —

Fir die Darstellung der Optik lag es natiirlich nahe, wie
mehrfach geschehen, die elektromagnetischen Gleichungen als Grund-
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lage zu benutzen. Indessen fiihrt dieser Weg ohne Zuhilfenahme
mehr oder weniger bedenklicher Hypothesen bisher doch nicht eben
weit, und seine Wahl hitte demnach jene gemischte Methode der
Behandlung ndtig gemacht, die ich schon in der Elektricititslehre
zu vermeiden gesucht habe. Ich habe vorgezogen, auch in der
Optik iiber den Mechanismus des Vorganges eine bestimmte Vor-
stellung nicht einzufiihren, die Grundgleichungen fiir den einfachsten
Fall der Lichtausbreitung im leeren Raum direkt auf die Erfahrung
zu basiren und ihnen im Hamivron'schen Prinzip eine Form zu
geben, die eine Verallgemeinerung auf kompliziertere Verhiltnisse
nach ibersichtlichen Grundsitzen und unter steter Vergleichung mit
der Erfahrung gestattete, — ein Weg, der dem in den einzelnen
Kapiteln der Elektricitatslehre wiederholt angewandten durchaus
parallel geht. Dabei ist natiirlich nicht unterlassen, die Beziehungen
der Resultate zu der elastischen und der elektromagnetischen Licht-
theorie, wo immer angingig, deutlich hervorzuheben.

Die Vorginge werden dargestellt mit Hilfe einer als Polari-
sationsvektor p bezeichneten gerichteten GrioBe, die identisch ist
mit dem Neuvmamnn'schen Vektor der elastischen Theorie, und nzhe
zusammenhingt mit der magnetischen Kraft in der elektromagne-
tischen Theorie; der mit ihr rein geometrisch verbundene FrEsNEL'-
sche Vektor 4 wird wesentlich nur als bequeme Abkiirzung gefiihrt.
Fiir die Theorie der anomalen Dispersion werden weitere Vektoren P,
herangezogen, die an der ponderabeln Materie haften.

Die Benennungen sind im allgemeinen die gebriuchlichen; daB
einfarbiges Licht unicht mehr als homogen bezeichnet ist, daB
vielmehr unter einer homogenen ebenen Welle eine solche ver-
standen wird, in deren Ebenen mit Schwingungsform und Phase
auch die Amplitude konstant ist, wird wohl kaum beanstandet werden.

Da die Rechnungen sehr viel mit komplexen Losungen der
Differentialgleichungen operiren, so ist der schon in der Mechanik
nichtstarrer Korper angewandte Kunstgriff wieder eingefiihrt, zur
Vermeidung von Verwechselungen alle komplexen GriBen mit deutschen
Lettern zu bezeichnen, ein Verfahren, das bei der Theorie der
elektromagnetischen Schwingungen im engeren Sinne nicht angingig
war, da hier das deutsche Alphabet schon heranzuziehen war, um
nur fiir die reellen GréBen geniigende Bezeichnungen zu erhalten. —

Der Umfang des II. Bandes scheint auf den ersten Blick in
Widerspruch zu stehen mit dem im Vorwort zum ersten Bande
aufgestellten Ziele einer ,kurz zusammenfassenden Darstellung®. In-
dessen diirfte die Priifung seines Inhaltes darthun, daB nur die
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groBe Zahl der in ihm - besprochenen Erscheinungen den Umfang
des Bandes bedingt hat, daB aber jedes einzelne Gebiet so kurz
behandelt ist, als mit Vollstindigkeit und Klarheit nur irgend ver-
triglich war., In Bezug auf die Auswahl der durchweg moglichst
einfachen Beispiele ist nach dem Vorwort zum ersten Bande ver-
fahren: (Gebiete von einfachster physikalischer Grundlage, also ge-
ringster Mannigfaltigkeit an Erscheinungen, sind, obwohl sie jederzeit
das groBte mathematische Interesse bieten, kiirglich bedacht, und
die Ausfithrlichkeit wichst mit dem Reichtum und der Verschieden-
artigkeit der umfaBten Vorginge. So nimmt — entgegen dem ge-
wohnlichen Verh#ltnis — die Elektrostatik der Leiter nur etwa
den dritten Teil des Raumes ein, welcher der Elektrostatik der Di-
elektrica eingeriumt ist.

Fine geringe Ausdehnung iiber das absolut nitige MaB hinaus hat
der Band durch kleine Wiederholungen erfahren, welche bestimmt sind,
die Teile desselben méglichst in sich abzurunden und dem Leser ihr
Studium auBer dem Zusammenhang mit den tibrigen zu erméglichen. —

Auch in Bezug auf diesen Band bin ich Herrn Dr. Pockeis
fir ausgiebige Hilfe bei der Redaktion und bei der Korrektur, sowie
fiir die Aufstellung der Litteraturnachweise zu grofem Dank ver-
pflichtet. Korrekturen haben auBer ihm Herr Prof. Rrecke und
Herr Dr. Scatitz freundlicherweise durchgesehen. Das Sachregister
haben die Herren Dr. Pockers und ScmiTz ausgearbeitet. Herr
Dr. SommerFeELD hat die Giite gehabt, mir die Benutzung seiner
schonen Arbeit iiber die Diffraction an der Halbehene zu ermoglichen,
die erst nach Fertigstellung des Manuscriptes zu diesem Bande im
Druck erschienen ist.

Den Herren Prof. BELTrami, BoLrzmany und Fargas verdanke
ich die Hinweise auf einige Ungenauigkeiten, die im ersten Bande
iibersehen worden sind, und die ich nun neben einer kleinen Zahl
bemerkter Druckfehler im Anhang zu diesem berichtigt habe.

Es ist bei dem groBen Umfang des bearbeiteten Stoffes mehr als
wahrscheinlich, dafl sich trotz der aufgewandten Sorgfalt noch andere
Fehler -eingeschlichen haben, und jeder Hinweis auf einen solchen
wiirde mich zu Dank verpflichten. —

Ich fiihle mich schlieBlich noch veranlaBt, die groBe Liebens-
wiirdigkeit, mit welcher der Herr Verleger meiner Arbeit die vollste
Freiheit gewihrt hat, mit warmem Dank anzuerkennen und daran
den Wunsch zu kniipfen, daB das von ihm gehegte Vertrauen sich
bewihren und das von ihm verlegte Werk Interesse finden méochte.

Gottingen, im Februar 1896. W. Voigt.
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Zusammenstellung der wichtigsten der im IV. Teil angewandten
Bezeichnungen.

Wo dieselben Buchstaben fiir elektrische und fiir magnetische GrdBen
benutzt sind, ist im Bediirfnisfalle die Unterscheidung durch beigesetzte In-
dices ¢ und m bewirkt. Den Vektorgrifen sind im Nachstehenden ihre Kompo-
nenten in Kiammer beigefiigt.

E Energie, A Arbeits-, 2 Wirmemenge;

&, ¢, o dieselben GroBen auf die Volumeneinheit bezogen.

K (E, H, Z) Kraft } beliebigen Ursprunges, auf einen beliebigen

4 (4, M, N) Drehungsmoment ponderabeln Kérper ausgeiibt.

u, v, w und I, m, n Verschiebungs- und Drehungskomponenten.

Sy ... =y allgemeine Druckkomponenten,

X:,... X, dergl. elastischen Ursprunges,

Azy... A, dergl. elektrischen oder magnetischen Urspruuges.

K (X, Y, Z) elektrische Feldstirke,

N, 8, ihre Komponenten nach Richtungen # und s;

S Sds =L, Linienintegral von K, riumliche elektromotorische Kraft,

S Ldt=T, Zeitintegral von L, Integralkraft.

R (4, B, C) magnetische Feldstirke.

¢, ¢, ¢" wahre, freie, influenzierte elektrische oder magnetische Raumdichte,

o, o', ¢" dergl. Flichendichte, :

m, m’, m” und ¢, ¢, ¢" dergl. magnetische und elektrische Ladungen,

R (%, 9, 8) elektrische Polarisation,

R (A, B, €) magnetische Polarisation;

byx elektrische Permeabilititen oder Dielektricitiitskonstanten,

My magnetische Permeabilititen.

M (A, B, N Gesamtmoment,

@ («, P, r) spezifisches Moment einer elektrischen oder einer magnetischen Ver-
teilung;

» spezifisches Moment einer magnetischen Doppelfiéiche,

exx Elektrisierungs-, f,; Magnetisierungszahlen.

i (p‘, (0"} Potentialfunktion wahrer, freier, influenzierter {
VY, ¥

Py, Potentialspriinge, flichenhafte elektromotorische Kriifte.

Chi elektrische Kapacititskoefficienten, Vi Potentialkoefficienten.

@Dy, Whi Potentiale elektrischer und magnetischer Wechselwirkung,

@, ¥ elektrisches und magnetisches Potential eines Systemes auf sich selbst.

I, elektromagnetisches Potential eines Stromes auf die Stromeinheit, virtuelles
Potential,

II,; desgl. zwischen zwei Stromeinheiten;

Elektricitéiten,
Magnetismen.



XIV Zusammenstellung der wichtigsten Bexeichnungen.

Qnx Induktionskoefficient, Q Selbstinduktionskoefficient.

i, v w), i @, v, w), " ", v, v") wahre, freie, #quivalente elektrische
Stromdichte.

I, I', I'" desgl. Stromstiirke.

J= [Idt Zeitintegral von I, Integralstromstiirke.

U, V, W Vektorpotentiale wahrer elektrischer Strime,

1, B, B Vektorpotentiale freier elektrischer Strome.

Inx Konstanten der spezifischen elektrischen Leitfihigkeit.

D elekirische Leitfihigkeit, W elektrischer Widerstand.

i @, 9, 3 elektrische Gesamtstromdichte, zusammengesetzt aus Leitungs-, Ver-
schiebungs- und Konvektionsstrom.

t (0, B, ¢) magnetische Stromdichte.

v Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum.



IV. Teil.

Elektricitat und Magnetismus.

I. Kapitel.
Elektrostatik.

§ 1. Elektrisierung durch Reibung. Das Couroms'sche Elementar-
gesetz. Elektrische Potentiale.

Die Fundamentalbeobachtung der Elektrostatik ist die, daB im
allgemeinen die Korper dadurch, dall man sie gegeneinander reibt,
die Fihigkeit erhalten, fernwirkende Krifte anderer Art, als zuvor,
aufeinander auszuiihen. Allerdings ist diese Kigenschaft nur bei
einer gewissen Klasse von Korpern, den Nichtleitern, direkt nach-
weisbar, bei anderen nur dann, wenn man sie beobachtet, withrend
sin durch einen Nichtleiter von der Erde isoliert sind; letzteres
deutet man dahin, daB diese Korper die erhaltene Fiahigkeit an die
Erde abgeben, und nennt sie demgem#B Leiter. In dem durch
Reibung erzielten Zustande bezeichnet man die Korper als elektri-
siert, ohne damit eine andere Vorstellung zu verbinden, als die
Fihigkeit zu jenen Fernwirkungen.

Reibt man zwei isolierte Stiicken eines Korpers (1) an zwei
Stiicken eines Korpers (2), so stoben sich danach die Stiicke von
gleicher Substanz ab, die von ungleicher ziehen sich an.

Verfihrs man ebenso mit Stiicken zweier Korper (3) und (4),
von denen iibrigens einer mit (1) oder (2) identisch sein darf, so
gilt fir sie einerseits das Gleiche; auBerdem erfahren (3) und (4)
aber auch Wirkungen von (1) und (2), und zwar wird jederzeit der
eine von ihmen von (1) angezogen und von (2) abgestofen, der
andere umgekehrt; es verhiilt sich also der eine ebenso, wie der
Korper (1), der andere ebenso, wie der Korper (2).

Vorar, Theoretische Physik. L1 1
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Man erhilt hiernach itberhaupt nur zwei Arten von Elektri-
sierung, welche Korper man auch aneinander reiben mag; her-
gebrachter Weise wird eine jede Erregung mit denjenigen beiden
verglichen, welche durch Reibung von Glas an Harz entstehen, und
je nach ihrem Verhalten als Glas- oder Harzelektricitit unter-
schieden. —

Das Gesetz der Wechselwirkung zwischen ruhenden elek-
trisierten Korpern ist in dem Grenzfall sehr einfach, daB beide Korper
sich innerhalb eines unendlichen homogenen Nichtleiters und zwar
in einem gegenseitigen Abstand befinden, der als unendlich groB
gegeniiber ihren Dimensionen betrachtet werden kann.

Hier fihrt die nach den auf S. 112 des 1. Bandes erdrterten
Methoden der Messung von Kriften ausgefiihrte Beobachtung zu
folgenden Resultaten. Wirkung und Gegenwirkung sind einander
gleich. Bei gleicher Natur des umgebenden Nichtleiters und bei
gleicher Entfernung der beiden Kbrper ist die Intensitit der Kraft
von ihrer gegenseitigen Orientierung unabhingig, fallt also mit ihrer
Richtung notwendig in die der Verbindungslinie; bei wechselnder
Entfernung verhilt sie sich dem Quadrat dieser GroBe indirekt
proportional. Mit wechselnder Natur des umgebenden Mediums
varilert die absolute GréBe der Kraft um einen der Substanz in-
dividuellen Faktor.

Um die Komplikationen zu vermeiden, die durch den letzteren
Umstand bewirkt werden, wollen wir fiir die folgenden Entwicke-
lungen zunichst immer denselben das System umgebenden ho-
mogenen unendlichen Nichtleiter, etwa den luftleeren — oder, was
in Anniherung fast gleichwertig ist, den lufterfiillten — Raum vor-
aussetzen,

Weiter ergeben die Messungen, dall zwei durch Aneinander-
reiben elektrisierte isolierte Korper unter den oben vorausgesetzten
Verhiltnissen auf einen dritten elektrisierten Korper in gleichen
Entfernungen Krifte von gleicher Intensitit ausitben, deren Rich-
tungen aber nach dem fritheren einander entgegengesetzt sind.

Diese Resultate gestatten die vollstindige Aufstellung des ge-
suchten Gesetzes der Wechselwirkung, wenn man noch die nahezu
selbstverstindliche Annahme zu Hilfe nimmt, daB man gleich elektri-
sierte Korper in beliebiger Zahl herstellen kann, indem man gleich ge-
formte Stiicke derselben Substanz, z. B. Kupfer, in gleicher Weise an
einem und demselben Koérper von anderer Substanz, z. B. Seide, reibt.

Verbindet man nidmlich n identische elektrisierte Korper («),
etwa mit Hilfe von unelektrischen Nichtleitern, in beliebiger An-
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ordnung zu einem starren System, dessen Ausdehnung immer noch
verschwindend sein mag gegen seinen Abstand von einem zweiten
elektrisierten Korper (8), so kann man dieses System als einen
Korper von n-mal so groBer Elektrisierung wie («) betrachten.

Innerhalb des gleichen Nichtleiters und in der gleichen Ent-
fernung ist dann die von ihm ausgeiibte Kraft das n-fache der
zwischen (@) und (3) stattfindenden. Bildet man auch den zweiten
Korper aus m identischen Stiicken (), so ist sie ver-n.m-facht.

Wir diirfen daher widerspruchslos von zwei elektrisierten Kor-
pern («) und (e,), die unter gleichen Umstinden auf einen dritten
Kérper (8) die Krafte K, und K, ausitben, — gleichviel ob die-
selben anziehende oder abstoflende sind — aussagen, daB diese
Kriifte den Elektrisierungen von (e¢,) und («,) proportional sind,
und diirfen umgekehrt auch aus ersteren auf letztere schlieBen.

Als Einheit der Elektrisierung kann dabei zunichst die
an irgend einem bestimmten Korper durch bestimmte Reibung an
einem bestimmten anderen Korper erregte eingefithrt werden. Ist
eine solche Einheit festgesetzt, so kann man nun auch beliebige
Elektrisierungen messen, indem man ihre Wirkungen mit der-
jenigen vergleicht, welche der KEinheits- oder MeSkirper unter den
gleichen Umstdnden erfahrt oder ausiibt,

Nach dem oben Zusammengestellten gilt fiir die absolute GriBe
der elektrischen Wechselwirkung zwischen zwei Kérpern, welche gegen
ihre Entfernung unendlich klein sind und die Elektrisierungen e
und e, besitzen, das von Couroms?) aufgestellte Gesetz

| K | =f :t;‘ ’
worin f einen Faktor bezeichnet, der von der Art des den unend-
lichen Raum erfiillenden — -zuniichst flisssig oder gasférmig zu
denkenden — Nichtleiters und von der fiir die Elektrisierungen ge-
wihlten FEinheit abhingig, aber von der Art und Stirke der
Elektrisierung, sowie von der Konfiguration des Systems unab-
héngig ist.

Das (esetz stimmt formal vollig mit dem Ausdruck fir die
Newzon’sche Gravitation zwischen zwei Massenpunkten iiberein; an
der Stelle von deren Massen stehen hier die Elektrisierungen, die
man deshalb auch als Elektricititsmengen oder Ladungen auf
den geriebenen Korpern bezeichnet.

Die Formel laBt sich demgem#B auch dahin deuten, daB die
Krifte nicht zwischen den geladenen ponderabeln Kérpern, sondern

1*
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zwischen ihren Ladungen — diese als Quantititen eines Agens be-
trachtet — wirken. Indessen wiirde diese Auffassung nur dann
innerlich berechtigt sein, wenn wir die Wirkungen auf Ladungen
unter Umstinden beobachten kénnten, wo sie nicht an ponderabeln
Korpern haften, was anscheinend nicht méglich ist. Uberdies be-
nutzt sie eine Hypothese iber die Ursache der elektrischen Er-
scheinungen, die unnétig ist, und filhrt in ihren Konsequenzen auf
Schwierigkeiten, die wir vermeiden, indem wir weiterhin wenigstens
zunichst die verschiedenen Elektrisierungen, dhnlich wie etwa die Tem-
peraturen, nur als verschiedene Zustéinde der ponderabeln Kérper auf-
fassen und die Krifte jederzeit als auf diese wirkend denken.

Hiermit steht nicht im Widerspruch, daB wir mitunter des
kiirzeren Ausdruckes wegen die Krifte als von den Ladungen
ausgeiibt bezeichnen werden. —

Bezieht man die Kraft auf die Richtung der von dem an-
gezogenen Korper hinweg positiv gerechneten Verbindungshinie r,,;
80 hat man sie fiir eine Anziehung mit positivem, fiir eine Ab-
stoBung mit negativem Vorzeichen zu versehen. Diese Verfigung
kann man umgehen, wenn man den Elektrisierungen e, und e, selbst
Vorzeichen beilegt, und man hat demgemiB die (Glaselektricitit als
positiv, die Harzelektricitit als negativ zu rechnen festgesetzt.

Hiermit ist zun#ichst nichts anderes, als eine bequeme Rech-.
nungsweise bezweckt und keineswegs die FEinfiilhrung negativer:
Quantititen eines Agens in die Physik; indessen hindert nichts, zum
Zwecke der Veranschaulichung die positive Elektrisierung als im
Mehr-, die negative als im Weniger-Vorhandensein eines wirksamen
Agens, verglichen mit dem unelektrischen Normalzustand, bestehend
anzusehen.

Nach der gemachten Festsetzung ist sonach die Formel
1) K, = _f'::.'l:e%? Kir,
der Ausdruck fiir das Gesetz der Wirkung zwischen zwei gegen
ihre Entfernung sehr kleinen elektrisierten Korpern, d. h. fiir diejenige
zwischen zwei elektrisierten Massenpunkten (1) und (2).

Da die GroBen e, -und e, nach dem Vorausgeschickten von der
gegenseitigen Lage der Massenpunkte unabhingig sind, so besitzt die
Kraft K ein Potential, welches bis auf eine irrelevante Konstante lautet

1) @, = fan,

und aus dem die auf den Massenpunkt (k) wirkenden Kraftkompo-
nenten sich berechnen gem#B den Formeln



§ 1 K?'afte xwischen elektrmertm .Korpem. . )

A0 15 0 R ,
L' i aﬂfh b Hh ayh b zh B%h ' 1')
worin z,, ¥,, z, die Koordinaten des Massenpunktes mit der Ladung
e, bezeichnen.

Da die Kraft K sich nach dem oben Dargelegten als die Wechsel-
wirkung zwischen allen einzelnen Teilen der elektrisierten ponde-
rabeln Korper darstellt, so ist es eine konsequente Anwendung des
gefundenen Resultates, die obigen Gleichungen bei gegen ihre Ent-
fernung nicht unendlich kleinen Korpern auf die zwischen den
Massenelementen des einen und des anderen elektrisierten Kor-
pers wirkenden Krifte zu iibertragen. Dabei ist die Elektrisierung
durch die Anziehung oder AbstoBung definiert gedacht, welche das
einzelne Raumelement, im unverfinderten Zustande aus der Um-
gebung herausgenommen, auf den Normalkorper mit der Elektri-
sierung Eins ausiiben wiirde.

Das Gesetz der Elementarwirkung wird hiernach lauten,
falls de, und de, die Elektrisierungen oder Ladungen zweier Massen-
elemente der Konduktoren (1) und (2) bezeichnen, und r, ihre Ent-
fernung bedeutet,

de, d eg

17
it )
ihm entspricht ein Elementarpotential
Pd— 4 flade 1)
T1g

Aus (1) folgt der Wert des Potentiales zwischen zwei end-
lichen elektrisierten Korpern, die,''wie immer in diesem Kapitel, als
ruhend angenommen sind,

=rff5 2
der seinerseits die Gesamtkomponenten =,, H,, Z, und die Gesamt-
momente d,, M,, /V, der zwischen den beiden Kérpern ausgeiibten
Krifte bestimmt,

Um diesen Zusammenhang klarzustellen, bedienen wir uns
der Resultate, die Bd. I, S. 102; bei der Bestimmung der Arbeit an
einem starren Korper erhalten waren; die Ubertragung ist zulissig,
da es sich auch hier um starre Korper handelt, deren Elemente
sich nur in bestimmten Zustinden befinden, die sie befihigen,
eigentitmliche Kriifte zu HuBern.

Wir bezeichnen weiterhin, wie schon im ersten Band, durch
dF die willkiirliche Veriinderung einer Funktion F, durch d4F
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die in der Zeit df faktisch eintretende; ferner durch &P keine
Variation, sondern nur einen willkiirlich vorgeschriebenen unendlich
kleinen Betrag von der Natur von P, durch &'P einen analogen, der
aber in der Zeit d¢ entsteht.

Verstehen wir dann unter 8w, d'v,, &w, Verschicbungen par-
allel den Koordinatenaxen, unter 8, d'm,, d'n, Drehungen um die
Koordinatenaxen, die man dem Korper (4) erteilt, so ist

- __(76@“ ,__aomm ek _ae¢19
g I TSl T gt elsliin
)
8, a, P 0, P
| ==t et mm -

dabei bezeichnet der Index e noch ausdriicklich, daB bei den Be-
wegungen, auf die sich die Differentiationen beziehen, die elek-
trischen Zustinde resp. die Ladungen aller Massenelemente un-
geiindert bleiben sollen, wie dies ohme weiteres daraus folgt, daB
auf jedes Massenelement die Formeln (1) Anwendung finden.

Fassen wir die Gleichungen (2') mit den Faktoren &'w,, d'v,, d'w,,
'L, m,, d'n, zusammen, summieren das Resultat iiber A = 1 und
k=2, und bezeichnen mit d&4,, die Arbeit der Wechselwirkung
bei den betreffenden Dislokationen, so erhalten wir

2") SAy = ESu + ...+ Nyon, = — 5,0,

wo der Index e dieselbe Bedeutung besitzt wie in (2).

Wenden wir diese Formel auf zwei beliebige Koérper (k) und
(k) eines Systems von beilaufig » Korpern an und bilden die Summe
iiber alle Kombinationen (k, k), die wie im ersten Teil mit =" be-
zeichnet werden mag, so erhalten wir die gesamte innere Arbeit

2) 0, =334, = — 3,30,

Soll die vorausgesetzte Dislokation ohne Beschleunigung durch
aubere Kriifte bewirkt werden, so miissen dieselben an jedem
Korper des Systems die aus den Wechselwirkungen entspringenden
Kriifte gerade kompensieren; die von ihnen zu leistende Arbeit wird
also gleich — d4; oder gleich 4+ §, 2" ®,, sein miissen.

Dies Resultat ist indessen keineswegs so zu verstehen, als ob
durch eine &uBere Arbeit in diesem Betrage die vorausgesetzte Ver-
inderung des Systems faktisch bewirkt werden konnte. Denn
noch wissen wir nicht, ob bei den wirklich vorgenommenen Dislo-
kationen die Elektrisierungen stets so, wie dies oben angenommen
ist, von selbst an den Massenelementen haften. Wenn aber nicht,

3?
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so kann noch eine eigene Arbeit notwendig sein, um die urspriing-
liche elektrische Verteilung zu erhalten. Wir kommen auf diese
wichtige Frage weiter unten zuriick. —

Ist der Korper (2) mit der Ladung Eins versehen und zugleich
so klein gegen seine Entfernung von dem Korper (1), daB er als
ein Massenpunkt betrachtet werden kann, so wollen wir ihn als
einen Einheitspol und mit dem Symbol (0) bezeichnen. Das elek-
trische Potential ®,, reduziert sich in diesem Falle auf das Ein-

heitspotential
] .[d p
(plo e ff%? 3)

worin r den Abstand des mit der Ladung de, versehenen Massen-

elementes an der Stelle z,, y,, z; von dem Einheitspol an der Stelle

x, y, z bezeichnet. Der Korper (1) ist im {iibrigen vdllig beliebig,

kann also auch ein System von riumlich getrennten Teilen bilden.
Nach dem soeben Entwickelten geben dann

8, Dy, 8, P ) 8,d /
4Y=——%, y:—%%yw, = — ‘ax", 3)
worin der Index e dieselbe Bedeutung hat, wie in (2, die Kom-
ponenten der von dem System (1) auf den Einheitspol aus-
geiibten Kraft; ihre Resultante werde durch X bezeichnet.
Hieraus folgt, daB, wenn man bei in den ruhenden ponderabeln
Massen festgehaltenen elektrischen Ladungen @,, als Funktion der
Koordinaten des Einheitspoles betrachtet, seine Anderung von Ort zu
Ort GroBe und Richtung der auf ihn wirkenden Kraft K einfach
bestimmt. Die orthogonalen Trajektorien der Oberflichen &, = Const.
sind die Kraftlinien, d. h, ihre nach kleineren Werten @,
hin positiv gerechneten Elemente fallen an jeder Stelle mit der
Richtung der dort wirkenden Kraft zusammen, und wenn man auf
ihnen an beliebigen Orten unendlich kleine Li#ngen abgrenzt, welche
demselben unendlich kleinen Zuwachs von @, entsprechen, so ist
die GroBe der Kraft K mit diesen Lingen indirekt proportional.
Das Bereich, innerhalb dessen ®,, fiilr ein gegebenes System
merklich mit dem Orte variiert, nennt man dessen elektrisches
Feld, den oben definierten Vektor K bezeichnet man zum Unter-
schiede von der resultierenden Kraft K, die ein beliebiger geladener
Korper erfihrt, wohl auch als Feldstirke, ein Name, den wir
benutzen werden, wo die Klarheit dadurch gefordert wird.
Vorginge, bei welchen das elektrische Feld sich entweder zeit-
lich nicht #ndert oder wenigstens jeden Augenblick dieselbe Ge-
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staltung besitzt, als wenn die ponderabeln Massen des Systemes ihre
augenblickliche. Position dauernd inne hitten, bezeichnen wir als
stationére elektrische Prozesse. Sie umfassen auler den
elektrostatischen Erscheinungen auch noch den groBten Teil der im
III. Kapitel zu behandelnden elektromagnetischen. Wie beide zu
scheiden sind, wird weiter unten besprochen werden. —

§ 2. Elektrisierung durch Influenz und durch Berihrung. Die
elektrische Potentialfunktion. Zwei allgemeine Prinzipien. Das
elektrostatische MaBsystem.

Sind einmal durch Reibung irgendwelche Korper elektrisiert,
so kann man mit ihrer Hilfe andere, urspriinglich nicht elektrisierte,
ohne Reibung in den Zustand bringen, auf elektrisierte Probekorper
Krifte auszuiiben. Da wir diesen Zustand allein nach seiner Wir-
kung beurteilen, ist es konsequent, ihn, wie er auch bewirkt sein
moge, stets als dem durch Reibung bewirkten gleichartig anzusehen,
d. b, jede elektrische Kraft auf eine Elektrisierung zuriick-
zufiithren.

Bringen wir in das Feld, welches einen beliebigen endlichen
oder unendlich kleinen elektrisierten Kérper und auBerdem unseren
MeBkorper enthilt, einen anderen unelektrischen Korper, Leiter
oder Nichtleiter, so #ndert sich die Kraft, welche der MeBkorper
erfahrt. Oder noch allgemeiner, wenn zwei elektrische Korper, von
denen jedenfalls einer endlich ist, gleichzeitig auf den MeBkdrper
wirken, so ist die auf letzteren ausgeiibte Wirkung nicht die Resul-
tierende aus den Wirkungen, die nach Entfernung des zweiten
Korpers jeder fiir sich in derselben Position ausiiben wiirde. ?)

Nach dem vorangestellten Prinzip wirkt also die gleichzeitige
Anwesenheit mehrerer elektrisierter Korper verindernd auf die La-
dung eines jeden von ihnen ein; diesen Vorgang nennt man Elek-
trisierung durch Influenz.

Korper, welche unendlich klein sind gegen die Entfernung von
anderen, konnen auf diese influenzierend wirken, werden aber selbst
nicht merklich influenziert. Dies Resultat konnen wir zunichst,
wie oben ausgesprochen, als Erfahrungsthatsache annehmen, werden
es jedoch weiter unten aus einem allgemeinen Prinzip beweisen.

Die auf endliche Korper geiibte Influenzierung ist je nach
deren Natur verschieden stark. Isolierte Leiter werden unter den-
selben Umstinden stirker influenziert, als gleich groBe und gleich
gestaltete Nichtleiter, und unter letzteren ist wiederum eine Ab-
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stufung der W1rkung je nach der Substa.nz festgestellt Ganz un-
zuginglich ist der Influenzierung kein bekannter Korper; doch ist
anscheinend kein physikalischer Grund vorhanden, dergleichen
Korper als unméglich anzusehen. Da nun die Annahme solcher
influenzloser oder absoluter Isolatoren fiir manche theoretische
Entwickelungen niitzlich ist, so wollen wir sie ausdriicklich zu-
lassen. —

Aus dem soeben iiber Influenz Zusammengestellten ziehen wir
zunichst eine Folgerung in Bezug auf das Einheitspotential @,
eines elektrischen Systemes (1), dessen sichere Auffassung eine ge-
wisse Schwierigkeit bietet.

Nach der Artsciner Einfithrung ist @, das Potential der Wechsel-
wirkung zwischen dem elektrisierten System (1) und einem Kérper (0),
der die spezielle Eigenschaft besitzt, die Einheit der Ladung zu
tragen und unendlich klein gegen die Entfernung von (1), kurz ge-
sagt, ein Einheitspol zu sein. Wenn nun infolgedessen auch der
Einheitspol selbst influenzlos ist, so wirkt er doch influenzierend
auf das System (1), und dessen Ladung ist daher von seiner Po-
sition abhiingig. Hieraus folgt, daB @, die Koordinaten des Kin-
heitspoles in doppelter Weise enthalt: explicite in r, welches ja
gleich Y(z — =, + (y — y,)* + (z — z,)? ist, implicite in de,.

Diese allgemeinere Abhiingigkeit des Einheitspotentiales kommt
nun aber offenbar in den Formeln (3"), die fiir uns die charakte-
ristischen Eigenschaften von ®,, aussprechen, gar nicht zur Geltung.
In ihnen erscheint vielmehr die elektrische Ladung des wirkenden
Systems (1) ganz unabhingig von der Anwesenheit und von dem
Verhalten des Einheitspoles vorgeschrieben, kann beispielsweise durch
Ursachen bestimmt sein, die in derselben Weise wirken, wenn der
Einheitspol ganz entfernt, d. h. ins Unendliche geriickt wird.

Es dient zur Klirung der vorliegenden Verhsltnisse, wenn wir
das in diesem speziellen Sinne verstandene Einheitspotential
von dem allgemein aufgefaBten durch die Bezeichnung unterscheiden.
Wir setzen demgemiB, indem wir durch den Index e wieder die
feste Gébundenheit der Ladungen an die ponderabeln Massen andeuten,

(@ = (f[) = ¢ 3)
und nennen ¢ die Potentialfunktion des elektrischen Sy-
stemes (1)

Hierdurch ist dann festgesetzt, daB bei Benutzung der Po-
tentialfunktion ¢ eines elektrischen Systemes weiterhin
die influenzierende Wirkung des Einheitspoles auf das
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System stets ausgeschlossen und demgemaﬂ bei seinen
Bewegungen die Ladung des Systems an dessen Massen
haftend gedacht werden soll; dagegen mag bei Anwen-
dungen der Potentiale ®,, der Wechselwirkung zwischen
zwei Kérpern (&) und (k) die Verinderung der Ladungen
durch Influenz infolge .von Dislokationen aus spiter her-
vortretenden Griinden ausdriicklich zugelassen bleiben.
Die Potentialfunktion ¢ eines Systemes ist somit von dem Po-
tential ¥, desselben auf einen Einheitspol — aus dem ¢ zuerst ab-
geleitet war — wesentlich unterschieden, aber der Potentialfunktion
der Gravitation oder der NEwroN'schen Potentialfunktion vollstindig
gleichartig geworden. Wir konnen infolgedessen nunmehr die For-
meln (3" fiir die Komponenten der Feldstirke einfacher schreiben

3" - (LHEEIR.A 1y RIS JEHED-IERMIILS

dz’ oy’ iz’

Ferner kénnen wir auch alle die im III. Kapitel des I. Teiles
iiber NewroN'sche Potentialfunktionen erhaltenen Sitze auf die
elektrische Potentialfunktion anwenden.

Hierzu sei bemerkt, daB es sich im Laufe der Entwickelung
in der That notwendig erweisen wird, nicht nur riumlichen Gebilden,
sondern auch Flichen und Kurven elektrische Ladungen zuzusprechen.
Schon die Elektrisierung durch Reibung legt diese Vorstellung nahe;
denn wenn dieselbe an einem Nichtleiter vorgenommen wird, kann
man sich ihre Wirkung auch nur auf dessen Oberfliche erstreckt
denken. Demgem#f iibertragen wir die betreffenden Vorstellungen
und Bezeichnungen von der NEwrton’schen auf die elektrische Po-
tentialfunktion und definieren, indem wir die Elemente dk, do, ds
des Korpers &, der Oberfliche o, der Kurve s einfithren und unter
de die auf ihnen befindliche Ladung — gemessen wie S. 3 und 5
gesagt — verstehen,

dk i do i ds i
soweit die Differentialverhiltnisse einen bestimmten Grenzwert
liefern, als die Raum-, Flichen- und Kurvendichte der Ladung.
Elektrische Ladung von Kurven kommt nur selten in Betracht und
soll daher bei allgemeinen Entwickelungen ausgeschlossen werden.

Wir lassen weiter auch elektrische Doppelflichen zu und
bezeichnen das Produkt aus der Ladungsdichte ¢ jeder Fliche in
ihren gegenseitigen Abstand A '

) ch =1
als das elektrische Moment der Flicheneinheit.
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Indessen dient es mitunter zur Veremfachung sehr allgemeiner
Uberlegungen, davon Gebrauch zu machen, daB die Verteilungen
der Elektricitat auf Kurven, auf einfachen nnd auf doppelten Flachen
sich auch als Grenzfille rdumlicher Verteilungen auffassen lassen,
und demgem#B alle Dichten als rdumliche aufzufassen. Wir werden
dies Verfahren in der That vielfach vorteilhaft anwenden.

Fiir die demn#chstige Anwendung ist es niitzlich, die charakte-
ristischen Eigenschaften der Potentialfunktionen dieser verschiedenen
Verteilungen iibersichtlich zusammenzustellen.

Allen gemeinsam ist das regulidre Verhalten der Funktion, wie
aller Differentialquotienten, und die Erfiillung der Gleichung

Agp=0

auBerhalb wirkender Ladungen; ferner das Verschwinden der
Funktion im Unendlichen wie E/r,, der ersten Differential-
quotienten wie F/[r}, falls alle Ladungen im Gesamtbetrag £ im
Endlichen liegen und », den Abstand vom Koordinatenanfang
bezeichnet.

Die Potentialfunktion einer riumlichen Verteilung ist mit
ihren ersten Differentialquotienten auch im Innern und in der Ober-
flaiche der geladenen Korper regulir und erfiillt im Innern die
Beziehung

Ag=—4nfo. 4)

Diejenige einer flichenhaften Verteilung geht stetig durch die sie
tragende Oberfliche hindurch, wihrend fiir die Differentialquotienten
nach der Normalen gilt

() () - ot 2
hierin sind die Normalen n, und n, auf beiden Seiten der geladenen
Fliche und von dieser hinweg positiv gerechnet.

Die Potentialfunktion einer Kurvenbelegung wird in der Kurve
unendlich ‘wie — 2fzl(n), worin n den normalen Abstand von der
Kurve bezeichnet. Diejenige einer Doppelfliche ist iiberall endlich
und geniigt in der geladenen Fliache der Bedingung

@y — p- = 4nfy, 4"

worin die Werte ¢, und ¢_ auf der Seite der positiven, resp. der
negativen Ladung zu nehmen sind; die Differentialquotienten gehen
stetig durch die Grenze.

Auf diese Eigenschaften, die sich durch Grenziibergéinge samt-
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11ch aus denen der Pot.entlalfunktmn laumhcher Verteﬂungen ab-
leiten lassen, werden wir weiter unten wiederholt Bezug nehmen. —

Die Elektrisierung durch Influenz erschwert ersichtlich die Auf-
suchung fundamentaler Gesetze iiber elektrische Wirkung mit Hilfe
von Beobachtungen ungemein. Denn die Einfithrung eines, gleich-
viel ob elektrisierten oder nicht elektrisierten MeBkdrpers in das
elektrische Feld eines Systemes #ndert dieses ihrerseits mehr oder
weniger, und ein ZuriickschlieBen von den beobachteten Kriften auf
die Verhiltnisse des Feldes vor KEinbringung des MeBkérpers er-
fordert im allgemeinen umstindliche theoretische Erwigungen.

Nur ein einfacher Fall ist ausgenommen, der seiner prinzipiellen
Bedeutung halber Hervorhebung verdient. Wenn jeder beliebige
unelektrische Korper in jeder Position innerhalb des Feldes eine
Einwirkung nicht erfihrt, so darf man mit GewiBheit schlieBen, daB
die Feldstirke gleich Null, die Potentialfunktion ¢ also konstant
ist; denn im anderen Falle miibte der Kérper durch Influenz ge-
Ia.den werden und ein Potential erfahren, welches durch (2) ge-
geben ist, also nicht in allen Positionen konstant oder gleich Null
sein kann. —

Wir wenden uns nunmehr zu der genaueren Untersuchung der
Influenzwirkungen, welche sich speziell an Leitern zeigen.

Die auffilligste Wirkung dieser Art, welche auch den Schliissel
zuom Verstindnis aller iibrigen bietet, ist die Thatsache, daB jeder
unelektrische Korper dadurch der Wirkung einer beliebigen elek-
trischen Verteilung vollstindig entzogen werden kann, daB man ihn
mit einer aus einem homogenen Leiter gebildeten Schale vollstindig
umgiebt, die ihn von allen geladenen Kérpern sondert. Fassen wir
diese Erscheinung als eine Wirkung der Influenzierung der Hiille
auf, wozu wir berechtigt sind, da die letztere nach aulen elektrische
Krifte iibt, so kompensieren hier die influenzierten Ladungen fir
alle Punkte im Innern die Wirkung der #uBeren Ladungen voll-
kommen.

Nach dem eben Gesagten werden wir aus der beschriebenen
Beobachtung schlieBen miissen, daB in dem rings von einem homo-
genen Leiter umgebenen Hohlraume die Potentialfunktion ¢ kon-
stant ist, und gleiches diirfen wir von dem Innern eines homogenen
Leiters selbst aussagen, der unter der Wirkung einer #ufleren
rubenden elektrischen Verteilung steht; denn jedes seiner inneren
Volumenelemente konnen wir als innerhalb einer von den iibrigen
gebildeten leitenden Hiille befindlich ansehen. Die gleichen Er-
wigungen gelten mit einer weiter unten zu besprechenden Aus-
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nahme auch fiir das Innere jedes homogenen Teiles eines aus
mehreren Stiicken zusammengesetzten Leiters.

GemiB dieser Schirmwirkung kann man die Leiter als in Bezug
auf die elektrischen Krifte, welche von ruhenden Ladungen aus-
gehen, undurchliassig oder adiélektrisch, die Nichtleiter um-
gekehrt als durchléssig oder diélektrisch bezeichnen.

Wenn innerhalb eines Leiters die Potentialfunktion konstant
ist, so verschwinden in demselben nach (3") die Kraftkomponenten
X, ¥, Z; die Feldstarke K ist also gleich Null. Von einem homeo-
genen Leiter, der dieser Bedingung geniigt, sagt man, dall er sich
im elektrischen Gleichgewicht befindet, und unterscheidet iiberhaupt
Zustinde, bei denen in den homogenen Leitern die Krifte X ver-
schwinden, als elektrostatische von denen, bei welchen sie zwar
auch zeitlich konstant oder nur in gewisser, S. 8 bemerkter Weise
verinderlich,- aber von Null verschieden sind, die man als stationdre
elektromagnetische bezeichnet.

Der Name des elektrostatischen Zustandes beruht auf der, Bd. I,
S. 260 erorterten Vorstellung, daB die Elektricitit ein Fluidum wire,
das in den Leitern jeder elektrischen Kraft Folge zu leisten ver-
mbchte und daher in denselben nur dann ruhen kénnte, wenn dort
die Krifte verschwinden.

Ein konstanter Wert P von ¢ 1aBt weiter anch A ¢ identisch
verschwinden, und dies hat nach (4') die Folge, daB im Falle des
elektrischen Gleichgewichtes innerhalb der Leiter die riumliche
Dichte ¢ gleich Null ist. Gleiches gilt nach (4") auch von der
Flichendichte ¢ an der Begrenzung von Hohlriumen innerhalb eines
Leiters, welche keine elektrisierten Korper enthalten.

Dagegen wird fiir die Grenze nach dem #uBeren Raum und
ebenso filr die nach einem Hohlraum hin, welcher elektrisierte
Korper enthilt, die Formel (4”) sich auf 0¢/dn, = — 4afo redu-
zieren, wobei die Normale z, aus dem Leiter heraus positiv gerechnet
ist; dort, und allein dort, werden sich also bei Leitern Ladungen,
und zwar flichenhafte, vorfinden.

Uber den Wert P, welchen die Potentialfunktion in einem ho-
mogenen Leiter oder aber in einem homogenen Stiick eines hete-
rogenen Leitersystemes annimmt, geben uns die bisherigen Ent-
wickelungen noch keinen AufschluB. An sich ist die Potential-
funktion nur bis auf eine additive Konstante definiert, die man
auf verschiedene Weise bestimmen kann. Eine Verfiigung enthilt
der obige Ansatz (1'), der @),, und somit ¢, im Unendlichen ver-
schwinden laBt. Eine andere gewinnt man, indem man beriick-
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sichtigt, daB im Innern der Erde der Wert der Potentialfunktion ¢,
mindestens sehr nahe, zeitlich konstant sein muB, denn die Wir-
kungen elektrischer Verinderungen, die an der Erdoberfliche innerhalb
miBiger Bereiche stattfinden, sind infolge der GroBe der Erde unmerk-
lich, und kosmische Einfliisse kommen anscheinend nicht in Betracht.
Man kann also die Konstante auch dadurch bestimmen, daB man ¢
am Beobachtungsort in der Erde gleich Null setzt. Endlich ist es
unter den in der Praxis gewShnlichen Umstinden, nimlich bei Beob-
achtungen in weiten Rdumen, die ringsum von mit der Erde verbundenen
Leitern begrenzt sind, zuldssig, die beiden vorstehenden Verfigungen
als gleichwertig zu betrachten, also ¢ gleichzeitig in der Erde und
im Unendlichen Null zu setzen. Aber fiir einen aus beliebiger Sub-
stanz gebildeten Konduktor, gleichviel, ob derselbe isoliert oder zur
Erde abgeleitet ist, haben wir durch das Bisherige noch kein Mittel
erhalten, um den Wert von P zu bestimmen, den unter gegebenen
Umstinden die Potentialfunktion auf ihm annimmt. Dies erfordert
Hilfsmittel, die wir erst spiter gewinnen werden. —

Eine zweite indirekte Methode zur Elektrisierung eines Leiters
liefert die Berithrung mit einem anderen, unelektrischen oder be-
reits elektrisierten Leiter. Wahrend der Berithrung bilden beide
ein einziges Leitersystem, auf dessen homogenen Teilen (%) nach dem
Vorstehenden die Potentialfunktion der ganzen Ladung je einen
konstanten Wert P; besitzen muB. Nach der Trennung erweist sich
im allgemeinen jeder Teil als elektrisch, und wiederum muB die
Potentialfunktion der neuen Klektrisierung auf jedem homogenen
Teil (h) einen konstanten Wert P, haben. Aber iiber die Werte
beider Systeme von Konstanten P, wie P; geben uns die bisher zu-
sammengestellten Grundsitze noch keinen AufschluB; wie oben, so
geniigen also auch hier die bisherigen Mittel zur theoretischen Be-
handlung des Problems nicht.

Wir bediirfen dazu der Aufstellung zweier neuer, auf Er-
fahrungsthatsachen gegriindeter Hypothesen oder Prinzipien.

Das erste Prinzip wollen wir dahin formulieren, daB durch
keinen ProzeB, der sich ganz innerhalb eines abgeschlossenen, d. h.
nach aufien durch den leeren Raum begrenzten, Systemes von Lei-
tern und Nichtleitern vollzieht, die Gesamtsumme der in oder auf
denselben vorhandenen Ladungen sich #ndert.

Dieses Prinzip ist eine Erweiterung des auf S. 2 erwihnten
Erfahrungssatzes, welcher zeigt, daB bei der Reibung jederzeit
gleiche und entgegengesetzte Elektrisierungen entstehen, und kann
auch in anderen einfachen Spezialfillen leicht durch die Messung
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gepriift werden, wihrend im allgemeinen sich nur gewisse aus ihm
theoretisch abgeleitete Folgerungen zur Vergleichung mit der
Beobachtung bieten.

Das zweite Prinzip sprechen wir dahin aus, daB je zwei in
Berithrung befindliche Leiter (k) und (4) im Zustande des elektrischen
Gleichgewichtes eine Potentialdifferenz besitzen, die sogenannte
elektromotorische Kraft P,, der Kombination (k, %), welche nur
von der Natur, sowie dem thermischen und mechanischen Zustand
jener Leiter, aber nicht von ihrer Gestalt und GréBe, sowie von
der Gestalt und GréBe ihrer Beriihrungsfliche abhingt 3).

Dies Prinzip ist noch weniger einer direkten Priifung zuging-
lich, als das vorige, zumal die Potentialdifferenzen, welche es betrifft,
klein sind gegen die, mit welchen man sonst in der Elektrostatik
operiert; die schirfste Priifung geschieht durch Vergleichung gewisser
theoretisch aus thm gewonnener Folgerungen mit der Beobachtung.

Das erste Prinzip legt die Auffassung der elektrischen Ladungen
als Quantititen eines Agens so nahe, daB dieselbe in der Entwicke-
lung der Elektricititslehre eine groBe Rolle gespielt hat. Indessen
ist sie keineswegs geboten; gerade die oben hervorgehobene Analogie
der Elektrisierung eines ponderabeln Korpers mit seiner Erwarmung ist
geeignet, dies klarzustellen. Nach dem Bd. I, S. 555 iiber den Vorgang
der Wirmeleitung Entwickelten bleibt nimlich bei einem beliebigen
korperlichen System, welches gegen Wirmeabgabe und -aufnahme
geschiitzt ist, das Raumintegral iiber die Temperatur z multipliziert
in eine gewisse Funktion I',p, des Ortes, die von den thermischen
Qualititen der dort befindlichen ponderabeln Materie abhingt, bei
allen innerhalb des Systemes stattfindenden Verinderungen konstant;
dies Produkt rI, 0, hat also in der Warmelehre genau die Eigen-
schaft, wie oben die Elektrisierung; daB es trotzdem nicht eine auf
die Volumeneinheit bezogene wirkliche und unzerstérbare Ladung
reprasentiert, erhellt unmittelbar daraus, daB in dem S. 555 Vorher-
gehenden gezeigt ist, wie in dem thermisch isolierten System durch
mechanische Kinwirkung jenes Integral fzI,p,dk geindert werden
kann. Und analog kann es moglich sein, daB sich aufbisher noch nicht
bekanntem Wege auch in einem, wie oben vorausgesetzt elektrisch
isolierten System Anderungen der Gesamtladung bewirken lassen.

Von Anwendungen des ersten Prinzips sei jetzt nur eine einzige er-
wahnt, niimlich die Erklirung der oben erwihnten Thatsache, daB ein
unendlich kleiner isolierter Korper durch Influenz nicht elektrisch er-
regt wird. In der That kinnen nach seinem Inhalt durch Influenz
in einem isolierten Korper nur gleiche Mengen positiver und nega-
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tiver Elektricitat entstehen; ist nun der Korper unendlich klein, so
sind dieselben einander unendlich nahe, neutralisieren sich also,
wenn sie, wie anzunehmen gestattet ist, endlich sind, beziiglich ihrer
Wirkung auf alle in endlicher Entfernung befindlichen Punkte voll-
kommen.

Das erste Prinzip giebt auch den bisher nur als RechnungsgriBen
eingefiihrten elektrischen Ladungen ein ganz neues Interesse und
erweckt die Frage nach den fiir jhre Behandlung geeigneten Ein-
heiten. Da Ladungen jederzeit an ponderabeln Massen haften, und
ihre GroBe bisher allein in dem KElementargesetz (1) der Wechsel-
wirkung und den aus ihm folgenden Formeln aufgetreten ist, so
befinden wir uns, wie in der Einleitung S. 4, Bd. I ausgefiihrt ist,
in der Lage, die Einheiten fiir die Ladungen willkiirlich so wihlen
zu konnen, daB diese Formeln die einfachste Gestalt annehmen.
Wir thun dies, indem wir fiir den leeren Raum (und damit an-
gendhert fir den lufterfiillten) den Faktor f gleich einer reinen Zahl,
und zwar gleich Kins setzen. Dadurch wird fiir die Wechselwirkung
zwischen zwei geladenen Massenpunkten
5) K,=—~35t, O,=32
und somit die Einheit der Ladung als diejenige definiert, welche,
auf einen Punkt konzentriert, im leeren Raum auf die gleiche in
der Einheit der Entfernung die Einheit der Kraft ausiibt.

Fiir die Dimensionen der elektrischen Ladungen und Dichten
ergiebt sich gleichzeitig, da [K] = mit-2%, [0] = m%t-2 ist,

5) (6] = mh P e=1,
5)  [o] = mhiht-l, [o] = mhi~he-1, [r]=mialhe-,
5") [v] = mt I -1

fiir die elektrische Kraft oder Feldstirke X, resp. ihre Komponenten,
und fiir die elektrische Potentialfunktion erhalt man

i [K] = m'hi="ht-1, [¢] = mhlhag-1,
_ Dieses System von Einheiten und Dimensionen, welches aus
der getroffenen Verfiigung iiber den Faktor f hervorgeht, heift das
elektrostatische MaBsystem und soll hier ausschlieBlich benutzt
werden. Auf ein anderes fiir die Technik besonders geeignetes
gehen wir im IV. Kapitel kurz ein.

Durch die Festsetzung des MaBsystemes ist die theoretische
Grundlage fiir die Messung elektrostatischer GroBen gegeben. Was
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deren praktische Ausfihrung angeht, so folgt aus dem S. 4 Ge-
sagten, daB die Gesamtladung eines beliebigen elektrisierten Korpers
bestimmt werden kann, indem man die Kraft miBt, welche er auf
einen Korper von gegebener Ladung innerhalb des leeren Raumes
ausiibt, wihrend die gegenseitige Entfernung beider Korper unend-
lich groB ist gegen ihre Dimensionen. Diese Methode ist unvoll-
kommen, da unter den genannten Umsténden die Wirkung sehr
schwach ist; wir werden aber spiter Mittel kennen lernen, diese
Bestimmung mit groBerer Genauigkeit auszufithren, —

Das zweite Prinzip giebt ein fir die Praxis hochst wichtiges
Mittel an die Hand, um Potentialdifferenzen und auch absolute
Potentialwerte von einmal bestimmtcr GroBe immer wieder in der-
selben Weise herzustellen; denn nach ihm besitzen die Teile einer
Reihe hintereinander verbundener, nach auBen isolierter Leiter bei
gleicher Reihenfolge der Substanzen und bei gleicher Temperatur
immer die gleichen relativen Potentiale, wie groB und wie gestaltet
sie auch seien, Ist etwa die Potentialdifferenz zwischen dem #kten
und kten Korper P,,, so nimmt der Aite das absolute Potential P,,
an, wenn man den kten zur Erde ableitet — vorausgesetzt, daB
man die Potentialdifferenz P, der Erde gegen .den #Aten Leiter
ignorieren und den Potentialwert der Erde gleich Null setzen kann.

Um insbesondere eine Anzahl von Potentialwerten herzustellen,
die eine arithmetische Reihe bilden, kann man eine Folge von drei
verschiedenen Leitern wiederholt aneinander fiigen, sodaB eine
Kette von der Anordnung

abeabecade . ..
entsteht; befolgen dann die elektromotorischen Krifte P,, nicht die
spezielle Bedingung i
‘Pab+ Pbc+ ‘Pcu= 0’

die in der That, wie weiter unten zu erdrtern, von gewissen Kérpern
allgemein erfiillt wird, so werden die Potentialdifferenzen der fol-
genden Leiter (a) gegen den ersten eine arithmetische Reihe bilden,
und man kann absolute Potentiale von analoger Eigenschaft er-
halten, wenn man den ersten Leiter (a) zur Erde ableitet. Solche
Ketten sind zum Zwecke der Graduierung gewisser elektrosta-
tischer Messinstrumente sehr brauchbar; bei ihrer Herstellung ist
einzig zu beachten, daB die elektromotorischen Krifte von der
chemischen Beschaffenheit der Leiter stark abhingen, letztere also
sicher definiert sein muB, damit verschiedene Ketten vergleichbare
Reihen von Werten ergeben. Dieser Anforderung entspricht in sehr

vollkommener Weise eine Anordnung, die von L. CLark angegeben
Vorar, Theoretische Physik. IL 2
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ist, und bei welcher fiir die hintereinander geordneten Korper Queck-
silber, eine Losung von Quecksilbersulfat und Zinksulfat, und me-
tallisches Zink gewihlt sind.

SchlieBlich mag noch darauf hingewiesen werden, daB der Sprung
der Potentialfunktion in der Grenze zweier Leiter bei Festhaltung
der Vorstellung elektrischer Ladungen die Annahme einer elek-
trischen Doppelschicht auf der Grenzfliche verlangt.®) Die GroBe
ihres Einheitsmomentes » ist nach 8. 10 mit dem beziiglichen Po-
tentialsprung proportional, also von den gleichen Umstinden ab-
hingig und unabhingig, wie dieser.

§ 3. Die Eindeutigkeit des elektrostatischen Problems fir Leiter.
Allgemeine Sitze iiber die elektrische Verteilung auf Leitern.

Das allgemeinste Problem des elektrischen Gleichgewichtes fiir
Leiter wiirde etwa folgendermafen zu formulieren sein.

Gegeben ist ein im Endlichen liegendes System von unverinder-
lichen elektrischen Massen, — etwa gebildet durch beliebig erregte
influenzlose Isolatoren, — daneben ein gleichfalls im Endlichen liegen-
des System von Leitern beliebiger Form und Substanz, teils mitein-
ander oder mit derselben Stelle der Erde verbunden, teils isoliert; fiir
erstere Leiter seien die Potentialspriinge, fiir letztere die Ladungen vor-
geschrieben; zu bestimmen ist das Gesetz des dem System zugehorigen
elektrischen Feldes, d. h. dasjenige seiner Potentialfunktion ¢. Aus ihm
berechnet sich dann die sogenannte Dichte der elektrischen Verteilung,
wie auch das Potential, welches Konduktoren und Isolatoren erfahren.

Die Potentialfunktion ¢ hat folgende Bedingungen zu erfiillen.
Im ganzen Raum auBerhalb der Leiter muB sie sich regulir ver-
halten und der Gleichung
6) Ap=—4ng
geniigen, in welcher p die vorgeschriebene Raumdichte der gegebenen
elektrischen Massen bezeichnet; im Unendlichen muB sie sich ver-
halten, wie £/r,, worin E eine endliche Griofe und r, die Entfer-
nung vom Koordinatenanfang bezeichnet, und an der Oberfliche jedes
homogenen Konduktors muB sie konstant werden. Fiir die mit der
Erde verbundenen Konduktoren bestimmen sich aus den elektromo-
torischen Kriften P, = P, — P, die Werte dieser Konstanten P, selbst,
fiir isolierte, aus heterogenen Teilen bestehende dagegen nur die
Potentialdifferenzen zwischen den einzelnen Teilen. Fiir jeden der
isolierten, gleichviel ob homogenen oder heterogenen Konduktoren
ist noch vorgeschrieben die GréBe der Gesamtladung
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: 1 3_ i
E, =Iﬁ‘hd0h= —Gf(a—:;)kdok, 6)

worin », die in Bezug auf den Konduktor auBere Normale be-
zeichnet.

Diese Bedingungen bestimmen ¢ vollstindig. Denn gibe es
zwei Liosungen ¢” und ¢”, so wirde die Differenz ¢'— "= U
auBerhalb der Konduktoren itberall der Gleichung

AU=0

geniigen, an allen mit der Erde verbundenen Leitern den Wert Null
haben und auf den isolierten Konduktoren, seien sie nun homogen
oder heterogen, konstant sein miissen, dabei im Unendlichen wie ¢
verschwinden und an jedem isolierten Konduktor die Bedingung

1 00U

i i
erfilllen. Nach den Betrachtungen auf S. 180 des I. Bandes muB
dann U gleich Null sein; die aufgestellten Bedingungen lassen sich
also nur durch eine Funktion ¢ befriedigen, womit indessen nicht
bewiesen ist, daBl sie iiberhaupt unter allen Umstinden erfiillt
werden koénnen.

Gefundenes ¢ bestimmt fiir jedes Oberflichenelement eines

Konduktors die Dichte ¢ gemiB der Formel

1 de o
st e o il

und vermittelt auch die Kenntnis des Potentiales, welches ein be-
liehiger Korper des Systems, gleichviel ob Konduktor oder influenz-
loser Isolator, durch die Gesamtwirkung des Systemes erfihrt.

Denn man kann allgemein das auf den Kérper (&) des Sy-
stemes ausgeiibte Potential schreiben

b, = I(Wh de,, 7)
wobei (@), den Wert der Potentialfunktion am Orte des Ladungs-
elementes de, bezeichnet, und die Integration iiber den Korper (4)
zu erstrecken ist.

Wendet man die Formel (7) auf einen Isolator mit rium-
licher Ladung an, so ist de, = g,dk,, und g, eine gegebene Funktion
des Ortes; wendet man sie auf einen homogenen Leiter an, so ist
de, = 0,do,, zugleich aber (¢), konstant gleich P,, und somit hier
nach (6")

@, =P, [o,do, = B, §,. i)
2‘
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Wir haben uns bisher ausschlieBlich auf den Fall homogener
oder aus homogenen Stiicken zusammengesetzter Leiter beschriinkt;
unsere Betrachtungen lassen sich aber leicht auf stetig verﬁnder-
liche itbertragen, indem wir diese als den Grenzfall von jenen ansehen.

Hier sind dann an jeder Stelle des Leiters die Anderungen
von ¢ pach allen Richtungen hin, d. h. seine Differentialquotienten
nach den Koordinatenaxen, vorgeschrieben; damit ist dann, wenn das
Problem iiberhaupt auf elektrisches Gleichgewicht fithrt, innerbalb
des Leiters ¢ selbst bis auf eine additive Konstante bestimmt.
Diese Konstante kann entweder direkt gegeben sein, indem eine
Stelle des Leiters durch Verbindung mit der Erde auf ein bekanntes
Potential, z. B. auf Null, gebracht ist, oder sie kann durch die vor-
geschriebene Ladung des Leiters indirekt bestimmt sein. —

Weiterhin werden wir uns ausschlieBlich auf homogene Kon-
duktoren beschréinken, was umsomehr zulissig ist, als die Potential-
differenzen zwischen den Teilen eines zusammengesetzten Leiters,
wie schon oben bemerkt, meist neben denen, die sonst in der Elektro-
statik auftreten, zu vernachlissigen sind. Nur der eine auf inho-
mogene Konduktoren beziigliche und sofort einlenchtende Satz,
welcher weiteres Interesse besitzt, und auf den bereits S. 17 ver-
wiesen worden ist, mag hier erwihnt werden.

Die Bedingungen, daB auf jedem homogenen Teil ¢ konstant
ist und beim Ubergang iiber die Grenze um eine der Kombination
der daselbst zusammenhiingenden Substanzen individuelle Konstante
springt, sind auf einem aus mehr als zwei homogenen Teilen zu-
sammengesetzten Konduktor nur dann erfiillbar, wenn bei allen ge-
schlossenen Kurven, die man in dem Leiter ziehen kann, die darauf
liegenden Potentialspriinge sich zu Null erginzen, d. h, wenn bei
im Sinne des Umlaufs gerechneten Indices

i) SPu=0

ist. Dies giebt in dem speziellen Falle dreier homogener Teile, von
denen jeder mit den beiden anderen zusammenhingt, die Gleichung

¥ i) P,+ P+ P =0 oder F,+ Fy=PF,

Diese Gleichung, welche den Namen des VorTa’ schen Span-
nungsgesetzes®) trigt, ist die Vorbedingung fiir die Moglichkeit des
elektrischen ' Gleichgewichtes auf einem inhomogenen Leiter. Sie
ist keineswegs bei allen Kombinationen beliebiger Substanzen erfiillt,
doch giebt es eine Klasse von Leitern, die ihr bei konstanter Tem-
peratur des ganzen Systemes in allen Kombinationen geniigt. Diese
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Leiter heiflen Leiter erster Klasse; es gehéren zu ihnen die
Metalle und auBerdem die Kohle. Bei stetig verinderlichen Leitern
nimmt die Bedingung fiir die Moglichkeit des elektrischen Gleich-
gewichtes die Form an, daB das Linienintegral der vorgeschriehenen
stetigen Potentialinderungen fiir jede geschlossene Kurve innerhalb
des Leiters .gleich Null, ¢ also einwertig sein muf.

Leitersysteme, welche diesen Bedingungen fiir die. Moglichkeit
des Gleichgewichtes nicht geniigen, werden uns im folgenden Ka-
pitel ausfihrlich beschaftigen. —

Die Gleichung

axX 8y az
b il mip rri e 7 Il £ i
fir die Potentialfunktion rAumlicher und die entsprechende
(d) dp\ /
G5+ (- -+ 2= —sne

fiir diejenige flachenhafter elektrischer Ladungen bilden die Grund-
lage gewisser sehr allgemeiner Sitze iiber elektrische Verteilung,
die wir im folgenden ableiten wollen.

In Bezug hierauf sei beiliufig bemerkt, daB, weil in den Glei-
chungen (8) und (8') geméB den Formeln (79) in Bd. I, S. 300 die
Kraftkomponenten X, ¥, Z und N sich als Komponenten der stationiren
Stromung einer imponderabeln Fliissigkeit deuten lassen, die durch
raumliche Quellen von der Ergiebigkeit v = 4mp und flichenhafte
von der Ergiebigkeit | = 4 7 ¢ bewirkt wird, manche der folgenden
Sitze anschaulich in hydrodynamischer Form, ndmlich fiir den statt-
findenden elektrischen KraftfluB, ausgesprochen werden kdnnen;
doch bietet diese Ausdrucksweise nicht tiberall Vorteile.

Integriert man (0 /dn)do iiber eine beliebige geschlossene
Fliche o, die riumliche und flichenhafte Liadungen umschlieft, und
versteht unter » die innere Normale, so erhilt man unter Benutzung
von (8) und (8") i

J-g—zda=4ﬂ(Ei), 8)

wo (£) die Summe aller innerhalb o liegenden elektrischen Ladungen
bezeichnet. UmschlieBt o keine Ladungen, so wird hieraus

LE P PUIIE 8")
T

Aus dieser Formel kann man #hnlich, wie aus der Gavss'schen
Gleichung des arithmetischen Mittels (s. Bd I, S. 188), schlieBen, dafl
auBerhalb der elektrischen Ladungen die Potentialfunktion weder
ein Maximum, noch ein Minimum besitzen kann. Ist also nur ein
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isolierter Konduktor vorhanden, so muf ¢ von ihm nach auBen hin
durchaus abnehmen oder durchaus zunehmen; der Konduktor kann
daher nur eine Art von Elektricitit enthalten.

Ist speziell ¢ an der ganzen Begrenzung o eines Raumes &, zu
der auch die unendlich groBe Kugelfiiche gehoren kann, konstant, etwa
gleich Null, und erfiillt es innerhalb % die Gleichung A ¢ =0, so
folgt, daB es innerhalb % itberall konstant, resp. gleich Null ist.

Wendet man die Formel (8") auf eine sogenannte Kraftrohre
an, d. h. auf einen unendlich engen Kanal, dessen Wand aus-
schlieBlich aus Kraftlinien (s. S. 7) gebildet ist, und der durch
zwei beliebig gelegene und gegen die Axe der Rihre beliebig ge-
neigte Schnitte (¢) und (f) begrenzt wird, so giebt die Wandfliche
keinen Anteil zu dem Integral, und man erhilt daher

worin die Indices « und g sich auf die Endflichen der Kraftrohre
beziehen.

Diese Formel sagt aus, daB fiir beliebige Schnitte durch die-
selbe Kraftrohre das Produkt aus der Normalkomponente der Kraft
in die GroBe des Schnittes stets denselben Wert hat.

Sind diese Schnitte Teile von zwei beliebigen Niveauflichen,
so fallen die Normalen » mit der Axe s der Réhre zusammen, und
wir kdnnen die letzte Formel schreiben, indem wir s nach einer
beliebigen Richtung hin positiv rechnen:

do dop
(3% do), = (5% o),

Hieraus folgt, daB lings derselben Kraftlinie, so lange sie Ladungen
nicht beriihrt, ¢ entweder immer zunehmen oder immer abnehmen
muB, wodurch dem obigen Satz iiber die Maxima und Minima der
Potentialfunktion eine fiir manche Anwendungen noch bequemere
Fassung gegeben ist.

Sind die beiden Niveauflichen, zwischen denen die Kraftrohre
verliuft, speziell die Oberflichen zweier Konduktoren (1) und (2),
so erhilt man unter Ricksicht auf (6")

9 g,do, + 6,do, = 0,

woraus folgt, daB die durch dieselbe Kraftréhre aus den Oberflichen
zweier Konduktoren ausgeschnittenen Flichenelemente entgegengesetzt
gleiche Ladungen haben miissen. Der Satz gestattet unmittelbar

die Erweiterung auf Kraftrohren von endlichem Querschnitt und
giebt dann unter anderen die nachstehenden Folgerungen.
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Wird ein System abgeleiteter Konduktoren, auf denen das
Potential gleich Null gesetzt werden kann, durch einen isolierten
und irgendwie geladenen Konduktor influenziert, so entsteht auf
ersteren nur die entgegengesetzte Elektricitiat, wie auf letzterem,
und zwar ist die Gesamtladung des influenzierten Systemes stets
kleiner, als die des influenzierenden Leiters, ausgenommen den
Fall, daB die influenzierten Konduktoren den influenzierenden mit
einer Schale umgeben, und daher alle von dem letzteren ausgehenden
Kraftlinien auf den ersteren endigen und keine ins Unendliche ver-
laufen; in diesem Falle sind dann beide Ladungen gleich.

~ Sind die influenzierten Konduktoren isoliert und mit der La-
dung Null versehen, so muB an einem jeden d¢/On, zum Teil po-
sitiv, zum Teil negativ sein, es muB also fir einen jeden der Wert
von ¢ zwischen dem auf dem influenzierenden Konduktor geltenden
und Null liegen. Es entsteht auf einem jeden ferner der influenzieren-
den entgegengesetzte Elektricitit, soweit ihn Kraftlinien von
dem influenzierenden Konduktor treffen, gleichnamige, soweit aus
dem Unendlichen kommende Kraftlinien auf ihm endigen. Die gleich-
namige, wie die ungleichnamige Ladung fiir sich betrachtet, muB
also im allgemeinen wieder geringer sein, wie die sie influen-
zierende. —

Ist ein homogener Leiter gegeben, welcher einen Hohlraum,
und innerhalb desselben beliebige elektrisierte, gegen den Leiter
isolierte Korper enthilt, so giebt die Formel (8”), auf eine den Hohl-
raum umschlieBende, innerhalb des Leiters verlaufende Fliche an-
gewandt, wegen des im Leiter konstanten ¢,

(Et) =0

oder, wenn man mit E, die Ladung der im Hohlraum befindlichen
Korper, mit €, die auf der inneren Wand o, influenzierte Ladung

bezeichnet
E + G =0. 9")

In dem speziellen Fall, daB die Korper im Hohlraume Leiter
sind, folgt dieses Resultat auch aus dem vorhergehenden Satz iiber
die Kraftrohren.

War die leitende, aber isolierte Schale vor Einbringung der
Korper unelektrisch, so miissen die Korper eine Belegung der
auBeren Flache o, influenzieren, deren Gesamtladung €, nach dem
auf 8. 14 gegebenen ersten Prinzip die Gleichung

G +G, =0 9")
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erfiillt; es ist somit auch
_9!#.') E‘ . @a,

also die auf der Oberfliche o, erscheinende Ladung gleich derjenigen
des inneren- Systemes.

Diese Ladung verteilt sich auf o, ganz so, als wenn das innere
System, oder iiberhaupt der Hohlraum, gar nicht vorhanden wire,
wie denn die in letzterem gegebenen und influenzierten Massen in
den AuBenraum keinerlei Wirkung iiben. In der That ist ja die
Potentialfunktion im #uBeren Raum, auBer durch die ibrigen, auf
den Hohlkérper gar nicht beziiglichen Bedingungen, dadurch voll-
stindig bestimmt, daB sie an der Oberfliche o, konstant sein und

die Formel
do
a1,

do,= —4n€, = — 4nkE;
erfilllen muB.

Sonach tritt bei UmschlieBung des Systemes mit dem Hohl-
korper beziiglich der Wirkung auf &uBere Punkte die #uBere La-
dung €, vollstindig an Stelle der im Hohlraum gegebenen E,, und
die Potentialfunktionen der Ladungen E; und € miissen sich im
AuBeren Raum zerstoren.

Denkt man den oben betrachteten Hohlkérper zur Erde ab-
geleitet und dadurch das Potential Null auf ihm hergestellt, so ist
nach 8. 22 im ganzen #uBeren Raume, wenn dort keine elektrischen
Massen vorhanden sind, die Potentialfunktion ¢ gleich Null.

In diesem Falle — aber nur in diesem — iibt also der Hohl-
kérper fir 4uBere Punkte die Schirmwirkung gegen innere Massen,
die er fir innere Punkte gegen duBere Massen unter allen Um-
stinden iibt. —

Aus der bewiesenen entgegengesetzten Gleichheit der Potential-
funktionen der Ladungen ;und €, im duBeren Raum folgt nun weiter,
daB, wenn man um das innere System eine Fliche o konstruiert, die
ebenso verlduft, wie die Wand o, des Hohlraumes, und diese mit der
entgegengesetzten der zuvor dort influenzierten Dichte belegt, diese
Ladung, die wir kurz mit — @, bezeichnen wollen, im #uBeren
Raum die gleiche Potentialfunktion giebt, wie zuvor die innere
Masse E, und die letztere daher fiir duBere Punkte vollig ersetzt.

Ist die Fliche leitend, so ist die so erhaltene Belegung im
allgemeinen nach Beseitigung der Massen Z, nicht im Gleichgewicht;
sie ist dies nur dann, wenn die Fliche o eine Niveautliche fiir die
inneren Ladungen E, bildet. Denn da auBerhalb und an der Fliche o
di¢ Potentialfunktion von E; und die von — @, einander gleich sind,
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so ist in d1esem Falle jene Flé,che auch fiir die Ladung l’., eine
Potentialflache, —

Die vorstehenden Resultate lassen sich in leicht ersichtlicher
Weise nahezu ungeiindert auf den allgemeineren Fall iibertragen,
daB auch auBerhalb des Hohlkdrpers beliebige elektrisierte Korper
vorhanden sind; ihre Gesamtladung werde mit Z, bezeichnet.

Auch hier ist %, durch @, fir den Auflenraum vbllig kompen-
siert, und man kann demnach das innere System durch die auf einer
dasselbe umschlieBenden Oberfliche o geeignet ausgebreitete La-
dung — G, in seiner Wirkung auf Punkte auBerhalb o vollkommen
ersetzen. Damit diese Ladung im Gleichgewicht sei, ist aber jetzt
erforderlich, daB lings o die Potentialfunktion der beiden Systeme
E;, und E_ konstant sei.

Denn im #uBeren Raume ist die Potentialfunktion der Ver-
teilungen E, + E, gleich derjenigen von — G, + £,, und da letztere
an der leitenden Fliache im Falle des Gleichgewichtes konstant sein
muB, so gilt dasselbe fiir erstere.

In dem von der Fliche o umschlossenen Raume ist die Potential-
funktion ¢, der Vertcilung — €, -|- E, konstant, da gleiches auf der
Oberfliche stattfindet, und auBerdem im Innern die Gleichung

Ag,=0

gilt. Iis ist dort also auch die Potentialfunktion von -+ ¢, nur um
eine Konstante von derjenigen von £, verschieden; + G, d. h. die
durch das innerc System F; influenzierte Verteilung, vermag also
die Wirkung von E, auf die inneren Punkte zu ersetzen. —

Die oben gefundenen Resultate tiber die Influenzierung eines
Hohlkérpers durch ein im Hohlraume befindliches elektrisiertes Sy-
stem konnen u. a. dazu dienen, das erste der S. 14 angegebenen Prinzipe
mannigfaltiger experimenteller Priifung zu unterwerfen. Denn um-
schlieBt man ein beliebiges System von elektrisierten Leitern und
Nichtleitern durch eine leitende isolierte Oberfliche — die etwa aus
zwei Teilen zusammengesetzt ist — und bringt man Vorkehrungen
an, um das System zu verindern, seine Teile zur Beriihrung zu
bringen, zu trennen, gegeneinander zu reiben, so muB hierbei die
duBere Ladung der leitenden Oberfliche, und demgemif ihre Wir-
kung auf einen MeBkorper, ganz ungeindert bleiben.

Ferner konnen sie benutzt werden, um die Gesamtladung eines
korperlichen Systemes, dessen Konfiguration eine theoretische Be-
rechnung der auf ihm stattfindenden Verteilung unméglich macht,
experimentell zu bestimmen. Hierzu braucht man nur das System
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durch eine homogene, leitende und isolierte Oberfliche zu um-
schlieBen, deren Gestalt so, z. B. kugelférmig, gewihlt ist, daB das
Gesetz der Dichtigkeit der Ladung auf ihr theoretisch ableitbar ist;
dann kann man durch die Beobachtung der Wirkung auf den MeB-
kérper die Ladung der Oberfliche und somit auch die Ladung des
gegebenen Systemes bestimmen. —

§ 4 Influenzierung eines Konduktors durch ein System von ge-
ladenen Isolatoren; gegenseitige Influenzierung zweier Konduktoren.

Die oben abgeleiteten allgemeinen Sitze iiber die Ersetzbarkeit
eines elektrischen Systemes durch eine geladene, dasselbe umschlieBende
Oberfliche geben eine wichtige Methode an die Hand, um losbare
Fille der Influenzierung eines isolierten oder abgeleiteten Leiters
durch geladene Isolatoren zu konstruieren ©).

Sei ein beliebiges System von geladenen Isolatoren gegeben
und die ihm entsprechende Potentialfunktion ¢, sowie das System
der ihr entsprechenden Niveauflichen bestimmt. Ersetzt man nun
eine beliebige dieser Niveauflichen durch eine leitende, isolierte
Oberfliche o, beseitigt die von ihr umschlossenen elektrischen La-
dungen und bringt auf ibr eine Dichte

1 d¢

0= — — "

4n dn,

an, so ist diese Ladung im Gleichgewicht und stellt die auf o durch
die iuBeren Massen bei einer Anfangsladung

F= f ado
influenzierte Verteilung dar.

Zugleich ergiebt die entgegengesetzte Dichte — « diejenige Ver-
teilung, welche auf der Begrenzung eines Hohlraumes in einem ho-
mogenen Leiter von der Gestalt jener Oberfliche o durch die inner-
halb derselben liegenden Massen influenziert werden wiirde.

Entspricht die Niveaufliche speziell dem Werte ¢ = 0, so giebt
das Verfaliren die vollstiindige Bestimmung der Influenzierung der
zur Erde abgeleiteten Oberflaiche o durch das Zuflere System.

Reduziert sich hierbei das influenzierende System auf einen
Punkt mit der Ladung Eins, so verwandelt sich ¢ nach S. 185 des
I. Bandes in die erste abgeleitete GRreEN'sche Funktion fir den
Raum zwischen der unendlich grofen Kugel und der leitenden
Oberfliche, resp. fiir den von der leitenden Oberfliche umschlossenen
Raum; die auseinandergesetzte Methode fiihrt also speziell auch zu
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der Konstruktion von Fillen, fiir welche die abgeleitete erste
GreeN'sche Funktion, die weiter mit 7, statt wie frither mit I,
bezeichnet werden soll, angebbar ist.

Die Kenntnis von I' erméglicht dann auch sogleich die Lésung
des Problemes der Influenzierung jener bestimmten leitenden Ober-
fliche o durch beliebige geladene Isolatoren bei Zulassung einer be-
liebigen anfinglichen Ladung.

Die Loésung wird gegeben durch die allgemeine Formel (183")
auf S. 185 des I. Bandes, welche unter Riicksicht auf das auf
S. 187 Gesagte lautet

AUl o 2 o S U 10
P;M._”ff/ando 4an‘Ade )

und: den Wert einer reguliren Funktion 7 an einer beliebigen Stelle
a, b, ¢ eines vollstindig begrenzten Raumes % ausdriickt durch die
Werte von 7 an der Oberfliche und die von A 7 im Innern von k.
I’ ist definiert durch sein regulires Verhalten innerhalb % mit Aus-
nahme der Stelle a, 4, ¢, wo es sich wie die reciproke Entfernung
verhilt, durch Erfiillung der Formel A I"'=0, durch die Ober-
flichenwerte I" = 0 an Begrenzungsflichen, die im Endlichen liegen,
und 9I'/6n = — 1/r} an der unendlichen Kugel vom Radius 7,.
n bezeichnet die innere Normale auf der Begrenzung in Bezug auf
das Integrationsgebiet %, also die duBere in Bezug auf die durch die
Oberfliche o ausgeschlossenen Riume.

Wenden wir diese Formel auf unseren Fall an, identifizieren
wir also 7 mit der elektrischen Potentialfunktion ¢, so ist g; an
dem — ganzim Endlichen gedachten — Konduktor konstant gleich P,
an der unendlichen Kugel unendlich klein wie 1/r,; auBerdem gilt
innerhalb % die Gleichung A ¢ = —4m9, worin ¢ sich auf die
Ladung der Isolatoren bezieht. I

Wir erhalten demnach, wenn wir noch den Punkt a, 4, ¢ weiter
z,y, z nennen und die Koordinaten des Raum- und des Oberflichen-
elementes mit z,, y,, z, und ,, ¥,, z, bezeichnen,

g=L Pf(%)ldol +[ o I dy. 10')

Sind keine geladenen Isolatoren vorhanden, steht also der Kon-

duktor nur unter der Wirkung der Selbstinfluenz, so ist o =0 zu
setzen.

Die Gleichung (10°) giebt in dem Falle, dal der Potential-

wert P auf dem Konduktor vorgeschrieben ist, unmittelbar die

vollstindige Liosung des Problems; ist dagegen die Gesamtladung E
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des Konduktors gegeben, so hat man den Wert (10" fur @ in d1e
Formel (6") einzusetzen und mit Hilfe des Resultates P durch F
auszudriicken.

Das Resultat besitzt die Form

10”) E=PC+C,

worin C und C, Konstanten sind, von denen C nur von der Gestalt
und GroBe des Konduktors, C, auBerdem von der Konfiguration
und der Ladung der Isolatoren abhingt.

C hat dabei speziell die Bedeutung der Elekiricititsmenge,
welche man der Ladung zufiigen muB, um den Potentialwert P um
die Einheit zu steigern, dividiert durch die Einheit der Potential-
funktion. Diese Menge ist nach dem Gesagten unabhingig von den
etwa auf Isolatoren vorhandenen Ladungen und wird die Kapacitit
des Konduktors genannt?); ihre Dimensionalgleichung lautet nach
(5") und (5").

10%) (€] = [e/g] = ¢

Auf einer Kugel, die im leeren Raume allein vorhanden ist,
verteilt sich die Ladung F nach Symmetrie gleichférmig; die Potential-
funktion dieser Verteilung ist fiir duBere Punkte nach S. 161, Bd. I
@ = E[r, worin » die Entfernung vom Mittelpunkt bezeichnet; auf
der Oberfliche wird

¢ =P=L|R,
es ist also C= R, die Kapacitit einer Kugel daher gleich ihrem
Radius. —

Ein einfaches Beispiel fiir das Vorstehende wird durch zwei
Massenpunkte mit den Ladungen + ¢, und — e, im gegenseitigen
Abstand -4 geboten. Die Oberfliche ¢ = 0 ist hier eine Kugel,
welche die grofere Ladung so umschlieBt, daB der Radius R die
mittlere Proportionale zwischen den Abstinden beider Massenpunkte
vom Kugelcentrum ist; zugleich wird, falls — e, > + ¢, ist,

—eie,=A: R,

Die Influenzierung einer abgeleiteten Kugel durch einen
#uBeren oder einen inneren Punkt, und damit zugleich die ent-
sprechende erste GREEN’sche Funktion, ist hiernach also durch eine
Art von Spiegelpunkt mit gegebener Masse bestimmt®).

Wenn die Kugel isoliert ist und eine beliebige Anfangsladung F
besitzt, so kann man den oben angegebenen allgemeinen Weg ein-
schlagen; man gelangt aber noch einfacher zum Ziele, wenn man
zu der -auf der abgeleiteten Kugel influenzierten, mit dem Ort
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vamereuden Vertellung von dem Betrage — ¢, noch eine konstante
von der GesamtgréBe (£ + e,) hinzufiigt. Diese ist fiir sich allein im
Gleichgewicht; sie erginzt also die frithere in einer Weise, welche
alle Bedingungen erfiillt bleiben 1iBt. —

Da die zur Konstruktion der Losung angenommenen inneren
Ladungen fiir alle Punkte auBerhalb der sie umschlieBenden Ober-
fliche der eingefiihrten Oberflichenbelegung vollstindig dquivalent sind,
80 kann man auch die Kraft, welche die duBeren Massen seitens der
geladenen und materiell gedachten Oberfliche erfahren, berechnen,
indem man an Stelle der letzteren die Korper, welche die inneren
Ladungen tragen, wirksam denkt.

Dies Verfahren liefert in dem obigen speziellen Problem, wo
diese Korper sich auf einen einzigen Massenpunkt reduzieren, den
hochst einfachen Wert

K= "_h;s__ —

Die im Vorstehenden auseinandergesetzte Methode zur Ab-
leitung der Influenzierung eines Konduktors durch ein System elektri-
sierter Isolatoren bildet die Grundlage eines wichtigen Verfahrens
zur Bestimmung der gegenseitigen Influenzierung zweier
Konduktoren (1) und (2) durch successive Anniherung.

Dasselbe setzt voraus; daB nach fritheren Methoden fiir jeden
der beiden Konduktoren gelost sei erstens das Problem des Gleich-
gewichts der Elektricitit, wenn er fiir sich allein vorhanden und
isoliert ist, sowie zweitens dasjenige der Influenzierung durch einen
elektrischen Punkt, wenn der Konduktor zur Erde abgeleitet ist;
diese Forderungen erfiillt gedacht, fithrt der folgende Weg zur Lisung
der vorliegenden allgemeineren Aufgabe®).

Sei (1) zunichst allein vorhanden und auf das Potential Eins
geladen, so entsteht auf ihm eine gewisse Verteilung, die man
nach dem Gesagten berechnen kann, und die einer Ladung e,
entsprechen mige.

Wird nun diese Verteilung fest gehalten gedacht, der Kon-
duktor (2) an seine Stelle gebracht und zur Erde abgeleitet, so wird
auf ihm eine Ladung — e, influenziert, die gleichfalls angebbar ist.

Ferner werde — e, festgehalten und seine Influenz auf den ahge-
leiteten Konduktor (1) untersucht, welche dort die Ladung e; bewirken
mag, und es werde so wechselsweise weiter verfahren, wodurch Lhadungen
e/, ¢ ... auf (1), Ladungen — ey, — e;,... auf (2) entstehen.

Superponiert man alle diese Verteilungen und bildet die Summe ¢,
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aller ihrer Potentialfunktionen, so entsteht auf (1) eine Gesamt-
ladung

11) Ch=¢e+e +el +...
und ein Potential Eins, auf (2) eine Gesamtladung
11) G e e i )

und ein Potentialwert Null

Analog, wie oben mit (1), kann man mit dem Konduktor (2)
beginnen und erhilt dadurch eine zweite Reihe von Verteilungen
auf beiden Konduktoren; superponiert man auch diese und bildet
die Summe ¢, aller ihrer Potentialfunktionen, so erhilt man auf (1)
die Gesamtladung

11) Ca= — e+ it 6 +.)
und den Potentialwert Null, auf (2) die Gesamtladung
11) Ca=¢,+e+e +...

und den Potentialwert Eins.

In dem Falle, daB die Potentialfunktion auf (1) den Wert P,
auf (2) den Wert P, besitzt, nimmt die Potentialfunktion aller Ver-
teilungen die Form
12) =L g + By,
an, und die Gtesamtladungen von (1) und (2) werden

{ El = Cll‘Pl e CmPa'
Es i czlP] + Csspz‘

Die Konstanten C,,, welche ersichtlich nur von der Gestalt und
der gegenseitigen Orientierung der beiden Leiter (1) und (2) ab-
héngen, heiBen wegen der formalen Verwandtschaft dieser Be-
ziechungen mit (10”) die Kapacititskoefficienten des Systemes;
in der That geht C;, in das frithere C iiber, wenn man den Leiter (2)
unendlich klein gegen seine Entfernung werden lait, sodaB er als
Massenpunkt betrachtet werden kann. C,, hat die Bedeutung des Zu-
wachses, welchen man der Ladung des Konduktors (k) geben mub,
um bei konstantem P, den Potentialwert P, um die Einheit zu ver-
groBern, und ist, wie spiter zu zeigen, gleich C,,.

Aus den Formeln (12) kann man umgekehrt, wenn nicht die
Potentialwerte, sondern die Ladungen gegeben sind, erstere be-
rechnen; man erhilt

12)

o _E-zolz“ 'El 02:
DRl carnc s i s
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ebenso dienen sie, wenn eine Ladung und ein Potentialwert vor-
geschrieben ist, dazu, die beiden anderen GréBen zu finden.

Das obige Verfahren verliert offenbar die Anwendbarkeit, wenn
die Summen (11) bis (11"), welche die Kapacititskoefficienten C,,
definieren, unbestimmt werden; dies geschieht z. B., wenn der eine
der beiden Konduktoren den anderen vollstindig umschlieBt, weil
hier alle ¢, resp. e, unter sich gleich werden.

Es bietet dagegen keine Schwierigkeit, nach der vorstehenden
Methode die gegenseitige Influenzierung zweier leitender Kugeln zu
berechnen '%); ist ihr Abstand einigermaBen betrichtlich neben ihren
Durchmessern, so konvergiert die fiir das Resultat erhaltene Reihe
ziemlich stark und ist fiir die numerische Rechnung wohl geeignct.

Dies Problem hat eine groBe praktische Bedeutung, weil eines
der wichtigsten elektrostatischen MeBinstrumente, die CourLoms’sche
Drehwage, an die Wechselwirkung zwischen zwei elektrisierten iso-
lierten Kugeln ankniipft. Die Anordnung dieses Instrumentes ist
bekanntlich die, daB eine isolierte leitende Kugel (die Standkugel),
mit der zu bestimmenden Ladung versehen, derart fest auf-
gestellt wird, daB sie ihre Wirkung auf eine andere, an einem leicht
drehbaren Hebel befestigte und mit bekannter Ladung, z. B. mit
der Ladung Null versehene, ausiiben kann. Man beobachtet dabei
meistens das Moment, welches erforderlich ist, um den Hebelarm in
derjenigen Lage festzuhalten, die er einnimmt, wenn beide Kugeln
unelektrisch sind; in anderen Fillen auch den Winkel, um welchen
der Hebel durch die gleichzeitige Wirkung des Drehungsmomentes
der elektrischen Kraft und der Aufhingung aus seiner Ruhelage
abgelenkt wird.

Uber die allgemeine Methode zur Berechnung der Wechsel-
wirkungen zwischen Konduktoren aus ihrem Potential ist im ersten
Paragraphen gesprochen worden; hier geniigt es, darauf hinzuweisen,
daB nach den Entwickelungen auf S. 29 alle die in den Formeln
(11) bis (11"") aufgefihrten Partialladungen e beider Kugeln fiir
duBere Punkte mit je einem im Innern der betreffenden Kugel
liegenden Punkt von gleicher Ladung #quivalent sind. Die ganze
Wechselwirkung zwischen den beiden Kugeln wird also durch die
Summe der parallelen Kriifte erhalten, welche alle, jene Ladungen
tragenden Punkte innerhalb der einen Kugel von allen denjenigen
innerhalb der anderen erleiden.

Beilaufig sei iibrigens bemerkt, daB die Theorie der Drehwage
sich in Wirklichkeit erheblich komplizierter gestaltet, als aus dem
Vorstehenden hervorzugehen scheint, weil faktisch nicht nur die
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beiden Kugeln, sondern durch deren Influenz alle Teile des Instru-
mentes, seien sie nun Leiter oder Diélektrica, influenziert werden
und demgem#B riickwirkend elektrische Krifte ausiiben.

Ferner ist zu erwihmen, daB nur in seltenen Fillen eine zu
untersuchende Elektricititsmenge sich vollstindig auf die Standkugel
der Drehwage iibertragen 1iBt; die Versuchsanordnung ist demgemiB
meist die, daB man von dem untersuchten Konduktor einen Teil der
Ladung, entweder durch direkte Berithrung mit der Standkugel, oder
aber durch Verbindung mittels eines langen, diinnen Drahtes ent-
nimmt; in beiden Fillen ist, um die Beobachtung verwerten zu
konnen, die vorherige Losung des theoretischen Problems der Ver-
teilung auf dem aus Kugel, Konduktor und event. Verbindungsdraht
bestehenden System erforderlich.

Ist die Entfernung der Kugel von dem untersuchten Konduktor
so groB, daB die wechselseitige Influenz vernachlissigt werden kann,
30 hat die Aufgabe die denkbar einfachste Gestalt, da die Einwirkung
des Verbindungsdrahtes bei hinreichender — iibrigens nicht leicht
praktisch erreichbarer — Kleinheit des Querschnittes vernachlissigt
werden kann.

Dies erhellt aus dem S. 157 Bd. I abgeleiteten und oben S, 11
wiederholten Resultat, daf die NEwron’sche Potentialfunktion einer
Kurvenbelegung von endlicher linearer Dichte z in der Kurve selbst
logarithmisch unendlich wird. Denn wenn der Draht mit dem Kon-
duktor leitend verbunden ist, so nimmt er dessen endliches Po-
tential an; er kann somit auch nur unendlich wenig Ladung auf
sich festhalten und giebt demnach in alle endlichen Entfernungen
nur einen unendlich kleinen Anteil zur Potentialfunktion.

Hieraus folgt, daB das Gesetz der elektrischen Verteilung auf
dem Konduktor und auf der Kugel dasselbe ist, als wire jeder dieser
Korper bei ungeinderten sonstigen Umstinden fiir sich allein vor-
handen; nur der absolute Wert der Dichte wird durch die Ver-
bindung beeinfluBt werden, und zwar gilt, wenn P den konstanten
Potentialwert und €’ die Kapacitit des Konduktors, C” diejenige
der Kugel bezeichnet — beide im weiteren Sinne des Wortes, unter
Beriicksichtigung des Einflusses der benachbarten, am einfachsten
samtlich zur Erde abgeleiteten Korper verstanden —, und &' resp.
E” die auf beiden Kérpern befindlichen Anteile der Gesamtladung E
bedeuten,

F =PC, B"=PC"

hieraus folgt das Gesetz der Verteilung
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e : Ern k=0 :(C‘ —I—-C"),
wihrend die Anderung des urspriinglichen Potentialwertes P, des
mit E geladenen Konduktors durch AnschluB der Standkugel ge-
geben wird durch die Beziehung

£ E c '+ C”
7 oder — = N i

Ist also die Kapacitit der Standkugel klein neben derjenigen des
Konduktors, so wird der Potentialwert durch ihren AnschluB nicht
merklich herabgedriickt.

Wir haben die vorstehenden Entwickelungen an eine spezielle,
theoretisch relativ einfache Gestalt des Elektrometers angekniipft;
sie lassen sich leicht auf jede andere Konstruktion iibertragen, bei
welcher ein irgendwie gestalteter Leiter mit dem zu untersuchenden
System verbunden und der Einwirkung eines mit gegebener Ladung
versehenen zweiten Leiters ausgesetzt wird. Bei manchen Einrich-
tungen verzichtet man der Schwierigkeit wegen auf die theoretische
Bestimmung des Gesetzes, nach welchem die Einwirkung des festen
auf den beweglichen Teil des Elektrometers von der Gestalt und
der gegenseitigen Lage beider Korper abhingt; es ist dann er-
forderlich, das Instrument zu graduieren, was dadurch geschieht,
daB man bekannte Potentialdifferenzen zur Wirkung gelangen laBt
und die ihnen entsprechenden Gleichgewichtslagen des beweglichen
Teiles beobachtet. Hier finden jene, am Ende von § 2 beschriebenen
Ketten erfolgreiche Anwendung. —

§ 5. Das allgemeine Problem des elektrischen Gleichgewichtes fiir
Leiter. Kondensatoren.

Fiir die Losung des allgemeinen Problems des elektrischen
Gleichgewichtes auf einem System von p beliebigen Konduktoren bei
Anwesenheit beliebiger geladener Isolatoren ist natiirlich die An-
wendung der ersten abgeleiteten Green'schen Funktion I" und
der Formel (10) ebenso zuldssig, wie fir die Behandlung der
einfacheren Aufgabe auf S. 27, obgleich in Praxis dieser Weg
kaum eingeschlagen werden wird. Man erhilt das Resultat in der
Form

1 - aT v
¢ = 1. B[ (55) 0+ [eFidh, i

worin die Oberflichenintegrale itber alle Konduktoren, die séamtlich

im Endlichen liegend gedacht werden mégen, das Volumenintegral iiber
Voi16T, Theoretische Physik. II. 3
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den ganzen, zwischen den Konduktoren und der unendlich grofien
Kugel liegenden Raum zu erstrecken sind. Schreiben wir die letzte
Formel kurz
13)) =28V + 7,
so giebt 7, den Wert, welchen ¢ annimmt, wenn bei ungeénderter
Konfiguration alle Konduktoren zur Erde abgeleitet sind; es geniigt
der Gleichung A Vy= — 4n¢ und verschwindet an allen Kon-
duktoren. 7, stellt den Wert von 7 dar, welcher entsteht, wenn
alle Isolatoren beseitigt und alle Konduktoren (1), (2),.. (& — 1),
(k + 1),..p abgeleitet sind, () aber auf das Potential Eins geladen
ist; es geniigt der Hauptgleichung A 7,= 0, ist am Konduktor (k)
gleich Eins und verschwindet an allen iibrigen.

Bildet man gem#B der Formel (6) aus (13") den Ausdruck fiir
die Ladung E, des Konduktors (k), so erhilt man einen Ausdruck
von der Form!'?)

14) BE=SPC,+C, firhundk=1,2,...p,
h

worin

g G el e 1

14) R ol g aﬂ)k %

die spezielle Ladung bezeichnet, welche der Konduktor (k) erhilt,
falls nach Beseitigung der geladenen Isolatoren der Konduktor (k)
auf das Potential Eins, alle fibrigen auf das Potential Null ge-
bracht sind,

1 vV
14" Co=— 13 (—a';;o*)kd 0
dagegen diejenige, welche durch die geladenen Isolatoren auf dem
Konduktor (k) influenziert wird, wenn sowohl dieser, als alle an-
deren Konduktoren abgeleitet sind.

Die Faktoren C,, und C,, stellen die allgemeinen Kapacitits-
koefficienten des Systems dar; die S. 28 eingefiithrte Kapacitit C
bildet einen speziellen Wert eines solchen, und die Dimensional-
gleichung der C,, lautet demgemi8

14" [Cd = 1.

Ist fir eine Anzahl von j Konduktoren der in Formel (13)
auftretende Potentialwert P, nicht direkt vorgeschrieben, sondern
die Ladung Z,, so konnen die j Formeln (14) fiir diese Ladungen
benutzt werden, um die beziiglichen P, durch sie und durch die
itbrigen Potentialwerte auszudriicken. Es liBt sich daher, wie auch
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immer das Problem formuliert sei, jederzeit fiir jeden Konduktor
eine Gleichung von der Form (14) aufstellen. —
Wir wollen weiterhin von der Anwesenheit geladener Isolatoren

absehen, also statt (14) die vereinfachte Formel
Ek=§:1’h6’“, fir A und 2=1,2,...p 15)

voraussetzen.
Wendet man die Gleichung (181°) von S. 179 des 1. Bandes,
d. h. die Beziehung

[war-ravai-— (057 - r30)a,

auf zwei der Glieder 7, an, so liefert sie

AU § 4 — 87,
Jgaes [R50,

die Integrale iiber die Oberflichen aller Konduktoren ausgedehnt;
nach den Werten, welche 7, und 7, daselbst besitzen, folgt daraus
sogleich

av, av | ,
f(a—;)hdoh=f(a—':‘)kdok, s 10 A, 15

Ist nun einmal nur 2,, das andere Mal nur P, von Null ver-
schieden, so erhélt man resp.

_@:Cthh und E=C,kPF 15")

hk~ k?
also fiir den Fall P,= P, auch E = E,, und damit einen leicht in
Worte zu fassenden Reciprocititssatz.
Lost man die Gleichungen (15) nach den P, auf, so gewinnt
man das System!?)

P=>7,E5, firkhadi=12...p, 16)
n

dessen Koefficienten 7}, die Potentialkoefficienten des Systemes
von Konduktoren heifen. Da zwischen den Koeffizienten C,, des
primiren Systemes die Beziehungen C,, = C,, bestehen, so gilt auch

fir die Potentialkoeffizienten
Vie= Vea- 16)
Ist einmal nur E,, das andere Mal nur &, von Null verschieden,

so erhilt man resp.

S ol Ml (FSY 167)

kh"k?

und damit einen zweiten leicht zu formulierenden Reciprocititssatz. —
a‘
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Bezughch der Werte der Koefﬁclenten C und V,, kann man
mit Hilfe der allgemeinen Sitze auf S. 23 ]elcht. einige Aufschliisse
erhalten.

C,, ist die Ladung des Konduktors (£), wenn auf(k) der Potential-
wert Eins, auf allen ibrigen Null stattfindet. Demgemil ist

17) i s vy ==
und zugleich muB
17) Cn=— % Cx.r.

sein, wobei der Index k(h) wie frither bezeichnet, daB fiir £ alle
Werte von 1 bis p mit Ausnahme von 2 genommen werden sollen.

V,, ist der Potentialwert auf dem Konduktor (k) wenn (k) mit
der Ladung Eins versehen ist, und alle iibrigen eine Ladung nicht
besitzen. DemgemiB ist

18) For >0, und such 7., > 0;
auBerdem gilt
18) Vin > Ve

Wendet man die allgemeinen Formeln (13), (15) und (16) auf den
speziellen Fall nur zweier Konduktoren an, so gelangt man zu den
Gleichungen (12) bis (12") zuriick; die Werte, welche dabei die
Koefficienten C,, und 7,, gemif den Formeln (11) his (11) be-
sitzen, gestatten leicht, die soeben ausgesprochenen Sitze zu veri-
fizieren. AuBerdem geben sie noch zu einer weiteren Bemerkung
Veranlassung.

Nach den Uberlegungen, durch welche die GroBen €y €y o
€, €, ... WS w. eingefithrt sind, ist ¢, die Kapacitit C; des Kon-
duktors (1), wenn er im leeren Raum allein vorhanden ist. Da

Ch=¢+e+e+...

ist, und in dieser Summe sémtliche Glieder positiv sind, so ist C,,,
die Kapacitit von (1) in Gegenwart des zur Erde abgeleiteten Kon-
duktors (2), stets groBer, als C,, und zwar umsomehr, je stirker die
influenzierende Wechselwirkung zwischen (1) und (2) ist. DaB dieses
Verhiltnis auch bestehen bleibt, wenn der auf S. 29 eingeschlagene
Weg zur Bestimmung von ¢ nicht gangbar ist, 1aBt sich durch eine
einfache geometrische Betrachtung erweisen.

Denken wir uns z. B. einen Konduktor auf ein vorgeschriebenes
Potential geladen und durch eine leitende und zur Erde ab-
geleitete Schale umschlossen, so werden die Potentialwerte von der
Oberfliche des Konduktors um so schmeller nach Null abfallen
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mussen, Jje dlchter die Schale ihn umschheﬂt da aber nach (G’) che
Flichendichte ¢ der Ladung mit d¢ [dn, proport.mnal ist, so ent-
spricht dem schnelleren Abfall eine stirkere Ladung, und somit eine
groBere Kapacitit.

Bei gleicher Ladung kann also der Potentialwert auf einem
isolierten Konduktor dadurch verkleinert werden, daB man in seiner
Umgebung andere, zur Erde abgeleitete Konduktoren aufstellt.

Da nun die Elektricititsverluste infolge von unvollstindiger
Isolation auf einem geladenen Konduktor um so gréBer sind, auf
je hoherem Potential — absolut gesprochen — seine Ladung sich
befindet, so eignet sich ein isolierter, von abgeleiteten dicht um-
gebener Konduktor hervorragend zum Ansammeln und Aufbewahren
von elektrischen Ladungen. Solche Leitersysteme nennt man Kon-
densatoren; ihre Theorie ist ein spezieller Fall des oben behan-
delten allgemeinen Problemes. Ist (1) der zur Aufnahme der La-
dung bestimmte Konduktor, so stellt C,, die Kapacitit des Kon-
densators dar.

Auch durch Annsherung weiterer isolierter, ungeladener Kon-
duktoren wird die Kapacitit eines isolierten Leiters vergriBert.

Indessen ist die Steigerung eine wesentlich geringere, als in
dem Falle, daB der Konduktor (2) zur Erde abgeleitet war; hier galt

b S

wihrend aus den Formeln (12°) in dem Falle, daB E, verschwindet, sich
B =P (c il .‘71;}?'?1.)
22
ergiebt; wegen C,= C, und C,, > 0 ist aber das zweite Glied in
der Klammer stets positiv. —

Einige der praktisch wichtigsten Kondensatoren — Frankrin’sche
Tafel, Leydener Flasche — haben die einfache Form zweier par-
alleler leitender Fliachen (0) und (1), deren Abstand gegen ihre seit-
lichen Dimensionen als verschwindend betrachtet werden kann. In
diesem Falle, wie in allen, wo die Hauptgleichung der Potential-
funktion A @ = 0 sich auf eine gewdhnliche Differentialgleichung
reduziert, bedarf es zur Losung des elektrostatischen Problemes
nicht der Anwendung der auf S. 33 u. f auseinandergesetzten.
allgemeinen Methode.

Wir bezeichnen mit » den normalen Abstand eines Punktes
zwischen beiden Platten von der Platte (0), mit @ den Abstand
beider Platten; daun ist jedenfalls

R R
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Femer konstrmeren wir von einem Punkt 2o der Platte (0) aus auBer
der Normalen n noch die zwei Kriimmungslinien s, und s,, be-
zeichnen ihre Linienelemente mit ds, und ds,, ihre Kriimmungs-
radien im Punkte p, mit R und R, und betrachten die Richtungen
der Normalen », sowie der Tangenten £ und ¢ an den Kriimmungs-
linien im Punkte p, als Koordinatenaxen.

Entspricht dem Fortschreiten um ds, lings s, eine Bewegung
um dn, parallel =, so ist
19) (ds,)? = 2R, dn, ,
wobei die Richtung von R, parallel mit », d. h. positiv nach der
Platte (1) hin, gerechnet ist.

Fiir einen Nachbarpunkt von p, auf der Platte (0) hat ¢ den
Wert tp;,, gegeben durch

e e (s s Bl
+ 3 (52). @ + 3 (55) ey + (54 dnde, + .

wobel nun gilt
At do\ 93_:_ o
Lt i (a_ﬁ_)o_o’ (a‘:)o-o'

da die Fliache (0) Niveaufliche ist, und d¢,, d¢, in erster Niéherung
mit ds,, ds, zusammenfallen. Die hochsten iibrig bleibenden Glieder
lauten bei Rilcksicht auf die Beziehung dn = dn, + dn,

(52, (@m + dm) + 3 (535%), @)? + 3 (578), @t
sie miissen fiir sich verschwinden und liefern wegen der Willkiir-
lichkeit von dt, und d¢, unter Riicksicht auf (19")

(6#%), =~ % (5)
at,\‘o__-—R'—h a-_;l__o-

aAp= “x_@’*‘a—qj'*'a mibi

ﬂ'

Da nun

ist, so erhilt man hieraus
o G AL IEPRCRRUIL M LA YA
(a”’)o (R, il R«z) (aﬂ)u telils
und bei Kombination mit (19) auch

i a 1 \
0 el el i)
Ferner ist
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unter g, die Flachendmhte auf der Platte 0 verstanden zuglewh
gilt ¢, = P, ¢, = P,, und es wird also

1 1
P-P= ——4-?ra'oa(1 +%a(_§:+?2)) 20)
und bei Beschriinkung auf die erste Ordnung des Verhiltnisses a (R,
P, -P, 1 1 /
- = (1—§ ("ET""IE;))‘ 20')

Bezeichnet man die GrdBe der Fliche (0) mit F, so ergiebt sich
fir die ganze Ladung”)

R & i (F la f )dﬁ*) 20")
und fiir die Kapacitit der Fliche (0)

Cam(}f" .;,f( ) ) 20")

fir den Fall zweier paralleler Ebenen verschwindet das zweite Glied
in der Klammer, fiir den zweier koncentrischer Kugelflichen wird
das Integral gleich 4 8a R, worin R den Radius der Kugel (0) be-
zeichnet, und das positive Vorzeichen gilt, wenn sie die abgeleitete
Kugelfliche umschlieBt, das hegative, wenn sie von ihr um-
schlossen wird.

Ubrigens liBt sich der Fall zweier koncentrischer leitender
Kugelflichen ohne Schwierigkeit bei beliebigem Radienverhiltnis
auch streng erledigen.

§ 6. Das Potential eines Systemes von Konduktoren auf sich selbst
und die bei Lageniinderungen innerhalb desselben geleistete Arbeit.
Die elektrostatische Energie.

Das Potential eines beliebigen elektrisierten Systemes auf sich
selbst ist im leeren Raume nach der Grunddefinition

¢=g,fdef%, 21)

worin sowohl die Integration nach de, wie die nach de, iiber alle
Ladungen des Systemes zu erstrecken ist. Hierfiir kann man nach
Formel (3”) unter Beriicksichtigung des hierzu Gesagten schreiben

b=1/pde, 219
worin der Wert von ¢ an der Stelle des Elementes de der Ladung
zu nehmen, und das Integral nach de, iiber alle Ladungen zu er-
strecken ist.
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Enthalt das System ausschlieBlich Konduktoren, so ist das
letzte Integral in Teile, die sich auf je einen Konduktor (%) beziehen,
zu zerlegen; fiir jeden Teil ist dann ¢ konstant gleich £, und
Sde =E, d.i. gleich der Ladung des Konduktors. Man erhilt
demgemiiB 13)

21") o=} LB,
und unter Beriicksichtigung von (15) und (16) auch

217) P=i 2B E V=22 PG

aus (217) folgt beilanfig
a0 gl
21 ) —a‘-ﬁ = P k? F.P—h — A
Von der Summe in Gleichung (21”) hat auch jedes einzelne
Glied P, E, eine einfache Bedeutung, die man erkennt, wenn man
das Potential & des ganzen Systemes auf sich selbst durch die
Potentiale ®,, der einzelnen Konduktoren auf sich selbst und durch
die Potentiale &, der Wechselwirkungen zwischen zwei Konduk-
toren (k) und (k) ausdriickt. Es gilt dann nidmlich

22) b= E ka + 2' a’hk’

wobei die zweite Summe iiber alle Kombinationen verschiedener %
und % zu erstrecken ist; und zwar bedeutet

22) D= [de, [52,
22") M—fdekfde’_-fdehf%.

Hieraus folgt dann sofort, daB

27) 20+ 3y, = fdek[fde* h{kjd"ﬂ]—fque,‘_PE

ist, wodurch die erwahnte Deutung geliefert ist.

Bei einer unendlich kleinen Anderung der Konfiguration des
Leitersystemes erleidet @ eine Anderung, die wir durch d @ be-
zeichnen wollen. d @ besteht aus zwei Teilen, deren einer d, &
von der verinderten Anordnung der Konduktoren bei ungeénderter
Ladung, deren anderer d,® von der infolge der Lageninderung
verinderten Liadung der Konduktoren herriihrt.

Der letztere Teil, den man beliebig auch zuerst bewirkt denken
kann, ist ersichtlich gleich Null; denn da die neue Verteilung
wiederum dem elektrischen Gleichgewicht entspricht, befinden sich
bei ibr auch wieder alle Ladungen auf den Oberflichen der Kon-
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dukt.oren, die Anderungen kiénnen also durch Verschiebungen auf
diesen, d. h. auf Flichen konstanten Wertes ¢, bewirkt werden, und
solche Verschiebungen lassen ersichtlich & ungesndert.

Dasselbe, wie diese einfache Uberlegung, giebt auch die Be-
rechnung der Anderung von @, welche durch bloBe Ladungs-
inderung bewirkt wird'¥). Sei dieselbe zunichst nur auf (k) statt-
findend angenommen, was durch die Bezeichnung 0 angedeutet
werden mag, so erhilt man nach (22') und (227)

Wby =} [5@e) [T + 1 [ e [252 = [ae) [1,
Wb, = [3de)[ .
Hieraus ergiebt sich

P, + Ehaf.*‘tb“ - f gd(de)= P E, 23)

wofiir man unter Riicksicht auf (22) auch schreiben kann:
WD =PFiE,. 23
Diese aligemeine Formel spezialisiert sich, wenn die Ladungs-
iinderungen, wie oben angenommen, nicht willkiirliche sind, sondern
die infolge einer Dislokation in dem Leitersystem von selbst ein-
tretenden, in welchem Falle wir das Variationszeichen & mit dem
Differentialzeichen d vertauschen wollen. Ist der Konduktor (%)
zur Erde abgeleitet, so ist nimlich P, =0, ist er isoliert, so ist nach
dem ersten Prinzip auf 8. 14 d £, = 0, in beiden Fallen gilt somit

AP =0,
und bei Summation fiiber (%) auch
d,®=>d"d=0. 23")

Damit ist auch rechnerisch erwiesen, da eine Ladungsinderung
der vorausgesetzten Art das innere Potential @ nicht &ndert, und
wir konnen das Resultat dieser Untersuchung in die Formel

db=d® 23")
zusammenfassen, in welcher d,, wie S. 6, eine Anderung bei kon-
stanter Ladung jedes Volumen- oder Flichenelementes bezeichnet.
Diese Formel ist offenbar auch fiir den Fall giiltig, daB das be-
trachtete elektrische System neben Konduktoren auch influenzlose
Isolatoren enthalt, da bei diesen eine Anderung der Ladung infolge
von Dislokationen innerhalb des Systemes von vornherein aus-
geschlossen ist.
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Aus diesen Resultaten ist nun zu schlieBen, daB d @ aus dem
ersten Werte (21”) des Potentiales folgendermaBien zu erhalten ist

24) dqiz'%z;EhEldVH;

denn aus konstanten e folgt die Konstanz der Gesamtladungen E,,
und es ist somit auch

24') db=dg .
Man kann aber auch aus (21”) folgern
24") db=31>EdP,.
k

Kombiniert man hiermit die Gleichung (15)
B=3C,B,
und die hieraus unter Riicksicht auf d B, = 0 folgende Beziehung
gc_ﬁ,‘d.ﬂ‘= — Eh:PthM‘,
so erhilt man auch
24"y ddb= +§Ehg0“1’,‘d.?,‘= —%%;th’,‘dcn.

Dieser Wert, verglichen mit dem in (21™) gegebenen zweiten
Ausdruck fiir @, zeigt, daB man auch schreiben kann

24") dO= — dp @,

wo der Index P andeutet, daB bei der Variation dic Potentialwerte
auf den einzelnen Konduktoren konstant zu halten sind. —

Verbinden wir mit der Gleichung (23") den Wert (22) des
inneren Potentiales und beachten, daB bei einer Dislokation der
starren Teile des elektrisierten Systemes, welche die Ladungen an
ihren Massen beliBt, die Potentiale ¢, der einzelnen Konduktoren
auf sich selbst sich nicht #indern, so erhilt man

25) db=d®=dS'D,,.

Nun ist aber die Variation d, iquivalent mit J, aus dem ersten
Paragraphen, und daher ergiebt die Kombination dieser Formel mit
(2") sogleich

25") dO=d b= —d'4,,

worin d’4; die Arbeit der Wechselwirkungen zwischen den Kon-
duktoren bei der vorausgesetzten Dislokation bezeichnet.

Denkt man sich diese Wechselwirkungen durch #uBlere, an den
Konduktoren angreifende Krifte derartig kompensiert, daB dieselben
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bei der Verschiebung dauernd im Gleichgewicht sind, so ist deren
Arbeit d’d,= — d'4, und demgemiB '

db=dA,. 25")

Zieht man die allgemeine Definition (48) der Energie von S. 40 des
I. Bandes heran, so ergiebt sich, daB, falls bei den betrachteten
Vorgingen, wie es scheint, anderweit ein Arbeitsverbrauch nicht
stattfindet, z. B. eine Wirmeentwickelung ausgeschlossen ist, das
innere Potential @ eines Systemes von Konduktorem bis auf eine
additive Konstante die elektrostatische Energie des Systemes
darstellt. Dieser Zusammenhang bleibt nach dem zu Formel (23")
(Gesagten auch bestehen, wenn das System auBer den Konduktoren
geladene absolute Isolatoren enthalt.

Es ist indessen wohl zu beachten, daB von der durch @ dar-
gestellten elektrischen Energie sich jederzeit nur ein Teil direkt als
Arbeit aus dem System gewinnen laBt.

Besteht z. B. das System aus zwei gleichnamig geladenen Kon-
duktoren (1) und (2), so enthilt die Energie in der Ausgangsposition
die drei Teile @), @3, und @}, von denen der erste und zweite das
Selbstpotential je eines der beiden Leiter, der letate das Potential ihrer
Wechselwirkung darstellt. Entfernt man die beiden Leiter vonein-
ander, so gewinnt man dauernd Arbeit, bis ihre Entfernung unend-
lich geworden ist; hier ist indessen die Energie noch nicht erschipft, son-
dern besteht noch aus der Summe der Selbstpotentiale ®,, und @,
der beiden Leiter, wie dieselben sich gestalten, wenn jeder von
ihnen mit der urspriinglichen Ladung fiir sich allein vorhanden ist.
Die gewonnene Arbeit ist somit

A= (P}, + D3, + Dyy) — (P, + Dyy);

weitere wire nur zu entnehmen, wenn man die Konduktoren sich
gegen AuBeren Druck unbegrenzt ausdehnen lassen kinnte.

Man kann indessen einem geladenen Konduktor seine elektrische
Energie vollig entziehen, indem man ihn zur Erde ableitet; es bleibt
die Frage zu beantworten, in welcher Gestalt sie dann fortexistiert.

Ahnliche Uberlegungen lassen sich an ein System aus zwei ver-
schiedenartig geladenen Konduktoren ankniipfen. Hier wird Arbeit
gewonnen, wenn dieselben einander genihert werden, und der maxi-
male Betrag ist entzogen, wenn eine solche gegenseitige Position
erreicht ist, in der, ohne daB die Konduktoren einander beriithren
oder eine Entladung zwischen ihnen einsetzt, ¢ seinen kleinsten
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Wert besitzt. In diesem Falle ist also @), in der zweiten Position
nicht gleich Null, und die ganze gewonnene Arbeit lautet
A= (D}, + O3, + D) — (D, + Dy, + Dyy).

Eine weitere Reduktion erfihrt der Betrag der Energie, wenn
man die beiden Leiter zur Berithrung bringt und damit zu einem
Leiter vereinigt; hierbei #indert sich nach dem ersten Prinzip auf
S. 14 die Gesamtladung nicht, aber da sich jetzt mach 8. 22 nur
eine Elektricitit auf dem Leiter befindet, ist die Dichte allent-
halben geringer und das Potential auf sich selbst kleiner als zuvor.
Auch hier ist der Verbleib der verlorenen Energie nachzuweisen.

Die Beobachtung weist darauf hin, dab sie im allgemeinen voll-
stindig in Wirme umgesetzt wird, die zum Teil in den Leitern
selbst, zum Teil aber auch in dem Nichtleiter zwischen den Kon-
duktoren auftritt, in welchem bereits vor der Berithrung die Aus-
gleichung der Ladungen anhebt und sich durch einen sogenannten
elektrischen Funken — die Wirkung der frei werdenden Wirme —
ankiindigt.

Das Zustandekommen dieser Entladungen durch das Diélek-
tricum hindurch ist noch nicht ganz aufgeklirt; auf die Wirme-
entwickelung in den Leitern kommen wir weiter unten zuriick, —

Die Beziehung (25”) zwischen der #uBeren Arbeit und dem
' Selbstpotential eines Systemes gestattet eine Verwertung noch in
einer anderen Richtung.

Verschiebt man einen geladenen Isolator in Gegenwart. eines
isolierten oder abgeleiteten Konduktors, so ist dazu, wie gesagt, eine
gewisse Arbeit erforderlich; da nun gleichzeitig auf dem Konduktor
eine Ladungsinderung entsteht, so kann man dieselbe als eine Wir-
kung der aufgewandten Arbeit betrachten und erhilt dann durch
die Formel (25") die GroBe der Influenzierungsarbeit dargestellt.
Dieses Resultat gestattet, mancherlei Folgerungen abzuleiten.

Ist z. B. ein isolierter, urspriinglich unelektrischer Konduktor
gegeben, und wird ein geladener Isolator aus dem Unendlichen bis
in seine Nihe gefiithrt, so ist die hierzu aufgewandte Gesamtarbeit

A,= D,
wobei @, den Wert der Summe aus dem Potential der Wechsel-
wirkung zwischen Konduktor und Isolator und dem Selbstpotential
des Konduktors in der Endposition (1) bezeichnet; das Selbst-
potential. des Isolators kann als konstant ganz auBler Betracht bleiben,

da es sich hier nur um Differenzen der Werte von @ in verschie-
denen Zustinden handelt.
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Leitet man nunmehr den Konduktor durch einen diinnen Draht
zur Erde ab, so wird der Potentialwert @ von ®, auf @, sinken,
ohne daB dabei eine &uBere Arbeit gewonnen ist. Wird nunmehr
der Konduktor wieder isoliert und sodann der Isolator ins Unend-
liche zuriickgefiihrt, so steigt dabei ® von @, auf einen Endwert @;,
welcher das Potential des allein im Raum vorhandenen Konduktors
auf sich selbst im Zustand einer zuriickgebliebenen Ladung dar-
stellt; hierbei ist die Arbeit

Ay = by — b,
aufzuwenden, so daB die Hervorbringung des Endzustandes auf dem
Konduktor die gesamte Arbeit
A= O, — O, + D,
erfordert.

Indessen ist die Energie des geladenen Konduktors schlieBlich
nicht gleich 4, sondern nur gleich @;; der Anteil &, — @, ist
nach dem oben Gesagten in Wirme umgesetzt worden und fiir die
Elektrisierung verloren gegangen.

Ein ProzeB, welcher mit dem eben beschriebenen groBe Ahn-
lichkeit besitzt, findet in den zur Erzeugung groBer Elektricitits-
mengen aus Arbeit konstruierten Influenzelektrisiermaschinen an-
dauernd statt. Das oben Gesagte giebt eine Vorstellung davon, nach
welchen Gesetzen die Umsetzung erfolgt, zeigt insbesondere auch,
daB nicht die ganze aufgewandte Arbeit in Gestalt von elektrischer
Energie zuriickgewonnen wird. —

Wie man aus dem Potential ®,, der Wechselwirkung zwischen
zwei elektrisierten Korpern (&) und (k) die auf jeden von ihnen aus-
geiibten Krifte und Momente berechnet, ist bereits in § 1 erortert
worden. Im Falle eines Systemes von beliebig vielen Korpern tritt
das Selbstpotential @ an Stelle von ®,,, und es gilt ohne weiteres
fir die ganze auf den Korper (k) ausgeitbte Wirkung statt (2')

= _ _ 89 RO S
A aﬂg i Eliniy a”ﬁ ’ i _a';;;-, 25”:
R T o e )
i 2 00 Al e = e Aoy Pyt

Den Beweis liefert die Formel (22) fir ®; denn da die Ver-
schiebungen und Drehungen von (k) bei konstant erhaltenen elektrischen
Verteilungen vorzunehmen sind, éndern sich die Selbstpotentiale ®,,
bei ihnen iiberhaupt nicht, von den Wechselpotentialen nur die
zwischen dem Korper (k) und einem der anderen; daher ist in dem
obigen System @ durchaus gleichwertig mit 3p Q. —
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Wenn man dle (resamtkomponenten und Momente die ei
Konduktor von anderen Konduktoren und auch von geladenen Nich
leitern erfabrt, durch die Wirkungen ausdriicken will, welche di
einzelnen Klichenelemente erleiden, so ist eine gewisse Vorsicht noti

Bezeichnet man nimlich mit X, ¥, Z die auf die Einheit de
Ladung an dem Punkte z, y, z ausgeiibten Kraftkomponenten, setzt al

o=/ Xde, H = [Yde, Z = [Zde,
26) { =f(wl—zY)de, M = f(zX—=zZ)de,

V=Sl —yX)de,

so sind hierin keineswegs ohne weiteres die Werte (3") fir X, ¥, Z z
benutzen, denn die ersten Differentialquotienten von ¢ sind in ebe
der Fliche, auf die sich die Integration bezieht, unstetig, und
ist von vornherein keineswegs klar, welcher Wert zwischen de
Grenzen Null, die innerhalb des Konduktors, und d¢/dn,,
auBerhalb in unmittelbarer Nihe der Oberfliche gilt, fiir Bq:n / 6 ﬂ
einzusetzen ist.

Die Schmengkelt 1aBt sich erledigen, indem man die Ober-.
flachenbelegung in einer Weise, die bereits auf S.11 angedeutet
ist, als den Grenzfall einer ridumlichen Verteilung von stetig mit.@
dem Ort wechselnder Dichte ansieht, die auf der Oberfliche des
Konduktors liegt.

Wir schreiben demgemif zundchst

26) E=fdofoXdn;.

A= fdo fo(yZ—2zY)dn,.
wobei wir die unendlich diinne Schicht durch Flichen o, lings
deren ebenso, wie auf der Oberfliche des Konduktors, ¢ konstant
ist, in Elementarschichten von der Dicke dn zerlegt denken. Da
aber hier, bei gegeniiber der mittleren Kriimmung der Oberfliche
geringer Dicke der Schicht nach S. 38

a!
—dnp=Agp=75"%

gesetzt werden darf, auflerdem

ist, und z,y, z wie cos (n,2) ... in der sehr diinnen Schicht als
konstant angesehen werden kénnen, so giebt (26) bei Einfithrung
von dg/dn =0 fir die untere, von d¢g[/dn=0¢[dn, fir die
obere Integrationsgrenze
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— 1 o 0 1 0
:=—ﬂ-fcos(na~")d0 3;?‘%dﬂ=_f(a:‘) cos (n,2)do 26"

8
=—-1 a-—cos(n,x]do=—%f (6_) do

und ebenso
il 2 AN A0
a=—1fo(y (32),-7 (52),) e
Hiernach kann man fiir die Berechnung der .gegen eine ge-

ladene Fliche wirkenden Kraft in der Grenzfliche selbst die auf
die Masseneinheit wirkenden Komponenten

[i} a a o

sttt v IR At e IR At | RO

d. h. gleich dem arithmetischen Mittel aus den diesseits und jenseits
stattfindenden Werten setzen.

Dieses Resultat hat ein wesentliches Interesse, wenn es sich
um die Bestimmung der Deformation eines nichtstarren elektrisierten
Leiters infolge der elektrischen Kriifte handelt. Es sind dann in
den allgemeinen Formein (14") auf S. 225 des I. Bandes fiir die
Komponenten X, Pu: Z,, des in der Grenze zweier Korper —
von denen hier der eine meist der leere Raum sein wird — wirkenden
Grenzdruckes die Komponenten X_'e, ) gl z der auf die Fliche Eins
bezogenen elektrischen Krifte zu setzen, welche definiert sind durch

X=0X, Y, =0¢Y, Z =02

und mit Hilfe der oben erhaltenen Resultate leicht zu bilden sind.

Der resultierende elektrische Oberflichendruck D, steht
jederzeit normal zu der Oberfiiche des Leiters, da dieselbe eine
Niveauflache ist, und hat den Wert?5)

d 1 [dg)\2

D= —4opl = +ac (3] il

er hat die Tendenz, das Oberflichenelement in der Richtung aus
dem Konduktor hinaus zu treiben.

Ein besonders einfacher Fall ist der einer elektrisierten Seifen-
blase; hier summiert sich der elektrische Druck einfach zu dem
hydrostatischen Druck der eingeschlossenen Luft und dehnt die
Seifenblase so lange aus, bis die Verminderung des inneren Luft-
druckes die gleichzeitig abnehmende elektrische Wirkung kompensiert.

Auf kompliziertere Fille, bei denen insbesondere Dielektrica
eine Rolle spielen, werden wir weiter unten eingehen.
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§ 7. Konduktoren innerhalb einer unendlichen dielektrischen Fliissig-
keit. Die Potentialfunktion eines influenzierten Dielektricums. All-
gemeine Formeln fiir isotrope Dielektrica.

In § 1 dieses Teiles ist das Resultat der Beobachtung erwihnt,
daB die Wechselwirkung zwischen zwei elektrisierten Korpern in
Entfernungen, die groB sind gegen ihre Dimensionen, wenn dieselbe
statt innerhalb des leeren Raumes innerhalb einer unendlichen,
homogenen, dielektrischen Fliissigkeit gemessen wird, sich um einen,
diesem Dielektricam individuellen Faktor geindert findet'®). Diese
Thatsache wollen wir jetzt theoretisch verfolgen.

Wihrend auf S. 16 aus dem allgemeinen Ansatz (1) resp. (1)
fir die Wechselwirkung zwischen zwei elektrisierten Massenpunkten
im leeren Raum durch Verfiigung iiber die MaBeinheit der Elektri-
sierung die speziellen Formeln (5) gebildet waren, werden wir jetzt,
unter Beibehaltung jener Einheit, fiir die Wechselwirkung und das
Elementarpotential derselben Ladungen innerhalb einer isolierenden
Fliissigkeit die allgemeinen Formeln

K= —fat: Pa=f22

)
"1 Tig

beibehalten miissen, wo f der Fliissigkeit individuell ist. Da er-
fahrungsgemiB die Wechselwirkung gleicher Ladungen im leeren
Raum am stirksten ist, wird £ < 1 sein; wir setzen

27 f='_:‘s

wo b > 1 ist und die Dielektricitatskonstante!?) der Flissigkeit
heiBt, und haben dabei, da b ersichtlich eine reine Zahl ist,
27') [p]=1.
Fiir die Entwickelung der Theorie, soweit sie das Verhalten der
Konduktoren angeht, spielt.der Zahlenwert des Faktors, mit
welchem jetzt das Elementarpotential

. _ 1 o6
21") o e
multipliziert erscheint, nicht die geringste Rolle.

Wir konnen daher, genau wie in § 1, auch hier aus dem
Elementarpotential @), das Potential @, der Wechselwirkung
zwischen zwei elektrisierten endlichen und in endlicher Entfernung
befindlichen Kérpern ableiten und schreiben
16 D, =-- f L]

] Ty
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auch die Komponenten und Momente der Wechselwirkungen nach
den frither hierzu aufgestellten Formeln (2°) berechnen.
Ferner kinnen wir statt der fritheren Potentialfunktion

.

1 de
RN 2
einfithren und sie in derselben Weise zum Aufbau der Theorie der
elektrischen Verteilung auf Konduktoren, die innerhalb einer unend-
lichen, homogenen, dielektrischen Fliissigkeit liegen, benutzen, wie ¢
im Falle des leeren Raumes. Sie bestimmt uns durch die Formeln

eine neue

ég¢' dg Gy )
X=—-3=, ]’=—a—y, Z=_'3"z" 28")
worin die Ladungen de, nach 8. 10 bei der Variation ungeéindert bleiben,
die auf einen innerhalb der Fliissigkeit gelegenen Einheitspol, — d. h.
auf cinen Massenpunkt, der sich im leeren Raum als mit der Ein-
heit der Ladung behaftet erweist, — wirkende Kraft genau ebenso,
wie ¢ die im leeren Raum ausgeiibte ergab.

Die im Vorstehenden eingefithrte Bezeichnung ist nicht villig
konsequent, insofern nur ¢’ von dem fritheren ¢ durch den Index
unterschieden ist. Dies hat seinen #uBerlichen Grund darin, daB
¢ und die Komponenten X, ¥, Z weiterhin nur in der neuen Be-
deutung — die sich iiberdies, wie spéter zu zeigen, von der alten
nicht wesentlich unterscheidet — gefihrt werden sollen, wihrend ¢
und ¢’ mehrfach nebeneinander erscheinen werden. —

Die Einfithrung der neuen Potentialfunktion ¢’ statt ¢ laBt
sich dahin deuten, daB durch die Wirkung des umgebenden Dielek-
tricums alle Ladungen e scheinbar in dem Verhéltnis 1/b geschwicht,
also in Ladungen ¢ = ¢/d verwandelt werden. DemgemiB treten
auch an die Stelle der rdumlichen und flichenhaften Dichten o
und o, wie sie sich im leeren Raume wirksam erweisen, im Dielek-
tricum die anderen

=%, /=7 28")

Man erklirt dies dadurch, da8 durch Influenz im Dielektricum
selbst eine scheinbare Liadung entsteht, welche sich in ihrer Wir-
kung iiber die urspriinglichen Ladungen superponiert und diese zum
Teil neutralisiert. In der That 1Bt sich die Differenz

it et =l 29)
Votet, Theoretische Physik. II. 4
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als die Potentialfunktion einer Ladung auffassen, die, zu der direkt
gegebenen gefiigt, die in (28) eingefiihrte ergiebt.

Um dies in der Bezeichnung auszudriicken, nennt man %) die La-
dungen e resp. die Dichten ¢ und o, auf welche man aus den im
leeren Raum stattfindenden Wirkungen schlieBt, die wahren, die
Ladungen ¢ resp. die Dichten ¢’ und ¢, welche die Wirkungen
innerhalb des Dielektricums bestimmen, die freien, ihre Diffe-
renzen
29‘) e’9=e!_e’ p?,= g'_ 0’ 0-”= a‘_ G'
die in dem Dielektricum influenzierten oder gebundenen. —

Durch die vorstehende Behandlungsweise ist eine eigentiimlich
unsymmetrische Auffassung des Elementarpotentiales

e e! s?
29") @, =21t ="2
gegeben, auf welche bereits hier aufmerksam gemacht werden soll.
Die Wechselwirkung findet nach derselben ni#mlich nicht zwischen
zwei gleichartigen Ladungen statt, sondern zwischen einer wahren
und einer freien. Diese Unsymmetrie bleibt auch noch bestehen,
wenn man @), in der ZuBerlich symmetrischen Form

1 1
29" ¥, = p st
schreibt, die wir unten benutzen werden.

NaturgemiB flieBen aus einer solchen Verfigung mancherlei
Ubelstande; sie werden indessen durch die gleichzeitigen Vorteile
soweit iiberwogen, daB die obige Methode sich vor der naheliegenden,
zwei freie Ladungen von den GroBen e, [Jd, e,/ einzufiihren, weit-
aus empfiehlt. Wir kommen auf diesen Punkt noch zuriick.

Beilgufig sei darauf aufmerksam gemacht, daB, wenn man @[,
schreibt

29"") qp'u=%°{_=§,ﬁ,

der letzte Teil dieser Formel einen Satz ausspricht, der sich dem
Ausgangspunkt unserer Uberlegungen symmetrisch zuordnet. Wie
wir namlich die Wechselwirkung zwischen denselben wahren La-
dungen in verschiedenen Fliissigkeiten den resp. Dielektricitits-
konstanten indirekt proportional setzten, so ergiebt sich hier unter
den gleichen Umstinden die Wechselwirkung zwischen denselben
freien Ladungen den resp. Dielektricititskonstanten direkt pro-
portional. —

Mit Hilfe der Potentialfunktion ¢’ 148t sich nun das Problem
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der elekt.nschen Vert.ellung auf einem System von p Konduktoren, dle
sich neben beliebigen geladenen influenzlosen Isolatoren inmerhalb
einer unendlichen, dielektrischen Fliissigkeit befinden, ganz ebenso,
wie im Falle des leeren Raumes losen.

Es handelt sich hier um die Auffindung einer in dem von den
Konduktoren begrenzten Raume reguliren Funktion, die ebenda die
Gleichung

Ag=—13¢ 30)
erfiillt, an jedem Konduktor (%) einen konstanten Wert
@ =P, 30)

annimmt und sich im Unendlichen verhilt, wie die Potentialfunktion
einer im Endlichen gelegenen Masse.

Versteht man unter I" wieder die abgeleitete erste GrEEN'sche
Funktion, deren charakteristische Eigenschaften auf 8. 27 zusammen-
gestellt sind, so erhillt man statt der Formel (13) jetzt

SB[ (3E) do, + > [o 1y dh, 30%)
oder unter Anwendung der Abkiirzungen von S. 34 statt (13")
P=SEBh+y; 30")

das letzte Glied verschwindet, wenn innerhalb des Dielektricums
geladene absolute Isolatoren nicht vorhanden sind.
Nun ist aber an der Oberfliche der Leiter
6_@’ ik dmo
@i el St iy
demgemiB nehmen die Gleichungen (14) fiir die wahren Ladungen Z,
nunmehr die Gestalt an

B, =S PC,+0C, firhund k=1,2,..p, 81
[

denen bei fehlender Ladung des Dielektricums, wo C,, = 0 ist, die
reciproken Formeln
P =3SV,5, 31")
entsprechen. i
Da die Koefficienten C,, und 7,, nur von der geometrischen
Konfiguration des Systems der Konduktoren abhingen, so zeigen die
Formeln (31"), daB, um die Konduktoren auf dieselben Potentiale zu
laden, in einer dielektrischen Fliissigkeit die d-fachen Ladungen
notig sind, wie im leeren Raum; die Formeln (31”) ergeben, daB
4*
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bei gleicher Ladung die Potentlalwert.e im Dielektricum nur die
dten Teile der im leeren Raum eintretenden betragen.

Hierauf beruht die wichtigste Methode zur experimentellen Be-
stimmung der Dielektricitatskonstante einer Fliissigkeit.

MiBt man n#mlich in der auf S. 81 erdrterten Weise die Po-
tentialfunktion auf dem isolierten Teile eines Kondensators, wihrend
derselbe mit ungedinderter Ladung einmal vom Vakuum, einmal von
einer unendlichen dielektrischen Fliissigkeit umgeben ist, so ist das
Verhiiltnis der beiden Werte P und /'

PIP=b,
d. h. gleich der gesuchten Dielektricititskonstante.

Die Voraussetzung, daB das Dielektricum unbegrenzt ist, 1Bt
sich natiirlich in der Praxis nicht streng verwirklichen; wir werden
jedoch Mittel gewinnen, den EinfluB einer im Endlichen liegenden
Begrenzung in Rechnung zu ziehen. —

Nachdem durch das Vorstehende das Problem der elektrischen
Verteilung auf einem System von Konduktoren (k), das sich innerhalb
einer unendlichen dielektrischen Flissigkeit befindet, vollstindig er-
ledigt ist, gehen wir zu der Darlegung der Erweiterungen iiber.
welche notwendig werden, wenn mehrere verschiedene Dielek-
trica vorhanden sind. Da wir nach S. 9 vollstiindige Isolatoren als
ideale Grenzfille von Dielektrica betrachten diirfen, so kénnen wir
weiterhin zunéichst von dergleichen absehen; ferner wollen wir als
mit wahren Ladungen versehen nur Konduktoren einfithren und
diese als simtlich im Endlichen liegend annehmen.

Wir gehen aus von der durch Formel (29) eingefiihrten Differenz ¢”
der Potentialfunktionen der freien und der wahren Ladungen ¢’ —¢,
die sich in unserem Falle schreiben 1ifit

32) ? E O’l’dﬂg l - bzfﬂ‘gdﬂg Il

sie stellt, wie schon gesagt, den Anteil dar, den das Dielektricum
zu der durch ¢' bestimmten Gesamtwirkung liefert, und kann auf-
gefaBt werden als die Potentialfunktion einer scheinbaren, innerhalb
des Dielektricums an den Grenzflichen nach den Konduktoren hin
befindlichen Ladung von der Flichendichte
, w_1-=0% b—138¢
e it b e el ro
Diese Betrachtungsweise gewinnt dadurch an Bedeutung, daB8
thatséchlich die Ladung eines Konduktors durch Einsenken in ver-
schiedene Dielektrica nicht geindert wird und nach Entfernung aus
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denselhen sich immer wwder nachwemen 1aBt, wihrend im Dlelek-
tricum, wenn es wirklich, wie vorausgesetzt, die Klektricitat nicht
leitet, nach Beseitigung des Konduktors irgend eine Ladung nicht
zuriickbleibt.

Zur Ausgestaltung dieser Vorstellung benutzen wir noch fol-
gendes. Auf S. 13 ist begriindet, daB auf einem Konduktor Elek-
tricitit nur als Oberflichenbelegung im Gleichgewicht verharren
kann; jene Schlubfreihe gestattet aber keine Anwendung auf Dielek-
trica, und somit kann man sich vorstellen, daB der Anteil ¢”, welchen
das Dielektricum an der Potentialfunktion ¢’ der freien Ladungen
liefert, nur scheinbar allein von seiner Oberfliche, in Wirklich-
keit aber von allen seinen Raumelementen ausgeht. Man darf daher
erwarten, einen den wirklichen Verhiltnissen vollkommener ent-
sprechenden und daher allgemeineren Ausdruck zu gewinnen, wenn
man ¢” in ein Raumintegral iiber das ganze Dielektricum ver-
wandelt.

Dies bewirkt man, indem man einmal in den Ausdruck fiir ¢”
den Wert von ¢” aus (32) einsetzt und sodann dem Resultat ge-
wisse Glieder hinzufiigt, welche zwar verschwinden, aber mit ¢”
zusammen ein Raumintegral ausmachen.

Wir setzen demgemiB

,,_h I[Efg:“ d:g Bap deu e 6@ dO +f‘& + dk,] 327)
worin das erste Glied sich wie (32) auf dle Oberﬂachen aller Kon-
duktoren bezieht, das zweite auf eine unendlich kleine, den Ein-
heitspol z, y, z ausschlieBende Obertliche, das dritte auf die unend-
lich groBe Kugel, welche das Dielektricum nach auBen begrenzt,
das vierte auf den vom Dielektricum erfiillten Raum zwischen diesen
Oberflichen. DaB die letzten drei Integrale nach den gemachten
Annahmen verschwinden, ist leicht erkennbar.

Wir erhalten nun aus (32”) durch eine einfache Umformung

S A IR B e o
1 i r T ’
iy v f(a:‘ d =z, +a;: 6y1+3xl 3%1 dhy, i
wobei die Integration ohne Anderung des Wertes auch iiber den
von der Hilfsfliche & umschlossenen Raum und somit iiber das
ganze Dielektricum ausgedehnt werden kann.

Setzt man noch zur Abkiirzung

-1 33)

L34

und
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dg ¢ dg -
so erhilt man schlieBlich %)
e =Y. PR
7 [T} r r r
337) P =f(“1'a—xj+ﬂ1—a?+ 71*,3';1—)“1'

Nach den Definitionsformeln (33" sind die GroBen «, g, y
Vektorkomponenten; wir nennen sie die auf die Volumeneinheit be-
zogenen oder spezifischen elektrischen Momente nach den
Koordinatenaxen und bezeichnen den resultierenden Vektor

ol + ﬁa + 72
als das spezifische elektrische Gesamtmoment, dessen Richtung
als die der lokalen elektrischen Axe und charakterisieren letztere
weiterhin durch den Buchstaben 4; alle diese Grioflen beziehen sich
nach ihrer Definition auf die bestimmte Stelle des Dielektricums,
wo sich das Volumenelement d# befindet.

Die Konstante e ist nach (27') und (33) ersichtlich eine reine
Zahl; es gilt also
33") (=1,

und iman kann e¢ als die Elektrisierungszahl des Dielektricums
bezeichnen, weil sie die GroBe der Potentialfunktion ¢” und damit die
Starke der elektrischen Erregung des Dielektricums bestimmt. Fiir
die elektrischen Momente ergiebt sich aus (5””) die Dimensionalformel
33" (1] = mhi=*he=1,

Wir haben im Vorstehenden ¢"” und «, 8, y als Funktionen
von ¢’, d. h. der aktuellen Potentialfunktion dargestellt, weil dies
der auf S. 49 auseinandergesetzten Auffassung am besten entspricht;
selbstverstindlich kann man durch die Beziehung ¢’= ¢ /b auch die
Potentialfunktion ¢ der wahren Ladungen einfithren.

Vergleicht man die Formel (33") mit der Bd. I, S. 168 gegebenen
Formel (178), so findet man vollstindige Ubereinstimmung. Man kann
also die Betrachtungen, welche zu der letzteren fiihrten, anwenden,
um sich den Vorgang der Influenzierung eines Dielektricums zu
veranschaulichen, —

Wir wollen nun, geméB den der Umformung von ¢” voraus-
geschickten Uberlegungen, die Formel (33”) als den eigentlichen
und allgemeingiltigen Wert der Potentialfunktion des er-
regten Dielektricums betrachten und ihn demgemiB hypothetisch
sogleich auf ein beliebig begrenztes und beliebig erregtes fliissiges
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D:elekt.rlcum ubertragen den Ausgangswert (32) dagegen als einen
bis zu einem gewissen Grade zufilligen und speziellen ansehen, der
nur in gewissen Fillen, wie z. B. in dem oben betrachteten, mit jenem
allgemeinen iibereinstimmt.

Welcher Ausdruck mit (33”) allgemein iquivalent ist, lehrt die
schon auf 8. 170 des I. Bandes unter Voraussetzung stetiger o, 8, ¥
ausgefilhrte Umformung durch teilweise Integration, welche hefert

?;” il f “”1’: 0 +_f Q,l’rdkl ; 34)
hierbei ist
s LN iﬁ‘_ ﬁ
9 i ( B_m + ) i } 34»‘)
¢'= —(a cos (ni, m) + ﬁ cos (n;, y) + 7 cos (n,, z))

und », bezeichnet die innere Normale relativ zu dem vom Dielektri-
cum erfiillten Raum, stimmt also an den Konduktoren mit dem
friher eingefiihrten =, iiberein. Da f¢”do + f¢"dk verschwindet, so
ist die influenzierte Gesamtladung eines Dielektricums stets gleich Null.
Gegebene, durch vorgeschriebene Werte von e, 8, ¥ charakteri-
sierte Erregungen lassen sich in der S. 194, Bd. I erorterten Weise
durch Zerlegung anschaulich deuten. Es ist dort gezeigt, daf die
allgemeinste Erregung sich als die Superposition einer lamellaren und
einer solenoidalen auffassen 1aBt, deren erste durch die Ausdriicke

0% . d§ , 0 p
=32, =35, r=35, 84")
deren letzte durch die Werte
s Vel Sl i Y o IRIVHI] e e lli] '8
Al Pl e et o il ety 84™)

gegeben war; §, €, 5)?, N bezeichneten dabei vollkommen bestimmte
Funktionen der Koordinaten.

In dem Fall, von dem wir ausgingen, ist nach (33) die Er-
regung in der speziellen Weise lamellar, daB die dquivalente rium-
liche Dichte ¢” verschwindet. —

Wihrend ¢” und ¢” durch e, £, y eindeutig bestimmt sind,
gilt nicht Gleiches umgekehrt; vielmehr lassen sich zu gegebenen
¢” und o” unendlich viele &quivalente Momente angeben, welche
sich voneinander um Betrige e,, §,, 7, unterscheiden, die den Formeln

a"'n aﬁo_l_afﬂ

0=%mﬂmﬂ+mwumm+£wumn
geniigen. Diese «, S, 7, lassen sich nach 8. 194, Bd. I in der
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Form (34") darstellen und entsprechen somit solenoidalen Erregungen
mit Solenoiden, deren Axen an der Oberfliche tangential verlaufen
und daher in einem endlichen Kérper notwendig geschlossene Kurven
bilden miissen.

Indessen geben derartige Erregungen keine -elektrostatische
Potentialfunktion und kénnen daher bei unseren jetzigen Betrachtungen
auBer Betracht bleiben. —

Unsere Entwickelungen haben sich bisher ausschlieBlich auf
homogene fliissige Dielektrica bezogen; aber wir diirfen die er-
haltenen Endresultate mit groBer Wahrscheinlichkeit auf beliebige
isotrope, feste oder fliissige, homogene oder inhomogene Dielektrica
iibertragen.

Diese Ubertragung.ist, wenn es sich um ein einziges homogenes
festes Dielektricam handelt, nur deshalb hypothetisch, weil das
Grundphinomen, von welchem wir ausgegangen sind, die Modifikation
der Wechselwirkung zwischen zwei geladenen, in dem unendlichen
Dielektricum eingebetteten Konduktoren, sich in diesem Falle der
Beobachtung entzieht. Die Priifung der Berechtigung muB hier
demgemi#B an Folgerungen aus der Grundhypothese ankniipfen,
und es kommt dabei vor allem die Verinderung der Kapacitat eines
Kondensators in Betracht, welche eintritt, wenn man seine Teile —
z. B. die Scheiben eines Plattenkondensators — durch ein festes
Dielektricam trennt.

Nachdem aber die in der angedeuteten Weise ausgefithrten
Beobachtungen die Berechtigung der Anwendung der Formeln (33°)
und (33”) auf ein homogenes isotropes festes Dielektricum erwiesen
haben, ist dann die Ubertragung auf nicht homogene feste oder
fliissige eine einfache Konsequenz der vorausgeschickten Auffassung,
daB das Raumintegral (38”) der wahre Ausdruck fir die Wirkung
des homogenen Dielektricums sei. Denn der Anteil, den jedes
Volumenelement desselben liefert, ist nur von dessen Zustand und
picht von dem irgend welcher anderer Volumina abhingig, bleibt
also derselbe, wenn das Element nicht einem homogenen, sondern
einem inhomogenen Korper angehort. —

Wir wollen nunmehr die Eigenschaften der Potentialfunktion ¢’
der freien Ladungen in dem allgemeineren KFalle eines Systemes von
beliebigen, im Endlichen liegenden und mit endlichen Ladungen
versehenen Konduktoren und von beliebigen inhomogenen, aber iso-
tropen, mit rdumlichen oder flichenhaften Ladungen behafteten
Dielektrica entwickeln, und machen dabei nur die eine nicht wesent-
lich beschrinkende Annahme, daB das Dielektricum im Unendlichen
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homogen sei. Dann 148t sich ndmlich zeigen, daB ¢’ im Unendlichen
verschwindet, wie die Potentialfunktion endlicher, im Endlichen liegen-
der Massen. Denn man kann in unserem Falle alle wahren Ladungen
durch eine endliche, ganz in einem homogenen Dielektricum ver-
laufende Flache O einschlieBen und die innerhalb befindliche freie
elektrische Verteilung fir alle #uBeren Punkte nach S. 24 durch
eine endliche Belegung der Oberfliche O ersetzen. Eine solche in-
fluenziert aber nach dem im Anfang dieses Paragraphen Gesagten
innerhalb des #uBeren homogenen Dielektricums keine Elektricitit,
sondern nur an der Begrenzung O selbst, und zwar, wenn dort eine
Flachendichte o vorhanden ist, eine scheinbare Dichte (1 — b)/b.
Im Raume auBerhalb O ist somit die ganze elektrische Verteilung
durch eine Ladung der Fliche O mit der Dichte oo/d zu ersetzen,
wodurch die obige Behauptung erwiesen ist.

"Um nun die ¢ charakterisierenden Eigenschaften abzuleiten,
haben wir auszugehen von dem Ansatz

‘P Efcr;do;, +Efm.,do,.. f&dk, ]

i 1 1
j (Bm i ¢ il ) d I
el A1 e 7wl Pouls ke s +6x| ax, ks

hierin stellen die drei ersten Integrale die Potentialfunktion ¢ der
wahren Ladungen dar, die auf den Oberflichen der Konduktoren (%)
die Dichte o,, auf einzelnen Flidchen innerhalb des Dielektricums,
z. B, auf der etwa durch Reibung erregten Grenze zwischen zwei
homogenen Dielektrica (%) und (¢), die Dichte ¢,;, und innerhalb
des Dielektricums die Raumdichte ¢ besitzen; das letate Integral
giebt die Potentialfunktion ¢ der im Dielektricum influenzierten Mo-
mente.

Durch teilweise Integration des letzten Gliedes, wobei das Inte-
gral iiber die das Dielektricum nach auBen begrenzende, unendlich

groBe Kugel verschwindet, erhilt man bei geinderter Ordnung der
Glieder

s o
o) 35
+ [ ot [oz (0 78) + a3 (o 5m0) + am.( 1 aa)])

darin bezeichnet », die innere Normale auf do, beziiglich des
Dielektricums, n,, n, die nach den Medien (4) und (¢) hin gelegenen
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Normalen auf der Unstetagkeltsﬂh.che 0,;, endlich ¢, und e, die Werte
von e in den ihr beiderseitig anlagernden Volumenelementen

DemgemiB besitzt die freie Ladung der Konduktoren die
Flichendichte

6
36) 0 = 0) + N .
die der Unstetigkeitsflichen analog
8¢ 09
36') (T'-—G'h‘-l- eh an, +?i—a';,
die im Inneren der Dielektrica liegende die Raumdichte
rr | S a ] L2 0 @ d & @‘
867) 9_*94_6_:6( 6m)+6y( 6y)+6_x( ax)'
Nimmt man hinzu, daB nach der Definition von ¢’ auch gelten muB
" 6‘ 3 6 ; a_‘ » ]
36')—49:0-—.6"! —49:0';.;=T:;E-+—§-3—(, —4mg =A@,

so erhalt man fiir die Dichten der wahren Ladungen bei Beriick-
gichtigung von |

_b-1
e 47
37) —4n0,=b3%, —dno,=b 7 +5 5L
: lilf5 8 (,39), 3 (329
87) "4“9"5;(b55)*'ay@ayj4'a;ﬁa»)'
Beriicksichtigt man weiter, daB lings der Konduktoren (k)
37") oi= P,

d. h. konstant sein muB, daB an Unstetigkeitsgrenzen innerhalb des
Dielektricums, wenn zum Zwecke groBter Allgemeinheit elektro-
motorische Krifte zugelassen werden, nach Analogie mit dem iiber
Leiter S. 15 Gesagten

377) Pn—@i= B,

gesetzt werden kann, wo P,; der Kombination der Substanzen (&)
und (7) individuell ist, und daB schlieBlich im Unendlichen ¢' wie
die Potentialfunktion endlicher und im Endlichen befindlicher Massen
unendlich klein wird, so ist durch diese Bedingungen ¢’ im ganzen
Raum eindeutig bestimmt. Auf den Beweis dieser Behauptung
kommen wir weiter unten zuriick, —
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§ 8. Elektrische Krifte und Polarisationen innerhalb eines Dielek-
tricums. Die Potentialfunktion krystallinischer Dielektrica.

Wihrend die im Vorstehenden ausgefiilhrte Umwandlung des
Wertes (32) fiir die Potentialfunktion ¢” des influenzierten Dielek-
tricums aus einem Oberflichenintegral iiber seine durch die Kon-
duktoren gelieferte Begrenzung in das Raumintegral (33") iiber das
vom Dielektricum erfiillte Volumen und auch der analoge Ubergang zu
dem Ausdruck (34) vollstindig glatt ausfihrbar war, bietet die Frage
eine gewisse Schwierigkeit, ob auch die Differentialquotienten
von ¢’ bei Anwendung der ersteren Form sich denen gleich ergeben,
die aus der letzteren Form folgen.

Es 1aBt sich ja allerdings in der Bd. I, S. 170 gezeigten Weise
nachweisen, dafl in dem Ausdruck (32) resp. (34) fiir ¢” ebenso, wie
in dem (33”), ein unendlich kleiner, um den Einheitspol konstruierter
Bereich » auch nur einen unendlich kleinen Anteil zu ¢ liefert.
Zerlegt man demgemif ¢” in @} und ¢, wo ¢} von dem kleinen
Bereich, g von dem iibrigen Dielektricum herriihrt, so ist ¢} un-
endlich kein, also ¢”= ¢;. Zu den Differentialquotienten von ¢”
hingegen liefert ¢} in der Gestalt (32) resp. (34) zwar auch einen
unendlich kleinen, dagegen in der Gestalt (33”) im allgemeinen einen
endlichen Anteil, der von der Gestalt des ausgeschlossenen Be-
reiches » abhingt, und hieraus folgt, daB man je nach dessen Wahl
durch Grenziibergang unendlich viele Werte fiir die Differential-
quotienten von ¢” erhalten kann.

Es 1aBt sich aber eine Form des Bereiches x» angeben, fiir
welche, so wie ¢}, auch seine ersten Differentialquotienten nach
den Koordinaten verschwinden; es ist die Glestalt eines gegen seine
Linge unendlich diinnen Cylinders mit einer der lokalen elektrischen
Axe A parallelen Langsaxe. Ist auch seine Linge unendlich klein,
so kann in ihm das Moment g, stetige Anderung desselben voraus-
gesetzt, nach Grofe und Axenrichtung als konstant angesehen
werden; ¢} ist daher, wie Bd. I, 8. 171 ausgefiihrt, mit der Po-
tentialfunktion einer Belegung u ¢ seiner Endflichen ¢ #quivalent,
die unter den gemachten Voraussetzungen verschwindende Differential-
quotienten liefert.

Fihrt man den Grenziibergang mit Hilfe dieses speziellen Be-
reiches % aus, so wird d¢;/02z = d¢"[/dz . s. f, und es ist somit
einerseits der Wert der Differentialquotienten von ¢” bei Benutzung
der Definition (33”) eindeutig bestimmt, andererseits auch iiberein-
stimmend mit dem aus (32) resp. (34) jederzeit folgenden.
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Nun ergehen aber nach S. 10 die ersten Dlﬁ'erentaalquouenten
der Potentialfunktion .nach den Koordinaten, so, wie oben, bei kon-
stanten Ladungen genommen, die negativen Kraftkomponenten,
welche die betreffenden Ladungen auf einen wahren Kinheitspol aus-
iiben; daher zeigt das eben Auseinandergesetzte, daB — 8"/ 9z, u.s.f.
bei der getroffenen Festsetzung die Komponenten darstellen, die
ein wahrer Einheitspol innerhalb eines unendlich kleinen cylindrischen
Hohlraumes von den GréBen- und Lagenverhiltnissen des Bereiches »
bei festgehaltenen Ladungen seitens des elektrisierten Dielektricums
erfahren wiirde. Da aber nach (29) die aktuelle Potentialfunktion ¢’
die Summe der Potentialfunktionen ¢ aller wahren Ladungen und
" aller in den Dielektrica influenzierten ist, und da — d¢ [z u. s f.
auBer in dem S. 47 erledigten Falle jederzeit die von den wahren
Ladungen ausgehenden Komponenten darstellen, so geben die Formeln

a 9 d
38) X_—a: }’_—ﬁ, ¢ AL
die vollstindigen, von allen Ladungen herrithrenden Krifte, wenn
man sie auf einen wahren Einbeitspol innerhalb eines geeignet ge-
legten und gestalteten Hohlraums bezieht. Die Resultante

38") K=yX*+ ¥Y*+ 22
stellt daher nach 8. 10 auch die Stirke des elektrischen Feldes in
dem Dielektricum dar.

Fiihrt man auBer X, ¥, Z noch die Komponente N normal zu
einem Flichenelement do durch die Beziehung

38") N= -QE = Xcos(r, ) + Ycos(n, y) + Zcos(n, 2)

ein, so erhilt man aus den Formeln (36"), (37) und (37") folgende
fir die Krifte charakteristischen Beziehungen.

Uberall innerhalb des Dielektricums ist die wahre und die
freie raumliche Dichte gegeben?®) durch
39) 4ug—a;f+aabyy+a;f, 4ﬁ("=§§+§?+§;’
an Konduktoren die wahre und die freie Flichendichte durch

39" dmo, =D N, 4mo,= N,
an Unstetigkeitsflichen o,; analog durch
89") 4m0,, =0 N, + 0N, 4ack=N, + N,

Die letzten Formeln zeigen, daf die Normalkomponente & nur
dann stetig durch o,, geht, wenn ¢}; verschwindet, resp. b, = b, und
o,;, =0 ist. Die Tangentialkomponente 8§ = — d¢’/ds, worin s
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eine beliebige zu o,; tangentiale Richtung bezeichnet, befolgt nach

(87"} die Gleichung
3P

2o 39°)
sie ist also stetig nur in Grenzen zwischen zwei homogenen
Dielektrica.

Bezeichnen wir nunmehr, wie frither, als Kraftlinie eine Kurve,
deren Tangente an jeder Stelle mit der Richtung der dort wirkenden
Kraft zusammentallt, so ergiebt diese Uberlegung, daB die Kraft-
linien in Zwischengrenzen im allgemeinen einen Knick besitzen.

Tragt die Grenze keine wahre Ladung, und scheidet sie zwei
homogene Dielektrica, so nimmt die erste Gleichung (39") die Form an

5 f=

0 =58 +57, )
wihrend fiir die Komponenten §,, §; die Beziehung
8,=8, 40)

gilt. Hieraus folgt leicht das Brechungsgesetz der Kraft-
linien, welches dahin lautet, daB die in einem Punkte der Grenz-
fliche eintretende und die austretende Kraftlinie mit ihren letzten
Klementen in einer Ebene liegen, welche das Lot auf der Grenze
enthilt, und dal die trigonometrischen Tangenten der Winkel »,
welche diese Elemente mit der Normalen einschlieBen, sich verhalten
wie die Dielektricititskonstanten der Medien, in denen sie liegen.
Wir schreiben das Gesetz demgemaB:

tgv,:tgv, =b,:d,. 40")

Aus dieser Formel folgt, daB zu jedem Kinfallswinkel ein
reeller Brechungswinkel gehort, daB also etwas der totalen Re-
flexion analoges in diesem Gebiet nicht stattfindet.

Bei Einfithrung der tangentialen Gesamtkomponente 7' erhiilt
man aus (38) zunichst

. m 1 il
KR=M+B=R(1+5)= g0
und da nach (40) 7, = 7. ist, auch

E‘ H JT: = siny,:sinw,. 40
Die beiden elektrischen Gesamtkrifte X, und K, sind sonach in der
Grenze den Sinus der Neigungswinkel der Kraftlinien indirekt pro-
portional. Hieraus folgt, daB die Kraftlinien auf die #uBere Be-
grenzung eines Raumes, innerhalb dessen die Kraft verschwindet,

normal auftreffen miissen. ,
Man kann sich nach diesen Resultaten leicht eine Vorstellung
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von der Wirkung bilden, die ein homogenes isotropes Dielektricum (1),
welches in einem anderen (2) eingelagert ist, auf die Kraftlinien ausiibt.

Besitzt (1) dieselbe Dielektricititskonstante d, wie (2), so gehen
die Kraftlinien ungebrochen durch die Oberfliche; hat es eine
kleinere, so werden sie nach dem Einfallslot hin, hat es eine griBere,
so vom Einfallslot hinweg gebrochen. Ist b, unendlich groB, so
treten sie bei schiefem Auftreffen tangential ein, verlaufen also
der Grenze entlang; bei normalem wird ihre Eintrittsrichtung un-
bestimmt, woraus folgt, daB die Kraft X in einem Dielektricum von
unendlich groBer Konstante b, wie innerhalb eines Leiters, ver-
schwinden muB.

In einem gleichformigen elektrischen Felde, wo die Kraftlinien
parallele Gerade sind, lenkt ein eingefiihrtes fremdes Dielektricum
die Kraftlinien auf sich hin, wenn es eine grioBere, von sich hinweg,
wenn es eine kleinere Dielektricititskonstante besitzt, als die Um-
gebung. —

Wir wollen nunmehr einen neuen Vektor & mit den Kompo-
nenten X, ¥, B resp. N einfithren durch die Beziehungen

41) pX=%, v¥=9, vZ=53, »N¥N=0N;

£,9, 8, N mogen die elektrischen Polarisationen?!) nach
den Richtungen X, ¥, Z, N, und

41') 8 =VE+ P+ 3

mag die resultierende oder die Gesamtpolarisation heilen.

Fir diese GroBen gelten dann an Stelle der ersten Formeln (39)
bis (39”) die folgenden

" % , 89 , @
41") tme=3E+32+ 33,
41" dnc, =N, 4nmo, =N, +N;

die Polarisationen verhalten sich also Zhnlich, wie Kraftkomponenten
im leeren Raum. Thre Normalkomponenten werden durch Un-
stetigkeiten im dielektrischen Verhalten nicht berithrt und werden
unstetig nur an Flichen, welche wahre Ladungen tragen; ihre
Tangentialkomponenten dagegen springen an Unstetigkeitsflichen.
Vergleicht man die Formeln (41) bis (41") mit den auf S. 300 des
I. Bandes aufgestellten fiir die stationire Stromung einer imponde-
rabeln Fliissigkeit innerhalb eines isotropen Korpers, der nur durch
die Oberflichen der Konduktoren und eventuell durch die unend-
liche Kugelfiiche begrenzt ist, so erhilt man eine vollstandige Uber-
einstimmung, wenn man X, 9, 8, N als die Strémungskompo-
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nenten nach den Rlchtungen X Y Z und N auffa.ﬁt dle Ober—
flichen der Konduktoren als Emtrlttsstellen von der Ergiebigkeit
470 pro Flacheneinheit fir das Fluidum ansieht, an den geladenen
Flichen innerhalb oder in Zwischengrenzen der Dielektrica Quellen
von der Ergiebigkeit 47¢,, pro Flicheneinheit und auBerdem inner-
halb der Dielektrica riumliche Quellen von der Ergiebigkeit 4mp
pro Raumeinheit annimmt. Die Dielektricititskonstante d vertritt
die Stelle der Leitungsfihigkeit und kann daher auch als dielek-
trische Leitungsfihigkeit oder, um Verwechselungen mit der
spater zu betrachtenden elektrischen Leitfahigkeit zu vermeiden,
auch als dielektrische Permeabilitit?®?) bezeichnet werden. —

Die gewonnene mechanische Analogie ist von Wichtigkeit fiir
die Erweiterung unserer Ansitze auf krystallinische Dielektrica.
Zwar kann sie hier, wie in dhnlichen, uns spiter begegnenden Fillen,
die allgemeinere Form nur wahrscheinlich machen, nicht als
richtig erweisen, aber immerhin ist dadurch iiberall, wo man ohne
spezielle Hypothesen iiber den Mechanismus eines Vorganges vor-
schreiten will, schon Erhebliches gewonnen.

Wir wollen daher jene allgemeinen Ansitze, die wir auf S. 290
des I Bandes fiir die Stromungskomponenten eines imponderabeln
Fluidums innerhalb eines krystallinischen Korpers erhalten haben,
auf unseren Fall itbertragen und setzen?)

E=0,X+b,Y+b,Z,

Y =y X4 0y V-0 2, 42)

8=b31x+bss Y"'basz!

2= x2 + 924‘ »82:

worin wir die b,,, welche an Stelle der Leitfihigkeitskonstanten des
frilheren Ansatzes stehen, als die allgemeinen Dielektricitats-
konstanten oderals die Konstantenderdielektrischen Permea-
bilitdt des krystallinischen Mediums bezeichnen. Die b,, sind inner-
halb eines homogenen Mediums konstant, aber a.bhﬁnglg von dessen
Orientierung gegen das Koordinatensystem; demgemif spezialisiert
sich der Ansatz (42) fiir die verschiedenen Krystallgruppen nach dem
Schema IT Bd. I, S. 137. Auf eine ganz allgemein geltende Be-

ziehung zwischen den verschiedenen bd,, gehen wir spiter ein,
Verbinden wir hiermit die fritheren Beziehungen

4nrrk=‘.‘l_}k, 4no'MmiTI,,+ﬂ?‘, 42')
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worin

42" N = X cos (n, x) + P cos (», y) + J cos (n, 2)

die Komponente des Vektors & nach der Richtung von n bezeichnet,
sowie die Grenzbedingungen

42’”) (P;r e P;u ‘P}L i (P: W P};gr

worin P, ;, wie S. 58, die elektromotorische Kraft bedeutet, so ist ein
System von Bedingungen fiir ¢’ gewonnen, welches, wie gemi8 S. 301,
Bd. I, nachzuweisen, diese Funktion vollstindig bestimmt, falls

8af = by, X2+ byy T2+ g3 Z2 + (Dyg -+ byp) Y Z
{0y + 0,50 Z X + (0, + b5) XY

eine wesentlich positive quadratische Form ist, was wir so lange, als
keine Beobachtung das Gegenteil erweist, annehmen diirfen.

Die Zulassigkeit der im Vorstehenden ausgefiihrten Erweiterung
hat, wie schon angedeutet, die Beobachtung zu beweisen; die Er-
fahrung hat diese Bestitigung in ausgedehntem MaBe geliefert. —

Es ist niitzlich, darauf aufmerksam zu machen, wie durch die
vorstehenden Bedingungen die gegenseitige Abhingigkeit der ver-
schiedenen, bei dem Problem der Influenzierung eines dielektrischen
Systemes auftretenden Griflen formuliert ist.

Der einfachste Fall ist der, da Konduktoren itberhaupt nicht
vorhanden sind, die wahren Ladungen also an Dielektrica haften,
und daB somit die o,, und ¢ vollstindig vorgeschrieben sind. Die
letzteren Grifen bestimmen ¢’ vollstindig, und damit auch X, ¥, Z,
aus denen dann gemifl den Formeln (39) und (39”) die freien
Dichten sich berechnen lassen.

Sind homogene Konduktoren innerhalb des Systemes vorhanden,
so sind nicht direkt die Dichten o, an ihren Grenzen vorgeschrieben,
sondern entweder die konstanten Potentialwerte P, oder die Gesamt-
ladungen B, = fado, auf denselben. Hier werden dann zur Be-
stimmung von ¢' Umwege notig, den auf S. 34 ertrterten analog.

Wesentlich ist aber, dafl iiberall die freien Dichten als
Folgerungen aus der Theorie, nicht als gegebene Grifen auftreten. —

Verglichen mit den dielektrischen Polarisationen X, §), 3 besitzen
die auf S. 54 eingefiihrten dielektrischen Momente ¢, £, y fiir die
niichsten Untersuchungen nur eine sekundire Bedeutung; doch ge-
statten sie, die allgemeinen Resultate in einem anderen Sinne zu
veranschaulichen, als jene, und mdgen daher hier nochmals in Be-
tracht gezogen werden.

v |
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Durch Einfihrung der Komponenten X, Y, Z erhilt man aus
(83) und (33") fir isotrope Medien die Beziehungen

e=2T1X=eX, f=2"tr=cy, y=2"lz—eu

Auch sie erfahren beim Uherga.n g zu krystallinischen Dielektrica
eine Erweiterung, die man sehr einfach gewinnt, wenn man die
influenzierten Dichten der Ladungen im Dielektricum einmal durch

e, 3, y, einmal durch ¢ ausdriickt. Die ‘Kombination der
Formeln (34') mit (29) und (39) bis (39”) fithrt auf die Beziehungen

— o} = & cos (v, ) + f cos (n, 9) + 7 cos (v, 2) = ;= O, —

— o= (E co8(my )+ ... ), + (¢ cos(nzx)+...)-=ﬁ[[§? ~ M+ (R-H),

ap 1 (0X-X) K d(9-7) (8 — Z)
+6z -in( gttt dy Wi dx _)’

—_— 9‘! a$ +
Woraus man erhﬁlt
dne=X—X=(0,—-1)X+d,F+1,7,
4af=9—Y =0, X+ (0,,— 1) Y+ b, 7, 43)
dny=8—2Z =03 X+ 0, ¥ + (b, — 1) Z.
Fiir manche Zwecke ist es bequem, diesen Formeln die folgende,
mit (43) analoge Gestalt zu geben
c=¢, X+ e, Vt+e,7
B=cy X4y X+ 2y, 2, 43")
7=ty X ey V403, 7,
worin also gesetzt ist

bkh i l b}ak e
e elb R pellorli 4 % 43")

und die e,, die allgemeinen Elektrisierungszahlen des
Krystalles darstellen, die ahnliche Eigenschaften besitzen, wie die
Dielektricititskonstanten b,,. —

Hiermit ist die Aufstellung der allgemeinsten Gesetze fiir die
Influenzierung der Dielektrica erledigt, und es mogen an den
SchluB dieser Entwickelung nur noch einige auf ihre Anwendungen
beziiglichen Bemerkungen gestellt werden.

Bei manchen allgemeinen elektrostatischen Untersuchungen ist
es lastig, die Konduktoren neben den Dielektrica als anders-
artige Korper zu fithren. Man vermeidet dies, indem man sie
fir den vorliegenden speziellen Zweck als Dielektrica mit unend-
lich groBen Konstanten b,, betrachtet. Da nimlich die Normal-

komponenten der Polarisationen stetig durch die Grenzen zwischen
Voier, Theoretische Physik. II. 5
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verachledenen Dielektrica geben und in den w1rkhchen Dlelektl'lca
— extreme Fille ausgeschlossen — endlich sind, so miissen sie
auch innerhalb Medien mit unendlich groBen Dielektricititskonstanten
endlich sein, d. h, es miissen dort die Komponenten X, ¥, Z ver-
schwinden, oder es muB die Potentialfunktion ¢’ konstant sein, wie
dies innerhalb der Konduktoren in der That stattfindet.

Ob die Leiter wirklich dielektrische Qualititen besitzen, ist auf
Grund elektrostatischer Erscheinungen nicht zu entscheiden.
Denn da im Gleichgewichtszustande die Krifte X, ¥, Z in ihrem
Innern verschwinden, kdnnen daselbst nach (42) Polarisationen in
keinem Falle entstehen. Dagegen fithrt die Untersuchung ver-
anderlicher Zustinde dazu, auch den Leitern Dielektricitits-
konstanten zuzusprechen, und liefert die Mittel zu ihrer experimen-
tellen Bestimmung. Es sei schon hier bemerkt, daB ihre Werte
sich endlich ergeben, dal also der obige Kunstgriff eine physika-
lische Bedeutung nicht besitzt.

Auch die geladenen influenzlosen Isolatoren lassen sich als Grenz-
fille von Dielektrica auffassen. Wenn man namlich in einem isotropen
Kérper b = 1 annimmt, so wird derselbe durch elektrische Krifte nicht
influenziert; legt man ihm auBerdem noch eine wahre elektrische
Dichte p bei, so besitzt er alle Kigenschaften, die wir bei absoluten
Isolatoren friiher vorausgesetzt haben.

Ferner wirkte es schon bei der Bildung der Potentialfunktion ¢’
komplizierend, daB bisher drei Arten von wahren Ladungen unter-
schieden werden mubBten: riumliche von der Dichte ¢ im Innern
des Dielektricums, flichenhafte von der Dichte o, an der Grenze
nach Konduktoren hin, fliichenhafte von der Dichte 4, an Unstetigkeits-
flichen innerhalb des Dielektricums. Man kann viele Entwickelungen
vereinfachen, wenn man die letzten beiden Ladungen als Grenzfille
der ersteren ansieht, nimlich alle sprungweisen Anderungen im
elektrischen Verhalten durch stetige Ubergiinge ersetzt, die innerhalb
sehr dilnner Schichten stattfinden. Dabei ist es zuniichst gleichgiiltig,
ob man damit — wie zumeist geschieht — eine Hypothese iiber das
wirkliche Verhalten der Korper in Zwischengrenzen, oder nur eine
zuldssige Vereinfachung der Rechnungen eingefithrt denken will,

Will man die Endresultate einer in der angedeuteten Weise
vereinfachten Entwickelung dem Falle anpassen, daB Unstetigkeits-
flichen vorhanden sind, so hat man nur die Schichten, innerhalb
deren das dielektrische Verhalten sich um einen endlichen Betrag
andert, unendlich diinn werden zu lassen — ein Grenziibergang, der
Schwierigkeiten im allgemeinen nicht bietet.
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§ 9. Das Potential eines influenzierten Dielektricumes auf andere

Kérper. Das innere Potential eines allgemeinen elektrischen Sy-

stemes und die innere Arbeit bei stattfindenden Dislokationen seiner
Teile. Die Arbeit der Elektrisierung.

Da durch die Entwickelungen des § 7 sich der Ausdruck
BRI A
¢'= “ 5, +‘91Fy_;+7’16_z, dky

_ ["dide, o dk,
R Sl

als die Potentialfunktion des influenzierten Dielektricums ergeben
hat, so ist sein Potential auf eine beliebige, auf einem Leiter oder
einem Nichtleiter gelegene wahre Verteilung e, sogleich angebbar;
man findet nimlich auf Grund des 8. 49 erdrterten Zusammenhanges
der Potentialfunktion mit dem Einheitspotential sogleich

O}, = S¢'de,, 44)

wo der Wert von ¢” am Orte des Ladungselementes de, zu nehmen

ist, oder auch il
” Y do, "V dky
q’na=fdes[fa‘f +f"‘"jr ]

Betrachten wir den Fall, daB das Dielektricum (1) ganz im
Endlichen liegt und rings durch den leeren Raum von der La-
dung (2) getrennt ist, so haben wir die einfache Anordnung wieder,
von der wir in § 1 ausgingen: &7, ist das Potential zwischen zwei
gegebenen Ladungen (1) und (2), aus welchem die Arbeiten der
Wechselwirkungen, sowie die Werte der von ihnen ausgeiibten Kom-
ponenten und Momente durch geeignete Variation resp. Differentiation
bei konstant gehaltenen elektrischen Dichten folgen. Es sei be-
sonders bemerkt, daB in diesem Falle die influenzierten Dichten o}
und ¢} ganz die Rolle wahrer Ladungen spielen.

Wir konnen deshalb auch fir die Ladung (2) die in einem
Dielektricum influenzierte wihlen und erhalten so fiir das Potential
der Wechselwirkung zwischen zwei influenzierten Ladungen

@, = [oydo, ( [AL2n 4 [eith)
+ [odn (fSire 4 [d2h),

oder nach einer einfachen Umformung wegen (34") auch
5¥

44))
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+ 7, PR oy Ers + 8 3y +7n %, dhk, dhy,
das die analoge Verwertung gestattet, wie das frithere @,,.

Haben die beiden Dielektrica neben den influenzierten auch
noch wahre Ladungen, so superponieren sich deren Potentiale iiber
die der influenzierten Ladungen; das Resultat ist die Formel (44'),
statt fiir die influenzierten, fiir die freien Ladungen gebildet. Wir
schreiben zu kiinftiger Verwendung sogleich den Ausdruck fir das
Potential ¢’ der Wechselwirkung zwischen beliebig vielen durch
den leeren Raum getrennten Kérpern, indem wir zur Vereinfachung
der Formel in der oben besprochenen Weise die flachenhaften
Dichten als die Grenzfalle raumlicher ansehen,

e L) 1 !dk dk!
44 } @ = ijﬁi=21ff9h9in7;

dazu fiigen wir die seine Kigenschaft charakterisierende Gleichung
44" 04, = — 6,0,

in welcher der Index o' andeutet, daB die Variation nur die An-
ordnung des Systemes betreffen, also die freie Ladung jedem
Massenelement ungeiindert erhalten bleiben soll. —

Die Verhiltnisse komplizieren sich erheblich, wenn es sich um
Systeme von Dielektrica handelt, die nicht durch den leeren Raum
voneinander getrennt sind, sondern ineinander iibergehen, demgemif
also, um Lagendnderungen zu gestatten, wenigstens teilweise nicht
starr sein diirfen. Hier wird im allgemeinen bei jeder Verschiebung
das ganze System mechanisch und demgemiB elektrisch in Mitleiden-
schaft gezogen; wir diirfen somit fiir seine Untersuchung nicht das
Potential der Wechselwirkung zwischen einzelnen Teilen zu Grunde
legen, sondern miissen das Potential ® des ganzen Systemes
auf sich selbst als Ausgangspunkt wihlen.

Wir gelangen dazu, indem wir von dem Elementarpotential (29")

; &8s + €8
— 1 5% 1
"pl?. ety ] T1e
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ausgehen und dieses iiber alle mdglichen Kombinationen wahrer und
freier Ladungen summieren.
Das Resultat lautet:

(p-_u,kf.‘idiﬁ’ 45)

wo beide Integrale iiber den ganzen Raum zu erstrecken sind, da
offenbar das System im allgemeinen nach auBen unbegrenzt ist.
Der Vereinfachung halber mag indessen, wie auf S. 56, angenommen
werden, daB das Dielektricum im Unendlichen homogen und isotrop
ist, auch die wahren Ladungen nur im Endlichen liegen und einen
endlichen (Gesamtbetrag ergeben.

Die letzte Formel 148t sich bei Einfithrung der riumlichen und
der flichenhaften Dichten ¢ und ¢ der wahren Ladungen schreiben

-

O =1 fogdo+ } [fogdk. 45"

Beide Ausdriicke fir © zeigen jene Unsymmetrie, auf welche
schon im Eingang von § 7 aufmerksam gemacht worden ist, die
sich eben jetzt aber als sehr vorteilhaft erweist.

Es ist bereits auf S. 59 darauf hingewiesen, daB die Differential-
quotienten der Potentialfunktion ¢” eines erregten Dielektricums in
dessen Innern vieldeutig sind; aus demselben -Grunde wird der
Wert (44”) des Potentiales der Wechselwirkung zwischen zwei er-
regten Dielektrica (1) und (2) unbestimmt, wenn die Integrations-
gebiete &4, und %, teilweise oder ganz zusammenfallen, Ks wire
deshalb nicht moglich, aus dem Ausdruck (44”) einen eindeutigen
Wert fiir das Potential eines Dielektricums auf sich selber abzu-
leiten; dagegen bietet die Anwendung der Formel (45) eine derartige
Schwierigkeit nicht. —

Wir konnen unsere Ausgangsformel (45") in einer bemerkens-
werten Weise umformen, indem wir die Werte von ¢ und ¢ aus (42"
einsetzen und das Resultat durch Teile integrieren, wobei das auf
die unendlich groBe Kugel beziigliche Oberflichenintegral ver-
schwindet, und sich ergiebt

1 L
<p=8_“f(m+rg)+za)dk. 45"
Durch Einsetzen der Werte (42) fiir ¥, 9, 8 erhiilt man hieraus

il %f(b"‘ﬁ + by I? + b5y 2 l 45"
+ (bgs + 035) YZ + (bgy + b,5) ZX + (b, + hﬂ)xr) dk,



