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Differentialrechnung 

Funktionen e i n e r u n a b h ä n g i g e n Variablen 

§ 1. Zusammenstellung der Differentialquotienten 
der einfachen Funktionen 
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y — arc cotg x 

y — arc tg x dy _ 1 
dx 1 + xa 

äy = i 
dx 1 + x*' 

y — sinh x f = cosh a; (vgl. S. 92) 

y = cosh x = sinh x dx 

y = arsinh x dy 1 
dx 

y = arcosh a; = 1 
da; _ l 

§ 2. Reelle Funktionen reeller Veränderlicher. 
Differentialquotient 

A. F u n k t i o n s b e g r i f f 

I. E i n d e u t i g e F u n k t i o n e n e i n e r V e r ä n d e r l i c h e n . 
Unter einer e i n d e u t i g e n (reellen) F u n k t i o n f(x) der (reellen) 
unabhängigen V e r ä n d e r l i c h e n oder V a r i a b l e n x verstehen 
wir eine Vorschrift, derzufolge jeder Zahl x aus einer gewissen 
Menge D reeller Zahlen eine reelle Zahl f(x), der sogenannte W e r t 
der Funktion, zugeordnet wird; D heißt der D e f i n i t i o n s b e r e i c h 
der Funktion. 

B e i s p i e l e : (1) Die K o n s t a n t e n . Das sind diejenigen Funk-
tionen, bei denen allen x der gleiche Wert, etwa c, zugeordnet ist, 
also f(x) = c für jedes x aus D. 

(2) Die P o l y n o m e . Als Polynome 0-ten Grades bezeichnet 
man die Konstanten. Für k ^ 1 bezeichnet man als Polynome 
fc-ten G r a d e s die Funktionen a0 + a1x + • • • + akxk, wobei 
a0, . . ,,ak (reelle) Zahlen (Konstanten) und ak =)= 0 ist. Der Defi-
nitionsbereich eines Polynoms kann als die Gesamtheit aller reellen 
Zahlen angenommen werden. Spezialfälle: Für k = 1 hat man die 
l i n e a r e n Funktionen a0 + axx, für k = 2 die q u a d r a t i s c h e n . 

(3) Als r a t i o n a l e Funktionen bezeichnet man die Quotienten 
Z(x): N(x) aus je zwei Polynomen Z(x) und N(x). Weil m i t N u l l 
n i e m a l s d i v i d i e r t w e r d e n d a r f , enthält hier der Definitions-
bereich D nur solche x, für die N(x) 4= 0 ist; insbesondere 
kann nicht N(x) = Konst. = 0 sein. Beispiel: Z(x) = 3 + 2x, 
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2V (a;) = 1 — 2x2 + x4; hier gehören 3; = ¿ 1 nicht zum Definitions-
bereich D. 

(4) Sinus und Kosinus. f(x) = sin x ist für alle x erklärt. 
Da aber der Sinus periodisch, d. h. da sin x = sin (x + 2kn) 
ist für i = 0 , ¿ 1 , ¿ 2 so braucht man sin x nur für alle x 
mit 0 ^ x < 27t zu kennen. Das gleiche gilt für cos x. 

(5) Tangens und Kotangens. Es ist tg x = sin x : cos x 
nur für x =\= ±-^-71, : t • • •» zb - ^ . . . definiert, weil der 

2k 4- 1 Kosinus für ^ —s— 7 1 Null ist, 1c = 0, 1, 2, . . . . Für welche x ¿t 
ist ctg x = cos x : sin x definiert ? 

II . Mehrdeutige Funktionen einer Veränderlichen. 
Neben den eindeutigen (Ziff. I.) begegnet man auch mehr-
deutigen (mehrwertigen) Funktionen f(x); bei diesen sind also 
einzelnen oder allen x mehrere Werte zugeordnet. Beispiel: 
f (x) = [/a;. Hier muß zunächst x 0 sein (denn für x < 0 wird 
die Wurzel imaginär, während wir es nur mit reellen Funktionen 
zu tun haben); für x > 0 kann \/x sowohl positiv als negativ 
genommen werden, während für x = 0 Null der einzige Wert ist. — 
Andere Beispiele mehrdeutiger Funktionen treten bei den impli-
ziten Funktionen auf (vgl. Ziff. IV.). 

III . Funkt ionen von mehreren Veränderlichen. Ent-
sprechend wie die (reellen) Funktionen von einer (reellen) Ver-
änderlichen werden die Funktionen von n ^ . 2 (reellen) Veränder-
lichen erklärt. Es genügt, den Fall n — 2 zu besprechen. Der ganze 
Unterschied gegenüber dem Fall einer Veränderlichen (n = 1) 
besteht darin, daß für n = 2 der Definitionsbereich D der Funktion 
nicht mehr eine Menge von Zahlen x, sondern von Paaren (x, y) 
von Zahlen x, y ist. Man bezeichnet demgemäß die x und y als die 
(unabhängigen) Veränderlichen und die Funktion selbst mit 
f(x, y), g(x, y) usw. Im Fall n — 1 veranschaulicht man sich die x 
als Punkte auf der (Zahl-)Geraden, im Fall n = 2 die Paare 
(x, y) als Punkte auf der x, y-Ebene. 

Beispiele : (1) f(x, y)=~2+ , wobei a + 0, b 4= 0. Der 
Definitionsbereich ist hier die ganze Ebene. — (2) g(x, y) =x\y. 
Hier ist der Definitionsbereich die Ebene mit Ausnahme der 
Geraden y = 0 . — (3) Während die Beispiele (1) und (2) ein-
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deutige Funktionen liefern, ist h(x,y) = \"x: y zweiwertig 

IV. U n e n t w i c k e l t e F u n k t i o n e n . Bei gegebener Funktion 
f(x, y) kann man nach allen Paaren (x, y) des Definitionsbereiches D 
fragen, für die f(x, y) = 0 ist. Vermöge dieser Gleichung f(x,y) = 0 
werden jedem (in Betracht kommenden) x eine oder mehrere y 
zugeordnet, nämlich alle y, für die f(x, y) = 0 ist. Dadurch wird y 
als Funktion von x erklärt, in Ze ichen : y =F(x). Die Bestimmung 
von F(x) entspricht der „Auflösung" der Gleichung f(x,y) = 0 
nach y. Man sagt auch, durch / (x, y) = 0 sei y implizite als Funk-
tion von x erklärt oder y sei i m p l i z i t e oder u n e n t w i c k e l t e 
F u n k t i o n von x. Ist speziell f(x,y) =y—g{x), also y =g(x), 
so heißt y e x p l i z i t e oder e n t w i c k e l t e Funktion von x. 

B e i s p i e l e : (1) Für f{x,y) = ( 1 +x2)y—c i s tF(x) = c : ( l +x2) 
eindeutig für alle x. 

(2) Für j(x, y) = g + + c , a =# 0, b #= 0, ist F(x) 

= — — c a 2 — x 1 nur für c fS 0 erklärt (nämlich reell), für 

c = 0 muß x = 0 sein, für c < 0 muß x2 ^ — c a 2 sein. 

B . D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t 
I. D i f f e r e n z e n q u o t i e n t . Bei gegebenem f(x) kann man 

für beliebige x, xx mit x 4= x1 den D i f f e r e n z e n q u o t i e n t e n 

(1) Vi-V = f(x 1) ~ /(*) 

bilden, wobei =f(x1) und y =f(x) ist. Übrigens gilt bei Ver-
tauschung von xt bzw. y1 mit x bzw. y stets 

y — y 1 _ Vi - y 
CC ~ »CJ «CJ ¡C 

Die im Zähler und Nenner auftretenden Differenzen kürzt man 
auch so ab: Af = Ay = yl — y und Ax — x1 — x. Der Differenzen-
quotient schreibt sich dann 

( la) ä. = / ( » + ^ - /W , wobei Ax + 0. 
ZIX ZAJC ¿\J0 

Der Differenzenquotient liefert das Verhältnis des Zuwachses 
der abhängigen zum Zuwachs der unabhängigen Veränderlichen. 

Wir wollen den Differenzenquotienten auch geometrisch 
repräsentieren. Zu diesem Zwecke erinnern wir an die aus der 
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analytischen Geometrie her bekannte Darstellung der Funktion 
y =f(x) durch eine Kurve in der »«/-Ebene. Die Abszisse OQ 
eines Kurvenpunktes P gibt den Wert der Veränderlichen x und 
seine Ordinate QP den Wert der Funktion f(x) an. Je nachdem 
f(x) ein- oder mehrwertig ist, gehören zu der Abszisse x eine oder 
mehrere Ordinaten y. Der Punkt P der Kurve möge die Abszisse x 
und die Ordinate y besitzen. Wir schreiben dies kurz P = (x, y). 
Ebenso sei P1 — (xv yt) = (x + Ax, y + Ay). Dann ist PR = QQ1 
= xx — x = Ax und P^R — yx — y = Ay (vgl. Fig. 1), und wir 
erhalten 

Ay f(x + Ax) - f(x) o 
Ä~x - t g P' 

Wir können tg ß in einfacher und verständlicher Art das 
Steigungsmaß der Geraden SPP1 nennen. Dann sieht man: 

Der Differenzenquotient (1) oder (la) gibt das Stei-
gungsmaß der Sekante PP1 an, welche zu den Kurven-
punkten P — (x, y) und P1 = (x + Ax, y + Ay) gehört. 

1. Beispiel : y =ax2, y1=ax\\ 
Ay V\ — y x? — x2 
~r —— = a — =a(xl + x). 
Ax xx — x xt — x v 1 ' 

2. Beispie l : y =Yx, yi=]/x1\ 
Ay _vi — y _Vxi — Vx __ i Ax xt- X xx-x ^x1 + ]/x' 
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II. Grenzwerte . Wir wollen nun in der Figur den Punkt Pt 
auf der Kurve unbegrenzt dem als fest angenommenen Punkte P 
sich nähern lassen. Um richtige analytische Einsicht in diesen 
Prozeß zu gewinnen, müssen wir einige neue Begriffe einführen. 

Sieht man bei einer reellen Größe a von dem Vorzeichen ab, 
so spricht man von ihrem abso lu t en Be t r age ; beispielsweise 
haben + 1 und — 1 den absoluten Betrag 1. Der absolute Betrag 
von a wird durch | a \ bezeichnet. 

G e n a u e r : Es ist \a\ = a, falls a j ä 0, und | a | = —a, falls a < 0. 
Demzufolge gilt: | a | = 0 nur für a = 0, sonst \a\ > 0 ; ferner \a\ = | —a| 
und |aö | = |o | • \ b\ sowie die wichtige („Dreiecks"-)Ungleichung 
[ a + & | iS \a \ + 161. Aus dieser Ungleichung folgt noch | | a | — 161 | 

a — b | ^ \a\ + | 6 | . 

Man sagt nun, die Funktion f(x) besitze „bei Annäherung 
von x an x0", kürzer „bei x x0", oder „an der Stelle x0" den 
Grenzwer t a, in Zeichen: a = lim/(a;), wenn folgendes gilt: 

Unterscheidet sich x von x0 hinreichend wenig, wobei aber « =}= x0 
sein soll, so unterscheidet sich f(x) von a beliebig wenig. Oder 
etwas anschaulicher formuliert: Es l iegt f(x) bel iebig nahe bei 
a, wenn x h in re i chend nahe bei x0 l iegt. (Dabei soll natür-
lich x stets zum Definitionsbereich gehören.) 

G e n a u e r : Zu beliebigem e > 0 gibt es ein S(e) > 0 derart, daß 
\f{x) — a \ < s, wenn 0 < | Ax\ = \x — x0 \ < ö(e). 

Beispiel : f(x) =x2. Hier gilt lim f(x) Denn es ist 

\x2 — xl | = |x + x0 \ • |x — x0\ beliebig klein, wenn \ x — x0 \ hin-
reichend klein ist. 

G e n a u e r : |a;2 — < e, wenn ¡x + x0\ • \x — x0 | < e; ist aber 
\x \ < 1 + \x0\, so ist \x + x0 \ g \x\ + |;c0j < 1 + 2\x0] und folglich 
\x -{- x0 \ • \x — x0] < (l 2 \ Xf,\) • \ x — x0\, also \x + xa \ • \x — x0 \ sicher 
< e, wenn (1 + 2 ]x0|) • \x — x0 \ < E, d. h. wenn \x — x0 \ < e: (1 + 2 |z0 |) 
= ä ( e ) . 

Die Formel lim f(x) = a kann man so lesen: „Es s t r e b t 

f ( x ) gegen a, wenn x gegen x0 s t r eb t " , in Zeichen: f ( x ) ^ a 

für x -* x0. 

Enthält der Definitionsbereich von / (x) absolut beliebig 
große positive (bzw. negative) Zahlen x, so sagt man, f(x) besitze 
für x + oo (bzw. für x - > — oo) den Grenzwert a, oder es strebe 
f(x) gegen a, wenn x gegen + oo (bzw. gegen —oo) strebt, in 
Zeichen lim f(x) = a (bzw. lim f(x) —a), wenn sich f(x) beliebig 

X—> -f- co X—>•—00 
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wenig von a unterscheidet, falls nur x > 0 hinreichend groß (bzw. 
wenn x < 0, falls nur \x\ hinreichend groß) ist. 

Genauer, lim f(x) = a, wenn zu beliebigem e > 0 ein N(e) existiert 
X —>• + oo 

derart, daß | f (x) — a | < e für alle x des Definitionsbereiches, für die 
x > N(e) ist. Entsprechend für x->- — oo. 

B e i s p i e l e für solche Grenzwerte liefern die ( k o n v e r g e n t e n ) 
unendlichen F o l g e n von Zahlen a±, a2, . . .. Hier besteht der 
Definitionsbereich aus den natürlichen Zahlen 1 , 2 , . . . und die 
Funktionswerte sind f(n) — an, n = 1, 2, . . .. Beispielsweise ist 
lim TO-1 = 0, ferner ist lim qn = 0, wenn q konstant und \q\ < 1 
n—> + co n —>--{-<» 
ist, schließlich gilt 

lim (1 + p + • • • + pn) = 1 : (1 — p ) , wenn \p\ < 1 
n—oo 

/ 1 vn+1\ ( denn es ist j — — (l + p + • • • + Pn) = YZTj,) • 

R e c h n e n m i t G r e n z w e r t e n . Es gelten die folgenden Regeln 
(auf deren Beweise wir hier verzichten müssen): 
A d d i t i o n lim ( f ( x ) ^ h(x)) = l i m f(x) ^ lim h(x) 

X —• íCq X —• Xq % 

M u l t i p l i k a t i o n lim (j(x) • h(x)) = (lim f(x)) • (hm h(x)) 
x —y Xq x —> x —> Xq 

D i v i s i o n lim ( j ( x ) : h(xj) = (lim /(x)) : (lim h(x)). 

Dabei ist vorausgesetzt, daß lim f(x) und lim h(x) existieren, 
ferner im Falle der Division, daß hm h (x) 4= 0 ist. Die Regeln 
gelten auch für Grenzwerte mit x -* ^ oo. 

Z u s a t z . Schließlich schreibt man lim f(x) = + oo bzw. 
x-*x0 

= —oo oder auch f(x) -»• ̂  oo für x x0, wenn f(x) beliebig große 
Werte besitzt, falls x hinreichend nahe bei x0 liegt (genauer: wenn 
zu beliebigem M > 0 bzw. < 0 ein <5 (M) existiert derart, daß 
f(x) > M bzw. f(x) < M, falls nur 0 < \x — < d(M)). 

Für F u n k t i o n e n f{x,y) v o n zwei V e r ä n d e r l i c h e n x, y 
erklärt man entsprechend a als Grenzwert von f(x, y) an der 
Stelle (x0, y0) und sagt, daß / (x, y) gegen a strebt, falls (x, y) 
gegen (x0, y0) strebt, wenn / (x, y) beliebig nahe bei a liegt, 
falls \x—x 0 \ + | y — y 0 \ hinreichend klein ist. In Zeichen: 
a = Hm j(x, y). 

y-+y o 
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I I I . S t e t i g k e i t . Die Funktion f(x) heiße an de r zu i h r e m 
D e f i n i t i o n s b e r e i c h g e h ö r i g e n S t e l l e x0 s t e t i g , wenn 
lim f(x) existiert u n d gleich f(x0) ist, also g le ich dem W e r t der 
X —> x0 

Funktion an der S t e l l e x0. Aus den obigen Rechenregeln für 
Grenzwerte folgt: S u m m e n , D i f f e r e n z e n , P r o d u k t e u n d 
Q u o t i e n t e n v o n an der Stelle x0 s t e t i g e n F u n k t i o n e n s ind 
wiede r Funktionen, die an der Stelle x0 s t e t i g sind. (Evtl. auf-
tretende Nenner sind als von Null verschieden vorauszusetzen.) 

Entsprechend heißt die Funktion f(x, y) der zwei Ver -
ä n d e r l i c h e n x, y s t e t i g an der Stelle (x0, y0), wenn f(x0, y0) 
= lim f(x, y). 

x-*x„ 
y^Vo 

B e i s p i e l e werden geliefert durch alle bisher betrachteten 
Funktionen; sie sind stetig an jeder Stelle ihres Definitions-
bereiches. Insbesondere sind die P o l y n o m e stetig; dies folgt 
nach den obigen Regeln, weil die Polynome durch Addition und 
Multiplikation der stetigen Funktionen f(x) = x und / (x) = konst. 
gewonnen werden. 

Anmerkung. Es kann lim f(x) existieren, aber von f(x0) verschieden 
sein. Beispiel: f(x) = x für 0 < x < 1 und für 1 < x ^ 2, aber /( l) = 0. 

IV. D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t . Eine (an der Stelle x stetige) 
Funktion f(x) heißt d i f f e r e n z i e r b a r an der Stelle x, wenn ihr 
Differenzenquotient Af : Ax für x1- > x einen Grenzwert besitzt; 
dieser Grenzwert heißt der (erste) D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t oder 
die (erste) A b l e i t u n g von f(x) an der Stelle x und w i r d m i t 
f'(x) oder -J- oder f̂- oder y' b e z e i c h n e t . Es ist also definitions-.. n U/% CLOC gemäß 

Bei einer an jeder Stelle ihres Definitionsbereiches differenzier-
baren Funktion ist also die A b l e i t u n g s e l b s t e ine e i n d e u t i g e 
(reelle) F u n k t i o n v o n x. 

Anmerkung. Ist f(x) an der Stelle x = a differenzierbar, so ist f(x) 

auch s t e t i g an der Stelle x = a. (Denn aus f(a) — — 
0 < | x — a | < <5(e) folgt | /(*) —/(«) | < (e + \ f'(a) |) • | x-a |.) 

< e für 
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Beisp ie le : (1) f(x) = ax2. Es ist f'(x) = lim a(x + x + Ax) 
zfz-1.0 

= 2ax. — ( 2 ) f ( x ) = ]/x. Es ist f'(x) = lim (\/x + Ax — ]/x) : Ax 
= lim 1: {]/x + Ax + \/x) = 1:2 j/a;, wobei x > 0 . 

Bei der Schreibweise ^ ist streng daran festzuhalten, daß 
Zähler und Nenner nicht für sich einzeln definiert worden sind, 
und daß dx, dy nicht die Bedeutung von lim Ax, lim Ay haben. 
Trotzdem dürfen wir uns erlauben, in unseren Beispielen dy = 2 ax dx 
oder dy und allgemein 

dy = y'dx = f'(x) dx 

zu schreiben, so fe rn wir dies als gleichwertig d e f i n i e r e n mit (2). 
Irrtümer können dadurch nicht hervorgerufen werden, dx und dy 
bezeichnet man auch als D i f f e r e n t i a l e . 

Wie der Differenzenquotient, so läßt auch der Differential-
quotient eine einfache geometrische Deutung zu. Wir lassen in der 
Figur 1 die Punkte P und Q fest und nähern den Punkt Q1 un-
begrenzt dem Punkte Q. Dabei rückt der Punkt Pl der Kurve 
unbegrenzt an den Punkt P heran und die Tangente TP ergibt 
sich als Grenzlage der Sekante S P . Der D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t 
s t e l l t das S t e i g u n g s m a ß der T a n g e n t e im P u n k t e P =(x,y) 
d a r : 
( 3 ) = = £ = » ' = / - ( * ) . 

V. Rege ln zur B e r e c h n u n g von D i f f e r e n t i a l q u o -
t i e n t e n . 

V. 1. D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t der P o t e n z f ü r ganze 
E x p o n e n t e n . Wir beginnen mit 

y =f(x) = ax" (n ganz und positiv). 
Den Werten x und x1 entsprechen die Funktionswerte 

y =axn und y1 =ax£ und daraus entsteht: 

^ = lim a ~ X") = l i m a ( ^ - ! + x^x + • • • + xn~l). dx \ x^ oc j 

Für xt -» x erhält man 

(4) ^ = nax"-* 
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Wird n = 0, so ist y =a, d. h. eine Konstante, und daher 
auch yx — a. Die Differenz Ay ist mithin gleich Null, und ebenso 
ist der Differenzenquotient Ay: Ax = 0. Geht man zur Grenze 
über, so folgt 

= 0, wenn y = a = Konstante. 

Die Richtigkeit dieser Formel läßt sich auch an der Funktions-
kurve ablesen, die für y = konst. eine zur x-Achse parallele gerade 
Linie ist, deren Tangente in jedem Punkte mit ihr zusammenfällt. 
Deshalb ist a = 0 , tg a = 0 . 

Wir zeigen weiter, daß (4) auch für negative ganze Zahlen n 
gilt. Wir setzen: 

y = ax~n (n ganz und positiv) 

und finden ähnlich wie oben 
_1 1_ 

dy .. xP xn — a x? — x" -j- = lim a — = hm -¡¡-^ • 

= ^ ^ i " 1 + x?~ 2 x + ' *' + • 

Für x1 x erhält man, einem negativen n in (4) entsprechend: 

^ = —nax-n~1. dx 
V. 2. U m k e h r f u n k t i o n u n d i h r e A b l e i t u n g . D i f f e r e n -

t i a l q u o t i e n t de r P o t e n z f ü r g e b r o c h e n e E x p o n e n t e n . 
Die Ableitung der Potenz xi, wo q ein Bruch ist, ergibt sich aus 
einem allgemeinen Satz. Dieser bezieht sich auf die sogenannte 
U m k e h r f u n k t i o n (auch Umkehrung oder umgekehrte Funk-
tion) cp(y) einer vorgegebenen Funktion f(x), nämlich auf die 
durch y — f(x) = 0 implizit gegebene Funktion x — rp (y) von y. 
Die Kurve von <p{y) erhält man aus der Kurve C von f(x), indem 
man sozusagen letztere von der y-Achse aus statt von der x-Achse 
aus „betrachtet", d. h. man erhält <p(x), indem man bei festem G 
die y- mit der x-Achse vertauscht; oder, was auf das gleiche hinaus-
läuft, indem man C (vgl. Fig. 1) um die Halbierende des Winkels 
zwischen der positiven x- und der positiven y-Achse dreht. Damit 
diese U m k e h r f u n k t i o n e i n d e u t i g sei, ist hinreichend (und 
notwendig), daß f(x) entweder stets zu- oder stets abnimmt. Dabei 
heißt f(x) zu- (bzw. a b - ) n e h m e n d , wenn f(x')<.f(x") bzw. 



13 

f(x') > f(x") für alle x', x" mit x' < x". Dann nämlich nimmt 
f(x) einen Wert y, wenn überhaupt, genau e i n m a l an, d .h . aus 
y = f(x) =f(x1) folgt stets x = xv Jede Funktion f(x) die ent-
weder zu- oder abnimmt, heißt auch m o n o t o n . 

Die später zu betrachtenden Funktionen sind nicht sämtlich 
monoton, aber sie sind sämtlich s t ü c k w e i s e m o n o t o n , d .h . 
ihr Definitionsbereich läßt sich in Intervalle zerlegen, in deren 
jedem f(x) monoton ist. Beispiel: sin x ist zunehmend f ü r — ~ 

7% 7Z 3 TT x —-, abnehmend für fS x — usw. Soweit von der ¿1 Z u 
Umkehrfunktion solcher stückweise monotoner Funktionen die 
Rede ist, muß also das „Monotonie-Intervall" angegeben werden, 
für welches die Umkehrfunktion jeweils gebildet ist (vgl. S. 28ff.). 

Bei einer monotonen Funktion f(x) ist Ax 4= 0 genau dann, 
wenn Ay =j= 0 ist. Daher hat mit Ay.Ax stets auch Ax : Ay einen 
Sinn; der letztere Quotient ist aber der Differenzenquotient der 
Umkehrfunktion von f(x). Nach der Regel für die Division von 
Grenzwerten erhält man für eine s t e t i g e , differenzierbare, 
monotone Funktion lim ~ = 1 :( lim also a>' (y) = \:f (x), 

wobei y = / (x) und / ' (x) =j= 0 . 
Wir haben somit den 
S a t z . I s t f(x) s t e t i g u n d m o n o t o n , sowie d i f f e r e n z i e r -

b a r an der S t e l l e xQ, i s t f e r n e r f'(x0) =j= 0, so i s t a u c h die 
U m k e h r f u n k t i o n cp{y) v o n f(x) s t e t i g u n d m o n o t o n , 
sowie d i f f e r e n z i e r b a r an de r S t e l l e y0 =f(x0) u n d es g i l t 

(5) 9>'(»o)=l:/ '(®b)-
Zum Beweis hat man nur noch zu beachten, daß bei stetigen 

monotonen f(x) aus Ay -> 0 auch Ax -> 0 folgt (und umgekehrt). 
Auch die Figur 1 läßt die Richtigkeit von (5) leicht erkennen, 

da bei dem Umklappen die Winkel ß und « durch ßi = ^ ß 
n und oc1 =— ix zu ersetzen sind; deshalb wird: 

dy dx , -

Mit Hilfe von (5) kann jetzt nachgewiesen werden, daß die 
Funktion: 

y = a ny x = axn (n 4= 0 und ganz) 
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ebenfalls nach (4) differenziert werden kann. Der umgekehrten 
Funktion x =~nVn entspricht nämlich der Differentialquotient 

dx 1 , „ , 1 -T- = n = — nx n , dy an a 

und daraus geht nach (5), übereinstimmend mit (4), hervor: 

dy l -f- =— axn 
ax n 

Ist speziell y =|/x, so wird dy 
dx 2 ]/x ' 

V 3. D i f f e r e n t i a t i o n von v e r m i t t e l t e n P u n k t i o n e n . 
K e t t e n r e g e l : Wenn y eine Funktion von z ist, etwa 

y =f(z), und z selbst wieder eine Funktion von x, etwa z = g(x), 
so folgt aus y = f{g(x)) =h(x), daß y auch eine Funktion von x 
ist. Zu den Werten x, xx mögen die Werte y, y1 und z, gehören. 
Wir setzen: 

x1 — x = Ax, yx — y = Ay, zx — z = Az, 
und nehmen an, daß Zlz =f= 0 sei; dann ist identisch: 

Ay Ay Az 
Ax Az Ax' 

und nach dem Satze vom Grenzwert eines Produktes ergibt sich1) 
die sogenannte K e t t e n r e g e l : 

dy_dydz^ 
* ' dx dz dx' 
I s t y eine F u n k t i o n von z, und z s e lbs t eine F u n k t i o n 
von x, so is t der D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t von y nach x g le i ch 
dem P r o d u k t e aus dem D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n von y 
nach z in den D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n von z nach x. 

B e i s p i e l : y = {ax)2 = z2, wenn z=ax gesetzt wird; 

Tz=2*' i = a ' g=2z.«=2«2a, 
U l i U>*L> U/Jy 

Aus y = a2x2 erhält man denselben Wert. 

3) Die Regel (6) bleibt auch richtig, wenn Az = 0 für beliebig kleine 
dz 

Ax 4= 0 auftritt; es ist dann = 0 . 
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Die Formel (6) erweitert sich dadurch, daß wir annehmen, 
es sei: 

V = F ( U ) , U = <p(z), z = Q { X ) , 

indem man alsdann hat : 
dy dy du dy du dz 
dx du dx du dz dx ' 

Jetzt ist es endlich möglich geworden, die Anwendbarkeit der 
Formel (4) auch für den Fall nachzuweisen, daß der Exponent 
ein Bruch, und die Funktion also von der Form ist: 

v_ 
y =an)Jx? = axn . 

Setzt man nämlich z = xso wird 

~ür dy 1 ^--i dz _ . y=azn, z = xi>; - f = — azn , -¡-=vxf-1, 3 dz n d x r 

d 1 —-l —-l -¥-= — a(xi>)n • pxf-1 =^-axn . dx n x ' r n 
Hiermit ist die Gültigkeit der Formel (4) für alle rationalen Werte 
des Exponenten nachgewiesen, und wir können sagen: 

E i n e P o t e n z der V a r i a b l e n m i t r a t i o n a l e m E x p o -
n e n t e n wi rd d i f f e r e n z i e r t , i n d e m m a n i h r e n K o e f f i z i e n -
t e n m i t dem E x p o n e n t e n m u l t i p l i z i e r t u n d d i e s e n s e l b s t 
um die E i n h e i t v e r m i n d e r t . 

1 . B e i s p i e l : f(x) =4x3, f (x) = 12z2. 
2. Be i sp i e l : f(x) = 2x~3, f'(x)= — 6x-i. 
3. B e i s p i e l : f(x)=4x*, f'(x)=6xK 
4. B e i s p i e l : f(x)=2x~$, f(x)=— . 

V 4. D i f f e r e n t i a t i o n von r a t i o n a l z u s a m m e n g e s e t z -
t e n F u n k t i o n e n . Werden mehrere Funktionen durch Additionen, 
Multiplikationen und Divisionen miteinander verbunden, so heißt 
eine solche Verbindung eine rational zusammengesetzte Funktion. 
Sind zwei derartige Funktionen wie u=q>(x),v = rp(x) zur S u m m e 
oder D i f f e r e n z y = u ^ v verbunden, so ist Ay = Au ^ Av und 
daraus folgt durch Division mit Ax und Grenzübergang: 
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Zur Erweiterung setzen wir v ^w statt v und finden sofort: 
dy du . dv . dw , . , . , . , . . 
Tx=di±d7x±Tx oder { u ± v ± w ) =u ± v ±w . 

Der D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e ine r S u m m e von F u n k t i o n e n 
der n ä m l i c h e n V a r i a b l e n i s t g le ich der S u m m e aus den 
D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n der e i n z e l n e n F u n k t i o n e n . Der 
D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t aus e ine r D i f f e r e n z zweier F u n k -
t i o n e n de r n ä m l i c h e n V a r i a b l e n i s t g le ich der D i f f e r e n z 
aus den D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n von M i n u e n d u s u n d 
S u b t r a h e n d u s . 

Für das P r o d u k t y = u - v ergeben sich folgende Be-
ziehungen : 

y + Ay = (u + Au) (v + Av), 

Ay =uAv + vAu + AuAv, 

Ay Av , Au , Au Av . 
=w -T- + v-r- + -r Ax, Ax Ax Ax Ax Ax 

lim ^ = u lim + v lim + lim ~ lim lim Ax; Ax Ax Ax Ax Ax 

da das letzte Glied der letzten Gleichung verschwindet, so hat man 
dy dv , du , , , , , 

<8> Tx=uTx + vdx oder ( « • » ) = « » + « « • 

E i n P r o d u k t aus zwei F u n k t i o n e n de r n ä m l i c h e n 
V a r i a b l e n wi rd d i f f e r e n z i e r t , i n d e m m a n den D i f f e -
r e n t i a l q u o t i e n t e n des e r s t e n F a k t o r s m i t dem z w e i t e n 
F a k t o r u n d d e n D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n des z w e i t e n 
F a k t o r s m i t dem e r s t e n F a k t o r m u l t i p l i z i e r t u n d be ide 
P r o d u k t e a d d i e r t . 

1. Be i sp i e l : y = x3 • x4, = u • v; u' — 3a;2, v' = 4a;3, 
y' = x4 • 3x2 + x3 • 4x3 =7xe, ein Wert, welcher auch aus der 
direkten Form y = x1 hervorgeht. 

2. Be i sp i e l : y = (a + bx2) (c + ex3) = w v; u' = 2bx, 
v' = 3ex2; y' = 2 b x ( c + ex3) + 3 e x 2 ( a + bx2) = 2 b c x + 3aea;2 

+ 5bex*. Das gleiche Resultat wird erhalten, wenn man zuerst 
die Multiplikation ausführt und dann differenziert. 

Geht v in vw über, dann verwandelt sich v' in v'w + iv'v und 
wir erhalten statt (8): 

y' = (uvw)' = vw • u' + uw • v' + uv • w'. 
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Tritt an die Stelle des veränderlichen Faktors v die Kon-
stante a, so ist v' = 0 und daher wird für y — au jetzt y' = au' 
oder (au)' = au'. 

Der D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e ines P r o d u k t s aus e iner 
K o n s t a n t e n m i t e ine r P u n k t i o n von x i s t g le ich dem 
P r o d u k t aus d i e se r K o n s t a n t e n u n d dem D i f f e r e n t i a l -
q u o t i e n t e n de r F u n k t i o n . 

Für den Q u o t i e n t e n y folgt: 

V + Ay 

Ä y 

u + Au 

v + Av ' 

u + Au u v Au — uAv 

Av v v(v + Av) 

Au Av 

(9) Ay Ax Ax 

Ax v(v -f- Av) 

.. Au _. Av 
. v lim —. u lim — 

Ay Ax Ax 

Ax v (v + lim Av) ' 

dy v'u' — uv' 

dx v2 

Der D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e ines B r u c h e s i s t g le ich 
dem D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n des Z ä h l e r s m u l t i p l i z i e r t 
m i t dem N e n n e r , wen ige r dem D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n 
des N e n n e r s m u l t i p l i z i e r t m i t dem Z ä h l e r , da s Ganze 
g e t e i l t d u r c h d a s Q u a d r a t des N e n n e r s . 

gr2 __ Q2 r^ 
Beispiel: y =--—— > u' = 2x, v' = 1, 

, 2x(x — a) — \ • (x2 — a?) 1 

V ~ {x - af — 

Aus der reduzierten Form y =x + a entsteht derselbe Wert. 
Einfacher kann der Differentialquotient eines Quotienten aus 

demjenigen eines Produkts hergeleitet werden. Ist nämlich 
u . , , , , , 

y = — , so ist u = y v , u = v y + yv , 

u , 
, , U V 

, u — yv v u v — uv 
y = — = = 3 . 

2 Dölp-Netto 
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Die abgeleiteten Theoreme über die Differentiation rational 
zusammengesetzter Funktionen sind besondere Fälle eines allgemei-
nen Satzes, zu dessen Herleitung wir nun übergehen wollen, nach-
dem noch eine neue Bezeichnung eingeführt worden ist. 

Bedeutet / (u, v) eine Funktion zweier Variablen u, v, so kann 
die Differentiation entweder nach u vor sich gehen, wobei v als 
konstant angesehen wird, oder umgekehrt nach v, wobei u als 
konstant gilt. Eine solche Differentiation nach einer der beiden 
Variablen heißt p a r t i e l l e D i f f e r e n t i a t i o n , und ihr Resultat 
ist der p a r t i e l l e D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t n a c h u oder n a c h v. 
Um darauf hinzudeuten, unterscheidet man diese Operation durch 
Benutzung eines runden d von dem t o t a l e n Differentiieren und 
schreibt 

Sf(u, v) _ j-m f(u + Au, v) — f(u, v) 
du Au ' 

8f(u, v) j. f(u, v + Av) — f(u, v) 
dv Av 

Wir gehen jetzt zu dem angekündigten Satze über. Es 
sei y = / (u, v) und hierbei u und v Funktionen von x, etwa 
u = <p{x) und v = y> (x). Es soll bestimmt werden. Zu den 
Werten x und x1 möge u, v, y und vv yx gehören. Dann ist 

Vi~y i,t>i) - f(u, v) 

_/(«!. »l) - /(". vl) + /(«> - f(u, V) 
X1 — X 

_J K» vl) — f(u, V1) U1 — u , /(«. "l) — /(". v)y1 — V 
% — u xr — X V± — V xx — X ' 

Dabei ist % •— u =)= 0 , vx — v =)= 0 angenommen (vgl. aber 
Fußnote Seite 14). 

Läßt man xx gegen x und damit uv vv yx gegen u, v, y 
gehen, dann wird 

u, — u du v, — v dv .. — y dy lim— = 3 - , lim — lim— - = - f - , xx — x dx xx — x dx — x dx 

lim ^ ~ ^ —Bf(u> v) . 
v1 — v 8v ' 

dagegen ist der Grenzwert des ersten Quotienten auf der rechten 
Seite der letzten Gleichung nicht unmittelbar ersichtlich. Aber in 
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allen für uns später in Betracht kommenden Fällen gilt (wie hier 
nicht bewiesen wird): 

Jim /(%, t>i) ~ f(u, _ j . m / ( % , V) ~ f(u, V) _ 8f(u, V) 

ux — u ux — u 8u 

Daher erhalten wir 
. dy df(u,v) 8f(u, v) du 8f{u, v) dv dy du dy dv 

dx dx du dx dv dx du dx 80 dx' 

Diesen Ausdruck nennen wir den t o t a l e n D i f f e r e n t i a l -
q u o t i e n t e n v o n y n a c h x. Wir sehen: S i n d u u n d v F u n k -
t i o n e n v o n x, u n d i s t y e i n e F u n k t i o n von u u n d v, so 
d i f f e r e n z i e r t m a n d iese t o t a l n a c h der v o r s t e h e n d e n 
F o r m e l d u r c h V e r w e n d u n g der p a r t i e l l e n D i f f e r e n t i a l -
q u o t i e n t e n der F u n k t i o n n a c h u u n d v. 

1. B e i s p i e l : Sind u und v zu einer Summe oder Differenz 
n l ni 

verbunden, so ist y = / (u, v) = u ^ v, = 1, -J- = i 1 und 

Ä - £ ± £ - w — ' • ) 
p.1 

2. B e i s p i e l : Ist y = / (u9 v) = u • v, so wird ~ = v9 

+ W . * ™ * - 8 . ) 

3. B e i s p i e l : Ist y — / (u, v) = ^ , so wird — = ~ , 
8f u dy 1 du u dv vu' — uv' .y j j < o r m e j g \ 
8v v2 ' dx v dx v2 dx v2 * ® 

4. B e i s p i e l : Wenn y eine Funktion nur von u ist, indem 
die andere Variable v ganz fehlt, dann fällt in (10) der 

zweite Teil der rechten Seite fort; ferner ist — gleichbedeutend 

mit ^ oder ^ . Für y = / (u), u = <p (x) finden wir dann: 

i - i - i . W * — » . ) 
Es erübrigt uns jetzt noch zu zeigen, auf welche Weise 

(10) erweitert werden kann. Aus den drei Funktionen von x, 
nämlich u = 99 (x), v —tp{x), w = q (x) setzen wir die Funktion 
y = f(u, v, w) zusammen, legen der unabhängigen Variablen x die 
Werte x und x1 bei, bilden die entsprechenden Funktionswerte: 

u =<p{x), v —%p(x), w =q(x), y =j(u,v,w) 

ui =<p{x 1 ) , =f{x1), w± =q(x1), 2/1 =l(u1,vvw1) 

2» 
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und daraus den Differenzenquotienten: 

?/i — y "i, wi) — f («, v, w) 
« i j 00 « C j — cc 

den wir, um ihn für den Grenzübergang geeignet zu machen, 
folgendermaßen umgestalten, wobei ux — w =j= 0, v i — i> =j= 0, 
u\ — w =(= 0 vorausgesetzt wird. (Vgl. aber Fußnote *) Seite 14.) 

Vx — y _ f(Wj, vlt Wj) — f(u, vv Wj) U-L — U 
Xj — CC * U X-^ ~~ cc 

f(U, vv W1) — f(u, V, wt) »1 — » , /(«, v, wt) — f(u, v, w) wx — w 
Vi — V xx — X W-L — W xx — X 

Geht jetzt xx in x über, so verschwinden zugleich die Diffe-
renzen (y1 — y), (Mj — u), (üj — v), (wi — w) und die drei aus 
Differenzen der Funktionswerte bestehenden Zähler, und die Be-
trachtungen, welche oben zur Formel (10) führten, ergeben hier 

QQa\ dy 8f du 8f dv 8f dw 
* dx du dx dv dx dw dx 

A l g e b r a i s c h e u n d t r a n s z e n d e n t e F u n k t i o n e n . Eine 
Funktion f(x) heißt a l g e b r a i s c h , wenn es eine natürliche Zahl 
n 1 und Polynome a0(x), . . ., an(x) gibt, wobei an(x) nicht 
konstant gleich Null ist, derart, daß 

a0(x) + ai(x)f(x) + a2(x) (f(x))* + • • • + an(x) (/(*))" =0 
für alle x des Definitionsbereiches. 

Funktionen, welche nicht algebraisch sind, heißen t r a n s z e n -
d e n t e F u n k t i o n e n . Insbesondere gehören hierher die Ex-
ponentialfunktionen ex und ax nebst ihren Umkehrungen lg x und 
"log x oder Lg x; ferner die trigonometrischen Funktionen sin x, 
cos x, . . . und als deren Umkehrungen die zyklometrischen Funk-
tionen arc sin x, arc cos x, .... (Auf Beweise für diese Behaup-
tungen muß hier verzichtet werden.) 

§ 3. Aufgaben zur Differentiation algebraischer Funktionen 

l , y = a | = 0 

<r>\ dy 2) y = ax dx=a 

3) y = ax + b <dx=a 
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4) y = ax2 ^ = 2 a x 

5) y = 2x3 ^ = 6 z 2 

V) y = — 

dx 
5x3 áy — 15x2 

6 ) i / = 4 a ® 5 | g = 2 0 a a ; 4 

1) y = j/x = 

2) y = 

3) t/ = 

^ 1 - i 

5) 2/ 5 y * 3 

6) y = Xs ]JX 

^ = n n r X1* (/X 

8) y = ' :;'. 7 " X* Yx 

9) y = X j/a; )/; 

20) y = 
y m 

8) y =a + 26a; + ex2 g = 2 6 + 2 c a ; 

»!/ — œ 
(¿X X2 9) y = — = aa^1 

a ¿i/ —'4a 

<*»_ 1 
<ix 2 / x 

dx 3 Y » 
dy 
dx 

= _P 
n 

n \/xi>~n 

dy 1 1 
dx 2 i/i» 

dy 3 1 
dx 20 

dy 
dx 

7 
~~ T •V 

dy 7 a 
dx 2~ fx9 

dy 11 1 
dx 6 ' y*** 

dy 
dx 

7 
• 4 | 

dy 7 
1 / 

X 
dx — I T V TO2 ' 


