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Differentialrechnung

Funktionen ein er unabhingigen Variablen

§ 1. Zusammenstellung der Differentialquotienten
der einfachen Funktionen
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§ 2. Reelle Funktionen reeller Veriinderlicher.
Differentialquotient

A. Funktionsbegriff

I. Eindeutige Funktionen einer Verdnderlichen.
Unter einer eindeutigen (reellen) Funktion f(x) der (reellen)
unabhéngigen Verdnderlichen oder Variablen z verstehen
wir eine Vorschrift, derzufolge jeder Zahl x aus einer gewissen
Menge D reeller Zablen eine reelle Zahl f(x), der sogenannte Wert
der Funktion, zugeordnet wird ; D heilt der Definitionsbereich
der Funktion.

Beispiele: (1) Die Konstanten. Das sind diejenigen Funk-
tionen, bei denen allen x der gleiche Wert, etwa ¢, zugeordnet ist,
also f(z) = ¢ fiir jedes = aus D.

(2) Die Polynome. Als Polynome 0-ten Grades bezeichnet
man die Konstanten. Fiir £ = 1 bezeichnet man als Polynome
k-ten Grades die Funktionen a, + a,z + - -+ + a2¥, wobei
@g, - - -, a3 (reelle) Zahlen (Konstanten) und a; & 0 ist. Der Defi-
nitionsbereich eines Polynoms kann als die Gesamtheit aller reellen
Zahlen angenommen werden. Spezialfille: Fir £ = 1 hat man die
linearen Funktionen a, + a,z, flir ¥ =2 die quadratischen.

(3) Als rationale Funktionen bezeichnet man die Quotienten
Z(z): N (x) aus je zwei Polynomen Z (x) und N (x). Weil mit Null
niemals dividiert werden darf, enthilt hier der Definitions-
bereich D nur solche =z, fiir die N(z)= 0 ist; insbesondere
kann nicht N (z) = Konst. =0 sein. Beispiel: Z(x) =3 + 2=z,
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N(2) =1 — 222 + 2#; hier gehtren z = 41 nicht zum Definitions-
bereich D.

(4) Sinus und Kosinus. f(z) =sin z ist fiir alle z erklirt.
Da aber der Sinus periodisch, d. h. da sinz =sin (z + 2kxn)
ist fir £k =0,+ 1, 4+ 2, ..., so braucht man sin z nur fiir alle z
mit 0 < x << 27 zu kennen. Das gleiche gilt fiir cos .

(6) Tangens und Kotangens. Es ist tgx =sinz:cosx

nur fir z :t%:rz, ;t%yt, cen :}:2]0;_17:, ... definiert, weil der
Kosinus fiir :I:zk;_ ln Null ist, £ =0,1,2,.... Fir welche =

ist ctg z = cos z : sin = definiert ?

II. Mehrdeutige Funktionen einer Verdnderlichen.
Neben den eindeutigen (Ziff.1.) begegnet man auch mehr-
deutigen (mehrwertigen) Funktionen f(z); bei diesen sind also
einzelnen oder allen 2 mehrere Werte zugeordnet. Beispiel:
f(x) = l/x. Hier muB zunichst x = 0 sein (denn fiir z << 0 wird
die Wurzel imagindr, wihrend wir es nur mit reellen Funktionen
zu tun haben); fir z > 0 kann ]/.; sowohl positiv als negativ
genommen werden, wihrend fiir x = 0 Null der einzige Wert ist. —

Andere Beispiele mehrdeutiger Funktionen treten bei den impli-
ziten Funktionen auf (vgl. Ziff. IV.).

III. Funktionen von mehreren Verdnderlichen. Ent-
sprechend wie die (reellen) Funktionen von einer (reellen) Ver-
dnderlichen werden die Funktionen von % = 2 (reellen) Verinder-
lichen erklirt. Es geniigt, den Fall » = 2 zu besprechen. Der ganze
Unterschied gegeniiber dem Fall einer Verénderlichen (n =1)
besteht darin, daB fiir # = 2 der Definitionsbereich D der Funktion
nicht mehr eine Menge von Zahlen x, sondern von Paaren (z, y)
von Zahlen z, y ist. Man bezeichnet demgemiB die z und y als die
(unabhingigen) Verdnderlichen und die Funktion selbst mit
f(z, ¥), g(x, y) usw. Im Fall n = 1 veranschaulicht man sich die x
als Punkte auf der (Zahl-)Geraden, im Fall n =2 die Paare
(%, y) als Punkte auf der z, y-Ebene.

Beispiele: (1) f(z, y) :%: + %; , wobeia 30,5 &= 0. Der

Definitionsbereich ist hier die ganze Ebene. — (2) g(z, y) = z: vy.
Hier ist der Definitionsbereich die Ebene mit Ausnahme der
Geraden y =0. — (3) Wihrend die Beispiele (1) und (2) ein-
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deutige Funktionen liefern, ist h(z,y) = ]/x 1y zweiwertig
(y=£0, 2y =0).

IV. Unentwickelte Funktionen. Bei gegebener Funktion
f(x, y) kann man nach allen Paaren (x, y) des Definitionsbereiches D
fragen, fiir die f(z, y) = 0 ist. Vermdoge dieser Gleichung f(x,y) =0
werden jedem (in Betracht kommenden) z eine oder mehrere y
zugeordnet, ndmlich alle y, fiir die f(z, y) = 0 ist. Dadurch wird ¥
als Funktion von x erklirt, in Zeichen: y =F (z). Die Bestimmung
von F(x) entspricht der ,,Auflosung‘‘ der Gleichung f(z,y) =0
nach y. Man sagt auch, durch f(z, y) — 0 sei y implizite als Funk-
tion von z erklirt oder y sei implizite oder unentwickelte
Funktion von z. Ist speziell f(x,y) =y —g(x), also y =g (x),
so heillt y explizite oder entwickelte Funktion von .

Beispiele: (1) Fiir f(x,y) =(1 + 2?)y—c ist F (z) =c: (1 + 2?)
eindeutig fir alle x.

2 2
(2) Fir f(z, y) =%+ % +¢ a=£0 b0, ist F(z)

:% 1/_’“0_&‘2 — a2 nur fir ¢ =< 0 erklirt (ndmlich reell), fur

¢ =0 muBl =0 sein, fir ¢ << 0 muB x?2 £ —ca? sein.

B. Differentialquotient

I. Differenzenquotient. Bei gegebenem f(x) kann man
fur beliebige z, ; mit « &= x; den Differenzenquotienten

(1) Y1—Y :f(xl) — f(z)

T —x T, —x
bilden, wobei y; = f(x,) und y = f(x) ist. Ubrigens gilt bei Ver-
tauschung von x; bzw. ¥, mit  bzw. y stets

Y—% _ h—Y

z -z z, —a’
Die im Zihler und Nenner auftretenden Differenzen kiirzt man
auch so ab: Af = Ay = y; — yund Az = z; — z. Der Differenzen-
quotient schreibt sich dann

4 4 dx) — .
(La) A—i:A—Z:W—;zM, wobei Az 0.

Der Differenzenquotient liefert das Verhiltnis des Zuwachses
der abhéngigen zum Zuwachs der unabhingigen Verénderlichen.

Wir wollen den Differenzenquotienten auch geometrisch
reprisentieren, Zu diesem Zwecke erinnern wir an die aus der
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analytischen Geometrie her bekannte Darstellung der Funktion
= f(z) durch eine Kurve in der zy-Ebene. Die Abszisse 0@
eines Kurvenpunktes P gibt den Wert der Verdnderlichen x und
seine Ordinate @ P den Wert der Funktion f(z) an. Je nachdem
f(x) ein- oder mehrwertig ist, gehdren zu der Abszisse x eine oder
mehrere Ordinaten y. Der Punkt P der Kurve moge die Abszisse
und die Ordinate y besitzen. Wir schreiben dies kurz P = (z, y).
Ebenso sei P, = (x,, ;) = ( + Az, y + Ay). Dannist PR =Q@,
=, —x =Ar und PR =y, —y = Ay (vgl. Fig. 1), und wir
erhalten
4y _ [z + Ax) — f(2)
e L
Wir konnen tg f§ in einfacher und verstindlicher Art das
Steigungsmall der Geraden S P P, nennen. Dann sieht man:

Y ’?<

) 2 X

S 0 T Q Q,

Fig. 1

Der Differenzenquotient (1) oder (la) gibt das Stei-
gungsmall der Sekante PP, an, welche zu den Kurven-
punkten P = (z,y) und P, = (z + Az, y + Ay) gehort.

1. Beispiel: y =aa? y, —ax?;

4y ph—y_  af—at
de " —a Yz —= =al® + ).

2. Beispiel: y =)=y, =} 2;

W _p—y_Vu—Vz 1

dz  x — =z % —x _l/x_l_i_l/;'




II. Grenzwerte. Wir wollen nun in der Figur den Punkt P,
auf der Kurve unbegrenzt dem als fest angenommenen Punkte P
sich ndhern lassen. Um richtige analytische Einsicht in diesen
Prozel zu gewinnen, miissen wir einige neue Begriffe einfiihren.

Sieht man bei einer reellen GroBlie @ von dem Vorzeichen ab,
so spricht man von ihrem absoluten Betrage; beispielsweise
haben 4 1 und — 1 den absoluten Betrag 1. Der absolute Betrag
von a wird durch |a| bezeichnet.

Genauer: Es ist |a| = @, falls a= 0, und |a|= —a, falls ¢ < 0.
Demzufolge gilt: |a| = 0 nur fiir a = 0, sonst || > 0; ferner |a| = | —a|
und |ab|=la|-|b] sowie die wichtige (,,Dreiecks‘‘-)Ungleichun
la +b| = |a| + |b]. Aus dieser Ungleichung folgt noch ||a| — ]bﬁ
=la—b]=la|+ 0]

Man sagt nun, die Funktion f(x) besitze ,,bei Anndherung
von z an %', kirzer ,,bei z —z,, oder ,,an der Stelle x,” den
Grenzwert a, in Zeichen: a =lim f(x), wenn folgendes gilt:

T—>2,

Unterscheidet sich = von z, hinreichend wenig, wobei aber z &= z,
sein soll, so unterscheidet sich f(x) von a beliebig wenig. Oder
etwas anschaulicher formuliert: Es liegt f(z) beliebignahe bei
@, wenn z hinreichend nahe bei z, liegt. (Dabei soll natiir-
lich @ stets zum Definitionsbereich gehoren.)

Genauer: Zu beliebigem ¢ > 0 gibt es ein J§(¢) > 0 derart, daB
[f(x) — a| < &, wenn 0 < |dx| = | — 2,| < 6(¢).

Beispiel: f(x) =22 Hier gilt lim f(x) =x2. Denn es ist

z—> 2y
|22 — 2| = |2 4 2,| - |# — 2,| beliebig klein, wenn |z — x,| hin-
reichend klein ist.

Genauer: |22 — 23| <e, wenn |o + x| | — z,| < &5 ist aber
x| <14 |z], so ist |z 4 2| < |z] 4 |x] <14 2|x,] und folglich
x4 @o| - |2 — zy] < (14 2|z}« | — 24}, also |2 + 24| - |® — x| sicher
< g,(v;enn 14 2]z]) |z — 2| < &, d.h. wenn |z — x| <e&:(1+2 ||
= €).

Die Formel lim f(zx) =& kann man so lesen: ,Es strebt

T2,
f(x) gegen a, wenn z gegen z, strebt’, in Zeichen: f(x) > a
fur z — z,.

Enthilt der Definitionsbereich von f(x) absolut beliebig
grofle positive (bzw. negative) Zahlen z, so sagt man, f(x) besitze
fir x — + oo (bzw. fiir 2 - — o) den Grenzwert a, oder es strebe
f(x) gegen a, wenn x gegen -+ oo (bzw. gegen — oo) strebt, in
Zeichen lim f(z) =a (bzw. lim f(z) = a), wenn sich f(z) beliebig

T—> + @ Z—>—c



9

wenig von @ unterscheidet, falls nur z > 0 hinreichend grof} (bzw.
wenn z << 0, falls nur |z| hinreichend groB) ist.

Genauer. lim f(x) = a, wenn zu beliebigem & > 0 ein N (¢) existiert
22—+ ®

derart, daB |f(z) —a| < ¢ fiir alle « des Definitionsbereiches, fiir die
x > N (e) ist. Entsprechend fiir z— — oo.

Beispiele fiir solche Grenzwerte liefern die (konvergenten)

unendlichen Folgen von Zahlen a,, a,, .... Hier besteht der
Definitionsbereich aus den natiirlichen Zahlen 1,2, ... und die
Funktionswerte sind f(n) =a,, » =1, 2, .... Beispielsweise ist

lim »=* = 0, ferner ist lim ¢® — 0, wenn ¢ konstant und |q| <1
n—+x n—+ o
ist, schlieflich gilt
m( 4+p+4+---+p")=1:(1—p), wenn [p| <1
nore . 1 pr+t
—_——— — “« s ny — .
(denneswtl_p 14+ »+ +p)—1_p).
Rechnenmit Grenzwerten. Es gelten die folgenden Regeln
(auf deren Beweise wir hier verzichten miissen):
Addition lim (f(z) -+ h(x)) =lim f(z) 4- lim h(x)

Ty T2, T—> 2,

Multiplikation lim (f(x) - A (z)) = (lim f(z)) - (lim A(z))
Division lim (f(z): ka(x)) = (lim f(z)): (olim h(x)). o

Dabei ist vorausgesetzt, daB lim f(z) und lim 2 (z) existieren,
ferner im Falle der Division, daBl lim A(x) & 0 ist. Die Regeln
gelten auch fiir Grenzwerte mit  — 4 co.

Zusatz. SchlieBlich schreibt man lim f(z) = + oo bzw.

z—> 2y
= —oo oder auch f(x) -~ 4 oo fiir z — z,, wenn f(z) beliebig groBe
Werte besitzt, falls  hinreichend nahe bei z, liegt (genauer: wenn
zu beliebigem M > 0 bzw. <C 0 ein §(M) existiert derart, dall
f(x) > M bzw. f(xr) < M, falls nur 0 << |x — z,| << 6(M)).

Fir Funktionen f(x,y) von zwei Verdnderlichen z, y
erklirt man entsprechend @ als Grenzwert von f(z, y) an der
Stelle (xy, y,) und sagt, daB f(z, y) gegen a strebt, falls (x, y)
gegen (xy, ¥,) strebt, wenn f(z,y) beliebig nahe bei a liegt,
falls |# —=xy| + |y — y,| hinreichend klein ist. In Zeichen:
a = lim f(z, ¥).

T— 7,

Y=
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ITI. Stetigkeit. Die Funktion f(z) heile an der zu ihrem
Definitionsbereich gehérigen Stelle x, stetig, wenn
lim f(x) existiert und gleich f(x,) ist, also gleich dem Wert der

z—> %,
Funktion an der Stelle z,. Aus den obigen Rechenregeln fiir
Grenzwerte folgt: Summen, Differenzen, Produkte und
Quotienten von an der Stelle z, stetigen Funktionen sind
wieder Funktionen, die an der Stelle z, stetig sind. (Evtl. auf-
tretende Nenner sind als von Null verschieden vorauszusetzen.)

Entsprechend heifit die Funktion f(x,y) der zwei Ver-
anderlichen z,y stetig an der Stelle (x,, y,), wenn f(x,, y,)
= lim f(z, y).

v,

Beispiele werden geliefert durch alle bisher betrachteten
Funktionen; sie sind stetig an jeder Stelle ihres Definitions-
bereiches. Insbesondere sind die Polynome stetig; dies folgt
nach den obigen Regeln, weil die Polynome durch Addition und
Multiplikation der stetigen Funktionen f(z) = x und f(x) = konst.
gewonnen werden.

Anmerkung. Es kann lim f(x) existieren, aber von f(x,) verschieden
sein. Beispiel: f(z) = z fir 0 <« < 1 und fir 1 < 2z < 2, aber f(1) = 0.

IV. Differentialquotient. Eine (an der Stelle x stetige)
Funktion f(x) heilt differenzierbar an der Stelle z, wenn ihr
Differenzenquotient Af: Az fur x; —x einen Grenzwert besitzt;
dieser Grenzwert heiBt der (erste) Differentialquotient oder
die (erste) Ableitung von f(z) an der Stelle z und wird mit

f (x) oder% oder UTZ oder y* bezeichnet. Es ist also definitions-
gemal}
vy By A @) — fx)
2) f@ TTdx T dx —zllli)nx 7 —x
Bei einer an jeder Stelle ihres Definitionsbereiches differenzier-
baren Funktion ist also die Ableitung selbst eine eindeutige
(reelle) Funktion von x.

Anmerkung. Ist f(z) an der Stelle x = a differenzierbar, so ist f(x)

f@—1@) | . g
r—a

0<|z—al <8(e) folgt | f(x) —f(@) | < (e +| @) |z —al)

auch stetig an der Stelle x = a. (Denn aus | /'(a) —
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Beispiele: (1) f(z) =az® Esist f'(2) = lim a(z + z + Az)
dz—0

=2az. —(2)f(x) = |/x. Bsist f'(z) =lim ()2 + 4z — /) : Az
=liml: (]/x + Ax + [/a_c) =1:2]/:1—c, wobei z > 0.

Bei der Schreibweise Z—Z ist streng daran festzuhalten, daB

Zihler und Nenner nicht fiir sich einzeln definiert worden sind,
und dafl dz, dy nicht die Bedeutung von lim Az, lim Ay haben.
Trotzdem diirfen wir uns erlauben, in unseren Beispielen dy =2 axdxz

oder dy = %lf dx und allgemein
T
dy =y'dx =f'(z)dx

zu schreiben, sofern wir dies als gleichwertig definieren mit (2).
Irrtiimer kénnen dadurch nicht hervorgerufen werden. dz und dy
bezeichpet man auch als Differentiale.

Wie der Differenzenquotient, so lifit auch der Differential-
quotient eine einfache geometrische Deutung zu. Wir lassen in der
Figur 1 die Punkte P und ¢ fest und nihern den Punkt @, un-
begrenzt dem Punkte . Dabei riickt der Punkt P; der Kurve
unbegrenzt an den Punkt P heran und die Tangente 7' P ergibt
sich als Grenzlage der Sekante S P. Der Differentialquotient
stelltdasSteigungsmallder Tangenteim Punkte P =(z,y)
dar:

3) tgor =1lim =% =-* =y

V. Regeln zur Berechnung von Differentialquo-
tienten.

V. 1. Differentialquotient der Potenz fir ganze
Exponenten. Wir beginnen mit

y=f(x) =az"r (n gé,nz und positiv).

Den Werten = und «; entsprechen die Funktionswerte
y =ax" und y;, = ax} und daraus entsteht:

n__ n
Z—Z =lima (le __x ) =lima(x}1 + zf2x 4 -+ 4 271).
1
Fir x, -z erhdlt man
dy — n—1
(4) Iz = nax
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Wird n =0, so ist ¥y = a, d. h. eine Konstante, und daher
auch y, = a. Die Differenz Ay ist mithin gleich Null, und ebenso
ist der Differenzenquotient Ay: Az = 0. Geht man zur Grenze
iiber, so folgt

dy
de

Die Richtigkeit dieser Formel 148t sich auch an der Funktions-
kurve ablesen, die fir y = konst. eine zur x-Achse parallele gerade
Linie ist, deren Tangente in jedem Punkte mit ihr zusammenfillt.
Deshalb ist @ =0, tg o« = 0.

Wir zeigen weiter, daBl (4) auch fiir negative ganze Zahlen n
gilt. Wir setzen:

a
y:

=0, wenn y = a = Konstante.

- =az™" (n ganz und positiv)

und finden ahnlich wie oben

1 1
d . zr oz . —a at — 2"
Y —lime 2% —lim — L
dz n —x 2l x, —x

:limx—f—xa" (231 + aP2x + - -+ + 2m71).

Fiar z; — « erhilt man, einem negativen n in (4) entsprechend:
dy _
o=

V. 2. Umkehrfunktion und ihre Ableitung. Differen-
tialquotient der Potenz fiir gebrochene Exponenten.

Die Ableitung der Potenz 29, wo ¢ ein Bruch ist, ergibt sich aus

einem allgemeinen Satz. Dieser bezieht sich auf die sogenannte

Umkehrfunktion (auch Umkehrung oder umgekehrte Funk-

tion) @(y) einer vorgegebenen Funktion f(x), ndmlich auf die

durch y — f(x) = 0 implizit gegebene Funktion » = ¢ (y) von y.

Die Kurve von ¢ (y) erhilt man aus der Kurve C von f(z), indem

man sozusagen letztere von der y-Achse aus statt von der z-Achse

aus ,,betrachtet®, d. h. man erhilt ¢ (x), indem man bei festem C

die y- mit der z-Achse vertauscht; oder, was auf das gleiche hinaus-

lauft, indem man C (vgl. Fig. 1) um die Halbierende des Winkels
zwischen der positiven z- und der positiven y-Achse dreht. Damit
diese Umkehrfunktion eindeutig sei, ist hinreichend (und
notwendig), daB f(x) entweder stets zu- oder stets abnimmt. Dabei
heiBt f(x) zu- (bzw. ab-)nehmend, wenn f(z’) << f(z”’) bzw.

—nax—"1,
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(@) > f(z”) fiir alle 2/, 2’ mit 2’ < 2. Dann nimlich nimmt
f(x) einen Wert y, wenn iiberhaupt, genau einmal an, d. h. aus
y = f{x) =f(x,) folgt stets x = z,. Jede Funktion f(z) die ent-
weder zu- oder abnimmt, heifit auch monoton.

Die spiter zu betrachtenden Funktionen sind nicht simtlich
monoton, aber sie sind simtlich stiickweise monoton, d.h.
ihr Definitionsbereich 1iBt sich in Intervalle zerlegen, in deren

jedem f(x) monoton ist. Beispiel: sin z ist zunehmend fiir —%
=z T abnehmend fir =~ <z 3z usw. Soweit von der

=2’ 2 2
Umkehrfunktion solcher stiickweise monotoner Funktionen die
Rede ist, muB} also das ,,Monotonie-Intervall’ angegeben werden,
fir welches die Umkehrfunktion jeweils gebildet ist (vgl. S. 281f.).

Bei einer monotonen Funktion f(x) ist Az 5= 0 genau dann,
wenn Ay == 0 ist. Daher hat mit Ay : Ax stets auch Az : Ay einen
Sinn; der letztere Quotient ist aber der Differenzenquotient der
Umkehrfunktion von f(z). Nach der Regel fir die Division von
Grenzwerten erhdlt man fir eine stetige, differenzierbare,
monotone Funktion lim Lo 1 :( lim ﬁ), also ¢’ (y)=1:f(z),

ay—0 4 sz—0 4%

wobei y = f(z) und f'(z) 4= 0.

Wir haben somit den

Satz. Ist f(z) stetig und monoton, sowie differenzier-
bar an der Stelle z,, ist ferner f (z,) &£ 0, so ist auch die

Umkehrfunktion @(y) von f(x) stetig und monoton,
sowie differenzierbar an der Stelle y, = f(z,) und es gilt

) @ (o) = 1: 1 ().
Zum Beweis hat man nur noch zu beachten, dafl bei stetigen
monotonen f(z) aus Ay — 0 auch Ax — 0 folgt (und umgekehrt).
Auch die Figur 1 1a8t die Richtigkeit von (5) leicht erkennen,

da bei dem Umklappen die Winkel 8 und « durch £, =%— B

44
und o; ==

5 — o zu ersetzen sind ; deshalb wird:

dy dxz . .
%~@—tg(x tgo; =1.
Mit Hilfe von (5) kann jetzt nachgewiesen werden, daB die
Funktion:
1

y =a")/zr=az® (n=0 und ganz)
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ebenfalls nach (4) differenziert werden kann. Der umgekehrten

Funktion z :%y" entspricht nimlich der Differentialquotient
1
de 1 , . 1 1-—
dy @ " ="

und daraus geht nach (5), iibereinstimmend mit (4), hervor:
1

dy 1 . wl
% = ax
Ist speziell y =1/;, S0 wirdd—y =1
dz 2z

V 3. Differentiation von vermittelten Funktionen.
Kettenregel: Wenn y eine Funktion von z ist, etwa
y = f(2), und z selbst wieder eine Funktion von z, etwa z = g(z),
so folgt aus y = f(g(x)) = h(z), daB y auch eine Funktion von z
ist. Zu den Werten z, x; mogen die Werte y, ¥, und z, z, gehéren.
Wir setzen:
2, —ax=Az,y, —y =AYy, 2, —z = Az,
und nehmen an, daB Az == 0 sei; dann ist identisch:
dy Ay 4=

dx M Az’
und nach dem Satze vom Grenzwert eines Produktes ergibt sich?)
die sogenannte Kettenregel:

dy _dy dz
©) & &
Ist y eine Funktion von z, und z selbst eine Funktion
von z, so ist der Differentialquotient von y nach x gleich
dem Produkte aus dem Differentialquotienten von y

nach z in den Differentialquotienten von z nach z.
Beispiel: y = (az)? =22, wenn z = ax gesetzt wird;

dy 2 dy __ Lo
%—2,2, i H 35—27. a =2a%z.

Aus y = a?a? erhilt man denselben Wert.

1) Die Regel (6) bleibt auch richtig, wenn Az = O fiir beliebig kleine

Az & 0 auftritt; es ist dann Zix = 0.
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Die Formel (6) erweitert sich dadurch, daf wir annehmen,
es sei:
y=f), w=e¢@R),? =p(=),
indem man alsdann hat:
dy dy du dy du dz

dz ~ du dz  du dz dz’

Jetzt ist es endlich moglich geworden, die Anwendbarkeit der
Formel (4) auch fiir den Fall nachzuweisen, dal der Exponent
ein Bruch, und die Funktion also von der Form ist:

_ r
Y :an]/xi’ =ax™.
Setzt man ndmlich z = z?, so wird

1

1
= —-1 d
Yy =az", z=2af dy _ 1 il

- o n et -1
e RN~
1 P
dy _ 1 wh -t — P g
T _Wa(xp) pxP-l = o .
Hiermit ist die Giiltigkeit der Formel (4) fiir alle rationalen Werte
des Exponenten nachgewiesen, und wir konnen sagen:

Eine Potenz der Variablen mit rationalem Expo-
nenten wird differenziert, indem manihren Koeffizien-
ten mit dem Exponenten multipliziert und diesen selbst
um die Einheit vermindert.

1. Beispiel: f(z) =423, f
2. Beispiel: f(z) =2z-2%, f
3. Beispiel: f(x) :4:1:%, f (x) =622,
4. Beispiel: f(x) =227 %, f(2) =—a"%.

V 4. Differentiation von rational zusammengesetz-
ten Funktionen. Werden mehrere Funktionen durch Additionen,
Multiplikationen und Divisionen miteinander verbunden, so heiit
eine solche Verbindung eine rational zusammengesetzte Funktion.
Sind zwei derartige Funktionen wie u = ¢ (x), v =y () zur Summe
oder Differenz y =« 4~ v verbunden, so ist Ay = Au + Av und
daraus folgt durch Division mit Az und Grenziibergang:

d d d ’ ’ ’
(7) £:£i£ oder (u4v) =u £ .
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Zur Erweiterung setzen wir v - w statt v und finden sofort:
dy du | dv | dw P , ,
«E_Ea?id—xiﬁi oder (ut+v-t+w) =4 -+v4+w.

Der Differentialquotient einer Summe von Funktionen
der ndmlichen Variablen ist gleich der Summe aus den
Differentialquotienten der einzelnen Funktionen. Der
Differentialquotient aus einer Differenz zweier Funk-
tionen der ndmlichen Variablen ist gleich der Differenz
aus den Differentialquotienten von Minuendus und
Subtrahendus.

Fir das Produkt y =u-v ergeben sich folgende Be-
ziehungen:

y + Ay = (u + Au) (v + Av),
Ay =udv + vAu + Audv,
ﬂ_ Au | Au v

Av
et 't mmd®
oAy Av . Au Ao Av . .
hmz —uhmZa—: + vhngz + hmﬂhmﬁhm Azx;
da das letzte Glied der letzten Gleichung verschwindet, so hat man
d dv du , , ,
(8) %:u%—l—vd—z- oder (u-v) =wuv" + vu'.

Ein Produkt aus zwei Funktionen der ndmlichen
Variablen wird differenziert, indem man den Diffe-
rentialquotienten des ersten Faktors mit dem zweiten
Faktor und den Differentialquotienten des zweiten
Faktors mit dem ersten Faktor multipliziert und beide
Produkte addiert.

1. Beispiel: y=az3-2 =u-v; o =322, v =423,
y =t 32% + 23 - 42% =728, ein Wert, welcher auch aus der
direkten Form y = z7 hervorgeht.

2. Beispiel: y ={(a + b2?) (c + ex®) =u-v; o =2bx,
v =3ex?; ¥ =2bx(c + ex®) + Bex?(a + bx?) =2bcx + 3aex?
+ 5bext. Das gleiche Resultat wird erhalten, wenn man zuerst
die Multiplikation ausfithrt und dann differenziert.

Geht v in vw liber, dann verwandelt sich ¢” in »"w 4+ w’ v und
wir erhalten statt (8):

’

Yy =@wow) =vw-u +uw-v +uv-w.
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Tritt an die Stelle des verinderlichen Faktors v die Kon-
stante @, so ist » =0 und daher wird fir y = au jetzt ¥ = av’
oder (au) =au'.

Der Differentialquotient eines Produkts aus einer
Konstanten mit einer Funktion von z ist gleich dem
Produkt aus dieser Konstanten und dem Differential-
quotienten der Funktion.

Fir den Quotienten y :% folgt:
4
y+dy =1:i v

_u+ Au v vAu— udv
Ay T ot A v w4 M)’

Au v
(9) dy " dx Ve
dz ™ w(w+ dv)
. Au . Ay
4 v lim Y o lim T
lim Az T w(w+ Lm Av) O’
dy v —uv
dz — 2

Der Differentialquotient eines Bruches ist gleich
dem Differentialquotienten des Zahlers multipliziert
mit dem Nenner, weniger dem Differentialquotienten
des Nenners multipliziert mit dem Zahler, das Ganze
geteilt durch das Quadrat des Nenners.

2 _
Beispiel: y :fx—:%z =1;— ;o w =2z, v =1,
,_2x(x—a)—1-(x2—a2)_1
- (x — a)? -

Aus der reduzierten Form y — z + a entsteht derselbe Wert.

Einfacher kann der Differentialquotient eines Quotienten aus
demjenigen eines Produkts hergeleitet werden. Ist ndmlich

y =%, so ist u =yv, ¥ =vy + yv,

’ u ’
’ ’ U — " ’ ’
’ w — yv v Uv—uv
y: == = .

v v v?

2 Délp-Netto
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Die abgeleiteten Theoreme iiber die Differentiation rational
zusammengesetzter Funktionen sind besondere Fille eines allgemei-
nen Satzes, zu dessen Herleitung wir nun itbergehen wollen, nach-
dem noch eine neue Bezeichnung eingefiihrt worden ist.

Bedeutet f(u, v) eine Funktion zweier Variablen u, », so kann
die Differentiation entweder nach u vor sich gehen, wobei v als
konstant angesehen wird, oder umgekehrt nach », wobei u als
konstant gilt. Eine solche Differentiation nach einer der beiden
Variablen heiB3t partielle Differentiation, und ihr Resultat
ist der partielle Differentialquotient nach « oder nach v.
Um darauf hinzudeuten, unterscheidet man diese Operation durch
Benutzung eines runden ¢ von dem totalen Differentiieren und
schreibt

of(u,v) _ . fu + Au, v) — f(u, v)

ou Au ?
of(u,v) 1. f(u,v 4 Av) — f(u, v)
T lim Av :

Wir gehen jetzt zu dem angekiindigten Satze iiber. Es
sei ¥ = f(u, v) und hierbei » und » Funktionen von z, etwa

u=¢@(x) und v = p (z). Es soll Z—Z bestimmt werden. Zu den
Werten z und x; mége u, v, y und u,, v;, ¥; gehéren. Dann ist

Yr— Y =f(u1, v1) — f (%, v)

z, — z —x
=f(uly vl) - f(uv ’1)1) +/(u’ vl) '—f(u’ ’l))
2, —x
=f('”'1’”1) —fwv)u —u +f(u,v1)—f(u,v)vl—v
Uy — U z, — v — v x —x’

Dabei ist u, —u 3= 0, v, —v &= 0 angenommen (vgl. aber
Fulnote 1) Seite 14).

LiBt man z; gegen z und damit u,, v;, ¥, gegen u, v, ¥
gehen, dann wird

Uy — u __ du

. . ov—v Ay . oy —y  dy
hmxl—x_dx’ li x —x dzx’ hmxl——x—dx’
limf(u’vl)_f(u,v)=af(u’v)‘

v — v ov

dagegen ist der Grenzwert des ersten Quotienten auf der rechten
Seite der letzten (leichung nicht unmittelbar ersichtlich. Aber in
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allen fiir uns spiter in Betracht kommenden Fillen gilt (wie hier
nicht bewiesen wird):

hm f(ul, ’01) — f(u7 ”1) — lim f(ula ’U) - f(uv ’U) — af(u’ ’U)

U — U U — U ou

Daher erhalten wir

(10) dy df(u, v) 3f(u,v)d_u n of (u, v) @ B_yd_u oy dv
de ~ dx ou dx v dxz  oudz @ odvdx’

Diesen Ausdruck nennen wir den totalen Differential-
quotienten von y nach x. Wir sehen: Sind » und v Funk-
tionen von z, und ist ¥ eine Funktion von » und v, so
differenziert man diese total nach der vorstehenden
Formel durch Verwendung der partiellen Differential-
quotienten der Funktion nach » und v.

1. Beispiel: Sind % und » zu einer Summe oder Differenz

verbunden so ist y =f(u,v) =u 4 v, ﬂ =1, 8}‘ 5 =T 1 und
d
dz T j: dx (Vgl. Formel 7.)

2. Beispiel: Ist y =f(u,v) =u-v, so wird Z_f =v,
of dy du dv u
=% =V T (Vgl. Formel 8.)

ov ’ dx

3. Beispiel: Ist y = f(u, v) =%, so wird f —11)—,
of u dy lLdu wdv ow —uv
%z—ﬁ, %=7d—x_ﬁ¢75: ’02 (Vgl Formelg)

4. Beispiel: Wenn y eine Funktion nur von % ist, indem
die andere Variable » ganz fehlt, dann fillt in (10) der

zweite Teil der rechten Seite fort; ferner ist l gleichbedeutend
df

mit -~ oder . Fir y =f(u), v = ¢ () flnden wir dann:
ZZ ZZ (Z (Vgl. Formel 6.)

Es eriibrigt uns jetzt noch zu zeigen, auf welche Weise
(10) erweitert werden kann. Aus den drei Funktionen von z,
nimlich » = @ (), v =y(z), w = p(x) setzen wir die Funktion
y = f(u, v, w) zusammen, legen der unabhingigen Variablen z die
Werte x und z; bei, bilden die entsprechenden Funktionswerte:

v =g@), v =p@), w =ol), y =/ w)
up = @ (%), vy =P(@1), w =0(%1), Y1 = f(%y, v1, wy)
o



20

und daraus den Differenzenquotienten:

Y1~ Y :j(uD V1s wl) _f(u) v, w)
X —x x —x ’

den wir, um ihn fiir den Grenziibergang geeignet zu machen,
folgendermaflen umgestalten, wobei u; —u==0,v, —v =0,
w, — w =& 0 vorausgesetzt wird. (Vgl. aber FuBinote!) Seite 14.)

1Y :f(uiv v, W) — f{s, v, w)uy —u

z — % U — u z, — X
_i_f_(u’vl’wl)_f(u!”,wl)vl_v+f(u’vyw1)_f(uavyw)w1_w
vy — v T —x w; — w z —x

Geht jetzt x; in x tber, so verschwinden zugleich die Diffe-
renzen (y;, —y), (4, —u), (v, —v), (w; —w) und die drei aus
Differenzen der Funktionswerte bestehenden Zihler, und die Be-
trachtungen, welche oben zur Formel (10) fiihrten, ergeben hier

dy _of du  of dv o dw
(102) & & e & T ow @

Algebraische und transzendente Funktionen. Eine
Funktion f(z) heiit algebraisch, wenn es eine natiirliche Zahl
n =1 und Polynome a,(z), ..., a,(z) gibt, wobei a,(x) nicht
konstant gleich Null ist, derart, dafl

a5(2) + a;(2)f(2) + ay(@) (f@)2 + -+ + ax(2) (f(z))" =0
fir alle = des Definitionsbereiches.

Funktionen, welche nicht algebraisch sind, heiBlen transzen-
dente Funktionen. Insbesondere gehéren hierher die Ex-
ponentialfunktionen e und a® nebst ihren Umkehrungen lg 2 und
?log z oder Lg x; ferner die trigonometrischen Funktionen sin x,
€os Z, . . . und als deren Umkehrungen die zyklometrischen Funk-
tionen arc sin z, arc cos z, . ... (Auf Beweise fiir diese Behaup-
tungen muf} hier verzichtet werden.)

§ 3. Aufgaben zur Ditferentiation algebraischer Funktionen

- dy _
— dy _
2)y =ax i =Y
3) y=ax +5b ég—a

dx



4) y =a2?
5) y =28
6) y =4ax’
53
Ny=—-—

8) y =a + 2bx + ca?

9) y:%:az*l
10) y ==
11) y = |z =2

13) y = "Yar
1 —
1)y === 3
1
15) y = ———
)Y 541/2:3
16) y =3 ]/x
1) y =2
) ¥y Ve
Va
18) y = L
)y A
19) y == Vx Vx
20) y — |/2V=

21



