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1. Abschnitt.

Punkte und Strecken.

§ 1. Punkte und Strecken auf einer Geraden.
Teilverhiiltnisse.

1. Es sollen auf einer Geraden mit gegebenem Nullpunkte
und gegebener positiver Richtung die Punkte konstruiert
werden, deren Koordinaten durch die Gleichungen:

2 | B2
L SPI e wh PU V p
¢ ¢
PZtaxr=0,22—~(a+d)z+ab=0,
22— 2arx -+ — 02 =0
gegeben sind, wo a,b.c gegebene gerichtete Strecken be-
zeichnen. Werden a, b, ¢ durch positive oder negative Zahlen
(z. B. a=05,b=—4,c=1T) gegeben, so mub noch die
Léngeneinheit gegeben sein?).
Lisungen der drei letzten Aufgaben: 0, —a; a,b; @ + b,a—b.
2. Bezeichnet man die durch die Gleichung
38— 722 —T2+3=0
gegebenen Punkte in beliebiger Reihenfolge mit Pl, P,, P : Pa,
so sollen ihre Koordinaten und die Strecken P, /P, f P 35 1’ Py
der Linge und Richtung nach berechnet werden Wle lautet
die obige Gleichung, wenn der Punkt 1 als neuer Nullpunkt
genommen wird?

8 4. ’3 /2 4 —
g 4, g gl 3z’3 4+ 222 — 122" —8=0.
— —_
Stets muB Ple + le—’:‘l + PyP; = 0 sein.
3. Sind P, P,, P,, P, beliebige Punkte einer Geraden, so
soll bewiesen werden, daf}

') Es ist zweckmiiig, zu den Zahlenbeispielen die Figuren zu zeichnen; bet
rechtwinkligen Koordinaten ist es niitzlich, quadriertes, sog. Millimeter-
papier zu verwenden.

Liosung: —1, 3



6 Punkte und Strecken.
ppP,.P,P, = PPy - P;P, + P,P, - P,P, ist.

4. Der Wert eines Doppelverhiltnisses bleibt ungeéindert,
wenn entweder die Elemente eines jeden Paares unter sich
oder die beiden Paare miteinander vertauscht werden:

(P1PoPyPy) = (PyPyPyPg) = (PgPy Py Py) = (P4 P3P, P).

5. Der Wert eines Doppelverhiltnisses geht in den rezi-
proken itber durch Vertauschung der Elemente eines Paares
untereinander:

(PyPyPyPg) =1: (P PyPsP,y).

Beweis von (4) und (5) durch direkte Ausrechnung.

6. Die Werte zweier Doppelverhiltnisse ergédnzen sich zu 1,
wenn das eine aus dem andern entweder durch Vertauschung
der beiden inneren oder der beiden #uferen Verhiltnisse
hervorgeht:

(PyPyP3Py) + (P1PyPoPy) = (PyPyPyPy) + (PyPyPyPy) = 1.

Bewets mit Hilfe von (3).

7. Es soll gezeigt werden, daf vier Elemente 4! = 24
Doppelverhaltnisse liefern, die sich in Gruppen zu je vier mit
gleichem Werte anordnen lassen. Ist (P,P,P,P,) = v, so sind
1

. 1
die 6 Werte aller Doppelverhéltnisse , o 1—, =
— P

Fir v = —1 (harmonische Ele-
v vy T y—

mente) ergeben sich drei Gruppen von je acht Doppelverhalt-

nissen mit den Werten — 1, 2, 5

8. Die Koordinaten dreier in gerader Linie liegender Punkte
P,, P,, P, sind z;, 2,, 2;. Es soll die Koordinate des vierten
harmonischen Punktes P, berechnet werden, wenn der erste
und der dritte einander zugeordnet sind.

Lisung: Aus (PyP,P,P,) = —1 folgt
. 2%1 Ts— zz(xl ix_s)
T+ 2,2,

Zy



Punkte und Strecken in der Ebene. 7

9. Welche Doppelverhaltnisse liefern die Punkte P, (o =1,
2, 3, 4) mit den Koordinaten z, = £¢? Wann sind vier solcher
Punkte harmonische ?

Liosung: Ist wieder (P,P,P,P,)= », so erhilt man die Werte
e+ = E
E+E+1E+E+1" (E+1)
Aus (£ + 1)2 = » (& + & + 1) ergeben sich reelle Werte von & nur
fiir0<v<%. Fiirv:—; wird & = &, = Tg%”

die Strecke P,P, durch P, und P; harmonisch geteilt; je nachdem
& =&, oder= &, gewihlt wird, liegt P, oder P, zwischen P, und P,.
10. Es gibt unendlich viele Systeme von vier harmonischen
Punkten einer Geraden, die zu dem Punkte mit der Koordi-
nate & harmonisch liegen.
Lisung: Sind a und b zwei beliebige, aber ungleiche Zahlen, so
sind die Koordinaten von vier solchen Punkten &—b, &— a,

&+a, £+ b, und man erhilt a:b=—34 ) 8.
11. Ordnet man die Punkte einer Geraden einander paar-
weise so zu, daB dem Punkte P mit der Koordinate z der

Punkt @ mit der Koordlnate

und ihre dreireziproken Werte.

und dann

+d’ wo ad —be=£ 0 ist,
entspricht, so ist das Doppelverha,ltms von vier Punkten P
gleich dem der ihnen zugeordneten Punkte Q.

Beweis durch Ausrechnung von @,0,0,0,.

§ 2. Punkte und Strecken in der Ebene,
Fldcheninhalte.

12. Von einem Parallelogramm sind die Koordinaten der
Ecken P,, P,, P, gegeben; es sollen die von P, berechnet
werden (w beliebig).

Losung: 3=y + 25—y, Y4= Y1+ Ys— Yo

13. Ein regelmaﬁlges n-Eck liegt so, daﬁ sein Mittelpunkt
nach O und eine seiner Ecken auf die X- Achse fallt. Welches
sind die rechtwinkligen Koordinaten seiner simtlichen Eck-
punkte, wenn s die Seitenlénge des n-Ecks ist?

Zahlenbeispiel: n = 6.



8 Punkte und Strecken.
Losung: Bezeichnet man die auf der X-Achse liégende Ecke mit

P,, die abrigen in positivem Drehsinne mit P,, ..., P,, so findet
man fiir den Radius R, des dem n-Eck umschriebenen Kreises:
B S d -R 20m =R -si 207 i

n=-———_und 2, ,=Rp-cos ==, y, 4= Ry-sin—= fiir
2 sin ™
e=0,1,...,n—1. Also fiir n =6 :Rg=1s5, und fiir
e=0| 1 ‘ 2! 3 4 5
_ s | s ) s s
=% 32 ‘ 2! 7% T2 2
Svs  3y3 _fysl_fys
- EVs 21/3 i 0 | 21/§ 21/3

Entsprechend der Projektionsformel ist x, + 25 + -+ + 2, =0,
ity +ya=0.

14. Fur die vorige Aufgabe sind die Polarkoordinaten der
Eckpunkte anzugeben, wenn der Pol mit dem Mittelpunkte
des n-Ecks und die Polarachse mit der positiven X-Achse
zusammenfallt.

Losung: Bezeichnen r,, #¢ die Polarkoordinaten der Eckpunkte,
80 istr =R,, 4 = 2on

] 7 0 n .

15. Die Aufgabe (13) ist fiir ein beliebiges schiefwinkliges

Koordinatensystem zu 16sen, fiir das P, (zq, 9,) der Null-
—

punkt ist und dessen X-Achse mit dem Radius OP, den
Winkel « einschlieBt.

Losung: Man benutze die Transformationsformeln [A, § 10, 7,

111*) und die oben gefundenen Resultate fiir rechtwinklige Koor-
dinaten:

. . 207
Ty, q+sinw=1x,+ B, sin w—oa—--],

ye+1-sinw=yo+R,.sin o _*_29775) .
16. Die Aufgabe (13) soll fiir das schiefwinklige Koordina-

2 .
tensystem mit w = —n, dessen Nullpunkt und X-Achse mit
n

) Die Zitate in dieser Form [A, §...] beziechen sich auf HauBner,
Analytische Geometrie der Ebene (Samml. Gdschen Bd. 85).



Punkte und Strecken in der Ebene. 9

dem des urspriinglichen rechtwinkligen Systems zusammen-
fallen, gelost werden.
Lisung:
. 2n . 2
er-sm?:R”-sm(l—g);,
. 2n . 2on .
ye+1-sm7=Rn-sm%.

17. Gib fiir die Punkte mit den Polarkoordinaten
r=215]| 4 |32|)/2]
& = 300 45° | 300° | 90° | 459 |
die Parallelkoordinaten an fiir w = 90° und fiir w = 45°,
Losung:  w= 90°:

3

z=)3 gVEI 2 1 0 ‘1}
y=1 s/2 | —2Y3 | 8,2 |1
w = 4bH9;
z=3)3—-110 2(0/3+1) | —3,2 ‘ 0 '
y=2)2 5|'—2 V6 32.Y2 | V2

18. Gib die Polarkoordinaten an fiir die Punkte mit den
Parallelkoordinaten:
e=3/2 | —1| 15— 7]0]|—3
y=38/2 | V3 |—8l—2|4] o0
fiir w = 90° und w = 60°.
Lésungen: w = 90°;

r— 6 2 17 % | 4 | 3
S—45 | 1200 | 331956’ | 253044’ | 900 | 180°;
w = 609: o
r=3V6 |[Va—y3l 13 | ym@3 | ¢ | 3
S— 300 | 94069’ | 327048’ |227034’| 600 | 1800

19. Die Koordinaten =,,y, der Ecken Py, P,, P; eines
Dreiecks sind
a) s, = 2,y =—3 b) z;,=—35, y, =17
= 8, y,= D 2= 11,y,= 3
za=14, yy= 11 Zg= 3, Y3 =15b.
Wie lang sind die Seiten des Dreiecks, welche Koordinaten
haben ihre Halbierungspunkte und der Schwerpunkt des



10 Punkte und Strecken.

Dreiecks? Ferner sollen die Winkel &y, 3,7, bestlmmt werden,

welche die positive X-Achse mit den Seiten P1Pz: Py E;, P_3 3
einschlieBt, und schlieBlich der Flicheninhalt des Dreiecks

PiP,P, Die Aufgaben sollen I. fir w — % 1L fiir w :,%

durchgefiihrt werden.
Losung:
ag b o1 L
PP, 10 V452 225+ 1212 2)/113—56)2
PP, V72 V208 6 2+V2  4) 13—6)2
PPy V350 V68 2)/85 +42)2 2 17—4)3.
Halbierungspunkte:
a b

M, von P,P,: 5,1 3,10
M, , P,Py: 11,8 7,9
M, ,, PgP,: 8,4 —1,16.
Der Schwerpunkt S(&,7m) teilt jede Mitteltransversale so, daB

M8 8Py =1:2 ist:
5._:fi%_+_ﬁ, nz?ll‘*'—?é?"__yﬂ; a) £=8, 5=4};
b) =3, 5= 113.

o br an bt
sin &2 4 ! 2/ —7
) 5 yils Ves+12)2 Vee—112)3
1.,z 3 1 3
sin 9 5V =
' 2 yis  Varayz Vee—12)2
7 1 7 1
sind,: — — —_—

V8 it V10 +84)2 V34_8)3
Die Winkel selbst gehoren den Quadranten an:
By 1 4 1 4
By 1 2 1 1
By 3 2 3 2
" Flicheninhalt:
—6 40 —3y2 20/



Pankte und Strecken in der Ebene. 11

20. Von einer Strecke PP, sind die Koordinaten z, = 7,
y; = 2 des Punktes P, und z =2, y = — 1 des Punktes P
gegeben, der die Strecke im Verhdltnis =4 5:3 teilt.
Welche Koordinaten hat der Endpunkt P, fiir die beiden
Werte von »? Welchen Wert hat w in den Aufgaben 20
bis 257

Losung:

(e + Do —mz _ e+ Ly—u
T BT T
w=+5: 2,=15, yp=—28Y5; u=—4: 2,=9, Y= + /.

21. Die Strecke ,P, werde iiber ihre beiden Endpunkte
hinaus je um ihr A-faches verlingert. Es sind die Koordinaten

der Endpunkte der Verlingerungen zu bestimmen,
Lisung:

o =

L+ Do — 2z, (L+ D —As,
und (14 A)z,— Az, A+ A)y,— Ay,s.

22. Von einem Dreiecke sind die Koordinaten der Ecken
P (—17,--1), Py(—2,—9) und diejenigen £ =10, =0
seines Schwerpunktes gegeben. Welche Koordinaten hat die
dritte Ecke P,?

Losung: ©3=388—a,—2,=9, ys=387p—y; —y,=10.

23. Von einem Viereck P,P,P,P, sind die Koordinaten
T, Yolo =1, .. .,4) der Ecken gegeben. Die Seiten werden
der Reihe nach in @, Q,, @,, @,, die Diagonalen in @, und @,
halbiert. Es soll bewiesen werden, da die Halbierungspunkte
von Q,Q,, 9,9, und Q.Q, zusammenfallen.

Lasung: Ty + 2 1‘ T+ T, Yttt ystYs .

’

4
‘Wenn man das Viereck samt seinen Diagonalen als Projektion eines
Tetraeders betrachtet, so folgt aus dem Resultate, daB sich die drei
Verbindungslinien der Mittelpunkte je zweier Gegenkanten — das
sind solche, die keine Tetraederecke gemeinsam haben — in einem
Punkte, dem Schwerpunkte des Tetraeders schneiden.

24. Von einem Finfeck PP, ... Py sind die Koordinaten
der Ecken (2, ;) usf. gegeben. Die Seiten sind der Reihe
nach in Q;, Q,, - . ., @5 halbiert. Der Halbierungspunkt M der
Strecke Q,@Q; wird mit P, verbunden und P,M durch S im



12 Die gerade Linie,

Verhdltnis 4 :1 geteilt. Es sollen die Koordinaten &7
von S berechnet werden.

Was ist der Fall, wenn man Q,Q, fiir @;@; und P, fir Py
nimmt?

Lésung:

§:x1+xz+%+z4+zs n=y1+y2+ys+y4+ys

b ’ 5 )

25. Halbiert man dic Seiten eines beliebigen Sechsecks
P, ... Pgder Reihenachin @, . . ., @, so soll bewiesen werden,
daB die beiden Dreiecke @,Q,Q; und §,Q,(¢ denselben Schwer-
&_xl+”'+x6 _y1+...+y6
=T 6 = 6

26. Fiir welches Parallelkoordinatensystem liegt der Punkt
P(251e, 3Y¢) gleichweit von dem Nullpunkte und von den
Punkten P,(6,2), P,(3,7) entfernt?  Flicheninhalt der

A — >
Dreiecke 0P, OPP,?
Losung: w = 90°
~—— 403

—— 65
OPPI———‘—"g, 0PP2=¥.

haben.

punkt

II. Abschnitt.
Die gerade Linie.

§ 3. Punkt und Gerade, sowie mehrere Gerade in
Parallelkoordinaten.
27. Den Richtungswinkel fiir jede der folgenden Geraden
zu bestimmen:
ayy=—z+5, b)y=—3%}2+4+12, ¢) 824 10y =21,
d) zcos70° 4 ysin70° —12=0, e) Tx—12y+18=0

fiir w :%’bei a) bis d) und w :%5’-’ bei e)).

Losung: a) 1859, b) 153026’ 67, ¢) 151°55'40”, d) 1600,
e) 22058’ 7”,
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28. Welche Gleichung hat die Gerade durch den Punkt P,
die den Winkel « mit der + X-Achse einschlieft, fiir

a) Py(8,38), 6 =600, 20 =90 b) Py(3,0), x =135, w0 =450P

Losung: a) y—3=)38@r—8) b)y= —31)/2@@—3)

oder oder

¢=8+1,l, y=38+1,)/31 z=38—)2.1, y=1

29. Die Gleichung der Verbindungslinie der Punkte P,

und P, anzugeben (w beliebig!)

]xlzﬁ O’Qa fll‘;“lg
b b
1y1:3|0% 5-}_'2“ 2
Ty ="T8|ay |20, — a
Yo==413 by [2b, — by
Lisung: z— 2g =—1;
3z—8y=20;

bz 4+ 2o—ay) y = 2ad;;
(br—bp) & — (9 — )y + a1 b, — azby, = 0.

30. Iis soll die Beziehung a) zwischen Réaumur- und
Celsiusgraden und ebenso b) zwischen Réaumur- und
IFFahrenheit- und ¢) zwischen Celsius- und Fahrenheit-
graden durch eine Gleichung ausgedriickt werden, indem man
dabei die gegebene Réaumur- bzw. Celsiusgradzahl als Abszisse-
und die gesuchte Celsius- oder Fahrenheitgradzahl als Or-
dinate eines rechtwinkligen Koordinatensystems betraclitct.

Lisung: a) y=435xz; b) y=2x+32; c¢) y=4gz+ 32.

Anmerkung: Zeichnet man die durch diese Gleichungen dar-
gestellten geraden Linien auf quadriertes Papier (Millimeterpapier)
auf, so hat man eine graphische Tafel, an welcher man ohne
weiteres die Anzahl Grade einer Skala ablesen kann, welche einer
Anzahl Grade einer andern Skala entsprechen.

31. Welches sind die Linienkoordinaten und die Achsen-
abschnitte der Geraden in (28) und (29)?

Losung: N _

8+V3  3+8)3

=8—V3, n=3—8)3 wu=— =
m=8—V)3, n=38—8)3; u T 15




14 Die gerade Linie.

m= 9, ”=73V2: u=_?1!’1 ’U=-——§V2
m=—1, n=% u=1 v=—
m=90, n=0; u=o00, v=00

1 2ab, 1
MmM=2=——, n=7-—=— —

2a—a, v

_ by —ady 1 Gby—ah, 1
- bh—b —  w T a—a v’

32. Die Geraden der Aufgabe (28) sollen in die Normalform
iibergefilirt werden.

w

Lisung: » = p=23830°, p=4})3 ——;

[\+]

? )
1 3 =
©= = y =45 p= ?Vz.

33. Durch den Punkt Py(5,1)eine Gerade zu ziehen, welche

die Strecke zwischen den Punkten P,(2, 7) und P,(4, —3) im

Verhiiltnis A : 1 teilt. Was ergibt sich, wenn 1 =0, 2 = o0,
A=1A=—11ist?
.. . 41 —6
Liosung: (w beliebig) y —1= Ewy (z—Db).

A=0 gibt y=— 22+ 11, geht durch 2}7;
A= , y= 4x——19, ” »w 4—3;
A=1 »w Y=— éw + 3
A=—1 y——bz+ 9%, || PP,

34. Welchen Abstand p, hat der Punkt P, von der Ge-
raden Az + By + C =0 in den folgenden Beispielen, wenn
a) w=90% b) w=60° ist?

(2,7),3c + 4y — 14 = 0] (0,7),y = bz + 3
1(3,38),16x — 8y +13=0.
4

Lésung: a ——14 _ = 9
) ) Do V26__
10 /= 293 | 17
h) po=—15 V39 | — ——3V1 a5 V129

35. Wie groB ist der Abstand d der parallelen Geraden ¢,
und ¢, voneinander?
gr: Tx+24y+10=0| 122 — by —20=0
go: T2+24y—36=0| 122 —5y—16=0.
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Lisung: Bezeichnen py, p, die Lingen der von O auf g,, g, ge-
fillten Lote und yy, », die Winkel, die sie mit der + X-Achse ein-
schlieBen, so erhdlt man

M="Ys+ 7 =72
d=p, +p,=18 d=p,—p,=1.

36. Die Gleichung einer Geraden durch den Punkt P, zu
bestimmen, die senkrecht zur Geraden g ist, I. fir w = 90°
II. fiir beliebiges w.

P, : (5,6) (a, 2b)
g:7z4+4y=12 a+bd)z+(a—-bdy=c.
Losung: 1. 42—T1y=-—22| (a—b)z— (a + d)y
=a?—3ab—2p%
I (Tcosw—4)x 4 (T—4cosw)y —22—1lcosw =0 |

(b——atgzg) z+ (b—l—atgz% y

+a(a_2b)tg2§~b(a+2b)=o.

37. Welche Koordinaten besitzt der Schnittpunkt der Ge-
raden 7z -+ 3y = 14a + 3b und 2z — by = 4a — Bb?

Lisung: zs=2a, yY;=2bh.

38. Liegt jedes der folgenden Punktetripel Py, P,, Py auf
einer Geraden, und welche Gleichung hat zutreffenden Falles
diese Gerade?

a) Py(6, 6), Py(3,5), Py(—6,2);
b) Py(7,10), Py(—4,7), Py(0,8).

Losung: Liegen die drei Punkte auf einer Geraden, so hat das
Dreieck P P,P, den Flacheninhalt 0, was fiir die Punkte des Tripels
a) der Fall ist, wihrend das Dreieck des Tripels b) den Flichen-
inhalt — % besitzt. Die Gerade des ersten Tripels hat die Gleichung
z— 3y + 12=0.

39. Welche Beziehung muf zwischen den Konstanten a,
b. ¢ der Gleichung ax - by -+ ¢ = 0 bestehen, damit die da-
durch dargestellte Gerade ¢ die Strecke zwischen den Punkten
Pi(zy, 4,) und Py(zy, y,) im Verhiltnis 4 : 1 teilt?

Losung: axy + by, + ¢+ AMaxy, + by, + ¢) = 0.

40. DiebeidenPunkte P, und P, der Geraden 2y —z —1=0
haben die Abszissen z; =1 und z, = 6. Zwei weitere Punkte



