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Einleitung

Die elementare Differentialgeometrie untersucht jene diffe-
rentiellen Eigenschaften der Kurven und Flichen, die Be-
wegungen gegeniiber unverdnderlich (invariant) sind, d. h. sie
handelt von bewegungsinvarianten lokalen Eigen-
schaften der Kurven und Fldchen. In den letzten Jahr-
zehnten interessiert neben dem Verhalten dieser Gebilde ,,im
Kleinen* auch ihr Verhalten ,im Grofien“, wobei das
Augenmerk auf die Gesamterstreckung der Kurven und Fla-
chen gerichtet ist. In diesem ersten Bandchen soll zunichst
die Differentialgeometrie der ebenen Kurven, anschlieBend
die vielseitigere Theorie der Raumkurven behandelt werden.

I. Theorie der ebenen Kurven

1. Ebene Vektorrechnung, Die nach Euklid benannte ele-
mentare Geometrie der Ebene studiert jene Eigenschaften
ebener Figuren, die bei der dreigliedrigen stetigen Gruppe der
ebenen Bewegungen
L1 X=qg+ zcosp—ysing

* Y=b+zsing+ycosg
invariant sind. Mit (z, y) sind dabei Punktkoordinaten in einem
positiven cartesischen Koordinatensystem bezeichnet, die
meist als reelle, gelegentlich auch als komplexe Zahlen angenommen
werden.

Zwei (geordnete) Punkte P(zp,y,) und Q(z,, y,) bestimmen
durch ihre Koordinatendifferenzen z = z; — z, und y = y, — ¥y,
einen Vektor

—
(1.2) T=PQ= (24— %p Yg—¥p) = (=, %) ,
der geometrisch durch die vom Anfangspunkt P zum Endpunkt @

gerichtete Strecke Fé dargestellt werden kann. Wir nennen 2z, y
die Koordinaten des Vektors r.

Ist P = @), so entsteht der Nullvektor o = (0,0), dessen beide
Koordinaten Null sind.
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Vektoren g = (2,9), £’ = («',y"), die durch Parallelverschiebung
auseinander entstehen, heiflen glelch ¢ = t’; entsprechende Koor-
dinaten sind dann gleich: z = 2', y = ¥/'.

Die Addition von Vektoren erfolgt geometrisch nach der
Parallelogrammregel, rechnerisch durch Addition glelchnamlger
Koordinaten. Die beiden Vektoren ¢’ = (2, ') und " = (2", y"')
haben daher als Summe

(1.3) r=t¢ +1”’
den Vektor ¢ = (z, y) mit den Koordinaten
2=.’EI+Z”, y= y1+ yu.

Die Addition von Vektoren ist

1) kommutativ: O+ =7+,

2) assoziativ: E+)+e" =+ +1").

Ein Vektor ¢ = (z, ) wird mit einer Zahl A multipliziert, indem
man seine Koordinaten mit A multipliziert: Ax = (ix, Ay). Geo-
metrisch bedeutet dies eine Streckung des Vektors ¢ aus seinem
Anfangspunkt mit dem Modul A. Je nachdem 2 > 0 oder 4 << 0 ist,

haben dabei die Vektoren ¢ und 1z dieselbe oder entgegengesetzte
Richtung.

Damlt ist zu ¢” insbesondere der gegengleiche Vektor —1z
— 11" erklirt und somit auch die Vektordifferenz g’ — g"
Man bezeichnet Vektoren p = (zp, yp), q = (%4, y,) die (mit
threm Anfangspunkt) im Nullpunkt 0 (0 0) angeheftet sind, als
Ortsvektoren ihrer Endpunkte P (2,5, yp), @ (%g, y;). Der Vek-
—
tor PQ ist dann darstellbar als die Differenz PQ = q—p, d.h.
»Ortsvektor des Endpunktes @ minus Ortsvektor des Anfangs-
punktes P+.

Man unterscheidet in der ebenen Vektorrechnung zwei Pro-
duktbildungen aus Vektoren.

1. Das innere Produkt (ry’) der Vektoren = (x,y) und
t' = (', y') ist erklirt als die Zahl

.4 ) =x'=22"+yy.

2. Das duBere Produkt [g '] ist erklirt als die Zahl (Deter-
minante)

(1.5) kr]=

Ty
x/y; =
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Das innere Produkt ist kommutativ:

(1.6) cC)=@"1),
das dubBere Produkt ist alternierend:
1.9 tt]=—1[r'1].

Beide Produkte sind linear in den Vektoren, d. h., es ist
(L8 (A At)=2x(y), [ Vt]1=217[y],
und sie verhalten sich distributiv gegeniiber der Vektoraddition:

L9 (@ +5) =)+ @) L@+ =]+ [z27].

Fiir das AuBenprodukt gelten die bekannten Determinanten-
regeln. Insbesondere ist dann und nur dann [rz’] = 0, wenn ent-
weder wenigstens einer der beiden Vektoren ¢ oder ¢” Nullvektor
ist, oder wenn die Vektoren z und g’ proportional sind: ¢’ = Az.

Das Auflenprodukt bleibt ferner ungedndert, wenn man zu
einem der Vektoren ein beliebiges Vielfaches des anderen addiert:
(1.10) £+ 2%, 0] = + 1) =[c7].

Als Grassmannsche Erganzung |z des Vektors £ = (2, ¥)
bezeichnet man den Vektor |z = (— y, #), der aus r durch eine
positive Viertelschwenkung entsteht. Dann ist ||z =—gz. Mit
Hilfe des Erginzungsvektors kann jedes Innenprodukt als Aufien-
produkt geschrieben werden und umgekehrt; es ist ndmlich

I

(1. 11 GE)=| %= )

Es folgt daraus, daf dann und nur dann (¢ ") = 0ist, wenn ent-
weder wenigstens einer der Vektoren ¢ und ¢’ Nullvektor ist, oder
wenn die Vektoren £ und ¢" orthogonalsind: | t' = 2g.

Aus dem inneren Produkt (r z') entsteht fiir ¢’ = ¢ das innere
Quadrat des Vektors ¢ = (z, y)
(1.12) P=xn=2"+9,
das geometrisch sein Langenquadrat | r|? (Quadrat seines Be-
trages | r|) darstellt.

Im Reellen ist dann und nur dann

lelP=g*=2+4*=0,

wenn ¢ = y = 0, d. h. ¢ = o der Nullvektor ist.

Im Komplexen, d. h. wenn wir komplexe Geometrie trei-
ben und auch Punkte und Vektoren mit komplexen Koordinaten
zulassen, gibt es vom Nullvektor verschiedene Vektoren mit der
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Liange Null,die man als isotrope Vektoren (Vektorenisotroper
Richtung) bezeichnet. Sie zerfallen in zwei Scharen. Aus der An-
nahme 22 4 y2 = 0 folgt nimlich y2 = — 22, also y = + 2. In
der Ebene sind also die Vektoren

(1.13) i,=A1,9)undi_ =41(1,—) (A£0),

und nur sie, isotrop. Die zu ihnen parallelen (komplexen) Geraden
(1.14) zHiy=c und z—1y =10

sind die isotropen Geraden der Ebene. Thre (zueinander konju-
giert-komplexen) Richtungen bestimmen auf der Ferngeraden die
beiden zueinander konjugiert-komplexen Ponceletschen abso-
luten Punkte der Ebene, welche allen Kreisen gemeinsam sind.
Wihrend irgend zwei eigentliche Punkte P, @ einer isotropen Ge-
raden voneinander stets den Abstand Null haben, ist der Abstand
eines eigentlichen Punktes von einem absoluten Punkt unbestimmt.

Die absoluten Punkte sind die Doppelpunkte der auf der Fern-
geraden durch alle Rechtwinkelinvolutionen ausgeschnittenen abso-
luten Involution. Es folgt, daf isotrope Richtungen und
Vektoren auch durch die Eigenschaft gekennzeichnet sind, zu
sich selbst normal zu sein.

Eine geometrische Deutung des Innenproduktes und Auflen-
produktes zweier reeller Vektoren geben die Formeln
(1.15) gy =lxl-1t'cosg, [zx]=|e]-]¢|sing,
wobei ¢ den Winkel der beiden Vektoren bedeutet.

Man bestatigt dann leicht die Identitit von Lagrange:

(1.16) frrlP=212—(zr)?.

2. Darstellung ebener Kurven. Die Differentialgeometric
bedient sich zur analytischen Beschreibung der ebenen Kurven
zumeist der sogenannten Parameterdarstellung. Sind
die cartesischen Koordinaten z, y des Punktes P (x, y) als
reelle eindeutige Wunktionen eines reellen Parameters ¢ ge-
geben:

(2.1) z=a(), y=y(t),
die nicht beide konstant und in einem gemeinsamen Existenz-
intervall J (f, < { < 1) stetig sind, so beschreibt der Punkt
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P (z, y) den Bogen AB einer reellen stetigenebenen Kurve
k. Man nennt die Formeln (1) die Parameterdarstellung dieses
stetigen Kurvenbogens k.

Bemerkung 1: Unter diese Definition der stetigen Kurven
fallen iiberraschenderweise auch noch die eigenartigen, nach ihrem
Entdecker Giuseppe Peano (1890) benannten Peanokurven,
welche ganze (abgeschlossene) Flachenstiicke F der Ebene aus-
fiilllen, wobei zwar jedem Punkte { des Intervalls J genau ein
Punkt P(z(t), y(t)) der Peanokurve F entspricht, wihrend umge-
kehrt jedem Punkte von ¥ mindestens ein Punkt von J (d. h.
ein oder mehrere Punkte) entspricht. Die durch den Parameter ¢
hervorgerufene (stetige!) Abbildung des Intervalls J(¢) auf die
Peanokurve F(z(f), y()) ist also nur in einer Richtung (von J
nach F) eindeutig.

Eine stetige, aber nur in einer Riehtung eindeuntige
Abbildung kann also ein eindimensionales Intervall J in eine
mehrdimensionale Figur (z. B. in ¢ine zweidimensionale Quadrat-
iliche) verwandeln.

Ubrigens reicht auch die Eineindeutigkeit der Abbildung
allein nicht aus, um diese Abbildung dimensionserhaltend
zu machen. Eine eineindeutige Abbildung (1) der Punkte ¢ von J
auf die Punkte P(x(f), y(t)) kann namlich unstetig sein, d.h., be-
nachbarte Punkte £, ' von J kénnen in nicht benachbarte Punkte
P, P’ verwandelt werden.

Um solche weder den anschaulichen Vorstellungen einer
Kurve noch den ZweckméBigkeiten der Differentialgeometrie
entsprechenden Figuren wie Peanokurven auszuschliefen,
verlangen wir, daB die Abbildung (1) zwischen den Stellen ¢
der Parameterstrecke J und den Punkten P des stetigen

Kurvenbogens fﬁ?stetig und umkehrbar eindeutig sei.
Die so entstehenden Kurven (1), d. h. die stetigen und um-
kehrbar eindeutigen Bilder einer Strecke J bezeich-
net man nach Camille Jordan (1893) als Jordansche
Kurvenbogen.

Is soll dabei erlaubt sein,da8 den beiden Endpunkten ¢, und £,
der Strecke J derselbe Punkt der Kurve ¥ entspricht. In diesem
Sonderfalle heifit die stetige Kurve (1) eine geschlossene Jordan-
kurve.
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Der Begriff der Jordanbogen oder dJordankurven muf
jedoch in der Differentialgeemetrie noch weiter eingeschriinkt
werden. s gibt z. B. Jordanbogen, die nicht streckbar
(nicht rektifizierbar) sind, d. h. fiir die sich eine Bogenlinge
auf sinnvolle Art nicht definieren 14Bt. Ebenso zeigt sich, daB
eine Jordankurve (1) nicht einmal notwendig Tangenten
haben muB, namlich dann nicht, wenn die Funktionen z (¢)
und y (t)in J zwar stetig, aber nirgends differenzierbar
sind. Die Existenz solcher Funktionen wurde zuerst von
Bernhard Bolzano (um 1840) und spater von Karl Weier-
stral (um 1860) entdeckt,.

Man verlangt daher in der Differentialgeometrie von dem
Jordanbogen, daf er glatt sei; diese Forderung bedeuntet
geometrisch: daB der Bogen in jedem Punkte eine bestimmte
stetig verdnderliche Tangente habe, oder analytisch:
daf die Funktionen z (f) und y (f) im abgeschlossenen Inter-
vall J stetige Ableitungen nach ¢ haben, die iiberdies in J
nirgends gleichzeitig verschwinden. Jeder Parameter ¢,
fir den die Ableitungen & (f) und ¥ (£) stetig und nirgends
gleichzeitig Null sind, heiit ein zuldssiger Parameter des
glatten Kurvenbogens.

Wir werden spater bei der Untersuchung der Kritmmungs-
verhiltnisse der ebenen ,Kurven* (gemeint sind damit
glatte Jordankurven) auch noch die Existenz und Stetig-
keit der zweiten, dritten, . . ., n-ten Ableitungen der Funk-
tionen x (f) und y (f) voraussetzen miissen. Die Kurve &k wird
dann als zwei-, drei-, ...,n-malstetig ableitbar bezeichnet.
Glatte Kurven sind also (wenigstens) einmal stetig ab-
leitbare Kurven.

Beispiel 1: Die Gerade (2-Achse) |
(2. 2) z=1y=0
ist eine in allen Punkten ¢ glatte Kurve, weil die Ableitungen
(2.3) z=1y=0
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stetig sind und nirgends gleichzeitig verschwinden; f ist daher ein
zuldssiger Parameter der Geraden.

Stellt man diese Gerade jedoch durch die Gleichungen

(2. 4) r=8,y=0
dar, so zeigt sich, daBl die Ableitungen
(2.5) ' =38y =0

jetzt zwar fiir alle s stetig sind, aber an der Stelle s = 0 (d. h. im
Punkte (0, 0)) gleichzeitig verschwinden; s ist also kein zuldssiger
Parameter der Geraden.

Beispiel 2: Die semikubische Parabel (Neilsche Parabel) mit
der Gleichung

(2. 6) 22—y =0 oder y=ua*3
besitzt im Nullpunkt O (0, 0) eine Spitze mit lotrechter Spitzen-
tangente. Thre einfachste Parameterdarstellung lautet
2.7 =108 y=1,
wobei — co < f < 4 co gilt und die Spitze O (0, 0) sich fiir
t = 0 ergibt. Die Ableitungen
(2.8) T =381, y=2¢
sind iiberall stetig, verschwinden aber beide an der Stelle { = 0.
Die Neilsche Parabel ist also eine mit Ausnahme ihrer Spitze
t = 0 iiberall glatte Kurve; sie besteht aus den beiden glatten
Teilbogen ¢ > 0 und ¢{ < 0, die an der Stelle { = 0 zusammen-
hingen und dort die Spitze der Kurve bilden.
Der Parameter ¢ ist also fir jeden dieser beiden Teilbigen ein
zuldssiger Parameter, nicht aber fur die ganze Neilsche Parabel.
Ein Kurvenbogen (1), der glatt ist und durch einen im

Intervall J (f, < £ < 1;) variierenden zulissigen Parameter ¢ dar-
gestellt ist, d. h. fiir welchen die beiden Ableitungen

2.9 & =1a(t), y=y()
im Intervall J iiberall stefig sind und nirgends gleichzeitig ver-
schwinden, enthilt keinen singuldren Punkt, sondern nur regu-
laire Punkte.

Haufig setzt man bei differentialgeometrischen Unter-
snchungen die beiden reellen Funktionen z (¢) und y (¢) sogar
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als analytisch voraus. Diese beiden Funktionen sollen also
in jedem inneren Punkte ¢, des Tntervalles J Potenzreihen-
entwicklungen nach (t—f;) mit gemeinsamem Konvergenz-
bereich | {—t,| << g besitzen. Eine in J reelle analytische
Kurve [ ist daselbst beliebig oft stetig ableitbar.

3. Komplexe Kurven. Ahnlich wie man viele Tatsachen
der reellen algebraischen Geometrie erst dann voll durch-
schauen kann, wenn man die umfassendere komplexe alge-
braische Geometrie heranzieht, bringt auch in der Differen-
tialgeometrie die Beriicksichtigung des Komplexen
viele neue und grundlegende Einsichten. Wir denken uns
daher die reelle Ebene zur komplexen Ebene erweitert,
indem wir als Punktkoordinaten (z, y) nun auch komplexe
Zahlen zulassen. Wahrend die reelle Ebene oo? reelle Punkte
enthilt, trigt die komplexe Ebene oo* komplexe Punkte,
unter denen die co? reellen als Teilmannigfaltigkeit vorkom-
men.

Wir verstehen dann in dieser komplexen Ebene allgemein
unter einer komplexen analytischen Kurve die Menge
der co? komplexen Punkte P (z, y), deren Koordinaten durch
die beiden komplexen Potenzreihen

3.1) e=z) y=y()
der komplexen Verdnderlichen
(3.2) t=1+410

dargestellt werden. Diese Potenzreihen haben i. a. komplexe
Koeffizienten und sollen einen gemeinsamen Konvergenz-
bereich haben, ohne gleichzeitig bloBe Konstante zu sein.
‘Wir werden in Hinkunft in der Regel nur von den reellen
Ziigen analytischer Kurven handeln, die wir wie oben wieder
kurz als reelle analytische Kurven bezeichnen. Nur ge-
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legentlich werden auch komplexe (analytische) Kurven be-
trachtet werden. Zumeist handelt es sich jedoch bloB um glatte
bzw. endlich oft stetig ableitbare reelle Kurvenbogen.

4. Parameteridnderung. Die reellen Funktionen

4.1 z== (), y=1y @)

deren stetige Ableitungen z (f), ¥ (f) nie gleichzeitig verschwin-
den sollen, liefern jedoch mehr als nur eine glatte (reelle)
Kurve k. Da nimlich jeder ihrerco! Punkte P nach Annahme
umkehrbar eindeutig durch seinen Parameterwert ¢ gekenn-
zeichnet ist (den wir uns zu P geschrieben denken kénnen),
liefert (1) in Wahrheit eine mit einer bestimmien (zuldssigen)
Parameterskala versehene glatte Kurve k(f). Durchlauft der
Parameter ¢ monoton wachsend seinen Wertebereich J
(L, = t=< tp), so durchlduft der Punkt P in einem bestimmten

Sinne den Kurvenbogen I = ﬂ?, der dadurch orientiert
(gerichtet) wird.

Die Koordinaten (1) der Kurvenpunkte P kénnen zweck-
miBig auch als Koordinaten des Ortsvektors ¢ von P ge-
deutet werden, der ebenfalls von dem Parameter ¢ abhingt;
man schreibt

(4.2) t=t)=z®er+y@e,,

wobei e; und e, die Einheitsvektoren der Koordinatenrich-
tungen bedeuten. Auch diese vektorielle Parameterdar-
stellung stellt die Kurve & einschlieBlich einer Parameter-
skala ({-Skala) dar, wobei nach Voraussetzung der abgelei-
tete Ortsvektor

(4.3) t=t()=2®er+yB)esF0
tiir alle f aus J stetig und nie der Nullvektor ist.

Es ist in der Kurventheorie haufig zweckmiBig, den ur-
spriinglichen (,,alten*) Parameter ¢ durch einen neuen (zu-
lassigen) Parameter s zu ersetzen, d.h. auf der Kurve k
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statt der alten eine neue (zuldssige) Parameterskala ein-
zufuihren. Dies geschieht durch eine Parametertransforma-
tion

(4. 4) E=1(s),

in der t(s) eine monotone und stetig ableitbare Funk-
tion von s sein soll, welche der Bedingung

(4.5) %9 40

geniigt. Es soll also entweder stets di/ds > 0 oder << 0 sein.
Im ersten Falle wichst ¢ mit wachsendem s, und die Orientie-
rung von k bleibt erhalten; im zweiten fillt ¢ mit wachsen-
dem s, und der Durchlaufungssinn der beiden Skalen ist ver-
schieden.

Die neue Darstellung der Kurve % ist dann

(4.6) r=1r () == (ls)) ey + y (is)) ea,
und der neue abgeleitete Ortsvektor y' = E hangt mit dem
alten f = E durch die Kettenregel zusammen:
dg _ dr di .
4.7 A T oder 5~§E§'

Aus der Stetigkeit von £ und ?;S« folgt dann die Stetigkeit von

" und aus der Voraussetzung £ # o und 3—: % 0 folgt von

selbst auch fiir den neuen Parameter ' & o. Mit £ ist dann
auch s ein zuldssiger Parameter der glatten Kurve .
Ubrigens schreibt man der Kiirze halber oft statt g(i(s))
wieder g (s).
Bemerkung 1: Im Gegensatz zu den abgeleiteten Vektoren
7 (f) und g'(s) hingt das erste Vektordiffcrential
dx | = d ds ]f
(4.8) de(t) = { @t ds = dg(s)
Li)dl = ¢'(s)ds |
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von dem speziellen Parameter ¢ oder s nicht ab. Das erste Differen-
tial des Ortsvektors der Kurve ist parameterinvariant. Deswegen
rechnet man bei Betrachtungen der ersten Differentiationsordnung
gerne mit den Differentialen des Ortsvektors ¢ oder seiner Koordi-
naten z, y (und nicht mit den parameterabhingigen Ableitungen!).

5. Tangentenvektor. Der durch (4. 3) eingefiihrte abge-
leitete Ortsvektor  (¢) hat eine einfache geometrische Be-
deutung: er ist Tangentenvektor der (reellen glatten)
Kurve ¢ (/) im Punkte ¢. Die Linge | ¢ | des Tangentenvektors g
hangt von der Parameterskala ab, seine Richtung stimmt mit
dem (durch wachsendes ¢ erklarten) Richtungssinn der Kurve
iiberein und er ist kein Nullvektor (£ =& o), weil ¢ nach An-
nahme ein zuldssiger Parameter ist.

Zum Beweis nehmen wir neben dem festen Kurvenpunkt P

der Kurve vom Ortsvektor g(f) noch einen davon verschiedenen
verinderlichen Kurvenpunkt P’ vom Ortsvektor r(¢') an (¢’ < ¢).
—

Der zu dem Sehnenvektor PP’ = g(')—r(f) proportionale
Vektor
LHOZHO s —sl) L vO)— v,
—t v —t &
weist dann von dem Punkte mit kleinerem Parameterwert zu jenem
mit groferem hin und konvergiert beim Grenziibergang ¢'—¢
gegen eine Grenzlage den Tangentenvektor

i — = €y,
t'——»t - t’——>t t'—t

nimlich gegen den abgeleiteten Ortsvektor g(t), w.z.b.w.
Wir schreiben den Tangentenvektor

(6.1) =00, | a
oder
(5.2) t=t@=2®er+y()c,.

Dieser Tangentenvektor f existiert und ist stetig, weil die
Kurve als glatt (einmal stetig ahleitbar) vorausgesetzt war.
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Der Tangentenvektor ist im Sinne wachsender Parameter ¢
gerichlet; seine Lange

(5. 3) il =) =)z + i
+ +

héngt von der Skala der Parameterwerte ab. Ersetzt man
nach (4. 4) { durch einen neuen Parameter s, so sind die zuge-
horigen Tangentenvektoren £ und ¢” nach Formel (4. 7) pro-
portional, und fiir ihre Langen (Betrage) gilt

, . dt
(-4 |m=wm¢£.

Bemerkung 1: Ist die Kurve g(f) analytisch, so kann es auf
ihr im Komplexen Punkte mit isotropem Tangentenvektor
1 (t) geben. Insolchen Punkten ist zwar ¢ (f) =+ o, d. h. (&, y) == (0,0),
aber es ist

(5.5) () =2*() + 4> () = 0.

6. Bogenlinge. Nach (4. Bem. 1} ist fiir die (reelle oder
komplexe) glatte Kurve

(6.1) t=r@O=z@le,+yl)e
das Vektordifferential

dr (¢ .
(6. 2) i O="0n=i@0a

parameterinvariant, d.h. ein von der Parameterwahl
unabhingiger Vektor. Sein inneres Quadrat (Langen-
quadrat)

(6.3) (g ()= () a2

ist iiberdies bewegungsinvariant. Bei Einfiihrung eines
neuen zuldssigen Parameters s vermoge der Formel

(6. 4) t=1(s) mit & 40,

2 Strubecker, Differentialgeometric I.
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wodurch aus dem Ortsvektor r (f) der Ortsvektor y (f(s)) =
1 (s) entsteht, ist daher insgesamt

(6.5) (dz ()= (A ()*
oder

(6. 6) (;l—f)z d? = (‘j—ﬁ)z ds?
oder

(6.7 () diz = g2 (s)ds?.

Unter allen denkbaren zuldssigen Parametern ist nun jener
Parameter s geometrisch besonders ausgezeichnet, fiir den
langs des Kurvenbogens, also fiir alle s (identisch in s),

(6. 8) T2 =% (s) + y2(s) =1 {s}

ist, d.h. jener Parameter s, fiir den der Tangentenvektor
die feste Linge 1 hat. Man nennt diesen ausgezeichneten
Parameter s die Bogenlinge der Kurve (Linge des Kur-
venbogens von der Stelle s = 0 bis zur Stelle s) und ds ihr
Bogendifferential oder Bogenelement. Fiir das Quadrat
des Bogendifferentials folgt aus (7) die Formel

(6.9) ds? = g2 () di2 = (22 (¢) + 2 (1)) di?
oder
(6. 10) ds? = (dx)? = da?® + dy?.

Durch Integration des Bogendifferentials ds erhilt man die
Bogenlinge der Kurve zwischen den Punkten £, und i:

(6.11) s=— ,f Vi () dt :tf Va2 () + 92 () dt=s(1).

Die geometrische Bedeutung der Bogenlinge eines reellen
glatten Kurvenbogens wird in (1. 7) erliutert werden.
Bemerkung 1: Fiir { = ¢, wird s = 0. Der Punkt {; ist der

Anfangspunkt der Bogenziahlung. Da er willkiirlich wéhlbar ist, ist
s nur bis auf cine additive Konstante festgelegt.
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Das Bogendifferential ds ist nach (10) erstens para-
meterinvariant (weil es nur von dem Vektordifferential
erster Ordnung dr abhingt) und zweitens (wie das innere
Vektorquadrat (dg)?) bewegungsinvariant. Isist das mit
der Kurve verbundene Differential niedrigster Ordnung
mit diesen beiden Eigenschaften, d. h. die einfachste Diffe-
rentialinvariante der Kurve. Die aus ihm durch Integra-
tion gewonnene Bogenlinge s ist daun die (im gleichen
Sinne) einfachste Integralinvariante der Kurve. In
der auf die Bewegungsgruppe (1.1) gestiitzten elementaren
Differentialgeometrie bezeichnet man dann ds als natiir-
liches Differential der Kurve und s selbst als natiirlichen
Kurvenparameter.

Wenn man nédmlich die Entwicklung der Kurventheorie
auf diesen natiirlichen Parameter s griindet, so sind alle dabei
gewonnenen mit der Kurve verbundenen bewegungs-
invarianten GroBen f(s) oder Vektoren ) (s) von selbst
auch parameterinvariant, d.h. unabhingig von der
zufilligen Parameterskala, mittels derer die Kurve urspriing-
lich beschrieben wurde.

Bemerkung 2: Durch das Integral (11) ist auch fiir jede
komplexe analytische ebene Kurve (1) eine komplexe Bogenlinge s
erklart, die gegen Bewegungen der Kurve und gegen regulire
Parameteranderungen invariant ist. Man kann auf der Membran
der oc® komplexen Punkte der Kurve (1) zwei feste Punkte £,
und ¢ durch unendlich viele eindimensionale Fdden verbinden, deren
Bilder in der GauBschen komplexen i-Ebene z Kurven sind,
welche die Stellen {, und ¢ von z verbinden. Dte komplexe Bogen-
linge s hat dann nach den Lehren der Funkiionentheorte auf zwet
solchen Fiden der komplexen analytischen Kurve (1) stets den

gleichen Wert, wenn deren Bildkurven in der t-Ebene keine singuldre
Stelle des Integranden von (11) umschliefen.

Bemerkung 3: Die Normierung (8) ist unmdaglich in sol-
chen (komplexen) Kurvenpunkten, in denen

(6.12) O =22 +y*®) =0
ist, deren (komplexer) Tangentenvektor also isotrop ist. Solche
Punkte bleiben im folgenden auBer Betracht.

2%
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Ist sogar
(6.13) 12(H) =0 (aber z(f) & o),
d. h. sind die Tangenten in allen Punkten der Kurve isotrop, so ist
nach (12) entweder z (f) + ¢y (f) = 0 oder z(f) — ¢y (f) = 0. Durch
Integration folgt, daB in diesen Fillen als Kurve eine isotrope
Gerade der Gleichung
(6. 14) % + iy = const. oder z-— 4y = const.

vorliegt. Wir miissen also auch isotrope Geraden aus der Belrach-’
tung ausschliefien, wenn wir beabsichtigen, die Bogenlinge s der
Kurve als natirlichen Parameter zu verwenden.

Ist jedoch lings des betrachteten Kurvenbogens (1) {iberall
2()= 22 () + % ({) == 0 und daher auch

d o s YN YT
6.18)  Z=VEO=V20+rO=+0,
so kann man (nach dem Fundamentalsatz tiber implizite Funk-

tionen) die aus (11) flieBende Darstellung des Bogens s = s (f)
nach dem Parameter { auflosen:

(6. 16) t=1(s)
und in (1) eintragen, wodurch man den Ortsvektor der Kurve
(6.17) t=r()=1(E)

als (stetig ableitbare) Funktion der Bogenlinge s erhalt. Diese
theoretisch einfachste Darstellung der Kurve, die wir
kurz

(6. 18) t=1(s)
schreiben, wird in Hinkunft stets der Entwicklung der Kur-
ventheorie zugrunde liegen.

7. Die geometrische Bedeutung der Bogenlinge s ist
aus den Elementen der Infinitesimalrechnung bekannt. Um

die Linge eines Bogens % ~ AP der reellen glatten
Kurve ¢ = g(t) zu definieren, schreibt man dem Bogen k
durch Wahl der beliebigen Zwischenpunkte P, (z(Z,), y(t,))
mit den Parameterwerten
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(1.1) fH=l<h<h<. <l a<l,=%f =1t

einen beliebigen Polygonzug S = (4, P;, Py, ..., Py, B)
ein und bestimmt seine Linge

[s®= 3 10— 2]
(7.2) o ~
il = ”i l/[x (tv) —Z (tvﬂ)]z + [y ([v) —Y (tv—l)]z-

Diese Linge s(P) wéchst, wenn man durch Zwischen-
schalten von weiteren Kurvenpunkten den Polygonzug B
verfeinert. Ist ndmlich B’ ein der Kurve k eingeschriebener
Polygonzug, der neben den Ecken P, noch weitere Ecken
P', enthalt, so gilt fiir die Langen s(B) < s (5p’), weil die
geradlinige Verbindung zweier Punkte P,_, und P, kiirzere
Lange hat als jede polygonale Verbindung (Dreiecks-
ungleichung). '

Es gibt nun Kurven %, bei denen hinreichende Verfeine-
rung der eingeschriebenen Polygonziige P die Léngen s(*)
iiber alle Grenzen wachsen 146t. Diesen Kurvenbogen k kann
man keine endliche Bogenlinge s zuordnen.

Wenn dagegen die Menge {s ()} der Langen (2) aller
in den Kurvenbogen & einschreibbaren Polygonziige B
nach oben beschrénkt ist, so kann man dem Bogen k in
sinnvoller Weise eine endliche Bogenlinge s zuordnen,
namlich die obere Grenze

(7. 3) s = sup s(*p),
d. h. die bei beschrinktem s(‘B) stets vorhandene kleinste
obere Schranke aller Polygonzugléangen s{B).

Wir erkléren also, wenn die Menge der Lingen {s(®)}
aller eingeschriebenen Polygone nach oben beschrinkt ist,

die Bogenlinge s des Kurvenbogens k = 4B durch die
Formel (3). Ein Kurvenbogen %, der gemél (3) eine endliche
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Lénge s besitzt, heiBt nach Giuseppe Peano (1858—1932)
rektifizierbar oder streckbar.

Wie schon erwiahnt, gibt es stefige Kurven, die nicht streck-
bar sind. Dagegen gilt der wichtige

Satz 1: Jederglatie(d. h. stetig differenzierbare) Kurven-
bogen ¢ = ¢(f) ist streckbar. Seine durch die Definition (3)
erklirte Bogenlinge s = s(f) ist eine stelig ableitbare Funk-
tion von t, die durch das Integral

(7. 4) s:s(t):tfl/?(“t)dt = tf |£(t)| at

dargestelll wird, dessen ausfihrliche Gestalt wir aus (6.11)
kennen.

Beweis: 1) Wir zeigen in einem ersten Beweisschritt,
daB das in (4) auftretende Integral, das fiir glatte Bogen , d.h.
fiir stetiges z({) einen endlichen Wert hat, eine obere Schranke
fiir die Langen s(*B) aller dem Kurvenbogen k eingeschriebenen
Polygonziige B ist.

Dazu bemerken wir zuerst, dafl man nach dem Fundamental-
satz der Integralrechnung

t
(7.5) tfi‘(t) dt = ¢ () — (k)

ist. Daher kann man zunichst fiir die Tdnge s(P) des Polygon-
zugs P nach (2) schreiben

(1. 6) S(‘B)=é’llz(tv) z(tv_1>|—2| fg(f)dtl

ty—1

Wir bemerken weiter, daB fiir glatte Kurven

(7.7 $(t) = z(t)e 4 y(h) ey,
d. h. fiir Kurven mit stetigem Tangentenvektor
(7. 8) () =2, + y(tea+ 0

die Ungleichung
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(7.9) lfz(t)d!l = fl i@ at

b1 by
gilt. Wenn man links und rechts die Quadrate nimmt, besagt (9)
nach (8) ausfithrlich geschrieben fiir stetige (f) und 4(¢) das Be-
stehen der im wesentlichen von Hermann Amandus Schwarz
(1884) stammenden Ungleichuug

6y
(7. 10) (jx(odt fya>d02<< fv%za>4-yza>d02-
ty—1 ty1 ty—1
Um die Ungleichung (10) zu bestétigen, vereinfachen wir die
Schreibweise und setzen

7.11 x(i) = &(2), lyq =,
(7.11) g0 =), t, =p (B>

Die zu beweisende Schwarzsche Ungleichung (10) erhdlt dann die
Glestalt

(7.12) fs(t) ) fn(t) dt)r < ( f 1/.52 O+ P Odr)?,

wobes &(f) und n(t) in [a, B stetrge 'reelle Funktionen sind. Das
Gleichheitszeichen ¢ilt dabei dann und nur dann, wenn & und n
konstantes Verhdltnvs haben.

Wir fithren noch die linearen Mittelwerte a und b von £(f)
und n(t) im Intervall [a, 8] ein:

1 8
e UL

(1. 13) a =

1 B
e { n(t)de,
und bemerken die Formeln
(7. 14) f(g_a)dt =0, ?(n—b)dt =0.
Die Behauptu;g (12) lautet dami::
(7. 18) Wwww+wéﬁ@miﬁﬁw

oder wegen 8 > o:

8
(b—o) Ve + B2 < [VEQW) + n*()at
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oder schlieBlich:

8
(1. 16) [[VEG+ i) —Ya@+ ) de=0.

Diese Ungleichung ist fiir a=b=0 von selbst erfiillt, Wir miis-
sen sie also nur fiir den Fall, daf a2 4 5% > 0 ist, beweisen.

Der Beweis von (16) fiir a 4- 5 > 0 folgt nun sofort aus der
allgemein giiltigen elementaren Ungleichung

(1. 17) Va2 T b2 YEL = ak + b,
die besagt, daB fiir 2wei beliebige reelle Vektoren
p = ae; + be, und q = £e; 4 ne,,

die miteinander den Winkel ¢ einschliefen mégen, stets
(7.18) Ipl-lal=®a)=1Ipl-1q]-cosg

ist. Man erkennt, daB das Gleichheitszeichenin (17) dann und
nur dann gilt, wenn in (18) cos ¢ = 1 ist, d. h. wenn die Vektoren
p und q gleichsinnig parallel sind, d. h. fiir

(7.19) &= Aa, =2 mit A=A =0.
Wenn man némlich die Ungleichung (17) durch }/a? + 82 > 0 divi-

diert und beiderseits }/a® + b2 abzieht, so erhilt man die zu am)
dquivalente, ebenfalls fiir beliebige &, %, a, b mit a?+ 52 > 0
giltige Ungleichung

§—a)+b(n—10)

— a(
(7.20)  VELp@E—Yar b= T

Aus ibr folgt in unserem Falle, d. h. fiir stetige Funktionen
E=E&() und 5= n() und die Werte a und 5 aus (13), durch
Integration nach ¢ zwischen den Grenzen o und § wegen g > «
und wegen (14) genau die Behauptung (16). Damit ist auch die
allgemeine Ungleichung (12), also auch (10) und (9) bewiesen.

Das Gleichheitszeichen gilt nach (19) in (16) und (12)
immer dann, wenn £(f) und #%(¢) ein konstantes Verhiltnis auf-
weisen, also in (10) immer dann, wenn die Kurve z(t) eine
Gerade ist. Da8 das Gleichheitszeichen in (10) nur fiir Geraden
gilt, wird hier nicht benotigt, kann aber bewiesen werden.
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Fiir die in (6) berechneten Langen s(f) aller dem Bogen

k& = AB der Kurve ¢ = g(f) eingeschriebenen Polygonziige P
kann man nun mittels der soeben bewiesenen Ungleichung (9)
eine von f unabhingige obere Schranke S gewinnen. Nach
(6) und (9) gilt ndmlich

” t, n” ¢,
(7.21) sP=Zlfioad= X [li@)]ad

v=1¢t,_ 4 v=11,_1

¢
=[lz(®)]dt=258(0.

by

Das Gleichheitszeichen gilt dabei in dieser Ungleichung fiir
einen glatten Bogen k& immer dann, wenn die Kurve z(!) eine
gerade Linie ist.

In dem Ausdruck
t t
(1.22) SO =[li®)|d= [VE®+ POt
to to

haben wir die gesuchte, von der speziellen Unterteilung (1) des Bogens
k unabhdngige, obere Schranke gefunden, die von keiner Polygonzug-
lange s(*B) ubertroffen werden kann.

" Wenn dann s(f) die Linge des Kurvenbogens zwischen
den Stellen #, und £ bezeichnet, so gilt nach der Definition (3) von
s(f) als obere Grenze der s(*B) zufolge (21) jedenfalls die Un-
gleichung

¢
(7.23) sty =sups(P) = [ () | dt = 8(p).
to

2) Wir zeigen nun in einem zweiten Beweisschritt, da
das Integral (22) sogar die obere Grenze der Polygonzuglingen
s (%B) ist und daher nach der Definition (3) mit der Lange s des

Kurvenbogens k = AB iibereinstimmt, d. h., da in (23) sogar
das Gleichheitszeichen gilt und s(f) = S(t) ist.

Nach der Definition (3) hat zunichst der zwischen den Stellen
t* und ¢ liegende Kurvenbogen fiir £ > t* die Linge s(t) — s(¢*).
Nach (23) gilt dann

¢
(7. 24) s —s() < [ 150 dt
“
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)
Nach der Definition (3) ist die Lange eines Bogens P*P nicht
kleiner als die Léinge der Sehne P*P. Also gilt fiir ¢ > #*

(7. 25) [2(®) — ()] = s(t) —s(t%).
Aus (24) und (25) folgt

(7. 26) x(t) t*(t*) < S(ti:iib*) é't—lt* f|g(t)[ dt.
tt

Diese Ungleichung gilt sowohl fiir £ > #* als auch fiir ¢ << #*. Wenn
nun {— t* strebt, so streben sowohl das erste als auch das letzte
Gll‘i%d von (26) gegen den Grenzwert |£(¢*)], also auch das Mittel-
glied.

Damit ist bewiesen, daB die durch (3) erklirte Bogenlange
s(#) einer glatten Kurve g(?) an allen Stellen ¢* eine Ableitung
5(t*) besitzt und da8

. s(t) —s(t* .
@.27) = tm, SO 5|
gilt. Ebenso wie {(f) hingt daher auch $(f) stetig von ¢ ab. Die

Bogenlange s(t) der glatien Kurve g(t) ist also eine etnmal stetig ab-
lestbare Funktion von {, )‘ﬁr die aus (27) schlieﬁlich die Formel

(1. 28) S=S(t)—flz(t)ldt fV_)dt

folgt. Damit ist Satz 1 vollsta,ndlg bew1esen

Bemerkung 1: Bei Kurven, die iiber der z-Achse schlicht
liegen, kann man {= z als Parameter wihlen. Man erhilt die
explizite Darstellung
(7. 29) y = y(a)
mitz = da/ds = 1, y = dy/dz = 4 (x). Die Bogenlinge der Kurve
zwischen den Abszissen 2, und « ist dann

z

(7.30) s=[V1+ y*(@) dz,
Ty

und das Bogenelement lautet

(7.31) ds=V1+ y'*(z)de =V az? +dy* .




