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Einleitung

Der vorliegende Band soll einiges Wichtige aus der Theorie
der algebraischen Flichen 3. Ordnung, sowie der Raum-
kurven bis zur 4. Ordnung bringen. Sein Inhalt schlieBt sich
daher an den Stoff von Band 1 (Ebene algebraische Kurven,
Sa. G6.43b) an, ist jedoch weitgehend unabhiéngig davon les-
bar. Wegen der grundlegenden Voraussetzungen sei auf die
dortige Einleitung verwiesen. Einige weitergehende, fiir die
Theorie der Raumkurven bendtigten algebraischen Begritfe
finden sich in § 15 des vorliegenden Bandes zusammengestellt.
In dieser Einleitung sei noch einiges aus der Geometrie vor-
angestellt, was spiter bendtigt wird.

A. Involutionen und Korrespondenzen zwischen Geraden

Sind (z,, z,) projektive Koordinaten auf einer Geraden X,
so nennt man bekanntlich Involution die Gesamtheit derje-
nigen Punktepaare auf X, deren Koordinaten die Beziehung

@) F = (Yot + Y1b00)25 + 2(Yo%1 + Y1b01) %oy
) + (Yotu1 + Y1 byy) 27 = 0
bei jeweils nicht durchweg verschwindenden festen (a,;) und
(Bi) und (yy, ;) == (0,0) erfiillen. Wir fassen (y,, y;) als Koor-
dinaten einer zweiten Geraden Y, auf und sagen: Durch (1)
wird eine (2,1)-Korrespondenz » zwischen den Punkten von
X, und Y, definiert. Dabei korrespondiert das Paar von
Punkten
(X, ¥p) mit X< X;, Yo<¥,

zueinander, wenn ihre Koordinaten (1) erfiillen. Im allge-
meinen werden 2 Punkte auf X, zu je einem Punkt ¥ < ¥,
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korrespondieren, und dic Gesamtheit der so erkléarten Paare
auf X, definiert die Involution. Die Punkte eines Paares der-
selben fallen genau dann zusammen, wenn fiir die entspre-
chenden Punkte Y ,< Y, gilt:

(@) (201%0 + bor¥1)* — (aoo¥o -+ boo¥s) (r¥o + braty) = 0.

Man spricht von einer reguliren Korrespondenz und zuge-
hériger Involution auf X,, wenn die linke Seite von (2) nicht
identisch in den y; verschwindet und 2 verschiedene Wurzeln
hat, d. h. wenn

(3) D = (a,—t90@11) (51— bood11)
— (g1 b1 b1y — @11 b0)* F O

gilt. Der regulire Fall liege vor, und wir wahlen auf Y, solche
Koordinaten, daB (2) die Wurzeln (1,0) und (0,1) hat und auf
X, solche, daBl die entsprechenden sog. Doppelpunkte der In-
volution zu (1,0) und (0,1) werden. Dann hat (1) die Gestalt:

4 azylyy + faly; = 0 (« %0, 8 %0).

Durch weitere Normierung, d. h. geeignete Wahl des Ein-
heitspunktes auf Y, ergibt sich:

Satz 1. Alle regularen (2,1)-Korrespondenzen zwischen
den Geraden X, und Y, konnen in geeigneten Koordinaten
durch:

(0) Z5Yo — 21y =0
beschrieben werden.

Der Ausdruck D in (3) ist nun, wie man leicht ausrechnet,
gleichzeitig die Resultante der Polynome

A = agexs + 200,747 + 3377,
B = b5 + 2bg1Zo + byt

Das Verschwinden von D ist also gleichwertig damit, daB 4
und B einen Faktor az, + fx; gemein haben, den dann auch
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die Form F in (1) abspaltet; das heifit bei D = 0 ist F nicht
irreduzibel. Zerfallt umgekehrt F im komplexen Zahlkorper
K, so muB F notwendig das Produkt einer Form ax, + iz,
mit einer Bilinearform f sein. Je nachdem, ob f irreduzibel ist
oder auch zerfillt, haben wir die Moglichkeiten:

a) F = (axy+ Bx)(coo%olo + Corolhs + Cro%1lo T e1aiY)
mit oyl — o160 + 0,

b) F = (cooy; + 2641 2971 + 1a23) (de¥p + di91),s
wobei in b) noch die Unterfalle:
b’) Coot11 — Cor F 0, b} Cogtry — €5, =0

zu unterscheiden gind. Im Fall a) wird durch Nullsetzen des
zweiten Faktors eine reguldre Kollineation ¢ zwischen X,
und ¥, beschrieben. Wir wahlen die Koordinaten so, daB o
dureh xyy, — 71y, = 0 definiert wird und , der Linearfaktor
von F ist. Dies ergibt im Fall a) folgende Normalform von F:

(6) F = ay(xgyo — 211) -
Ebenso ergeben sich in den Fiallen b’) und b”) fiir F die
Normalformen:

(7) F = gy, (77) F = a3y,.
‘Wir haben somit als Exgédnzung von Satz 1 den

Satz 2. Es gibt 3 Typen nicht-reguldrer (2,1)-Korrespon-
denzen zwischen den Geraden X; und Y,. Diese werden in ge-
eigneten Koordinaten je auf X, und Y, durch Nullsetzen
einer der 3 Formen (6), (7') oder (7"’) beschrieben,

Der Begriff der (2,1)-Korrespondenz zwischen X, und Y,
verallgemeinert sich unmittelbar zu dem der (p, ¢)-Korres-
pondenz, indem man fiir ¥ eine Form nimmt, die in den z;
und y; je vom Grade p und ¢ ist. Diese sog. doppeltbinidren
Formen und dadurch definierten (p, ¢)-Korrespondenzen sind
besonders fiir das Studium algebraischer Kurven auf Qua-
driken wichtig. Weitere Einzelheiten dariiber cnthilt der
§ 20.
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B. Realitiitstypen von Ebenen und Geraden des komplexen P,

Im vorliegenden Band sollen nur geometrische Gebilde be-
trachtet werden, die dem kompexen projektiven Raum P,
angehdren. Fiihrt man in diesem P, projektive Koordinaten
ein, so ist damit von selber erklirt, was konjugiert komplexe
Punkte P;, P, sind. Die Koordinaten von P, sind konjugiert
komplex zu denen von P, Damit haben die Begriffe , kon-
jugiert komplexe Ebenen und Geraden* einen Sinn. Je nach-
dem, ob fiir die Ebene P,

P, =P, oder P~ P, = P,
gilt, heiBt P, reell oder komplex. Unter den Geraden P; sind
jedoch 3 Sorten ihrem Realitdtsverhalten nach zu unter-
scheiden:
a) Reelle Geraden mit P, = P,
b) Niederimagindre Geraden mit einem reellen Punkt
Py,=P,~ P,

¢) Hochimaginire Geraden mit P, = P, v Py,
die keinen reellen Punkt besitzen.

C. Nullkorrelationen und Polarititen des P,

Durch Nullsetzen einer Bilinearform:

(1) 2 i %Y = 0
i, j=0

definiert man eine lineare Punktkorrespondenz des P,. Da-
bei korrespondieren Punkte, deren Koordinaten (1) erfiillen.
Im reguliren Fall, d. h. wenn die Determinante der Matrix
(a;;) nicht Verschwmdet liegen die zu einem Punkt Py< P,
korrespondierenden Punkte auf einer Ebene P;. Die Bez1e—
hung zwischen P, und P, ist dann cine reguldre Korrelation.
Diese ist genaun dann 1nv01ut0rlsch wenn die Matrix (a;;)
entweder symmetrisch oder schlefsymmetrlsch ist. Im ersten
Fall bilden die mit sich selber korrespondierenden Punkte
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eine Quadrik ¢,, von der als algebraische Fliche in § 1 sowie
im folgenden Abschnitt D noch die Rede sein wird. Im schief-
symmetrischen Fall korrespondiert jeder Punkt des P, mit
sich selber, und man spricht von einer sog. Nullkorrelationt).

D. Einiges aus der Liniengeometrie des P,

Sind Ay(ag, @y, a9, a5) und By (By, by, by, bg) zwei verschie-
dene Punkte des P, so nennt man die aus der Matrix

Ay Oy, gy G
by, by, bay b
gebildeten 6 Determinanten

a;, d:,'

) b=y P 0si<izy

die Pliickerschen Geradenkoordinaten der Verbindung P,
= A, B,. Diese Koordinaten p;; erweisen sich als unab-
hingig von der Art, wie P; durch 2 Punkte aufgespannt
wird. Es gilt die Beziehung

(10 Po1Paz + PozPrz — PoeP1s = 0,

und man kann umgekehrt zeigen, daB jedes System von 6
nicht durchweg verschwindenden Zahlen p;;, welche (10) er-
fiillen, Koordinaten einer Geraden des Py sind (vgl.t) Kap. 66).
Man faBt nun die GroBen

1) (Pors Poas Posr Prz> Diz> Pas)

zweckmaBig als Koordinaten eines Punktes Py im projek-
tiven Raum P, von 5 Dimensionen auf und definiert durch
(10) innerhalb dieses P die Punkte der sog. Pliickerquadrik
Q,. Die Liniengeometrie des P, bei der die Gerade das
Grundelement ist, wird somit gleichwertig zur Geometrie der
Punkte auf dieser @,.

1) Vgl. W. Burau, Mehrdimensionale projektive u. hdhere Geometrie,
Berlin 1961.
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Wir benotigen von den hiermit angeriihrten mehrdimen-
sionalen Dingen im vorliegenden Band fiir Satz 3 nur die
cinfache Tatsache, dafl durch

Por = Paz =0

ein Py < P, definiert wird, der die Pliickersche @, in einer
regularen Quadrik @, schneidet.

Satz 3. Gegeben seien die beiden windschiefen Geraden
@y, by des P;. Dann wird die Gesamtheit Le ? aller gleich-
zeitig a; und b, schneidenden Geraden auf die der Punkte
einer reguldren Quadrik @, < @, abgebildet.

Beweis: ¢; und b; mégen in geeigneten Koordinaten durch
(12) a2y = 23 = 0), by(zy =2, = 0)

definiert sein. Die Koordinaten einer ¢, und b, betreffenden
Geraden P, ergeben sich dann aus der Matrix

13) ' (uo, uy, 0, 0)

0, 0, vy, 7
7

(14) Ppor = P2z = 0, Poa = Ug¥y, Poz = UpV1> P12 = UyVp,
D1z = U Yy,

wobei die (ug, u,) und (vy, v;) beliebige Paare nicht gleich-
zeitig verschwindender Zahlen sind. (14) ist aber die Parame-
terdarstellung einer reguliren @.°, die sich als Schnitt von
Q4 mit dem durch py; = pyy = 0 definierten P, ergibt.

Man nennt die soeben erklirte Gesamtheit L%® von Ge-
raden des P, auch allgemeine lineare Kongruenz. Eine we-
sentliche Eigenschaft von L#.b ist folgende: Durch jeden
weder auf @, noch auf b, liegenden Punkt geht genau eine
Gerade von L&? und dual dazu: In jeder Ebene, die weder
a, noch b, enthilt, liegt genau eine Gerade von Le.b.

Hieraus ergibt sich sofort der
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Satz 4. Gegeben scien die allgemeine lineare Geraden-
kongruenz Le.b sowie die weder durch ¢, noch b, gehende
Ebene C; mit

15)  Cima,=C% C,~b =C C)=Cu CL

Ordnet man Punkte P; < (, und Geraden P, < L%.? dann
einander zu, wenn sie inzidieren, so ergibt das eine im allge-
meinen eineindeutige Beziehung = zwischen den Py < C;
und P, < L*% mit folgenden Ausnahmen: 1. Jeder Punkt
von C} ist C, zugeordnet, 2. C% und C% sind je allen oot Kon-
gruenzgeraden durch C¢ und C? zugeordnet.

Zur rechnerischen Erfassung dieser Abbildung = nehmen
wir an, a, und b, seien durch (12) und b, durch

(16) Ly—2y = 0

beschrieben. Die Ausnahmegerade C; < C; hat dann die
Gleichungen

(17 g3 =12, =10

und damit die Geradenkoordinaten

(18) p1s = 1, alle anderen p;; = 0.
Der Punkt P; < C; habe die Koordinaten
(19) Py(x, 2y, Za, Zo)

mit nicht gleichzeitig verschwindenden z,, , und z,, z;, d. h.
s sei Py €a;, P, ¢b,. Dann errechnen sich die Pliicker-
koordinaten p;; der P, enthaltenden Geraden P, < L# b zu

(20) Por = Pas = 0, Poo = ZoTa, Doy = &0,

Pra = L1y, Prg = Toy-
Durch (20) wird aber auch die Projektion der Quadrik
@Q4-v des Satzes 3 aus dem Punkt mit den Koordinaten (18)
auf eine diesen Punkt nicht enthaltende Ebene beschrieben,

wie man sofort ausrechnet. Von dieser sog. stereographischen
Projektion wird noch in § 1 die Rede sein.
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§ 1. Grundeigenschaften der Quadriken des P, vom Standpunkt der
algebraischen Geometrie

Niachst den Ebenen sind die Quadriken die einfachsten
algebraischen Flichen des P,. Sie finden sich in vielen Lehr-
biichern der analytischen Geometrie behandelt (vgl. z. B.
Grotemeyer, Sa. Go. 65/6ba). Wir brauchen im folgenden da-
her nur kurz das zusammenzustellen, was von den Eigen-
schaften der Quadriken im Hinblick auf spétere Verallge-
meinerungen von Wichtigkeit ist. Quadriken sollen dabei mit
@), bezeichnet werden. Ihre Gleichung in allgemeinen pro-
jektiven Koordinaten laute:

3
(1) 2 a/ijxi$j =0,

4i=0
Wir heben folgende Punkte aus der Quadrikenlehre beson-
ders heraus:

1. Die einzige komplex-projektive Invariante der Qua-
driken ist der Rang der Matrix (a;;) in (1). Ist dieser Rang 4,
50 besitzt @), keine singuldren Punkte. Dann hat jeder Punkt
von @, eine Tangentialebene. Die Beziehung jedes Punktes
Py < @, auf seine Tangentialebene P; 148t sich zu einer wohl-
bestimmten, nicht ausgearteten, involutorischen Korrelation
» des gesamten P in sich fortsetzen. » ist die bekannte Pola-
ritit beziiglich @, und fithrt @, als Punktmenge in das mit

), verbundene Dualgebilde ¢, aller Tangentialebenen von
@, iiber. Die nicht entarteten Quadriken @, sind demnach
von der Ordnung und Klasse 2. Das bedeutet: Eine Gerade
P, schneidet @, entweder in 2 verschiedenen Punkten oder
beriihrt sie in einem Punkt oder liegt ganz darauf. Dual da-
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zn: Durch P, gehen entweder genau 2 Tangentialebenen von
@, oder nur eine, oder jede Ebene durch P; ist Tangential-
ebene.

2. Verlangt man, daB die Quadrik @, mindestens einen
singuldren Punkt besitze, so hat man gema Band I, Einl. A
zu fordern, daB das System

of 3 .
@ gy =0 dh Yagm=0(=0123

eine nicht triviale Losung besitze. Ist der Rang von (ay;)
gleich 3, so ergeben sich als Losung von (2) die Koordinaten
eines Punktes S;, und ), ist Kegel mit der Spitze S,. Das be-
deutet, 4, besteht aus lauter Geraden durch Sy, und diese Ge-
raden erhilt man so: In einer gewissen Ebene P,, die S,
nicht enthdlt, gebe man einen nicht entarteten Kegelschnitt
@, vor und verbinde alle Punkte von @, mit S,. In S besitzt
@, keine Tangentialebene, wohl aber in jedem Punkt
P, & 8,; alle diese Tangentialebenen enthalten S,. Ihre Ge-
samtheit ist das Dualgebilde zu den Punkten eines Kegel-
schnitts, wenn man diesen als Teilmenge des P, auffaft.

3. Eine Quadrik @, muB zum Unterschied vom Kegel-
schnitt erst dann zerfallen, wenn sie mehr als einen singu-
laren Punkt enthalt. Mit 2 Punkten S, und S; ist auch die
ganze Gerade S; = S, S fiir @, singuldr, und @, zerfillt
in 2 verschiedene Ebenen durch S;, wenn @, auBerhalb von
S, keine singuldren Punkte besitzt. Die Matrix (a;;) in (1) hat
jetzt den Rang 2.

4, Die Punkte eines quadratischen Kegels mit der Spitze
§, verteilen sich auf die der Punkte einer gewissen Menge von
Geraden. Das Gleiche gilt aber auch fiir jede nicht entartete
Q.. Es ist bekannt, da eine solche ), durch 2 Scharen von
Geraden erzeugt wird. Man kann auch leicht zeigen, da8 es
keine andere Fliche auBer den Quadriken gibt, die gleich-
zeitig 2 Scharen von erzeugenden Geraden besitzt. Man
braucht dazu bekanntlich nur die eine Schar von Erzeu-
genden als Gesamtheit aller Geraden zu kennzeichnen, die
3 Geraden der anderen Schar schneiden. Unter den Flichen
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3. und 4. Grades werden wir andere Regelfldchen, d. h. durch
Geraden erzeugte Flichen kennen lernen. Diese werden dann
natiirlich nur eine Geradenschar besitzen.

5. Die nicht-entarteten Quadriken sind selbstdual, d. h.
die Koordinaten ihrer Tangentialebenen erfiillen gleichfalls
eine quadratische Gleichung vom Rang 4. Den Kegeln, d. h.
den Quadriken vom Rang 3, steht dagegen ein anderes Ge-
bilde dual gegeniiber: Die Gesamtheit aller Ebenen des P,
durch die Tangenten eines in der Ebene S, gclegenen nicht
entarteten Kegelschnitts.

6. In geeigneten Koordinaten kann man die Gleichung
einer nicht entarteten Quadrik @, bekanntlich in der Form

3) Lo 2g—1, Ty = 0

schreiben. Hieraus entnimmt man fiir ¢, eine Parameterdar-
stellung in der Gestalt

“) Lo = Uglpy Ty = UgVy, Lo = Uyly, Tz = Uy?y.-

Durch (4) wird eine eineindeutige Beziehung zwischen den
Punkten P, < @, und den Paaren

(%) Up= Uy, Vo= V3
hergestellt. Dabei durchlaufen U, und V, je unabhangig von-
einander die Punkte der Geraden U, und V. Bei Festhalten

je von U, oder V, in () erhilt man die Punkte der erzeu-
genden Geraden je der einen oder anderen Schar auf @,.

7. Man konnte zeigen, daB es aus topologischen Griinden
unmdglich ist, dic Punkte einer reguliren @, ausnahmslos
eineindeutig auf die Punkte einer projektiven Ebene P, zu
beziehen. Doch ist dies méglich, wenn man gewisse Aus-
nahmen dieser Beziehung zulat. Dazu braucht man nur mit-
tels der bekannten stereographischen Projektion ¢, von
einem Punkt Z, < @, auf eine Z; nicht enthaltende Jibene
Y, zu projizieren. @, werde durch (3) beschricben; ferner sei
Z, der Punkt (0,0,0,1) und ¥, die Ebene x; = 0, deren
Koordinaten auch mit (y;) bezeichnet seien. Dann wird auf
Grund einfacher Rechnung die Projektion von @, aus Z, auf
Y, durch die Formeln:
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(6) Ty = Yy Ty = YoY1» T = Yo¥Yo» T3 = Y1 Y2

beschrieben. Hieraus entnehmen wir: Punkte Y, < Y,, die
nicht auf der (zeraden y, = 0 liegen, und Punkte Py < @, die
nicht in der Ebene z, = 0 liegen, entsprechen sich einein-
deutig. Die von Z, verschiedenen Punkte der auf @, liegenden
beiden Geraden

Zg=2=0und g, =2, =0

werden bei der Projektion je auf die Punkte (0,0, 1) und
(0,1, 0) abgebildet. Zur Vervollstindigung der Beziehung
ordnet man noch Z, jedem Punkt der Geraden y, = 0 zu.

Wegen der Parameterdarstellung (6) heiBen die Quadriken
auch rationale Flichen. Weitcren rationalen Flichen werden
wir in den folgenden Abschnitten begegnen. Sie sind das
Analogon zu den aus Band I bekannten rationalen Kurven.
Wie wir es am Beispiel der Quadrik sahen, braucht dabei die
Parameterdarstellung nur eine ,,im allgemeinen* cinein-
deutige Beziehung zwischen den Punkten der betr. Fliche F,
und der Ebene Y, herzustellen. Dies bedeutet, die Einein-
deutigkeit kann in den Punkten gewisser Kurven je aut Y,
und ), gestort sein. Diese Ausnahmen der Beziehung lassen
sich bei rationalen Fliachen im allgemeinen nicht vermeiden,
wahrend bei rationalen Kurven die Beziehung zwischen den
Stellen der Kurven und den Punkten der Geraden Y, stets
eineindeutig ohne Ausnahme ist.

§ 2. Einige Grundeigenschaiten algebraischer Flichen des P,

Bevor wir uns spater speziellen Fldchen zuwenden, sollen
in diesem und dem folgenden Abschnitt einige allgemeine
Tatsachen iiber Flichen und ihre Dualgebilde zusammen-
gestellt werden. Einige Dinge davon sind naheliegende Ver-
allgemeinerungen von Eigenschaften ebener Kurven, wie sie
im Bd. I, §12 zusammengestellt wurden oder von den
Quadriken her im einfachsten Fall bekannt sind. Auch be-
zichen wir uns auf cinige algebraische Grundtatsachen von
Bd. I, Einleitung A.

2  Burau, Algebraische Flichen II
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Eine algebraische Fliche F, vom Grade n ist das Null-
stellengebilde einer quaternéren Form n-ten Grades

(l) f(xO’ 15 Lo, w3) = 0

mit Koeffizienten aus unserem Grundkorper K. Ist fin K
nicht in Formen niederen Grades = 1 zerfillbar, so heifit F,
irreduzibel. Unsere spiteren Beispiele fiir # = 3 und » =4
werden selbstverstindlich irreduzible Flichen sein. Wie bei
ebenen Kurven der Ordnung » ist dann » die Hochstzahl von
Punkten, die eine nicht ganz auf F, liegende Gerade mit F,
gemein hat. Diese Hdchstzahl muB auch erreicht werden,
auller wenn F, reduzibel ist und mehrfach zéhlende Be-
standteile hat, d. h. wenn f im Korper K in ein Produkt von
Formen niederer Grade zerfillt, wovon mindestens eine
mehrfach auftritt.

Eine beliebige Ebene P,, die kein Teil von F, ist, schneidet
F, in einer ebenen Kurve n-ten Grades k,. Jedoch kann eine
solche &, auch bei irreduzibler F, zerfallen, wie man bereits
vom Fall der Quadriken (n = 2) her weil.

Der Punkt Py < F, heibt von der Vielfachheit s, wenn fiir
die Koordinaten von Pyalle Ableitungen von f bis zur s-1-ten,
aber nicht alle s-ten Ableitungen verschwinden. Die Punkte
der Vielfachheit s =1 heien regulér, die mit s > 1 singulér.
Die irreduziblen Kurven der Ebene besitzen hochstens end-
lich viele singuldre Punkte. Bei den Flichen wird man da-
gegen auch damit rechnen miissen, daf sie unendlich viele
singulire Punkte besitzen, die dann eine sog. singuldre
Kurve bilden. Was einc Kurve des P; ist, werden wir erst
im Kap. IT allgemein definieren. Doch werden die spiteren
Beispiele singuldrer Kurven sich auf Geraden und Kegel-
schnitte beschrinken. So hat ein Ebenenpaar die Schnitt-
gerade beider Ebenen als singuldre Kurve; bei einer Fliche
3. Grades, die in eine Ebene P, und eine Quadrik @, zerfalit,
ist ersichtlich der Schnittkegelschnitt von P, und @, sin-
guldr. Beispiele irreduzibler ¥lichen ¥, mit singuldren Kur-
ven werden wir erst bei n = 3 finden.

In einem reguliren Punkt Py(pg, 91, P2y ¥5) erklirt man als
Tangentialebene T, (P,) die Ebene mit der Gleichung
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@) 5{,“ (:—;) (@) =0.

GemaB Band I, Einl. A, schneiden alle Geraden durch P,
die in To(P,) liegen, F,, in P, mit einer Vielfachheit = 2, und
umgekehrt liegen alle Geraden durch P, mit dieser Eigen-
schaft auch in Ty(P,). Man spricht auch von Tangenten
durch einen singularen Punkt P,. Ist Py < F), ein Punkt von
der Vielfachheit s, so nennt man Tangenten in P, an F,
solche Geraden, die F,, in P, mindestens in der Vielfachheit
s + 1 schneiden. Die Punkte aller so erklarten Tangenten
bilden den Tangentialkegel mit der Spitze P,. Hat P, die
Koordinaten (1, 0, 0, 0), so lautet die Gleichung von F,:

®) =g ag(®y, T, @) + . . .+ Tolny (2, T3, )
+ an(zla Ty .15'3) =0 ’
worin die a; Formen vom Indexgrade sind. Durch

(4) a/s(mla La, .7?3) =0

wird dann ersichtlich die Gleichung des Tangentialkegels an
F, mit der Spitze P, beschrieben. Bei s =1 ist dies die Tan-
gentialebene T'5(P,).

Eine sehr niitzliche Kennzeichnung der Tangentialebenen
algebraischer Flachen enthilt der folgende

Satz 1. P, sei ein regulirer Punkt der Fliche F,. Dann
schneidet die Tangentialebene T,(P,) die Fliche in einer
Kurve, die in P, singuldr ist, und umgekehrt ist die Ebene
T, dann Tangentialebene in Py, wenn P, fiir F, regulir, fiir
die Schnittkurve

T, ~F,
jedoch singular ist.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei ein
Koordinatensystem angenommen mit Py als (1, 0, 0, 0) und
z; = 0 als Tangentialebene T,(P,). Dann lautet die Glei-
‘chung von F,:

(4) =257 + ag(@y, Ty, )25 + .. . A a2y, 2p, ) = 0.
2‘
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Aus (4) folgt sofort der erste Teil des Satzes. Der zweite Teil
ist dann bewiesen, wenn wir gezeigt haben, daf jede von
23 = 0 verschiedene Ebene 4, durch P, dic Fliche F, in
einer Kurve schneidet, die in P; reguldr ist. 4, habe dic
Gleichung:

(5) oy Ty F o %y + g2y = 0.
Wegen To(P,) & A, darfin (9) nicht o, = o, = 0 sein. Es sei
(6) o *0,
so daB man (9) in der Form
%o %3,
() h=—% " + % 13

schreiben kann. Bei Einsatz von (7) in (4) ergibt sich die
durch

(8) gzl + aplog®y + gy, Ty, T2 E + ... =0
dargestellte Kurve der (x, 5, 2;)-Ebene. Diese ist ersichtlich
im Punkt (1, 0, 0) regular. Analog schlieBt man, wenn (5)
nach i, statt nach z; auflgsbar ist.

Durch Verbindung der Punkte einer algebraischen Kurve
k, der Ebene Y, mit einem auBerhalb von ¥, gelegenen
Punkt Z, erzeugt man einen sogenannten Kegel, wie er oben
als Tangentialkegel in einem singuliren Punkt einer Fliche
schon aufgetreten war. Besitzt eine Fliche F,, im Punkt P,
(1, 0,0, 0) eine Singularitit von der Vielfachheit », so re-
duziert sich ihre Gleichung (3) auf
(9) a’n(xlv Zas ‘TS) =0 ?
und umgekehrt hat die Gleichung jedes Kegels mit der
Spitze (1, 0, 0, 0) eine Gleichung der Form (9), so daf wir un-
mittelbar folgenden Satz haben:

Satz 2. Die Kegel sind als solche Flichen n-ten Grades
des P, gekennzeichnet, die einen singuléren Punkt der Viel-
fachheit » besitzen.

‘Wie bei den Kurven nennt man weiterhin Monoide alle al-
gebraischen Fliachen ¥, vom Grade n mit einem Punkt der



