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I. Grundlagen

Vorausgesetzt werden einfache Kenntnisse iiber trigono-
metrische Funktionen und komplexe Zahlen. Wenn auch ge-
legentlich Formeln und Begriffe der Differentialrechnung vor-
kommen, so sind diese jedoch keine unumgéngliche Bedingung
fiir das Verstandnis des Buches. Die Grundbegriffe der Schwin-
gungslehre und des Wechselstroms sollten ebenfalls bekannt
sein, Gewisse wichtige Formeln und Begriffe werden in den
folgenden Abschnitten, teilweise ohne Beweis, nochmals zu-
sammengestellt.

I1. Die Eulersche Gleichung

Im Gegensatz zu der im mathematischen Schrifttum iiblichen
Schreibweise i bezeichnet man in der Elektrotechnik die GréBe
¥ — 1 mit j, weil der Buchstabe i zur Bezeichnung der Strime
verwendet wird.

i=V=Ti= LT =i Q)

Zu beachten ist ferner, daB die im
folgenden benutzten WinkelgroBen
nicht in Winkelgraden, sondern im
Bogenmafi angegeben werden. Ein
Winkel ¢ wird also durch die
Liange ¢ des Bogens gemessen, den
er als Zentrumswinkel aus dem Ein-
Abb. 1. Funkbionen am heitskreis (Radius 1) ausschneidet
Einheitskreis (Radius 1) (Abb. 1):

———tgp—-

T
180

Vergleichsweise ist 360° = 2r, 180° =z, 90° = /2, 456° = /4.
Das Vorzeichen von ¢ wird nach allgemeiner Vereinbarung
positiv, wenn ¢ wie in Abb. 1 von der waagerechten positiven
Achse ansgehend gegen den Uhrzeigersinn auf dem Einheits-
kreis liegt. Abb. 1 zeigt weiter, wie man am Einheitskreis die
GroBen sin @, cos @ und tg @ findet.

(p im BogenmaB) = (p in Winkelgraden).
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Die Funktion e?: Sie wird in der Mathematik definiert durch
die unendliche Reihe

L "
F=lta+gtgt -+t @

Das Zeichen n! bedeutet dabei das Produkt
nl=1-2-3-4--+- n—=1)n. 3

Eine solche konvergente, unendliche Reihe sagt aus, da man
bei gegebenem x die Zahl e® bereits durch endlich viele Glieder
mit jeder gewiinschten Genauigkeit berechnen kann. Je groBer
z, desto mehr Glieder muf3 man berechnen. Die e-Funktion hat
die bemerkenswerte Eigenschaft, dal ihr Differentialquotient
wieder gleich der Ausgangsfunktion ist:

SEy=e @

Diese Tatsache, die sich leicht durch gliedweises Differenzieren
der Reihe (2) beweisen 148t, ist der tiefere Grund fiir das hiu-
fige Auftreten dieser Funktion bei physikalischen und tech-
nischen Problemen. Die Zahl e ergibt sich aus (2) fiir z = 1 als
e =2,72... Wichtig ist die Anwendbarkeit der Potenzregeln
(ohne Beweis):

el@ + 7)) — g1 . e%; 77 = l. (5)

ez

Die Funktion ei#: Die Funktion (2) ist zunachst fiir ein reelles
gedacht. Man kann natiirlich rein formal auch ein imaginires
z = jo in (2) einsetzen und untersuchen, was eine solche Funk-
tion darstellt. Man beachte, daB nach (1) stets j2= —1 ist,
und fasse jeweils die entstandenen reellen und imaginéren
Glieder fiir sich zusammen:

oo )

2 4! 6!
3 5 7
rif-geg-ge) o
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Die erste Klammer ist die bekannte unendliche Reihe fiir die
Funktion

1 P P

cosp =1 st gt (7))
die zweite Klammer die Reihe fiir die Funktion
e L OO

sing = @ m‘f‘a—.?—!'f' . @®)

Durch Einsetzen dieser Funktionen erhilt man die Eulersche
Glerchung

el? =cosp -+ jsing. 9)
Die neu definierte Funktion ei® ist also eine komplexe Zahl

mit dem Realteil cos ¢ und dem Imaginirteil sine. Ins-
besondere ist

ein/2 — ] ; elt=_—1; e—inle —= ] . (10)

Diese Formeln ergeben sich aus (9), wenn man fiir ¢ die
betreffenden Werte in die cos- und sin-Funktion einsetzt.
Niheres iiber die komplexe Zahl el® in I,2.

Die auBerordentliche Vereinfachung, die die Verwendung
dieser komplexen Funktion bei zahlreichen Rechnungen be-
wirkt und die der wesentliche Grund fiir die Einfithrung des
komplexen Rechenverfahrens ist, erkennt man schon an fol-
gendem einfachen Beispiel. Man setzt in (9) ¢ = @, + @.:

el (e +91) = cos (g + @2) + j sin (@, + @a) . (11)
Nach (5) ist aber auch
eilerten) — elor - gier = (cos @, + jsin ) (cos g, 1+ § sin @)
= (cos ¢y * €08 @, — sin @, - sin @,)
-+ j (sin g + cos g, + cos @, - sin @) . (12)

Die Realteile miissen in beiden Formeln gleich sein. Daraus
folgt das Additionstheorem

cos (¢, + o) = cos @, - 08 @, — sin @, -sing,.  (13)
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Aus der Gleichheit der beiden Imaginirteile ergibt sich die
bekannte Formel

8in (@, + @) =sin @, - cos p, + cos @, -sing,.  (14)
Man vergleiche mit dieser einfachen Ableitung den erheblichen
Aufwand, wenn man diese Formeln in iiblicher Weise ohne
Verwendung des komplexen Rechnens gewinnen will. Wer die
Bedeutung der komplexen Methode voll erfassen will, ver-
gleiche auch bei den im folgenden behandelten Aufgaben
immer wieder den einfachen komplexen Weg mit den kompli-
zierten Formelgebilden, die entstehen, wenn man mit reellen
trigonometrischen Funktionen rechnet. Bei umfangreicheren
‘Wechselstromschaltungen macht die komplexe Rechnung das
quantitative Arbeiten iiberhaupt erst miglich, weil die reelle
Rechnung wegen ihres Umfangs nicht mehr beherrscht werden
kann.

Wichtig sind noch folgende Formeln:
e ¥ =cosgp — jsing. (15)

Man erhilt diese Formel aus (9), wenn man ¢ durch (— ¢) er-
setzt und beachtet, daB cos (— ¢)=cos ¢ und sinp = — sin ¢
ist.

cos @ = —;— (ed? + e—i7) . (16)
Zum Beiweis dieser Formel addiere man (9) und (15).
jsing — % (eiP— e-17). 17
Zum Beweis dieser Formel subtrahiere man (15) von (9).

1,2. Komplexe Zahlen

Die Darstellung komplexer Zahlen: In der deutschen elek-
trotechnischen Literatur ist es nach dem Normblatt DIN 5483
neuerdings weitgehend iiblich, komplexe GroBen durch Unter-
streichen zu kennzeichnen:

a=0+ ja,. (18)
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Eine komplexe Zahl a wird durch ihren Realtes! a, und ihren
Imagindrteil a, beschrieben, also durch zwei voneinander unab-
héngige GroRen. Geometrisch an-
schaulich stellt man diese Zahl
auch durch einen Punkt ¢ in
einer Ebene dar (Abb. 2), dessen
Koordinaten in einem rechtwink-
\ ligen Koordinatensystem a, und

a, sind. Vielfach bezeichnet man
0|‘*al'|al tosp—  Achse 4] a auch den Pfeil vom Null-
Abb, 2. Komplexe Zahl g punkt des Koordinatensystems

in der komplexen Zahlenebene zum Punkt a ( Abb. 2)

Die zur Koordinate a, gehérende Achse nennt man die
reelle Achse, die zur Koordinate a, gehérende die imaginére
Achse. Fiir a, = 0 ist ¢ eine reelle Zahl a,. Diese liegt auf der
reellen Achse. Fiir a, = 0 ist @ eine imaginére Zahl ja,, die
auf der imaginiren Achse liegt. Als Absolutwert | a | der kom-
plexen Zahl g bezeichnet man die Linge des Pfeiles g, d. h.
den Abstand des Punktes @ vom Nullpunkt:

[a]=Va+ a2 19

Als Argument ¢ bezeichnet man den Winkel zwischen dem
Pfeil ¢ und der reellen Achse (Abb. 2):

tan ¢ = ay/a, ; @ = arc tan (a./a,) . (20)

Fiir positive reelle Zahlen ist ¢ = 0, fiir imaginidre Zahlen
@ = 7/2 oder — 7/2 je nach Vorzeichen von a,. Es ist nach
Abb. 2

imagindre

¢ § reelie

@ =|al-cosg; a,=|a|-sing. 1)
Die zwei GroSen | a | und ¢ sind die Polarkoordinaten des
Punktes g in der ,komplexen Zahlenebene“. Die komplexe
Zahl eir hat nach (9) die rechtwinkligen Koordinaten cos ¢
und sin g, nach (19) den Absolutwert

|es# | = Veostp+ sinzp =1 (22)
und das Argument ¢, das in der Elektrotechnik je nach
Verwendungszweck auch Phasenwinkel bzw. Phase genannt
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wird. Der Punkt ei® liegt also auf dem Einheitskreis. Seine
Lage in der komplexen Zahlenebene zeigt Abb. 1. Nach (9)
und (21) kann man jede komplexe Zahl in folgender Form
schreiben:

a=0,+ ja,=|a|(cosp+jsing)=|a|-ew. (23)
-b

Eine komplexe Zahl ist also das
Produkt einer reellen Zahl |a
und der komplexen Zahl ei?,
Hieran erkennt man die funda-
mentale Bedeutung der Zahl eiv
fiir die Darstellung komplexer
Zahlen.

Das Rechnen mit komplexen
Zahlen: Wenn man zwel kom-
plexe Zahlen a = a, 4 ja, und
b=1>, -} jb, addieren oder sub-
trahieren will, rechnet man mit rechtwinkligen Koordinaten,
um die einfachen Formeln

a+b=(a,+ b))+ j(a; + b2), (24
a—b=(a,— b))+ j(a— by) (25)
zu erhalten, Abb. 3 zeigt diese Addition der Pfeile, wie sie von
vielen physikalischen Aufgaben her bekannt ist. Wenn man

zwei komplexe Zahlen multiplizieren will, rechnet man zweck-
méifig nur mit Polarkoordinaten:

g:lal-ew; b:lbl~ew;

Q-_b_:la,l-lb]-ew-ew':‘a,l-lbl-ej(w+w) (26)
Zum Beweis dieser Formel benutze man (5). Man multipliziert
also die Absolutwerte und addiert die Argumente. Wenn man
die gleiche Aufgabe mit rechtwinkligen Koordinaten rechnen
will, werden die Formeln wesentlich komplizierter. Abb. 4 zeigt
in einem Beispiel zu gegebenem ¢ und p die Lage des Pro-
dukts ¢ - b in der komplexen Ebene.

Besonders einfach ist die Multiplikation einer Zahl @ mit einer
reellen Zahl, wobei das Argument ¢ erhalten bleibt, oder die

a

by — -

—ay+b ——

Abb. 3. Addition zweier
komplexer Zahlen ¢ und b
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Multiplikation mit der Zahl es¥, wobei nach (22) der Absolut-
wert | @ | unverandert bleibt:

a-elv= |al . eilo+y) (27)
imagindre
Achse

1)
1S

I i

reelle Achse

Abb. 4. Multiplikation und Division zweler komplexer Zahlen g und } sowie Bildung
der Reziprokwerte

Die Multiplikation mit ei¥ bedeutet also eine Drehung des
Pfeiles @ um den Winkel y gegen den Uhrzeigersinn (Abb. 5).
Der Reziprokwert 1/a einer komplexen Zahl g kann auf zwei
Weisen berechnet werden. Mit rechtwinkligen Koordinaten:

1 _ 1 _ 1 a, — ja,
a ay+ ja, @+ jas a— jap (28)
ay a,
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Das Vorzeichen des Imagindrieils kehrt sich dabel um. Diese
Regel ist besonders wichtig fiir den Reziprokwert einer rein
imagindren Zahl ja,:

=—j—. (29)

Bei der Rechnung mit Polarkoordinaten erhilt man nach (5)

Q:la[-el?«;i_#:_l_e—w_ (30)

Abb. 4 zeigt fiir eine Zahl @ mit | a | > 1 und fiir eine Zahl b
mit | | <1 die Lage der Punkte 1/a und 1/ in der komplexen
Ebene. Den Ubergang von einer komplexen Zahl zu ihrem
Reziprokwert in der komplexen Ebene nennt man Inversion.
Die Inversion ist eine Spiegelung mit
reziproken Radien. Die Spiegelung
erfolgt an der reellen Achse, weil ¢ in
(— @) iibergeht. Die Radien, d. h. die
Abstinde der Punkte g und 1/g vom
Nullpunkt sind reziprok. Man sieht Y,
bereits hier durch Vergleich von (28)
und (30), daB man Rechnungen durch 1
zweckmiiBige Wahl der Koordinaten- 0 !
darstellung  wesentlich vereinfachen ,.; . wuuikation emer
kann, Dies ist bei umfangreichen p,mplexen zahi g mit esw
Rechnungen oft entscheidend. Aus

(80) erhélt man die Divisionsregel in Polarkoordinaten mit
Hilfe von (26):

1

Q§=

a,-e)'\’

I~

[ a ! _1_. eiv . e ¥ = _la_} egile—y) (31)

1] [

Man dividiert die Absolutwerte und subtrahiert die Argumente.
Division durch b kann man als Multiplikation mit 1/b auffassen.
Abb. 4 zeigt in einem Beispiel zu gegebenem & und b die Lage
des Punktes a/b.

]
3
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L,3. Kreispendel und ebenes Pendel

Das Ziel ist die Darstellung von Schwingungen durch kom-
plexe Zahlen. Einen physikalisch besonders einfachen Schwin-
gungsvorgang gibt das Kreispendel, in der Mechanik beispiels-
weise idealisiert dargestellt durch eine an einem gewichtslosen
Faden aufgehéngte Kugel von geringer Ausdehnung, die als
punktformige, in ihrem Mittelpunkt konzentrierte Masse be-
trachtet wird. Unter Vernachlassigung des Luftwiderstandes
kann sie sich auf einem Kreis bewegen (Abb. 6a), wenn sie in
geeigneter Weise angestofSen wird. Betrachtet man in Abb. 7
die waagerechte Ebene, in der sich die Kugel dann bewegt, als
eine komplexe Zahlenebene nach 1,2, so kann man den Ort des
Massenpunktes in einem bestimmten Zeitpunkt ¢ durch die zu
diesem Ort gehirende komplexe Zahl m festlegen, Ist

m = my £ jmy = |m |- e (32)

durch seinen Realteil m, und seinen Imaginérteil m, beschrie-
ben, so sind m, und m, die rechtwinkligen Koordinaten des
Kugelortes zur Zeit ¢. Ist m durch Absolutwert und Phase
gegeben, so sind Im(g und y die
Polarkoordinaten des Kugel-
ortes. Die letztere Beschrei-
bungsart ist hier giinstiger; da
die Kugel auf einem Kreise lduft,
ist dabei | m | konstant gleich
dem Radius M des Kreises.
Weil der Kreis stets mit kon-
stanter Geschwindigkeit durch-
laufen wird, wichst der Winkel
linear mit der Zeit. Man geht
aus von dem gegebenen Ort nz,,
-den dieKugel zur Zeit { = 0, also
am Beginn der Bewegung hat.
Abb. 6, Komplexer Momentanwert Berechnen will man den Ort m
eines Kreispendels . . e

der Kugel in einem beliebigen

Zeitpunkt ¢ bei gegebener Winkelgeschwindigkeit c. Der Punkt
my hat den Absolutwert | m, | = M. Dieser Absolutwert bleibt
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beim Umlauf erhalten:

[m|=|m| =M. (33)
m, hat das Argument ,, das meist als Nullphasenwinkel der
Bewegung bezeichnet wird. Als Winkelgeschwindigkeit w
bezeichnet man den Winkel im Bogenmal, um den sich das
Argument p des m in der Zeiteinheit &ndert. Wihrend der
Umlaufzeit 7 durchlauft die Kugel den vollen Kreis, also
den Winkel 27z, Daher ist 7' = 25/w. Die Frequenz f gibt an,
wie oft' der Kreis in der Zeiteinheit durchlaufen wird:
f =1/T = w/(27). Es besteht also die wichtige Beziehung

w = 2af. (34)

Wegen dieses einfachen Zusammenhangs mit der Frequenz
nennt man w auch die Kreisfrequenz. Wenn der Kreis gegen
den Uhreeigersinn durchlaufen wird, wichst das Argument des
Punktes m mit wachsender Zeit (Abb. 7) linear:

P =1, +owt. (35)
Wenn der Kreis vm Uhreeigersinn durchlaufen wird, nimmt ¢
mit wachsender Zeit ab:

Y =1, — wi. (36)
Wenn man den Ort m der Kugel in der Form (23) darstellen
will, erhalt man nach (33), (35) znd (36):

mog=DM-e¥; m=DM-elWted =y, exizt  (37)

Das Vorzeichen von wt je nach
Umlanfsinn. Man  vergleiche m

Abb. 5. Diese komplexe Zahl m, o Y

die den jeweiligen Ort der Kugel ,4*"\ S

angibt, nennt man auch den § &/ 8y = mo
komplexen Momentanwert des Ao
Pendelumlaufs. Diesen physika- ¥ol
lischen Inhalt der komplexen, X

zeitabhingigen Zahl m muf man
sich stets vor Augen halten, wenn
man den tieferen Sinn der spé- Abb. 7. Komplezer Momentan-
teren komplexen Rechenmethode wert eines Kreispendels
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begreifen will. Es wird im folgenden zunichst nur der Um-
lauf gegen den Uhrzeigersinn betrachtet (Abb. 7). Die Be-
wegung des Pendels wird dann durch den Zeitfaktor ei»t
beschrieben. Der so rotierende Pfeil m wird oft als ,,Dreh-
zeiger* bezeichnet. Verfolgt man den Ort m nicht an Hand
von Absolutwert und Phase, sondern nach Realteil und
Imaginirteil, so erhilt man aus (37) nach (23)
m= M - cos (o, + ot) + j M - sin (y, + oi) . (38)
m My
Das ebene Pendel: Wie man das Pendel der Abb. 6 nicht
auf einem Kreis laufen 148t, sondern so anstoBit, daB es in
einer Ebene schwingt, dann erhidlt man das ebene Pendel
(Abb. 6b). Um die mathematische Behandlung nicht zu er-
schweren, beschrankt man sich in der elementaren Physik auf
denFall, beidem die Lange des Aufhéngefadens sehr gro} gegen
die Schwingungsweite ist. Dann bewegt sich die Kugel prak-
tisch auf einer waagerechten Geraden hin und her. Lat man
das Pendel zur Zeit { = 0 im Abstand M vom Nullpunkt los,
so schwingt es nach der bekannten cos-Funktion:
my =M - coswt, (39)
wobei der reelle Momentanwert m, der jeweilige Abstand des
Massenpunkts vom Nullpunkt ist. Den zeitlichen Verlauf dieses
my nach (39) zeigt Abb. 8a, Kurve I. Fiir { = 0 ist m, = M;
fir cwt =7s/2 geht das Pendel durch den Nullpunkt; fiir
wt =7 erreicht es die entgegengesetzte Maximalauslenkung
m, = — M, fiir ot = 37/2 die Nullage, fiir ot = 27 wieder
die Ausgangslage und so fort. Die Zeit 2n/w, die das Pendel
fiir eine volle Schwingung braucht, heiBt die Schwingungs-
dauer 7. Man vergleiche die Formeln des Kreispendels. Die
Zahl der Schwingungen pro Sekunde ist die Frequenz f = 1/T
Es ist also wie in (34) wieder w» = 2af. Das w hat hier keine
unmittelbare physikalische Bedeutung. M nennt man die
(reelle) Amplitude oder den Scheitelwert der Schwingung.
Wenn das Pendel seine Maximallage m, = M nicht zur Zeit
t=0, sondern in einem beliebigen Zeitpunkt {, erreicht,
schwingt es nach der Funktion
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my= M- cos.co (1~ to) = M- cos (cwl—awly)= M - cos (wl- 1p,), (40)
denn fiir § = {, wird in (40) m, = M. Fiir positives {, zeigt den
Verlauf von m, die Abb. 8a, Kurve II (nacheilende Schwingung
gegeniiber Kurve I), fiir negatives to die Kurve IIT (voreilende
Schwingung gegeniiber Kurve I). Die Groe (— wt,) bezeich-
net man als den Nullphasenwinkel y,; vgl. DIN 1311. (3, > 0:
voreilende Schwingung; w, << 0: nacheilende Schwingung
gegeniiber Kurve I).

Eine um y, = — x/2 gegeniiber (39) nacheilende Schwingung
ergibt eine sin-Funktion (Abb. 8a, Kurve IV):

= M - cos (wt — 7/2) = M - sinwt (41)

negatives
Gt [

vore l ! 3T/, 21 wt——\
Schmm.gung
pnsl.twes

t‘%“

Abb. 8. Phasenverschobene cos-Kurven mit der Amplitude M = 1

nach einer bekannten trigonometrischen Formel. Wenn man
diejenige Schwingung gleicher Amplitude M sucht, die gegen-
itber einer durch (40) gegebenen Schwingung (Abb. 8b,
Kurve I) um 7z/2 nacheilt, so ist diese nach Abb. 8b, Kurve 10
gegeben durch

= M - cos (wt + yy — 7)2) = M - sin (w + ;).  (42)
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Die um 7/2 gegen die Schwingung (40) voretlende Schwingung
(Abb. 8b, Kurve III) lautet

=M:cos(wt+ yo+ 7/2) = — M -sin{wf + y,). (43)

Zusammenhinge zwischen ebenem Pendel und Kreispendel:
‘Wenn man einem in einer Ebene schwingenden Pendel einen
zusétzlichen AnstoB senkrecht zu dieser Ebene gibt, dann
schwingt das Pendel auBerdem in der Ebene senkrecht dazu.
Diese beiden Schwingungen sind nach einem allgemeinen
Gesetz der Mechanik unabhangig voneinander, d. h. sie stéren
sich gegenseitig nicht. Durch Hinzufiigen oder Entfernen der
Zusatzschwingung wird die urspriingliche Schwingung nicht
verindert. Wenn man das Pendel iiber der komplexen Zahlen-
ebene schwingen 1aft, kann man den jeweiligen Ort des Pendels
durch eine komplexe Zahl m darstellen. Das Pendel soll ur-
spriinglich entlang der reellen Achse nach der Funktion
my = M, - cos (wt + y,) schwingen. Die Zusatzschwingung
my=M, - cos (wl-+ y,) verliuft dann in Richtung der imagi-
néren Achse. m, und m, sind die rechtwinkligen Koordinaten
des Ortes des Pendels, den man nach 1,2 als komplexe Zahl
m = m, + jm, darstellen kann:

m = M; - cos (b + ;) + ] M, - cos (wl + ) . (44)
Ein solches Pendel durchliuft im allgemeinen eine Ellipse.
Wenn man erreicht, daB die beiden Amplituden M, und M,
gleich, die Phasen 1, und 4, genan um s/2 verschieden sind,
dann 148t sich der Ort des Pendels mit Hilfe von (42) in folgen-
der Form schreiben und nach (23) zusammenfassen:

=M,=M; p=wy+7/2=1y,;

=M -cos (wH— Vo) - I M -sin (wt4-po) =M -ei -t 3va), (45)
Nach (87) schwingt dann das Pendel auf einem Kreis mit
dem Radius M und dem Nullphasenwinkel 1y, (Abb. 9). Die Be-
wegung eines Kreispendels kannman sich alsonach (38) zerlegt
denken in zwei voneinander unabhingige, ebene Schwingungen
gleicher Amplitude in zwei zueinander senkrechten Richtungen
(reelle und imagindre Achse). Ebenso kann man umgekehrt
nach (45) eine gegebene Schwingung eines ebenen Pendels
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in Richtung der reellen Achse durch eine zusitzliche Schwin-
gung gleicher Amplitude, die aber um /2 nacheilt, in einer
dazu senkrechten Schwingungsrichtung (imaginére Achse) zu
emner Kreisschwingung ergiinzen. Diese zusitaliche Schwingung
ist vollig unabhéngig von der ersten und stort den Verlauf der
urspriinglichen Schwingung nicht. Sie kann beliebig hinzu-
gefiigt oder wieder entfernt werden.

A\ m
) !
Kreis- “,VQN
pendel Ergtnzungs-
schwingung
mal=M-sin lwt +yg)

ebenes Pendel | ——
m=M-coslewt gy —»]

\%

zeitlicher
Ablouf in
“der ebenen ‘
Schwingung

Abb. 9. Uberfithrung eines ebenen Pendels in ein Kreispendel

Eine zweite Moglichkeit, einen Zusammenhang zwischen
einer Schwingung nach (39) und Kreisbewegungen herzu-
stellen beruht auf der Gl. (16). Setzt man dort ¢ = wt + v, ,
so wird
M - cos (ot 4 o) = 1 M[et@t+va |- e=1(t+ve)] (46)

4~ M-ei(@t+vo) ist eine Kreishewegungnach Abb. 7, die zur Zeit
t = 0 beim Winkel 9, beginnt und den Kreis gegen den Uhr-

2 Meinke, Wechselstrom-Schaltungen
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zeigersinn durchléuft. -1 M - e~3(@t+v9 ist eine Kreishewegung,
die zur Zeit¢==0 beim Winkel (— ,) beginnt und nach (36)
den Kreis im Uhrzeigersinn durchlauft. Die ebene Schwingung
M - cos (wt -+ 1) ist also

rein formal auch als Summe
b zweier  Kreishewegungen
3 Meoslwl+pg)  mit  entgegengesetztem

VAN Umlaufsinn zu deuten. Da-
why bei liegen die Drehzeiger
2 beider Kreisbewegungen in
jedem Moment symme-

\

trisch zur reellen Achse
Abb, 10. Addition zweler umlaufender ~ Wie in Abb. 10 und addieren
Drehzeiger zu einer cos-Schwingung sich wie in Abb 3 zu einem
Momentanwert M - cos (wf+ 1,), der lings der reellen
Achse liegt.

II. Definition der komplexen GriBen

Die folgende Methode des komplexen Rechnens ist grund-
satzlich iiberall dort mit Erfolg zu verwenden, wo Schwin-
gungsvorginge nach einer cos-Funktion (40) stattfinden. Der
vorgegebene Rahmen des Buches zwingt zu einer Beschrin-
kung auf ein kleines Teilgebiet. Das Ziel ist hier die rech-
nerische Behandlung der Vorgéinge in Wechselstromschal-
tungen.

ILL,1. Komplexe Amplituden oder Zeiger

Der rechnerische Umgang mit einer cos-Schwingung nach
(40) ist meist nicht besonders einfach; denn der Momentan-
wert my, also der Abstand vom Nullpunkt, &ndert sich dauernd
nach dem komplizierten cos-Gesetz, und auch die Geschwin-
digkeit des Pendels ist zeitlich verénderlich. Hinzu kommen
die komplizierten trigonometrischen Formeln (Additionstheo-
reme usw.), die bereits bei relativ einfachen Aufgaben an-
gewendet werden miissen. Man vergleiche dies mit den wesent-
lich einfacheren Vorgéngen bei einer Kreisschwingung nach
Abb. 7, bei der der Abstand vom Nullpunkt und die Geschwin-
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digkeit konstant sind und bei komplexer Beschreibung das
Additionstheorem die angenehme Form (11) hat. Der Sinn der
komplexen Rechenmethode besteht nun darin, daB man dee
gegebene eindimensionale Schwingung (40) durch eine dazu
senkrechie Schwingung (42) zu einer Kreisschwingung erginzt,
um die Formeln zu vereinfachen. Gegebene Ausgangsschwin-
gung:

my = M - cos (i ) . 47)

Ergéinzung zur Kreisschwingung:
m=M - cos(wb-+y)+jM - sin(ewt+ ) =M - el@+v), (48)

Diese Ergénzung verdndert die urspriingliche, jetzt in der
komplexen Zahl m als Realteil enthaltene Schwingung (47)
nicht. m gibt nach 1,3 den komplezen Momentamwert oder Dreh-
zeiger der entstandenen Kreishewegung, also den zeitabhéingi-
gen Ort, den die Schwingung auf dem Kreis in der komplexen
Zahlenebene jeweils erreicht hat. Alle Rechnungen werden dann
nur fiir die Kreisbewegung durchgefiihrt und dadurch sehr
einfach. Im komplexen Resultat der Rechnung gibt dann wie-
der der Realleil die wirkliche, gesuchte Schwingung, wihrend
der Imagindrteil lediglich eine davon unabhingige, physi-
kalisch uninteressante Ergéinzungsschwingung ist, die die Auf-
gabe hatte, die formale Rechnung zu vereinfachen. Diesen
Inhalt der komplexen Rechnung sollte man nie vergessen,
auch wenn es sich um Anwendungen handelt, die keine mecha-
nische Veranschaulichung méglich machen.

‘Wohl jeder, der sich erstmals mit dieser komplexen Rechen-
methode befafit, stellt die Frage, ob eine solche Ergénzung
durch einen Imaginérteil bei allen auftretenden Problemen zu
einem richtigen Ergebnis fithrt, also erlaubt ist. Diese Frage
ist sehr berechtigt, denn es gibt tatsdchlich Félle, in denen
diese Methode nicht erlaubt ist. Wenn man zuverldssig priifen
will, ob ein Resultat richtig ist, ersetzt man die ebene cos-
Schwingung durch die Summe zweier Kreisschwingungen nach
(46). Dies fiihrt stets zu einem richtigen Resultat. Beispiel in
Abschn. IIL1. Es gibt aber sehr viele Aufgaben, bei denen
man bereits mit einer Kreisschwingung nach (48) zum richtigen
2.
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Resultat kommt, und in diesen Fallen wird man nur mit einer
Kreisschwingung rechnen, weil man sich dabei viel Schreib-
arbeit erspart. Viele Beispiele der folgenden Abschnitte werden
den Nutzen dieser einfacheren Darstellung zeigen.

Die Zeitabhiingigkeit ist bei komplexer Rechnung stets in
der Form ei#* gegeben. Diesen Faktor kann man aus dem
komplexen m stets abspalten:

M= M- ey = I . givo . plet = I - g1t , (49)

Der komplexe Momentanwert 148t sich also in eine zeit-
unabhiingige, komplexe Zahl M und den Zeitfaktor et zer-
legen. Die Zahl M enthélt als Absolutwert die reelle Am-
plitude M/ und als Argument den Nullphasenwinkel y,, also die
beiden bestimmenden Elemente der Schwingung (47). M
nennt man die kompleze Amplitude (oft auch ,,Zeiger*) der
Schwingung; sie ist gleich dem komplexen Momentanwert
zur Zeit ¢ = 0:

M=M-ew, (50)

Da bei vielen Aufgaben der Zeitfaktor ei» die ganze Rechnung
unverandert durchlauft und daher uninteressant ist, 148t man
ihn meist fort und rechnet der Einfachheit halber nur mit der
zeitunabhéngigen Amplitude M. Man muB aber stets die kom-
plexen Zahlen der Gattung M und die komplexen Zahlen der
Gattung m konsequent auseinanderhalten. Wenn man mit
komplexen Amplituden rechnet, sollte man zur Vermeidung
fehlerhafter Anwendungen nie vergessen, daB jede komplexe
Amplitude M in Gedanken stets durch den Zestfaktor eiwt zu er-
ginzen tst. Von der Zahl M nach (50) zum physikalischen
Schwingungsvorgang muf man den Umweg iiber das kom-
plexe m nach (49) zum Realteil m; = M - cos (wt + y,)
nach (47) gehen. '

Zahlenbeispiel: M = 7 - j3; der Absolutwert ist nach (19)
M = 1,62, der Nullphasenwinkel nach (20) g, = 0,40. Die
durch M dargestellte Schwingung lautet also m, = 7,62 - cos
(ot + 0,40).
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Addition komplexer Amplituden: Eine Addition komplexer
Amplituden bedeutet eine Uberlagerung zweier Schwingungen
gleicher Frequenz mit den reellen Momentanwerten

my = M; - cos(wt4 ), mpg= M,-cos(wt+ ). (51)
Dies ergibt als Summe den reellen Momentanwert
m =1y -+ My = M, - c0s (wt + ;) + M, - cos (wl -+ )

= M - cos (wt + ) . (52)

Die Summe ist wieder eine Schwingung der Frequenz e mit
neuer Amplitude M und neuem Nullphasenwinkel 7. In
komplexer Schreibweise lauten die Momentanwerte nach (48)
und (49)

My = M, -elvr et m,—= M, elv:-eist, (53)
Die komplexen Amplituden:
My=M, -ev; M,=DM,- ev. (54)

Die komplexe Darstellung der Summe der Momentanwerte:
m = M - eivo . givt — M . giut

= (M, -eiv* 4 M, - eive) - eivt, (55)

Unter Fortlassung des gemeinsamen Zeitfahtors eiv? auf beiden

Seiten der Gleichung wird daraus eine Gleichung fiir die
komplexen Amplituden:

M=M+M,. (56)
Die Berechnung von M bei gegebenem M, und M, erfolgt mit
Hilfe rechtwinkliger Koordinaten nach (21) und (24); vgl.
Abb. 8.

M, = M, - cos 154§ My -sin 4 ; (57)

M, =M, cos p,+ j M, - sin vy ;
M = (M, - 08 y, -+ M, - cos y) -+ § (M, - sin g, 4+ M, - siny,).
Daraus ergibt sich nach (19) der Absolutwert der Summe als
M=V (M, cos p, -+ M, - cos )2+ (M,  sin , + M, - sin ,)?
= VM2+ M2+ 2 M, M, cos (2 — ). (58)
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Der Nullphasenwinkel der Summenschwingung ergibt sich
nach (20) aus:

M, -sin v, + M, - sin 9,

tan ¢, = .
A Yo M, -cos i, -+ M, - cos iy

(59)

Vergleichsweise versuche man das Ergebnis fir M und ¢
direkt aus (52) mit Hilfe trigonometrischer Formeln ohne
komplexe Zahlen zu gewinnen, um die Vorteile der komplexen
Rechnung zu erkennen.

Eine Subtraktion verlauft nach (25) in gleicher Weise bei
unverdndertem Zeitfaktor ei»!. Nach (10) ist ei* = — 1, so daBl
man jede Subtraktion auch als Addition einer um s gedrehten
Schwingung auffassen kann:

M, —M,=M,+ M,-er, (60)

Multiplikation bei komplexen Amplituden: Multiplikation
einer komplexen Amplitude mit einer zeitunabhéngigen reellen
GroBe p bedeutet Multiplikation des Absolutwerts bei gleich-
bleibendem Nullphasenwinkel 1,:

M=M-eiv; p-M=p-M-eiv, (61)

Multiplikation mit einer zeitunabhéngigen komplexen Grofe
e1?, deren Absolutwert nach (22) gleich 1 ist, bedeutet nach
(27) Anderung der Phase bei glelchblelbendem Absolutwert:

M=M-eivo; M-elo=M-elve- ¢iv =M - ei(vo+9) (62)

Die Multiplikation mit einer zeitunabhingigen, beheblgen
komplexen GréBe Z = | Z | - e3® bedeutet gleichzeitige Ande-
rung des Absolutwerts und der Phase nach (26):

M=M-ew; M-Z=M-|Z| eitwtn, (63)
Entsprechendes gilt fiir die Division durch eine zeitunab-
hangige komplexe Zahl nach (31):

%. = M ei(vo—g) (64)

Z Z
Die Multiplikation zweier komplexer Amplituden miteinander
ist im allgemeinen sehr problematisch und nicht ohne weiteres
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erlaubt. Hier st68t man auf eine der Grenzen der komplexen
Rechenmethode. Einen moglichen Ausweg bei solchen Multi-
plikationen zeigt Abschn, IIL1.

Die Division zweier komplexer Amplituden wird in I1,2 be-
handelt und fiihrt zum Begriff des komplexen Widerstandes.

Differentiation: Den Differentialquotienten einer komplexen
Amplitude nach der Zeit gibt es nicht; man muf bedenken,
daB nur der komplexe Momentanwert m zeitabhingig ist:
m=M-e}t. Man kann also m nach der Zeit { mit Hilfe
ven (4) differenzieren:

(ZT =M jw-ett=m = M"ewt, (65)
m’ ist wieder ein komplexer Momentanwert mit dem Zeit-
faktor et und der komplexen Amplitude M’. Die exakte
Formulierung dieses Ergebnisses lautet: Die komplexe Am-
plitude M’ des Differentialquotienten eines komplexen Mo-
mentanwerts mit der komplexen Amplitude M hat die einfache

Form

M=jo- M=M- w©-er?, (66)
Differentiation bedeutet nach (63) Multiplikation mit der zeit-
unabhingigen Grofe jow, also Multiplikation des Absolut-
werts mit dem Faktor w und Vergroferung des Nullphasen-
winkels um 7/2; vgl. auch (10).

I1,2. Komplexe Widerstiinde

Wenn man zwei komplexe Amplituden M, = I, - ei¥+ und
M, = M, etvs dividiert und ein smnvolles physikalisches
Ergebms haben will, so darf man nicht vergessen, daB jede
komplexe Amphtude durch den Faktor et ergéinzt zu denken
ist, der also bei der Division verschwindet. Man dividiert
streng genommen die zugehorigen komplexen Momentanwerte,
erhilt jedoch das gleiche Ergebnis wie bei Amplituden, weil
sich ei«t sowieso aufhebt:

Zn—_l_: _:_:___.z_:_:_zw_ej(w—'l”) = Z. (67)



