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Einleitung
§ 1. Darstellung der Resultante eines Kraftsystems

Die Vektoranalysis ist eine mathematische Disziplin, dic
sich in threm Aufbau fast so vollkommen an die Anschanung
anlehnt wie die Geometrie selbst: sie bildet ihre Begriffe und
Schliisse gerade denen der Geometrie nach. Insofern sie da-
durch zu einer knapperen, iibersichtlicheren und anschau-
licheren Darstellung aller solcher Erfahrungen fiihrt, die auf
den zwei- oder dreidimensionalen Raum sich beziehen, als
die gewdhnliche Analysis, will ich in dem ersten Paragraphen
an einem Beispiel zeigen. Dasselbe ist zugleich geeignet, den
Unterschied der beiden wichtigsten Begriffe der Vektor-
analysis: der skalaren Gréfe und des Vektors, hervortreten
zu lassen.

Es mogen an n Punkten eines freien, starren Korpers
Py ° Dy die Krifte P, - - - P, angreifen. Ein solches System
von Kriften 1aBt sich ersetzen durch eine resultierende
Einzelkraft und ein Kraftepaar, das von dem Angriffspunkt
der Einzelkraft abhéngig ist. Der analytische Ausdruck der
Einzelkraft und des Kraftepaars wird gewonnen, indem man
die Krifte in Komponenten nach drei Richtungen, z. B. cines
rechtwinkligen Koordinatensystems ,7,2z zerlegt und
diese in geeigneter Weise zu drei resultierenden Kompo-
nenten einer Einzelkraft und eines Kriftepaars wieder zu-
sammensetzt. So lehrt es die analytische Mechanik. Anschau-
licher und, man mochte sagen, direkter wird die Aufgabe auf
geometrischem Wege ohne Zerlegung in Komponenten in
folgender Weise durch wiederholte Anwendung der Satze
vom Parallelogramm der Krifte und der statischen Momente
gelost.
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Man denkt sich (vgl. Fig. 1) zwei neue Kraftsysteme dem
urspriinglichen P, - - - P, zugefiigt, die dadurch gewonnen

Fig. 1

werden, daBl man in einem und demselben, aber beliebigen
Punkt Krifte P; - -+ P, angreifen 1iBt, die den gegebenen
gleich und gleich gerichtet sind, und

soleche Py" ++- P/, die ihnen gleich, B sin (Bry)
aber entgegengesetzt gerichtet sind.
Das System P; - -+ P, setzt man nach
dem Satz vom Parallelogramm der
Krifte oder, wie man kurz zu sagen
pflegt, durch geometrische Addition zu
der Resultierenden R zusammen:

(M) E=Pi) () P, vig 2

wo das Zeichen (--) anzeigen soll, daf die Krifte geome-
trisch zu addieren sind, also mit Riicksicht auf die Richtung
der Kraft, wie es z. B. auf dem Zeichenbrett geschehen
kann. Die beiden anderen Kraftsysteme stellen ein System
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von Kréftepaaren dar, deren statische Momente dem ab-
soluten Betrage nach, also abgesehen vom Richtungssinn,
den Wert haben:

P,-7',~ sin (P"Ti),

wenn r; die Entfernung des Angriffspunktes der Kraft P,
von dem willkiirlich gewdhlten Angriffspunkt A der resul-

—
»
Drebachse Drehochse

Srchtrichtung .5' ichirichtung

Fig. 2a Fig. 2b

-
«pr)( \)p .
2 [Pl
Fig. 2¢ ¥ig. 2d

tierenden Einzelkraft R bedeutet und nach dem Angriffs-
punkt der letzteren gerichtet ist, und wenn fiir den Winkel
(P;r;) immer der Wert gesetzt wird, der < st ist. Die GroBe
dieser Momente tragen wir als Strecken von dem beliebig ge-
wihlten Punkt A4 aus parallel der Drehungsachse nach der
Richtung hin ab, daBl die Drehungsrichiung des Kriftepaares,
von dieser Richtung aus befrachlel, positiv, d. h. entgegen der



§ 1. Darstellung der Resultante eines Kraftsystems 9

Bewegung des Uhrzeigers gerichiet!) (vgl. Fig. 2) erscheint.
Diese Strecken addieren wir geometrisch in gleicher Weise
wie vorher die Krifte und erhalten als resultierendes stati-
sches Moment:

M = [Pyrysin (Pyr)] ()« + () [Prtn sin (Pyra)].
Diesen Ausdruck konnen wir in eindeutiger Weise kiirzer
auch so schreiben:

@) M = (Pyry) (+) (Prg) () * = - () (Para),

wenn wir unter (P;r;) eine Strecke verstehen, deren absoluter
Betrag gleich ist dem Produkt: P,r;sin(P;r;), und die
senkrecht zu der Ebene P, r; nach der Seite der Ebene
gerichtet ist, daB der Ubergang der Richtung P; in die
Richtung r;, von der Strecke (P;r,) aus gesehen, einer posi-
tiven Drehung entspricht.

In Fig. 1 sind die resultierende Einzelkraft R und die bei-
den Momente (P, ;) und (P,r,) fiir die beiden an den Punk-
ten p,, resp. p, des starren Korpers angreifenden Krifte
konstruiert worden mit der willkiirlichenr Wahl des Angriffs-
punktes A der Resultierenden. Die Punkte p;, p, und 4 mo-
gen mitsamt der Kraftrichtung P; in der Zeichenebene
liegen, P, sei aus der Ebene heraus nach oben gerichtet. In
Fig. 3 ist die Konstruktion des resultierenden statischen
Momentes M ausgefiithrt. Die Zeichenebene ist parallel der
Drehungsachse des Kriftepaares (P,7,); die die Momente
darstellenden Strecken sind der GréBe und Richtung nach
von einem Punkt aus abgetragen und ergeben durch geo-
metrische Addition die Strecke M, die der GréBe und
Richtung nach das resultierende Drehmoment darstellt.

Die Gleichungen (1) und (2) geben eine symbolische Dar-
stellung der geometrischen Konstruktion. Wahrend man in

3} In Richtung der Drehachse gesehen erscheint die Drehung in der
Bewegung des Uhrzeigers. (Vgl. Fig. 2a—d.)
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der analytischen Darstellung nur Strecken gleicher Richtung,
die Komponenten, addiert, hat man es hier mit einer Addi-
tion von Strecken zu tun, welche sich nicht allein durch ihre
GroBe, shren absoluten DBetrag, sondern auch durch ihre
Richtung voneinander unterscheiden, mit welchen also nur
unter Riicksichtnahme auf ihre Richtung gerechnet werden
darf. Zum Unterschied von reinen Zahlen, ,skalaren
GroBen, bezeichnet man solche GroBen, die sich von ihres-
gleichen durch Grifle und Richtung unterscheiden konnen,
als gerichiele Grofien oder Vektoren. Koénnen nun diese

<Y

Fig. 8

Symbole auch zur Beschreibung anderer geometrischer Kon-
struktionen oder gar physikalischer Erfahrungen benutzt
werden und lassen sich einfache analytische Rechen-
regeln fiir dieselben angeben, die nicht fiir jeden weiteren
SchluB eine Ubertragung der Symbole in die gewdhnliche
analytische Schreibweise erfordern, so konnen sie eine
brauchbare und infolge der Anlehnung an die Geometrie be-
trachtlich einfachere Beschreibung liefern als die rein alge-
braisch analytische Ausfithrung. In der Tat ist man im-
stande gewesen, eine Reihe von Rechenregeln abzuleiten,
die den Regeln der gewohnlichen Algebra mit skalaren
GroBen analog sind. Der Ableitung dieser Regeln, weiche die
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notwendige Grundlage der Darstellungsmethode durch
Vektoren bildet, ist der erste Teil dieses Bindchens ge-
widmet. Zur Ubung in der Handhabung der Rechen-
regeln werden im zweiten Teil einige Anwendungen aus
physikalischen Gebieten, im Anhang einige Aufgaben be-
sprochen. Endlich soll im drilten Teil auf eine wichtige Er-
weiterung der Vektorrechnung, die Behandlung der linearen
Vektorfunktionen (Matrizen, Dyaden) eingegangen werden.
Als die eigentlichen Begriinder der Vektorrechnung sind GraB-
mann und Hamilton zu nennen, die nahezu gleichzeitig und ganz
unabhingig voneinander den Vektorbegriffin die analytische Rech-
nung eingefiithrt haben, wenn auch in jener Zeit (wm 1844) Ansitze
zu dieser Methode von anderen versucht worden sind oder schon
vorhanden waren, wie in dem ,,baryzentrischen Kalkiil* von Mébius
(1828). Mehr als alle anderen waren sich jene beiden der Bedeutung
der neuen Methode bewuBit. Die Gesichtspunkte, von denen sie aus-
gingen, sind auBerordentlich verschieden, indem Hamilton sich mehr
der Geometrie anschloB, wihrend GraBmann die Geometrie nur dazu
verwenden wollte, anschauliche Beispiele fiir seine umfassender an-
gelegte Theorie zu gewinnen. Seine Sitze sollten keine bloBen Uber-
tragungen geometrischer Sitze in die abstrakte Sprache sein, sondern
durch Erweiterung auf mehr als dreidimensionale Gebilde eine all-
gemeine Bedeutung gewinnen. Man unterscheidet dementsprechend
zwei Richtungen in der Darstellungsweise der Vektorrechnung, die
sich aber in den Anwendungen auf die Geometrie oder physikalische
Erkenntnisse aufs engste beriihren und zum Teil erginzen.

I. Teil
Rechenregeln der Vektoranalysis

§ 2. Definition des Vektors und der skalaren GriBe

Wir nannten in §1 die Krafte und die statischen Mo-
mente sowie auch die Resultierenden, die im dreidimensio-
nalen Raum als gerichtete Strecken abgebildet werden
kénnen, Vektoren. Zur volligen Bestimmung der als erste
Beispiele angefithrten Vektoren sind drei Angaben, ent-
sprechend den Komponenten in der analytischen Darstel-
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lung, hinreichend und notwendig. Drei solche Angaben sind:
die Lange des Vektors und die zwei Winkel, die seine Rich-
tung gegen feste Achsen bestimmen. Da es also nur auf die
Linge und Richtung der den Vektor darstellenden Strecke
ankommen kann, so ist die Darstellung unabhingig von der
Lage des Anfangspunktes der Strecke. Soll daher z. B. die
Eingelkraft P mit den Komponenten P, P, P,, die im
Punkt z, y, z eines durch Achsen festgelegten Raumes ,,4“
angreift, in dem dreidimensionalen Bildraum ,,B* durch eine
Strecke dargestellt werden, so ist die Darstellung insofern
auf unendlich vielfache Weise moglich, als der Anfangspunkt
der darstellenden Strecke mit dem willkiirlich gewihlten
Koordinatenanfangspunkt des Bildraumes ,,B‘ zusammen-
fallen kann oder nicht. In dem Bildraum sind also parallele
gleichgerichtete und gleich grofie Strecken beziiglich ihrer
Bedeutung fiir das dargestellte Objekt vollig dquivalent.
Ein Vektor behilt danach z. B. scinen Wert (Ldnge und
Richtung) bei Parallelverschicbung des Koordinatensystems,
ist tnvariant gegeniiber einer solchen Verschiebung. Das gilt
nicht von einer Strecke, die z. B. von Punkt 4 mit den Koordi-
naten z, ¥, z zum Anfang des Koordinatensystems fiihrt; sie
wird als Ortsvektor oderFahrstrahlbezeichnet, ist also nicht
ein Vektor im strengen Sinne, wenn er auch in der Rechnung
wie c¢in solcher zu behandeln ist. Als Richtung des Fahrstrahls
seiim folgenden die vomAnfangspunkt wegweisende angenom-
men, wenn nicht ausdriicklich anderes gesagt ist.

Wir setzen daher als Definition des Vektors fest:

Eine Grifle soll Vektor genannt werden, wenn die Ge-
samtheit der verschiedenen Werle, die ste annehmen kann, in
umkehrbar eindeutiger Weise der Gesamiheit der Strecken im
Rawm zugeordnel werden kann, die von einem willkiirlich ge-
wiihlten Anfangspunkl ausgehent).

1) Vektoren sind Strecken — Gréfen, die durch eine gerichtete Strecke

im Raume dargestellt werden kénnen. — Uber die Auffassung der Vektoren als
Tensoren 1. Stufe s. § 43.
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Daraus folgt:

Vektoren sind einander gleich, wenn sic durch Parallel-
verschiebung nach Lénge und Richtung zur Deckung ge-
bracht werden kénnen.

Vektoren sind danach auBer den genannten, der Kraft
und dem statischen Moment, z. B. die folgenden GroBen:
Verriickung, Geschwindigkeit, Beschleunigung, Feldstdrke,

Bei den genannten GréBen ist kein Zweifel, dal sie de-
finitionsgem&f als Vektoren anzusprechen sind. Es mu8 in-
dessen noch auf eine andere Gruppe von Vektoren hin-
gewiesen werden, bei denen die Berechtigung des Namens
Vektor nicht sofort erkannt werden konnte.

Der absolute Betrag des statischen Moments, d.h. die
Grofie ohne Bezugnahme auf die Richtung,

P"’ri sin (P‘ 'I','),

kann aufgefalt werden als der Flicheninhalt des Parallelo-
gramms mit den Seiten P;, r, und dem Winkel ¢ = (P; ;).
Als Richtung des das statische Moment darstellenden Vek-
tors wurde bei der geometrischen Addition in §1 die Nor-
malenrichtung auf die durch P; und r, gelegte Ebene be-
nutzt. Wir konnen danach ein Parallelogramm von be-
stimmter Gréfie und gegebener Normalenrichtung ebenfalls
als einen Vektor ansehen. Es gehoren also unter die oben
definierten Vektoren auch solche GréBen, die vorgestellt
werden konnen als durch den Anfangspunkt gehende, beliebig
begrenzte, ebene Flichenstiicke.

Endlich ist noch eine dritte Gruppe von Vektoren hervor-
zuheben, namlich solche GroBen, die unter dem Bilde von
unbegrenzten, nicht durch den Anfangspunkt gehenden
Ebenen betrachtet werden konnen. Die Groflie und Richtung
dieser Vektoren ist offenbar eindeutig definiert durch GroBe
und Richtung der vom Anfangspunkt auf die Ebene gefallten
Normalen.
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Zwischen den urspriinglich ins Auge gefalten Vektoren und
den beiden zuletzt hervorgehobenen Gruppen wird ein Unter-
schied bemerkbar, sobald man von der Vektordarstellung auf Koor-
dinatendarstellung ibergehen will und z. B. eine Transformation
von einem ,,pusitiven* zu einem ,,negativen*’ Koordinatensystem
ausfithren mu8, also von einem Koordinatensvstem mit den Achsen
Z,9,2 zu einem solchen mit entgegengesetzt gerichteten Achsen; bei
einer solchen Transformation wechseln die Komponenten von P
das Vorzeichen; die durch P dargestellte Kraft wiirde durch —
P wiedergegeben werden; dagegen wiirde der das statische Moment
darstellende Vektor sein Zeichen nicht #ndern, falls wir, wie in
§ 1, dem Moment stets das positive Zeichen beilegen, wenn die
Drehung von der positiven Seite der Drehungsachse aus gesehen
positiv, d. h. entgegen der Uhrzeigerbewegung, gerichtet ist.

Man nennt wohl Vektoren, die ihr Vorzeichen bei der ge-
nannten Transformation éndern, also etwa durch Pfeile darstell-
bar sind, polare Vektoren, solche, die es behalten, darstellbar
durch Ebenenstiicke mit Umlaufsinn oder rotierende diinne Zy-
linder von bestimmter Linge, axiale Vektoren?).

Da in der Rechnung mit Vektoren gerade eben nicht auf
ein Koordinatensystem Bezug genommen werden braucht, ist der
Unterschied fiir die Rechnung mit Vektoren offenbar bedeutungslos.

Die Abhéngigkeit des Vektors vom Ort oder von der Zeit
muB natiirlich auf den Bildraum selbst oder die den Vektor
abbildende Strecke iibertragen werden.

Ist in einem Gebiet jedem Punkt ein beliebiger, im all-
gemeinen stetig mit dem Ort sich &ndernder Wert eines
Vektors zugeordnet, so nennt man dies Gebiet ein Vektor-
feld und spricht in diesem Sinn von Kraftfeld, Momenten-
feld, Geschwindigkeitsfeld usw.

Im Gegensatz zu den Vektoren stehen die GroBen, zu
deren vollstindiger Bestimmung nur eine Angabe, der ab-
solute Betrag, notwendig ist, weil ihrem Begriff jede Be-
ziehung zu einer Richtung im Raum fehlt. Als Beispiele
solcher Grofen, der sogenannten Skalare, sind an erster

1) Die Bezeichnung stammt von W.Voigt. Maxwell (Treatise on electricity
and magnetism. London 1873, 1, Art. 15) bezeichnete die Vektoren als trans-

iatorisch und rotatorisch. Wiechert (Ann. Phys. u. Chem. 59, 1896, S. 187)
nannte sie Vektorem und Rotoren.
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Stelle die absoluten Betréige der Vektoren zu nenmnen, d. h.
die Léngen der Vektoren ohne Riicksicht auf ihre Richtung,
ferner Winkel, Temperaturspannen, Zeitspannen u. a.b).

Wir nennen eine Grifle einen Skalar, wenn die Gesamihetl
der verschiedenen Werte, die ste annehmen kann in umkehrbar
etndeuliger Weise einer Rethe reeller Zahlen zugeordnet werden
kann. Es sind Grofen ohne Richtung?).

Um im folgenden durch den Anblick der Zeichen schon
erkennen zu lassen, ob eine GroBe Vektor oder Skalar ist,
wollen wir, wie iiblich ist, die Vektoren in der Regel durch
deutsche Xkleine oder groSe Buchstaben bezeichnen, die
skalaren GroBen i. a. durch laleinische. Den absoluten Betrag
eines Vektors und den Vektor selbst werden wir i. a. durch
gleichlautende Buchstaben angeben.

§ 3. Addition, Subtraktion von Vektoren,
Multiplikation der Vektoren mit skalaren Groien

Zwei beliebig gerichtete Strecken a und b (Fig. 4)
werden addiert, indem man den Anfangspunkt der zweiten

Fig. 4

1) Zuweilen wurden auch GroBen, die durch Angabe einer sich auf ein
MaBsystem bezichenden Zahbl bestimmt sind, als Skalare bezeichnet, wic
dic Temperatur sclbst, die Zeit sclbst. In dicser allgemeineren Bedcutung ist
aher ,,Skalar“ nichts anderes als ,,Zahl* und die Iinfilhrung der Bezeichnung
ist {iberfliissig. Skalare im strengeren Sinne sind bei Anderungen des Bezugs-
systems i{nvariant.

?) Skalare als Tensoren nullter Stufes. § 43.
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Strecke an den Endpunkt der ersten parallel verschiebt und
die Verbindungslinie vom Anfangspunkt der ersten zum End-
punkt der verschobenen zweiten zieht. Diese Verbindungs-
linie O C, dic Summe der beiden Strecken a und b, ist die vom
willkiirlich gewdhlten Anfangspunkt O ausgehende Diagonale
des Parallelogramms O 4 C B, dessen zwei an den Anfangs-
punkt der Diagonale stoBende Seiten die von dem Punkte O
aus beginnenden Strecken sind.

Da die Vektoren entspr. der Definition durch gerichtete
Strecken darzustellen sind, werden Vektoren addiert wie
gerichtete Strecken. Operationszeichen fiir die Addition von
Vektoren ist das algebraische Additionszeichen -+, indem
ein MiBverstandnis durch die Anwendung der deutschen Buch-
staben fiir Vektoren vermieden werden kann. In Fig. 4 ist
(1) at+b=c.

Die Differenz zweier Vektoren ist nichts anderes als die
Summe des ersten und des in entgegengesetzter Richtung
genommenen zweiten Vektors, also darstellbar durch die
von O ausgehende Diagonale des Parallelogramms O AD B’,
dessen an O anstoBende Seiten der erste Vektor und der nach
entgegengesetzter Richtung gezeichnete zweite Vektor, also
— b =D, sind. Oder es ist also
(2) a—b=0.

Die beiden Diagonalen des aus den Vektoren a und b ge-
bildeten Parallelogramms stellen nach Grofle und Richtung
die Summe resp. die Differenz der zwei Vektoren dar.

Die Differenz zweier Vektoren ist Null, die Vektoren sind
einander gleich, wenn sie gleiche GrofBe und gleiche Richtung
haben. (Vergl. die Folgerung aus der Definition, S. 12).

Aus der Anschauung ergibt sich sofort, daB

a+b=>b+a

ist, d. h. das kommutative Gesetz gilt.
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Die Summe mehrerer Vektoren qa, - - - a, wird gewonnen
durch Addition des dritten zu der Summe der ersten beiden,
des vierten zu der Summe der ersten drei usw. Da es auch hier
auf die Reihenfolge nicht ankommt, so kann die Gruppierung
gedndert werden, d. h. es gilt auch das assoziative Gesctz:

(a4 ) +ag 4+ =a;+ (@ +a5) + -+~

Beispiel: Gleichung (1) konnen wir schreiben:

a+b—-c=0,
oder wenn wir setzen: — ¢ = ¢/,
a-L-b+ ¢ =0.

Fassen wir die Vektoren a, b, ¢’ als Kriifte auf, so haben wir den
bekannten Satz:

Lassen sich Krifte, die an einem Punkt angreifen, der GréBe
und Richtung nach durch solche Strecken darstellen, daB man sie
durch parallele Verschiebung zu einem geschlossenen Polygon zu-
sammensetzen kann, so halten sie sich das Gleichgewicht.

Addieren wir m gleiche (d. h. gleich groBe und gleich-
gerichtete) Vektoren, so erhalten wir einen Vektor von
gleicher Richtung und der m-fachen Léange. Ist der absolute
Betrag des Vektors a gleich q,

la|=a,
s0 stelltg einen Vektor von gleicher Richtung wie a und dem

absoluten Betrag 1 dar. Man nennt einen solchen Vektor
cinen Einheitsvektor!). Im allgemeinen ist also ein Vektor
das Produkt einer skalaren Grofe mit einem Einheitsvektor.
Fiir diese ,,skalare” Multiplikation gilt, wie aus der An-
schauung hervorgeht, ebenfalls wie bei der Addition das
kommutative und assoziative Gesetz.

Wir wollen festsetzen, daB die Einheitsvektoren als dimensions-
lose GroBen anzusehen sind. Die Dimension legen wir dem absoluten
Betrage bei, der Einheitsvektor gebe allein die Richtung an. Ist
z. B. die Geschwindigkeit einer Kugel 400 m/s, und hat die durch
die Winkel ¢ und & gegen feste Achsen bestimmte Richtung, so
sagen wir, da der Einheitsvektor vom absoluten Betrage 1 die

1) Statt dessen auch ,,Einsvektor*.

2 Valentiner, Vektoren und Matrizen
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Richtung (¢, 9) dieser Geschwindigkeit angibt, wahrend der ab-
solute Betrag der Geschwindigkeit 400 m/s ist.

Die Einheitsvektoren sollen durch einen horizontalen
Strich iiber dem Buchstaben markiert werden, z. B. a.

§ 4. Zerlegung von Vektoren

Um die Richtung eines Vektors oder der ihn darstellenden
Strecke angeben zu kionnen, miissen wir ihn auf zwel
willkiirlich gewihlte Richtungen in dem Bildraum beziehen.

Wir legen zwei solche Rich-
tungen durch die beiden Ein-
heitsvektoren a, und a, fest.
Dannist die Richtung einesVek-
tors b gegeben durch den Winkel
@ zwischen b und seiner recht-
oder schiefwinkligen Projektion
b’ von einer 3. nichtin dic Ebene
von a; und a, fallenden Rich-
tung a, aus in die Ebene a,, a,
und durch den Winkel ¢ dieser
Projektion gegen einen der bei-
den Vektoren a, oder a, Zur
volligen Bestimmung des Vek-
tors b gehort noch die Angabe
des absoluten Betrages (Fig.5).

An Stelle dieser drei An-
gaben (@, &#,|b|) konnen wir
mit Bezugnahme auf die drei
Vektoren a,, a,, ag drei andere
Angaben machen: Durch den
Endpunkt von b legen wir drei
Ebenen, die den Ebenen: ay, ag;ay, 65; @5, @, parallel sind,
b ist dann eine Diagonale des Parallelepipeds, dessen Kanten
by, by, by den drei Achsen parallel sind, eine Diagonale, die
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sich daher durch die mit skalaren Gréfen multiplizierten
drei Einheitsvektorena,, a,, a, ausdriicken 1a8t. Nach §3 ist
diese Diagonale gleich der Summe der drei Seiten. Es ist:
b = ba, + bya, + b505.
Daraus geht hervor, daB ein Vektor sich durch drei nicht-
komplanare, willkiirliche Einheitsvektoren und skalare
GroBen bestimmen 146t, — durch zwei dann und nur dann,
wenn der Vektor in dic Ebene dieser beiden Einheitsvektoren
fallt, b, = 0 ist, also:
b = bya, + b0,

Bedingung der Komplanaritit dreier Vektoren, — durch
einen dann und nur dann, wenn der Vektor in die Richtung
dieses Einheitsvektors fillt, b, = b, = 0 ist, also:

b = bya,,
Bedingung der Kollinearitdt. Man nennt die drei Projektionen
die Komponenten des Vektors und sagt:

Zur vollstindigen Bestimmung des Vektors b tm Raume ist
hinreichend und notwendig die Angabe von Komponenten des
Vektors in drev willkiirlich vorgegebenen, nichtkomplanaren
Richtungen. i

Die Komponenten, selbst Vektoren in den 3 nicht kompla-
naren Richtungen, bilden ein Dreibein.

Ein spezieller Fall hiervon ist die Angabe des Vektors
durch Komponenten in drei zueinander senkrechten Rich-
tungen, die Darstellung des Vektors in einem rechtwinkligen
Koordinatensystem. Die Einheitsvektoren in Richtung
dreier willkiirlich gewahlter, rechtwinklig zueinander stehen-
der Achsen werden in der Regel durch die drei Buchstaben
i, i, f wiedergegeben (und wenn mehrere derartige Achsen-
systeme in einer Entwicklung vorkommen, durch t/, i usw.
oder 1*).

Die Vektoren 1, i, f bilden ein normiertes Dreibein.

P



20 Rechenregeln der Vektoranalysis

Jeder Vektor ist also in der Form darstellbar:
b =zi+4 yj+ 2f,
wo z, Y, 2 skalare GroBen bedeuten.

Diese skalaren Grofien selbst, und damit die Komponenten in 3
willkiirlich vorgegebenen Richtungen b, 0,5, oder r, 1, 3, vektoriell
zu {inden, kann erst spiter (in §7,§13 und § 15) gelehrt werden.

§ 5. Gleichungen zwischen Vekforen

Aus diesen Betrachtungen ergeben sich die folgenden Sétze:

1. Zwei Vektoren sind einander gleich dann und nur dann, wenn
die sie definierenden drei Bestimmungsstiicke paarweise einander
gleich sind. Eine lineare Gleichung zwischen Vektoren ist somit drei
Gleichungen zwischen skalaren GriBen, d. h. drei gewdhnlichen alge-
braischen Gleichungen, dquivalent.

2. Die Gleichung:

o =20+ Yo,
ist bei variablem x und y die vektoranalytische Darstellung einer
Ebene, die die beiden Vektoren a, und a4 enthilt, denn sie stellt die
Gesamtheit aller in dieser Ebene liegenden Geraden dar.
0y = z0y + yaz + a4
ist die Gleichung einer Ebene, die den Vektoren a, und ag parallel
ist und durch den Endpunkt von a, geht.
3. Ferner ist
a; = Oy + 70y
der Ausdruck einer zu a, parallelen, durch den Endpunkt von a,
hindurchgehenden Geraden.

4. Die Endpunkte von drei (bzw. vier) von demselben Ausgangs-
punkt ausgehenden Vektoren liegen in einer Geraden (bzw. Ebene),
wenn zwischen den drei (bzw. vier) Vektoren eine lineare Gleichung
existiert, in der die Summen aller Vektorkomponenten zu beiden
Seiten des Gleichheitszeichens einander gleich sind.

Denn liegt der Endpunkt von a, auf der Geraden durch die End-
punkte von a, und ag (bzw. in der Ebene durch die Endpunkte von
ay, 4, 0,), S0 gilt:

z(ay — ag) = a; — 04
{bzw. 2(ay — a,) + y(a;, — 0y) = 0; — ag].

In diesem Lehrsatz lassen sich Haupt- und Nebensatz mitein-

ander vertauschen.
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Beispiel. Es soll gezeigt werden, daB die Diagonale eines Par-
allelogramms im Verhédltnis von n:1 durch die Verbindungslinie
einer Ecke mit dem (» — 1)ten Teil der Gegenseite geteilt wird.

In Fig. 6 sei
1 1
a’:n_laz, c:;bl.
Nach Voraussetzung ist
by = a; + ag,
oder
by=a+@® - 1)d.

Da der Endpunkt von ¢ so ge-
wahlt werden soll, daB er auf der Fig. 6
Geraden durch die Endpunkte von
a, und a’ liegt, so muB nach dem eben ausgesprochenen Satz
z=1+m—1)=mn

sein, was zu beweisen war.

§ 6. Multiplikation von Vektoren
Die Multiplikation skalarer Gro8en untereinatnder oder
mit Vektoren folgt den Regeln der gewdhnlichen Algebra
(vgl. §3), es gilt das assoziative und kommutaiive Gesetz,
d. h. es ist

m(na) = n(ma) = (mn)a,
wie auch das distribultve Gesetz, d. h. es ist
m(a + b) = ma -+ mb
und
(m+mn)a =ma-+ na.
Die Multiplikation von Vektoren untereinander folgt
anderen Regeln. Um diese abzuleiten, gehen wir von der
Erfahrung aus, auf die sie ja anwendbar sein soll.

1. Das Produkt aus der der GréBe und Richtung nach
gegebenen Kraft R und der in gleicher Weise gegebenen
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Wegstrecke 8, langs welcher sie wirkt, bestimmt der GroBe
nach eine Arbeit:
A = Pscos (3).

2. Das Produkt aus einer Kraft 8, die an einem Punkt
eines um einen Punkt drehbaren Kérpers angreift, und der
Entfernung 1 der beiden Punkte bestimmt der GréBe und
Richtung nach einen Vektor, das statische Moment I%; der
absolute Betrag desselben ist

M = Prsin (PBr);
seine Richtung ist senkrecht zur Ebene (B,t) und zwar so,
daB die kiirzeste Drehung der Kraftrichtung in die Rich-
tung: Angriffspunkt — Drehpunkt, von der positiven Seite
der Drehungsachse gesehen, entgegen dem Sinn des Uhr-
zeigers verliuft, in Ubereinstimmung mit der Festsetzung
in §1.

Aus dem 1. Beispiel folgt:

Das Produkt zweier Vektoren kann eine skalare Grife
sein, deren Betrag gleich ist dem Produkt der absoluten
Betriage der zwei Vektoren, multipliziert mit dem Kosinus
des Winkels zwischen den beiden Richtungen der Vektoren,
oder gleich dem Produkt des absoluten Betrages des einen
Vektors und der Projektion des anderen auf die Richtung des
ersteren.

Aus dem 2. Beispiel folgt:

Das Produkt zweier Vektoren kann einen neuen Vektor
darstellen, dessen absoluter Betrag gleich dem Flichen-
inhalt des aus den Vektoren als Seiten gebildeten Parallelo-
gramms ist, und dessen Richtung senkrecht zu der Ebene
der beiden Vektoren zeigt und nach der Seite, daB fiir einen,
der in dieser Richtung steht, die kiirzeste Drehung des bei
Angabe des Produktes zuerst genannten Vektors in die
Richtung des anderen entgegen dem Sinn des Uhrzeigers
verlduft.
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Das erste Produkt bezeichnet man als skalares Pro-
dukt') mit der symbolischen Schreibweise (a,b) oder ab
oder a-b; das zweite fithrt den Namen vektorielles
Produkt oder Vektorprodukt?) mit dem im folgenden
benutzten Symbol [ab] oder [a-b] oder [a, b] oder dem
jetzt wieder haufiger gebrauchten a x b.

§ 7. Skalares Produkt
1. Aus der Definition des skalaren Produktes:
ab=1|al-|b}]-cos(ab)
folgt unmittelbar die Giiltigkeit des kommutativen Gesetzes:
) ab = ba,
da cos (ab) = cos (ba) ist.

Fir die Multiplikation mit skalaren Gréfen besteht das
assoziative Gesetz, es ist

(za)b =z(ab) =z {a|-|b]|- cos(ab),

da das assoziative Gesetz fiir die Multiplikation der abso-
luten Betrige nach den Regeln der Algebra Giltigkeit
besitzt. Endlich ergibt sich aus der Definition des skalaren
Produktes und der Tatsache, daf die Summe der Projek-
tionen von Strecken auf eine Strecke gleich der Projektion
der Surnme der Strecken ist, das distributive Gesetz:

{(a+Db)c=ac+ be.
2. Das skalare Produkt eines Vektors mit einem Einheils-
vektor ist nichts anderes als die senkrechte Projektion des Vektors

1) Die Bezeichnung geht auf llamilton zuriick, er benutzte fiir den

negativ genommenen Betrag das Symbol:
Sab= —fal|-|b|-cos(a,b);

GraBmann nannte dasselbe inneres Produkt und schrieb [a ] b]; Gibbs sprach
von einem ,,direct product’”’, oder ,,dot product”, a - b oder (a, §); Heaviside
schrieb ab.

?) GraBmann: duBeres Produkt, [abl; Hamilton: vektorieller Teil des
Quaternionenproduktes, Vab; Gibbs: Vektorprodukt oder ,.skew product’
oder ,,cross product”, a X 9.
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auf die Richtung des Einheilsvektors. Das skalare Produkt
zweier Einheitsvektoren ist gleich dem Kosinus des Winkels
zwischen ihren Richtungen. Die Gleichung:

(2) ab=0
zwischen zwel Vektoren von endlichem Betrag ist somit der
Ausdruck dafiir, daff die Vektoren senkrecht zueinander siehen
(Bedingung der Orthogonalitit).

Um nicht Widersprueh mit der definitionsmiBig geforderten
Regel der Algebra zu empfinden, nach welcher ein Produkt nur
verschwinden kann, wenn einer der Faktoren Null ist, miissen wir
uns immer daran erinnern, da das Zeichen (a, b) oder ab ein Symbol
ist und nicht Produkt der beiden GréBen a und b, sondern das
Produkt der einen mit der Projektion der anderen auf die erste
darstellt.

Fallen die Richtungen der Vektoren zusammen, so ist
das skalare Produkt der Vektoren gleich dem Produkt der
absoluten Betrdge. Im besonderen ist

(3) a?=a-q=a?
a? wird als Norm des Vektors a bezeichnet.
Hieraus folgen fiir die Einheitsvektoren in 3 zueinander
senkrechten Achsenrichtungen 1, j, ¥ die Beziehungen:
it=4j =t =1,
) i—it—fi—o0.
Sind die Vektoren a und b durch dic Einheitsvektoren
i, 1, f ausgedriickt,
®) a=ai+ aj+ ask,
b = bt + byj + sk,
so kann auf Grund der Gleichungen (4) das skalare Produkt
geschrieben werden:
(6) ab =a, b, + a,b,+ a,b,
und
a=d =a’+aldal.



