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I. Aus den Anféingen der Mengenlehre

§ 1. Der Begriff der Menge und eine erste Einteilung
der Mengen

Die Mengenlehre (theory of sets, théorie des ensembles) ist
durch Georg Cantor (1845—1918) begriindet und schon von
ihm selbst zu einem bewundernswerten Lehrgebiude ent-
wickelt worden. Sie hat durch ihre Begriffshildungen, die ihr
innewohnenden Ideen und die in ihr enthaltene Problematik
fast alle Teile der Mathematik neu befruchtet oder gar zu
neuen Disziplinen gefiihrt. Als Beispiele seien genannt die
Theorie der Punktmengen, die neuere Theorie der reellen
Funktionen, die Topologie, die Funktionalanalysis, die moderne
Algebra. Sie hat aber auch iiber die Mathematik hinaus der
wissenschaftlichen Logik und Erkenntnistheorie neue Im-
pulse gegeben. Hier sollen die Grundziige der allgemeinen oder
abstrakten Mengenlehre dargestellt werden; die Theorie der
Punktmengen soll nur gestreift werden.

Im gewdhnlichen Leben denkt man bei einer Menge von
Dingen immer nur an endlich viele und zwar mindestens zwei
Dinge. In der Mengenlehre wird der Begriff weiter gefaBt.
Nach G. Cantor ist unter einer Menge M zu verstehen ,,eine
Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschiedenen Ob-
jekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die
Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen‘‘.

Z. B. bilden die Primzahlen zwischen 1 und 100 eine Menge von
25 Elementen. Die siémtlichen geraden Zahlen eine Menge von un-
endlich vielen Elementen. Die Eckpunkte eines Quadrats eine
Menge von 4 Elementen. Die Punkte eines Kreises eine Menge von
unendlich vielen Elementen.

Bei einer Menge soll es, falls nichts Gegenteiliges gesagtist, auf die
Reihenfolge der Elemente nicht ankommen. Es ist also z. B. die aus
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den Elementen 1, 2, 3 bestehende Menge!) {1, 2, 3} dieselbe Menge
wie {3, 1, 2} oder {2, 3, 1}. Ferner soll dasselbe Element nicht mehr-
fach vorkommen diirfen. Der Zahlenkomplex 1, 2, 1, 2, 3 wird also
erst nach Fortlassen der mehrfach angefiihrten Elemente zn einer
Menge, némlich {1, 2, 3}.

Was die ,,wohlunterschiedenen Objekte unserer Anschauung oder
unseres Denkens** betrifft, von denen in der obigen Erklirung die
Rede ist, so werden sie keineswegs so phantastische Dinge wie die
Gedanken Caesars oder die Triume eines Menschen sondern mathe-
matische Objekte sein, wie sie schon bei den obigen Beispielen auf-
traten oder sich aus solchen aufbauen lassen.

Zwei Mengen M und N werden als gleich bezeichnet, in
Zeichen M = N, wenn sie dieselben Elemente enthalten, d. h.
wenn jedes Element von M auch Element von N ist und um-
gekehrt jedes Element von N auch zu M gehort. Es ist also
z.B. {1, 2,8} = {3,1, 2}. M == N soll bedeuten, daB M nicht
gleich N ist. Wenn m ein Element von M ist, schreibt man
auch m € M (lies: m ist Element von M), wihrend m ¢: M oder
m € M bedeuten soll, da m nicht Element von M ist.

Die Grundbegriffe der Mengenlehre sind nach dem Voran-
gehenden ,,Menge™ und ,,Element** sowie die Beziehungsaus-
sage ,,ein Ding a ist Element einer Menge ‘. Diese Begriffe
sind so allgemein, daf es schwierig ist, sie nach Art anderer
mathematischer Begriffe auf allgemeinere, hinreichend klar
umrissene Begriffe zuriickzufithren. Es ist weder hier noch
spiter beabsichtigt, die Grundlegungen der Mengenlehre er-
schopfend zu diskutieren, da das den Rahmen dieses Bénd-
chens sprengen wiirde. Vielmehr wird bewuBit an der sog.
naiven Mengenlehre Cantors festgehalten, wobei allerdings die
Wege zn Widerspriichen abgeschnitten werden, auf Schwierig-
keiten bei passender Gelegenheit hingewiesen wird und Hin-
weise auf genauere Begriindungen gegeben werden. Da die
oben wiedergegebene Erklirung Cantors tatsichlich zu MiB-

1) Mengen werden vielfach dadurch bezeichnet, daB ihre Elemente in ge-
schweifte Klammern gesetzt werden.
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verstindnissen und zu der Bildung sinnloser Mengen gefiihrt
hat, sei sie hier wie folgt erlautert:

a) Es sei § eine wohldefinierte Eigenschaft!), die mindestens
einem ,,Ding* zukommt oder eine Aussage, die fiir mindestens
ein Ding wahr ist; ferner sei die Gesamtheit der ,,Dinge® m mit
der Eigenschaft € eine wohlbestimmte Gesamtheit?).

b) Durch den Akt der Definition wird die Gesamtheit der
»Dinge* m mit der Eigenschaft & als ein neues ,,Ding* ein-
gefithrt und ,,Menge M oder M (m) genannt; die Dinge m
heiBen ,,Elemente* von M:m ¢ M.

Ist z. B. € die Eigenschaft ,,natiirliche Zahl“, so ist M die Menge
der natiirlichen Zahlen. Ist € die Eigenschaft ,,gerade Primzahl®,
50 besteht die Menge nur aus einem Element, nimlich der Zahl 2.
Eine Eigenschaft € kann aunch besagen, daB die Elemente der Menge
M bestimmt angegebene Dinge, z. B. die Zahlen 1, 2, 3 sein sollen,
also M = {1, 2, 3}.

Sind einmal aus gegebenen Dingen gewisse Mengen definiert
(Mengen erster Stufe; ihre Elemente: ,, Urelemente‘*), so kann man
diese Mengen (neben Urelementen) wiederum als Elemente neuer
Mengen (Mengen zweiter Stufe) nehmen. Hat man z. B. schon die
Mengen {1}, {1, 2} gebildet, so kann man die Menge zweiter Stufe
{{1}, {1, 2}, 3} und auch Mengen beliebig hoher endlicher Stufe wie
z. B. {1}, {{1}}, {{{1}}},... bilden.

Da durch die Bildung der Menge ein neues Ding, ein neuer
Begriif geschaffen werden soll (wie z. B. die komplexe Zahl
durch ein geordnetes Paar reeller Zahlen), ist die Menge als
verschieden von jedem ihrer Elemente anzusehen, und zwar
soll dieses auch dann gelten, wenn die Menge nur aus einem
Element besteht. In Zeichen gilt also: aus m € M folgt m == M,
und insbesondere ist stets m == {m}. Hiernach sind die folgen-
den ,,Mengen‘* sinnlos, da in sich widerspruchsvoll:

() jede Menge, die sich selbst als Element enthilt;

(B) die Menge aller Mengen, da sie sich selbst als Element
enthalten mii3te;

1) Fiir die hierin liegende Schwierigkeit s. § 18,
2) Ob das zutrifft, ist mit der auch sonst in der Mathematik tiblichen Sorg-
falt zu untersuchen.
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(y) die Menge aller Mengen, die sich nicht als Element ent-
halten (Russell), da sie nach dem Vorangehenden nichts
anderes als die in (f) genannte Menge ist!).

DaB eine grammatikalisch richtige Wortzusammenstellung
in Wirklichkeit sinnlos sein kann, ist iibrigens ja wohlbekannt
(viereckiger Kreis).

Eine erste grobe Einteilung der Mengen unterscheidet end-
liche und unendliche (transfinite) Mengen, je nachdem die
Mengen endlich viele oder nicht endlich viele Elemente ent-
halten. Unter den unendlichen Mengen wird die Menge der
natiirlichen Zahlen, die man sich in der natiirlichen Reihenfolge
{1,2,38, ...} gegeben denken kann, besonders hervorgchoben
und eine abzihlbare Menge genannt. Allgemeiner heiBt eine
unendliche Menge M genau dann abzihlbar, wenn sie sich als
Folge {m,, my, mg, . . .} schreiben 1aBt; d. h. wenn jedem Ele-
ment m der Menge eine natiirliche Zahl so zugeordnet werden
kann, daB jedem Element der Menge genau eine natiirliche
Zahl und jeder natiirlichen Zahl genau ein Element der Menge
entspricht.

Die in sdmtlichen Druckereien der Erde befindlichen Lettern
bilden eine endliche Menge, wenn auch die Anzahl der Elemente
»sehr grof* sein mag. Dasselbe gilt von der Anzahl der Binde in der
y»Universalbibliothek* von K. Lasswitz (Traumkristalle), beiwelcher
der Bibliothekar, selbst wenn er mit Lichtgeschwindigkeit an der
Biicherreihe entlang saust, erst in 109?92 Jahren bis zum letzten

Bande gekommen wire. Die Primzahlen bilden eine abzdhlbare
Menge. Ebenso die Menge aller geraden Zahlen, da man sie als Folge

{0’ '—'21 +2) _'4’ +47---}
schreiben kann.
Ist eine Menge endlich oder abzahlbar, so mége sie hoch-
stens abziihlbar heiBen. Ist sie weder endlich noch abzihl-
bar, so heil3e sie nichtabzdhlbar,

1) Man kann auch so argumentieren: Die Menge mii8te (logische Disjunk-
tion) entweder sich selber als Element enthalten oder nicht; nach ihrer ,,Defi-
nition* wiirde sie dann aber im ersten Fall sich nicht als Elenfent enthalten
diirfen und im zweiten Fall sich gerade als Element enthalten miissen.
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§ 2. Drei bemerkenswerte Beispiele
von abzihlbaren Mengen

Schon in einer seiner ersten Arbeiten iiber Mengenlehre
hatte G. Cantor die Abzihlbarkeit von zwei Mengen bewiesen,
denen man diese Eigenschaft kaum auf den ersten Blick
ansieht.

Satz 1: Die Menge aller rationalen Zahlen ist abzihlbar.

Beweis: Beschiftigen wir uns zunichst nur mit den posi-
tiven rationalen Zahlen, so konnen wir uns der GréBe nach erst
alle ganzen Zahlen, d. h. alle Zahlen mit dem Nenner 1, dann
alle Briiche mit dem Nenner 2, dann alle Briiche mit dem Nen-
ner 3, usf. anfgeschrieben denken. Es entstehen so die Zahlen-
folgen:

ISES wi» SIES

Schreibt man die Zahlen in der durch den eingezeichneten
Linienzug angegebenen Reihenfolge auf (wobei schon vorge-
kommene Zahlen ausgelassen werden), so kommt jede positive
rationale Zahl sicher vor und auch nur einmal; die Gesamtheit
dieser rationalen Zahlen erscheint also als Folge

1,2,4,4,3,43%,%4%,...
geschrieben. Bezeichnet man diese Folge mit {r,, 5, 75, . . .},
so ist offenbar {0, — 7y, 7y, — 74, 7,,...} die Menge aller
rationalen Zahlen, womit die Abzihlbarkeit dieser Menge be-
wiesen ist.

Fiir den zweiten Satz von Cantor, der die Abzéahlbarkeit
einer noch ,,umfangreicheren** Zahlenklasse behauptet, wird
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an die Definition der algebraischen Zahl erinnert. Unter
einer solchen versteht man eine Zahl, die Nullstelle eines Poly-
noms

f@)=ap2" + @gq2™ 1 4 - -+ + 0,2 + q
ist, bei dem a,, == 0 ist und alle a, ganze rationale Zahlen sind.
Zu den algebraischen Zahlen gehéren u.a. alle rationalen
Zahlen und alle Wurzeln aus solchen,

Satz 2: Die Menge aller algebraischen Zahlen ist abzahlbar.

Beweisl): Es sei f(z) ein Polynom der eben beschriebenen
Art, und iiberdies, was keine Einschrinkung der Allgemeinheit
ist, @, > 0. Unter der ,,Hohe desPolynoms* werde die positive
Zahl

h=n+ap+{ap |+ +]a]+]a]
verstanden. Die Hohe ist offenbar eine ganze Zahl = 1. Die-
selbe Hohe besitzen nur endlich viele Polynome, da » < h und
jedes | a; | = h ist. Daher gibt es auch zu jeder Héhe nur end-
lich viele algebraische Zahlen. Dadurch ist es mdglich, alle
algebraischen Zahlen als Folge zu schreiben. Zuerst werden
alle bei der Héhe 2 sich ergebenden algebraischen Zahlen auf-
geschrieben. Da es an Polynomen mit der Hohe 2 nur z und 2
gibt, bekommt man als einzige Zahl 0. Die Polynome mit der
Héhe 3 sind 22, 2z,xz 4+ 1,z — 1, 3. Diese liefern als neue
Nullstellen — 1 und + 1. Die Polynome mit der Hohe 4 liefern
als neue Nullstellen, der GroBe nach geordnet: — 2, — 4, + 3,
+ 2. Die Hohe 5 liefert —3, — 3 —1 }/5,— /2, —1)/2,
P35, -4 5 -3 +3)Y53)/2 /23 +1 V5, 8; ust.
Man erhdlt so, indem man die H6he die Reihe der natiir-
lichen Zahlen durchlaufen 146t und zu jedem Hohenwert die
neu hinzukommenden endlich vielen algebraischen Zahlen
aufschreibt, eine Kolge von verschiedenen algebraischen

1) Wir beschrinken uns hier auf die reellen algebraischen Zahlen. Satz
und Bewels gelten aber auch fiir komplexe algebraische Zahlen.
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Zahlen; und da jedes Polynom eine Hohe hat, werden auch
alle algebraischen Zahlen in der Folge aufgefiihrt. Damit ist
aber der Satz bewiesen.

Daf der Begriff der abzahlbaren Menge auch bei Funktionen
wertvolle Aussagen liefert, zeigt der

Satz 3: Jedein einem Intervall e << z < b monotone Funk-
tion f(z) ist an hochstens abzahlbar vielen Stellen dieses Inter-
valls unstetig.

Beweis: Es geniigt, den Beweis fiir monoton zunehmende
Funktionen zu fiihren, Ist /(x) eine solche Funktion, so ist sie
in einem Punkte £ genau dann unstetig, wenn')

)=+ 0 —f(§—0)>0
ist, wobei f(a — 0)= {(a), /(b + 0) = {(b) sein soll. Ist
0§ <TEg<T-r <Tép<<h
und sind 2y, . . ., £,—, Zahlen in den Intervallen
&<z, <&y
und ist schlieBlich 2, = a, x, = b, s0 ist

f(-Ty) - f(xv—l)g f(fv + O) - f(Ev - 0) :G(EV)1
also 1(b) — 1(a) = é(f(x» @)= gf;a(sv).

Sind nun die &, Zahlen mit o(£,) > % , so folgt

d. h. die Anzahl der Unstetigkeitsstellen & mit ¢(&) > % hat

eine feste obere Grenze. Dem Intervall a < 2 < b gehoren
daher auch bei Beriicksichtigung der Endpunkte hochstens

1) Wie {iblich bedeute f (¢ — 0) den linksseitigen und f (¢ + 0) den rechts-
seitigen Limes von / (z) an der Stelle &,
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endlich viele Unstetigkeitspunkte & mit ¢(£) > % an. Die Ge-

samtheit der Unstetigkeitsstellen 148t sich somit als Folge
schreiben, indem man erst die endlich vielen Unstetigkeits-
stellen £ mit o'(£) > 1 aufschreibt, dann die neu hinzukommen-
den mito(£) > %, dann die neu hinzukommenden mit o(£) > 1,
usf. Da zu jeder Unstetigkeitsstelle & eine gewisse positive Zahl
o (&) gehort, kommt in dieser Folge jede Unstetigkeitsstelle vor,
und zwar genau einmal; womit die Behauptung bewiesen ist.

§ 3. Beispiel einer nichtabzihlbaren Menge

Die Unterscheidung der Mengen in abzéhlbare und nicht-
abzihlbare bekommt erst dann einen Sinn, wenn die Existenz
von nichtabzihlbaren Mengen bewiesen ist. Wir beweisen
daher den folgenden

Satz: Die Menge aller reellen Zahlen des Intervalls
0 << 2= 1ist nichtabzihlbar. Oder anders formuliert: Zu jeder
Folge a,, a,, . . . von verschiedenen reellen Zahlen 0 << a, < 1
gibt es eine reelle Zahl d (0 << d =< 1), die von jedem dieser a,
verschieden ist.

Beweis: Die erste Formulierung folgt aus der zweiten
durch den indirekten Schluf: Wenn die Menge aller reellen
Zahlen des Intervalls 0 << 2 << 1 abzahlbar wire, d. h. sich als
Folge a,, a,, . . . schreiben lieBe, gabe es nach der zweiten For-
mulierung doch noch eine weitere reelle Zahl 0 << d < 1. Man
braucht also nur die zweite Formulierung zu beweisen.

Dieser Beweis wird durch ein sog. Diagonalverfahren ge-
fithrt; es moge Cantors oder zweites') Diagonalverfahren
heiBen. Jede Zahl0 <<z <1 148t sich als unendlicher Dezimal-
bruch 0, &, #,,. .. schreiben (z. B. £=0,499...;1=0,999.. ),
und zwar auf genau eine Art. Die Zahlen a,, a,, . . . ergeben
somit eine Folge derartiger Dezimalbriiche:

1) Das erste Diagonalverfahren (von Cauchy) kommt in § 4 vor.
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Wir bilden nun aus der durch den Strich bezeichneten Haupt-
diagonale den unendlichen Dezimalbruch 0, ¢, @, @54 . . . und
hieraus einen neuen Dezimalbruch, indem jede Ziffer a,,, durch
eine beliebige Ziffer b, ersetzt wird, die 5= a,, und == 0 ist.
Fiir den so entstehenden Dezimalbruch d = 0, b; b, b, . . . gilt
dann auch 0 < d < 1. Ferner bricht er wegen des Fehlens von
Nullen nicht ab, und es ist d verschieden von jedem a,, da der
Dezimalbruch eines jeden @, von dem Dezimalbruch fiir 4
sicher in der n-ten Ziffer abweicht.

§ 4. Untermenge, Summe und Durchschnitt von
Mengen, inshesondere von abzihlbaren Mengen

Die Uberlegungen, die im §2 zu der Abzéhlbarkeit der Menge
aller rationalen Zahlen gefiihrt haben, liefern dariiber hinaus
einen allgemeinen Satz, der fiir die Feststellung der Abzéhl-
barkeit einer Menge oft mit Vorteil verwendet werden kann.
Bevor dieser Satz formuliert wird, mégen einige neue Begriffe
eingefiihrt werden, die uns im folgenden immer wieder be-
gegnen werden.

Es sei eine Menge M gegeben. Dann heift die Menge N
Untermenge oder Teilmenge von 3/, in Zeichen N € M,
und M eine Obermenge zu N, in Zeichen M = N, wenn jedes
Element von N zugleich Element von 3{ ist, d. h. wenn aus
n € N stets n ¢ M folgt. Hiernach ist z. B. jede Menge eine
Untermenge von sich selbst, und zwar nennt man sie eine
unechte Untermenge, Dagegen heilit N eine echte Unter-
menge von M, in Zeichen N < 3, wenn N Untermenge von M
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und N== M ist. Die Menge derjenigen Elemente von 3, dienicht
zugleich der Menge N angehéren, nennt man die zu N gehorige
Restmenge R oder die zu N komplementire Menge von M
oder Differenz R = M — N!). Damit diese Definition auch
fiir den Fall giiltig ist, daB N eine unechte Untermenge von M
ist, fiilhren wir, wie man die unendlich fernen Punkte in der
Geometrie als uneigentliche Punkte einfiithrt und wie man
einmal die Null als uneigentliche Zahl?) in das Zahlensystem
eingefithrt hat, auch hier eine uneigentliche Menge ein, die
sogenannte Nullmenge oder leere Menge, die wir mit ¢J be-
zeichnen. Die Nullmenge soll zu den endlichen Mengen ge-
rechnet werden und soll Untermenge von jeder Menge, insbe-
sondere auch von sich selbst sein. M > bedeutet dasselbe
wie M &= (¢J, d.h. daB M mindestens ein Element enthilt.
@, {0}, {0} sind natiirlich zu unterscheiden.

Beispiele: Die Randpunkte 22 + y? = 1 bilden eine echte Un-
termenge der Punkte des Kreises 2% + y? < 1; ihre komplementire
Menge in bezug auf diesen Kreis wird von den inneren Punkten
23 + y2 < 1 des Kreises gebildet; die Menge der Punkte mit
22 + y2 = —1 ist leer. Die Menge der rationalen Zahlen ist eine
Untermenge der Menge aller reellen Zahlen; die komplementire
Menge wird von den irrationalen Zahlen gebildet.

Es sei eine abzihlbare Menge M = {m,, m,, mg, . . .} gege-
ben und & < N = M. Dann gibt es in der Folge M ein erstes
Element my,, das zu N gehdrt; es sei n, = m;,. Auf dieses
folgt wieder ein erstes Element m,, in M, das zu N gehort;
es sel ny = my,; usf. Das Verfahren bricht ab oder nicht, je
nachdem N endlich ist oder nicht. Da M alle Elemente von N
(und evtl. noch mehr) enthilt, umfaBt die evtl. abbrechende

1) Sierpiniski und andere wenden diese Erklirung auch dann an, wenn
nicht N < M ist; also z. B {1, 2,3} — {3,4} = {1, 2}. Hier soll in diesem
Fall die Differenz mit M N bezeichnet werden; mit der Durchschnitts-
bildung von 8. 15ist M -~ N = M — MN.

2) Hier ist an die historische Entwickelung des Zahibegriffes gedacht, nicht
etwa an die Rolle, welche die Zahl 0 bel einem axiomatischen Aufbau des
Zahlensystems spielt.
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Folge {n,, ny, ng, . . .} genau die Elemente von N. Daher ist N
endlich oder abzihlbar. Es gilt somit der

Satz 1: Jede Teilmenge einer abzihlbaren Menge ist hoch-
stens abzéhlbar.

Z. B. ist hiernach die Menge aller algebraischen Zahlen, die irre-
duzibeln Gleichungen mit Primzahlgrad geniigen, abzihlbar als Teil
der Menge aller algebraischen Zahlen. Die Menge der positiven
Briiche, die sich als Summe von drei Biquadraten rationaler Zahlen

darstellen lassen, ist abzéhlbar als Teilmenge der Menge aller ratio-
nalen Zahlen.

Satz 2: Jede unendliche Menge M hat eine abzéhlbare
Untermenge.

Beweis: Man wihle in M ein beliebiges Element m,. Da M eine
unendliche Menge ist, gibt es in M — {m,} ein Element m,, ebenso in
M — {m,, my} ein Element m,, usw. Man erhilt so eine abzihlbare
Untermenge {m,, ms, ...} von M. ’

Unter der Vereinigungsmenge oder Summe § von endlich
vielen oder von unendlich vielen Mengen versteht man die
Menge derjenigen Elemente, die mindestens einer der Men-
gen angehdren. Die Vereinignngsmenge von hichstens ab-
zihlbar vielen Mengen M,, M,, ... schreibt man in einer der
Gestalten

S=My+My+ =M UMy = I My=UM,1)
k k

Unter dem Durchsehnitt D oder dem inneren Produkt
oder Produkt erster Art von Mengen M, versteht man die
Menge derjenigen Elemente, die jeder der Mengen M, ange-
horen, in Zeichen:

D=D (MyMy..) =My My =My My~ = JTMs
=M,A"nMy~n---=NM,.
k
') Die Zeichen ‘v, U mdgen an ,und*, ,,Vereinigung'’ erinnern. — Im

Aussagenkalkiil bedeuten die entsprechend zu v, ~ gebildeten Zeichen-
verbindungen a v b, a A 6, da mindestens eine der Aussagen a, B (a ,,oder** 5)
bzw. daB beide Aussagen (a ,;und* b, d. h. sowohl a als auch b) gelten.
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Diese Begriffe lassen sich unmittelbar auf beliebige Mengen
von Mengen iibertragen. Bei der Summenbildung werden
etwaige Nullmengen unberiicksichtigt gelassen, und die Summe
von Nullmengen soll die Nullmenge sein. Ist bei der Durch-
schnittsbildung eine der Mengen leer, so soll D =@ sein;
ebenso wenn die Mengen kein Element gemeinsam haben. Ist
fiir je zwei der betrachteten Mengen der Durchschnitt &, so
heilen die Mengen elementenfremd oder auch kurz fremd
zueinander.

Beispiele: Ist M ={1,2,3,...} und N={5, 7, 9}, so ist
M+ N=Mund M-N = N. Ist M die Menge der geraden und N die
Menge der ungeraden Zahlen, so ist M + N
die Menge aller ganzen Zahlen und
M-N =@. Die beiden Kreise in Fig.1
haben zur Summe das ganze schraffierte
und zum Durchschnitt das doppelt schraf-
fierte Gebiet. Die abzihlbar vielen Mengen
(1,2,8,4,..0,42,3,4,...3,3,4,...},...
haben zur Summe die erste Menge und den
Durchschnitt &.

Der am Anfang dicses §4 angekiin-
digte Satz launtet nun:

Satz 3 : Die Summe von héchstens abzahlbar vielen Mengen,
deren jede hochstens abzihlbar ist, ist ebenfalls héchstens
abzihlbar.

Beweis: Es seien die Mengen M,, M,, ... gegeben, und es
moge M, die Elemente m,,, m,,, . . . haben. Wir schreiben
dann die als Folgen gegebenen Mengen untereinander

und schreiben nun die Elemente von neuem in der Reihen-
folge auf, die durch dic Pfeile angegeben, also wird
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My, Moy, Mygy May, Mag, M3, - - oy

jedoch unter Fortlassung der schon vorgekommenen Ele-
mente!). Man erhilt so eine Folge, die alle Elemente enthilt,
die in irgendeinem unserer M, vorkommen, womit die Be-
hauptung bewiesen ist.

Dieses Beweisprinzip, das offenbar das schon auf S. 9 be-
nutzte ist und auch in dem Beweis von S. 10 steckt, wird erstes
(Canchys) Diagonalverfahren genannt?).

Beispiele: (a) Die Menge aller Punkte der Ebene, deren beide
Koordinaten rationale Zahlen sind, ist abzidhlbar. Denn wird etwa
die rationale Abszisse « festgehalten, so bilden die Punkte mit dieser
festen Abszisse z und beliebiger rationaler Ordinate y nach §2,
Satz 1 eine abzdhlbare Menge. Lassen wir nun auch 2 alle rationalen
Zahlen durchlaufen, so haben wir abzihlbar viele abzihlbare
Mengen, die also insgesamt wieder eine abzahlbare Menge ergeben. —
(b) Ebenso ergibt sich, daB die Menge aller Punkte im Raum, deren
simtliche Koordinaten rationale Zahlen sind, abzahlbar ist. —
(c) Ferner, daf in der Ebene die Menge aller Kreise und im Raum die
Menge aller Kugeln abzihlbar ist, deren Mittelpunktskoordinaten
und Radien rationale Zahlen sind. — (d) Die Menge aller transzen-
denten Zahlen?®) ist nicht abzéhlbar. Denn wire sie abzdhlbar, so
wiirde durch Hinzufiigen der nach § 2, Satz 2 abzihlbaren Menge der
algebraischen Zahlen wieder nur eine abzihlbare Menge entstehen,
d. h. die Menge aller reellen Zahlen und daher nach Satz 1 erst recht
die im Intervall 0 < z =<1 liegende Teilmenge der reellen Zahlen
wire abzahlbar, im Widerspruch zu § 8.

!y Sind nur endlich viele, z. B. zwel Mengen gegeben, so lautet die Folge
My, Mgy, Mysy Mgy Magy o v o s

2) Nach Cauchy deswegen benannt, weil bei der Multiplikation von zwei
Potenzreihen Z‘mp:c?’ z nq:cq = Iah +2 n mp ng dieses Apordnungs-
prinzip ebenfaﬁls verwendet wird. pre

3) Eine Zahl heiB3t transzendent, wenn sie keine algebraische Zahl ist. Her-
mi{;e hat 1873 die Transzendenz der Zah! ¢ und Lindemann 1882 die der Zahl
n bewiesen.

2 Kamke, Mengenlehre
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§ b. Uber das Rechnen mit Mengen

Die in § 4 eingefiihrten Summen und Produkte sind offenbar
von der Reihenfolge der M, unabhangig. Insbesondere gilt fiir
Mengen 4, B, C1)

A+B=B+ A, AB=BA
(Vertauschungsregeln, Kommutationsgesetze)
(A+B)+C=4+4+(B+(),(4B)C= A(BC)

1) (Anreihungsregeln, Assoziationsgesetze)
(A+B)(C=AC+ BC,AB+C=(4+0)(B+0)
(Mischungsregeln,. Distributionsgesetze).

‘Weiter: Die Relationen ASB, A= AB, A+ B= B be-
sagen genau dasselbe; ebenso 4 = B, AB= A4 + B; ferner
A=<B=(C,A+ B= BC.

Von grundsitzlicher Bedeutung ist, daB der Durchschnitt
zweier Mengen sich durch Summe und Differenz darstellen
148t:

AB=A — (4 -~ B)
@ =(4+B)—-[(4+ B)— A4+ (A + B) — B]j
—A—[(A+B)—B]=B - [(4+ B)— 4.

Versteht man unter einem Ring (Korper) ein System & von
Mengen A, bei dem Summe und Durchschnitt (Summe und
Differenz) je zweier Mengen von & wieder zu & gehdrt, so ist
hiernach jeder Korper zugleich ein Ring und enthilt wegen
A — A =(J stets die leere Menge.

Ist 4, +- -+ A4, <X und 4,=X — 4,, so gilt die
Formel von Morgan

1) Die Gleichungen — ebenso (2) und (3) — beweist man, indem man zeigt:
jedes links vorkommende Element kommt auch rechts vor, und umgekehrt.
Bet der ersten Formel der dritten Zeile von (1) sieht das so aus: ist m ein Ele-
ment der linken Seite, soist m € 4 + Bund m € C; also m € 4 oder B, und
m € C; also m offenbar auch ein Element der rechten Seite. Ist umgekehrt m
ein Element der rechten Seite, 80 ist m € AC oder BC; alsom € C,und m€ 4

der B; also m offenbar auch ein Element der linken Seite.
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Ba) X=IA,+IA4,dh J4,=]T4,

oder, da diese fiir beliebige 4, < X, also auch fiir 4, statt A,
gilt,

(3b) XZHA,—I—ZA__,,, d'hﬂzzzv,

d. h. das Komplement einer Summe. (eines Durchschnitts) ist
gleich dem Durchschnitt (der Summe) der Komplemente. Die
Formeln gelten nicht nur fiir endlich viele 4,,.

Hieraus folgt: Ist die Menge B= F(4,,... 4,) in der
Weise gebildet, daB endlich oft, in beliebiger Reihenfolge und
beliebig iibereinander getiirmt, Summen und Durchschnitt der
4, vorkommen (d. h. B ist ein Element des durch 4,, .. ., 4,
erzeugten Ringes), so erhdlt man B= X — F, indem man die
Durchschnitte und Summen durch Summen und Durch-
schnitte, sowie die 4, durch 4, ersetzt. Das ergibt sich, indem
man, von den duBeren zu den inneren Klammern fortschrei-
tend wiederholt (3) anwendet. Aus dem folgenden Beispiel
kann man ersehen, wie der Beweis im allgemeinen Fall ver-
lauft:

B=[(4, + 4,) + A, 45144 + A, 45,
B=[(4; + 45) + A2 45] 44 - A1 44
= {V[(AJL + ;Az)ri:‘izAs]_‘l‘ é4} (Al_ + 45)
= {fl i‘ 4,- Az_‘_fis + 114} (4, + 4y)
= {A1A2(A2 + 45) + A4} (4, + 45).

Hat man zwischen zwei derartigen Ausdriicken eine Glei-
chung F(4,, ..., 4,) =G(4,,.. ., 4,) oder eine Ungleichung
F =@, so erhilt man durch Anwendung der obigen Vorschrift
auf beide Seiten wieder eine Gleichung oder Ungleichung (mit

= statt £). Das ist das Dualitétsprinzip. Hiernach sind
z. B. die beiden Gleichungen jeder Zeile von (1) gleichwertig.

2
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Eine Reihe weiterer Mengenoperationen ist in dem folgenden
allgemeinen Prinzip von Suslin enthalten: Jedem endlichen
System natiirlicher Zahlen %, ..., k, sei eine Menge M, .. . &,
zugeordnet. Aus den Elementen dieser Mengen wird eine
Menge S gebildet, indem zu S ein Element m genau dann ge-
rechnet wird, wenn es zu m wenigstens eine unendliche Index-
folge hy, ks, . . . gibt, so daB m dem Durchschnitt der Mengen

]whly Mhl,hw Mhl,h.,h,a LR
angehért; d. h. es ist
«
S= X IIMy,... &,
Byuky... n=1

S heiBt eine durch die Mengen M erzeugte Suslin-Menge
oder ein Suslin-Kern, die zu dieser fiihrende Operation die
Suslin-Operation oder Operation A,

Beispiele:
=My, S=2M,.
=M,; S=JIIM,.
My, ..k, =Mpy 1otk S = lim M,,.
n—>ow
= My sn-y; §=1lim M,.

n-— o

In den beiden letzten Zeilen sind die fiir S angegebenen Aus-
driicke zunéichst nur Bezeichnungen. Man sieht jedoch leicht,
daB

im My=I1 2 My lim My=3 IT M,

n— o kE hz=k n— o kErz=k
ist; die erste dieser Mengen besteht aus den Elementen, die
unendlich vielen M, angehdren; die zweite aus den Elemen-
ten, die ,fast allen* M, angehéren, d.h. nur endlich vielen
M, nicht angehoren.

Fiir weitere Eigenschaften der Suslin-Operation s. z. B. Haus-
dorff 2).
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Es sei noch ein Hinweis auf die Verbandstheorie!) (lattice
theory) angeschlossen. Wir schreiben nochmals die beiden
ersten Zeilen von (1) sowie eine neue dritte Zeile in anderen
Bezeichnungen (vgl. § 4) auf:

avb=bvua, anb=bna
(avd)ve=avw@ve), anb)ne=an(bnc)
avi{agnb)=a, an{avd)=a.

Diese Gleichungen gelten, wenn @,b,¢ Mengen sind und
«,~ Vereinigung und Durchschnitt bezeichnen. In der Ver-
bandstheorie 16st man die Gleichungen von diesen inhaltlichen
Bedeutungen und betrachtet allgemein ein System von Ele-
menten, in dem zwei Operationen «, ~ erklirt sind, so dafl
zu je zwei Elementen a, b Elemente ¢, d eindeutig bestimmt
sind, fir die @ wb = ¢, a~ b= d sowie die obigen Gleichun-
gen gelten. Man kann nun z. B. weiter eine Relation a b
durch das Bestehen von a ~ b = a oder a wb = b erkliren,

1. Uber beliehige Mengen und ihre Kardinalzahlen

§ 6. Uber Erweiterungen des Zahlbegriffs

Bisher sind die Mengen eingeteilt in endliche, abzdhlbare und
nichtabzéhlbare Mengen. Zu der letzten Klasse gehoren ein-
fach alle die Mengen, die nach Abspaltung der beiden ersten
Klassen iibrig bleiben. Man kann die Frage aufwerfen, ob sich
die Klasse der nichtabzihlbaren Mengen noch weiter unter-
teilen 1aBt. Dieser Frage hat G. Cantor die Wendung gegeben:
Kann man den Begriff der natiirlichen Zahl so verallgemeinern,
daB jeder Menge eine dieser verallgemeinerten ,,Zahlen* gleich-
sam als ,,Anzahl ihrer Elemente* zukommt? Wenn das még-

1y Vgl. Enzyklopddie der math. Wissenschaften I,, Hermes und Kéthe,
Die Theorie der Verbdnde. 2. Aufl. Leipzig und Berlin 1939.
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lich ist, wiirde sich daraus eine Einteilung auch der unend-
lichen Mengen nach der ,,Anzahl ihrer Elemente‘* ergeben. Es
ist klar, dal3 diese neuen ,,Zahlen* etwas ganz Neuartiges sein
miiBten.

Der Zahlbegriff ist in der Entwicklung der Mathematik
mehrfach erweitert worden. Die erste Erweiterung bestand in
der Einfithrung der gebrochenen Zahlen. Bei einer exakten
Einfithrung der rationalen Zahlen wird man allerdings die
primitive Art des ,,Teilens eines Ganzen in eine gewisse Anzahl
von Teilen‘ verlassen miissen und statt dessen so vorgehen:
Man betrachtet als neuartige ,,Zahl* ein Paar von natiirlichen
Zahlen a, b, das bei dieser Auffassung in Anlehnung an die ge-
wohnliche Schreibweise der Briiche in der Gestalt a/b geschrie-
ben werden soll. Damit wire aber noch nicht ganz das getrof-
fen, was man haben mochte. Vielmehr sind die Zahlenpaare
a/b, 2a/2b, 3a/3b simtlich nur als andere Darstellungen der-
selben rationalen Zahl anzusehen. Die exakte Einfithrung der
rationalen Zahl kann daher so geschehen: Erstens wird fest-
gesetzt, daB je zwei durch natiirliche Zahlen gebildete Zahlen-
paare pa/pb und ga/qb als dquivalent angesehen werden sollen;
zweitens wird festgesetzt, dab unter einer rationalen Zahl ein
beliebiger Reprisentant aus der Klasse der untereinander
dquivalenten Zahlenpaare verstanden werden soll. Bei der Ab-
leitung der Rechenregeln fiir rationale Zahlen wird dann immer
darauf zu achten sein, da8 die Rechenregeln unabhingig davon
sind, welchen Reprasentanten der rationalen Zahl man jeweils
nimmt.

Die irrationale Zahl kann z. B. durch Intervallschachtelun-
gen eingefithrt werden, d. h. durch eine Folge von Intervallen

[ry, 81]s [res Sely [7358a)5 - - s
wobei die r, und s, rationale Zahlen sind und stets
1'",—1 é rﬂ é sn é sﬂ—l
und s, — 7, - 0 fiir n — oo sein soll. Als ,,Aquivalent* werden
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dabei zwei aus den Intervallfolgen [r,,s,] und [7,, 8,] be-
stehende Intervallschachtelungen angesehen, wenn 7, < s,
und r, = 8, fiir alle n ist. Entsprechend dem oben Gesagten ist
dann die irrationale oder allgemein die reelle Zahl ein beliebiger
Reprisentant aus der Klasse der untereinander dquivalenten
Intervallschachtelungen. Auch hier ist bei der Ableitung der
Rechenregeln fiir reelle Zahlen darauf zn achten, daB sie unab-
hiingig davon sind, welchen Repriisentanten man jeweils fiir
die reelle Zahl nimmt.

In beiden Fillen ist die rationale oder reelle Zahl als ein be-
liebiger Reprasentant aus der Klasse der untereinander dqui-
valenten Zahlenpaare oder Intervallschachtelungen eingefiihrt
worden. Hierfiir braucht man nicht etwa erst die Klasse, d. h.
die Menge aller untereinander &quivalenten Zahlenpaare
(Intervallschachtelungen) zu bilden, um dann einen Représen-
tanten auszuwahlen, sondern es geniigt, ein Zahlenpaar (eine
Intervallschachtelung) zu nehmen und zu zeigen, daB iiberall,
wo dieses Zahlenpaar (Intervallschachtelung) auftritt, es auch
durch ein dquivalentes ersetzt werden kann.

An diese Dinge wollen wir uns bei der Einfithrung der Kar-
dinalzahlen erinnern.

§ 7. Uber die Aquivalenz von Mengen

Ein zweiter Ausgangspunkt fiir Cantors Erweiterung des
Zahlbegriffs ist im Gegensatz zu dem ersten sehr einfacher Art.
Ein Kind kann, ohne zihlen zu konnen, doch feststellen, ob
beispielsweise in einem Zimmer ebensoviel Stiihle wie Per-
sonen vorhanden sind. Es braucht nur jede Person auf einem
Stuhl Platz nehmen zu lassen. Durch diese Mafnahme werden
Paare gebildet, und zwar besteht jedes Paar aus einer Person
und einem Stuhl. Oder man kann auch sagen: es werden die
Stithle und Personen einander eineindeutig zugeordnet, d. h. so
zugeordnet, dab jeder Person genau ein Stuhl und jedem Stuhl



