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Vorwort zur sechsten Auflage

Als der Verlag mit der Bitte an mich herantrat, eine Neuauflage des be-
wahrten Hornschen Buches ,,Gewohnliche Differentialgleichungen® zu besor-
gen, war ich mir dariiber im klaren, daBl eine griindliche Umarbeitung noétig
sein wiirde. Bei der Neugestaltung schwebte mir das Ziel vor, die auller
Frage stehenden Vorziige des Werkes moglichst zu erhalten. Dabei muBiten
eine ausfiihrliche Darstellung des Stoffes gewdhlt und die erforderlichen Vor-
kenntnisse niedrig gehalten werden. Die Vielzahl der vollstindig durchge-
rechneten Beispiele soll jene Routine im Losen einfacher Differentialglei-
chungen vermitteln, die neben der nétigen Theorie bei einer Einfithrung in
diese Disziplin erworben werden mus.

Die Theorie der Differentialgleichungen im Komplexen wurde gegeniiber
den fritheren Auflagen wesentlich erweitert und gleichzeitig damit die Theorie
der speziellen Funktionen, die gewohnlichen Differentialgleichungen geniigen,
stirker betont. Gerade zum Studium ihres Gesamtverhaltens kann das
Komplexe kaum entbehrt werden. Eine Darstellung der Theorie der Sturm-
schen Differentialgleichung wurde auch jetzt, wie in den fritheren Auflagen,
auller acht gelassen. Man findet eine Einfiihrung, die auf der Theorie der
Integralgleichungen basiert, in dem Band iiber partielle Differentialgleichungen.

Wenn auch Feinheiten der Theorie an vielen Stellen zuriickstehen muBten,
hoffe ich doch, mit diesem Band eine fiir Mathematiker, Physiker und Stu-
dierende der Ingenieurwissenschaften brauchbare Einfithrung in die Theorie
der gewdhnlichen Differentialgleichungen vorzulegen, die den Zugang zu
Tabellenwerken und einschldgigen Arbeiten erleichtert.

Fiir Mithilfe beim Lesen der Korrekturen bin ich Fraulein F. Ullrich und
den Herren Dr. H. Heuser, R. Gorenflo und E. GauBl zu grofSlem Dank ver-
pflichtet.

Karlsruhe, im September 1959
Hans Wittich
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Erstes Kapitel

Elementare Integrationsmethoden

1. Gewdhnliche Differentialgleichungen

Eine gewohnliche Differentialgleichung ist eine Gleichung zwischen einer un-

abhingigen Verdnderlichen z, einer Funktion ¥ von z und einem oder mehreren
. . . dy d*y dty . .
Differentialquotienten —2 , , «...Ist —2 die hochste vorkommende
dx dz* dx*

Ableitung, so liegt eine Differentialgleichung n-ter Ordnung vor. Wir schreiben
sie in der Form

dy ary
! x: 3Ty vve == O ’
¥ ( y dax d x")
hierbei ist F (¢, 8, ... , t,.,) eine Funktion der Argumente ¢,,%,, ..., tys.
Unter einer Lisung oder einem Integral der Differentialgleichung (in einem
Intervall @ < 2 < b) verstehen wir eine Funktion y = ¢ (z), welche die
Differentialgleichung identisch befriedigt:

F(z,@(x), ¢ (2),...,9" (2)) =0;

die Bestimmung der Lésungen wird Integration der Differentialgleichung ge-
nannt. Auf Differentialgleichungen fiihren viele Probleme aus Physik und
Technik.

Die allgemeinste gewhnliche Differentialgleichung erster bzw. zweiter Ord-
nung ist von der Form

Fz,y,y) =0 bzw. F(z,y,y,y") =0;

sie heiflen auch implizite Differentialgleichungen erster bzw. zweiter Ordnung.
Unter einer expliziten Differentialgleichung von erster bzw. zweiter Ordnung
versteht man die nach den héchsten Ableitungen aufgeldsten Differential-
gleichungen

Y =1 g) baw. y* =f(x, 9, 9).
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F(z,9,9,...,y"™) =0 ist eine implizite, y™® = f (2, y, ..., y®V) eine
explizite gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung. Wenn man in
¥y =11y
P(z,y)

Q(y)

setzt, erhilt die Differentialgleichung die Gestalt

f(x’y)=—

Pz,y)dx+Q (z,y)dy =0,

wobei P und @ gegebene Funktionen der beiden Verdnderlichen z, y sind.
Dabei laBt sich y als Funktion von « oder z als Funktion von y auffassen.

Die Differentialgleichung j—y = f (x), f (z) stetig auf @ < z < b, zy€ (a, b)?),
x

&
hat die Losung y (z) = f f(@) dt 4+ C, C eine willkiirliche Konstante. Durch
Vorgabe einer Anfangsbedingung vy (x,) = y, ist die Losung y () = ¥,
+ f f () d t eindeutig festgelegt. Die Berechnung eines Integrals f f(z)dz,

die Quadratur genannt wird, erscheint so als besonderer Fall der Integration
einer Differentialgleichung. In der Entwicklung der Theorie hat man sich
zunichst in erster Linie mit solchen Differentialgleichungen beschiftigt, welche
sich mit Hilfe von Quadraturen losen lassen.

Die neuere Theorie verlangt die Betrachtung der folgenden Aufgaben:
1. Beweis der Existenz von Lésungen y (z).
2. Erforschung der Eigenschaften dieser Funktionen y ().

Dabei werden oft durch Differentialgleichungen neue Funktionen definiert.

Wir betrachten, dem Gange der geschichtlichen Entwicklung folgend, zu-
nédchst einige Klassen von Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung,
welche sich durch Quadraturen losen lassen. Spiter wenden wir uns, da eine
Integration durch Quadraturen nur ausnahmsweise moglich ist, anderen
Integrationsmethoden zu.

2. Geometrische Deutung einer Differentialgleichung erster Ordnung

Eine Losung y = @ () einer Differentialgleichung laBt sich, indem man z, y
als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes der Ebene auffaflt, geometrisch
durch eine Kurve darstellen, die Integralkurve der Differentialgleichung.

Y 2, € (a, b) bedeutet, daB x, dem Intervall @ < & < b angehort. Ist I eine Menge,
dann besagt a€ I : a ist ein Element der Menge 9.



3. Trennung der Veranderlichen 11

Die Differentialgleichung erster Ordnung

d
(L)) d—Z =f (2 9),

mit der wir uns zunéchst beschiftigen wollen, kann folgendermaflen geometrisch
gedeutet werden. Jedem Punkt x, y eines gewissen Gebietes der x,y-Ebene
moge durch die Differentialgleichung (1,1) eine bestimmte Richtung

(1’2) tgo‘ = y’ = f (Z, y)

zugeordnet werden. Das Zahlentripel (z, y, tgo«) = (2, y, y') heilt Linien-
element durch den Tragerpunkt (z, y). Die Gesamtheit der Linienelemente heil3t
Richtungsfeld. Die Kurve y = ¢ (z) ist eine Integralkurve der Differential-
gleichung, wenn die Tangente in jedem Kurvenpunkt z, y die Richtung hat,
welche dem Punkt z, y vermioge der Gleichung (1,2) zugeordnet ist.

Um einen vorliufigen Uberblick iiber die Integralkurven der Differential-
gleichung (1,1) zu gewinnen, wenden wir ein Néherungsverfahren an. Durch
einen gegebenen Punkt P, mit den Koordinaten a, b legen wir ein Geraden-
stiick, welches die dem Punkt P, entsprechende Richtung tg «, = f (a, b) hat.
Wir nehmen auf diesem Geradenstiick in der Nihe von P, einen Punkt P,
mit den Koordinaten a,, b, an, wobei etwa @, > a sein miége. Durch den
Punkt P; legen wir ein Geradenstiick, welches die dem Punkt P, zugeordnete
Richtung tg«, = f (a,, b,) hat, und wihlen auf dieser Geraden in der Nihe
von P, einen Punkt P, mit den Koordinaten a,, b,, wobei wieder @, > a, sein
moge. Wenn wir so fortfahren, erhalten wir eine gebrochene Linie P, P, P,... .
Wir kénnen vermuten, dafl dieser Polygonzug von einer Integralkurve der
Differentialgleichung (1,1) um so weniger abweicht, je ndher P, bei P,, P,
bei P, usw. angenommen wird.

Von dieser geometrischen Deutung ausgehend, hat G. PEANO?) gezeigt, dal}
fir @ <z <o’ mindestens eine durch den Punkt P, = (a,b) gehende Integral-
kurve y = ¢ (x) der Differentialgleichung (1,1) existiert, wenn die Funktion
f@yyine=2z=<a, —oo0<y <+ oo stetig und beschrinkt ist.

3. Trennung der Verinderlichen

Eine Differentialgleichung erster Ordnung kann nach 1. auf die Form ge-
bracht werden:

Wir betrachten den besonderen Fall, dal P nur von z, @ nur von y abhéngt,
so daB die Differentialgleichung

(1,4) P(z)dz+Q(y)dy=0

1) Math. Ann.37 (1890).
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vorliegt. Die linke Seite dieser Gleichung ist das Differential der Funktion
[P dz+ [Qy)dy,

wobei wir uns die Integrationskonstante willkiirlich, aber fest gewihlt denken.

Diese Funktion mufl, da nach (1,4) ihr Differential verschwindet, konstant
sein. Also gilt

(1,4 JP@dz+ [Qydy=C,
wo C eine willkiirliche Konstante bedeutet.

Wenn sich eine Differentialgleichung erster Ordnung auf die Form (1,4)
bringen 1a8t oder, anders ausgedriickt, wenn sich die Verdnderlichen z, y
trennen lassen, ist die Integration durch Quadraturen méglich. Differential-
gleichungen von anderer Form lassen sich bisweilen durch Einfithrung neuer
Verinderlicher auf Differentialgleichungen zuriickfiithren, in denen die Ver-
dnderlichen getrennt sind.

Die Gleichung (1,4'), eine Gleichung zwischen z und y mit einer willkiir-
lichen Konstanten C, stellt geometrisch eine Schar von Integralkurven der
Differentialgleichung dar. In der Gleichung (1,4’) haben wir, solange C unbe-
stimmt bleibt, das allgemeine Integral oder die allgemeine Liosung der Diffe-
rentialgleichung (1,4). Legt man der Konstanten C einen bestimmten Wert
bei, so hat man ein parttkulires Integral, welches geometrisch durch eine
einzelne Integralkurve dargestellt wird.

Beispiel. Die Differentialgleichung

dy z
dz ¥
schreibt sich nach Trennung der Verénderlichen
zdzx+4+ ydy =0.
Die Integration ergibt

xz y2
d dy=—_+2 =¢
[zdz+ [ydy > 5
oder, wenn man die willkiirliche Konstante C gleich % setzt,

24yt =c.
Das allgemeine Integral wird fiir ¢ > 0 durch eine Schar konzentrischer Kreise
dargestellt. Durch jeden Punkt # = a, y = b geht ein bestimmter Kreis der
Schar entsprechend der Konstanten ¢ = a® + 2.
Beispiel. Die Kurven, fiir welche die Subtangente gleich der doppelten
Abszisse ist, geniigen der Differentialgleichung

— =2
ydy z
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oder

Die Integration ergibt, wenn links die willkiirliche Konstante log C beigefiigt
wird,
logC +logxz=2logy
oder
yr=C=z

Wir haben eine Schar von Parabeln, welche die y-Achse im Anfangspunkt
beriihren.

Wenn eine Differentialgleichung ¢’ = f (, y) auf die Form P (z)d=z
+ @ (y) d y = 0 gebracht werden kann, kénnen bei der Umformung Integrale
verloren gehen. Beispielsweise hat die Differentialgleichung

(22 + 1) (y2—1)dx+2zydy =0

die Integrale + =0, y =1 und y =—1. Aus
2
Pl ger Y _ay—o
x y:—1
folgt
e-*'
Pyx)y=1+C .
x2
C =0 ergibt die Losungen y (z) =1 und y () =— 1. Die Lésung z =0

-z
kann nicht durch passende Wahl von C aus y*(z) =14 C ¢

gewonnen
x%
werden.
4. Homogene Differentialgleichungen
Die Differentialgleichung

(1.5) dy _ (z) ,
dx x
deren rechte Seite nur von dem Quotienten % abhingt, geht, wenn man
(1,6) y==z2
und demna.ch
dy dz
—_—— —_— z
x dzx +
setzt, in
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und, wenn z = 0, f (2) — z == 0 ist, in
dz  dz

x  [()—=z

tiber. Die beiderseitige Integration ergibt

dz
loge = — +1logC,
¢ ff(z)—z 87,

wo C eine willkiirliche positive Konstante bedeutet, oder

dz

(L,7) z=Cel TP,

Wenn man auf der rechten Seite z durch % ersetzt, erhilt man
1
(18) z=0Cg¢ (g))
x
Die Differentialgleichung
P(r,y)da+Q(z,y)dy =0

kann auf die Form (1,5) gebracht werden, wenn P und ¢ homogene Funktionen
gleichen Grades von #, y sind. Ist dieser Grad m, so hat man, wenn A eine
willkiirliche GroBle darstellt,

PAz,Ayy=4A"P(z,y), QAx,ly)=4i"Q(z, ¥).
Die Differentialgleichung schreibt sich in der Gestalt

d _P(x,y)__l"’P(x,y)_ P(Az ly)

x Q(xy  i"Qxy  Q@Axziy

<

&

1
oder, wenn A = z gesetzt wird,

W
<
~
—
=
|
~—

IS
8

z
Q (1, g)
z
8o daBl die rechte Seite nur von g— abhingt.

1) Die Differentialgleichung (1,5) besitzt auBerdem die Losung y = k «, wenn die Kon-
stante k der Gleichung f (k) = k geniigt. Diese Losung ist durch die Division mit f (2) — 2
verlorengegangen. :



4. Homogene Differentialgleichungen 15

Eine Differentialgleichung von der Form (1,5) wird als homogene Differential-
gleichung bezeichnet.

Beispiel: Die Differentialgleichung
(—y)de+2xydy =0,

die man auch in der Form

schreiben kann, geht, wenn
y=2z2z, dy=wdz+zdx
gesetzt wird, iiber in
l1+22)de +22x2d2=0
oder
dx 22dz

x +1+z2:

Die Integration ergibt
log # 4+ log (1 + 22) = log (2 C),
wo rechts eine willkiirliche Konstante steht. Daraus folgt

z(1+28)=2C
und
22+ y2 =2Cx,
d.i. eine Schar von Kreisen, welche die y-Achse im Koordinatenanfang be-
rithren.
In Verbindung mit den homogenen Differentialgleichungen betrachten wir
die Differentialgleichung
, d ax-+by +ec¢
dax az4+by+c
Diese Gleichung ist homogen, wenn ¢ = 0, ¢’ = 0 ist. Sind ¢ und ¢’ nicht beide

Null, so fithrt man an Stelle von , y neue Veréinderliche &,  ein, indem man
setzt:

x=§&+h y=n+rk
Dann ist dx =d§, dy = dn und
dn alb+bnpt+ah+bk+ec
__:f@f+yn+wh+yk+dy

¢
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Bestimmt man % und % aus den beiden linearen Gleichungen
ah+bk+c=0 ah+bk+¢ =0,

was im Falle a ¥’ —a’ b == 0 moglich ist, so hat man die homogene Differential-
gleichung

an _ (a E+bn

d&¢ ‘\a &+ b gl
In geometrischer Ausdrucksweise konnen wir sagen: wir verschieben die
Achsen parallel, indem wir den Punkt 2 = A, y = %, den Schnittpunkt der

Geraden
azxz+by+¢=0, dax+byt+c =0

zum Anfangspunkt machen; dabei ist vorausgesetzt, dafl diese beiden Geraden
nicht parallel sind.

Wenn a b’ —a’ b = 0und b 5= 0 ist, setzen wir b’ = m b, ' = m a, so da
wir die Differentialgleichung haben:

d_y_ ( azx+by +c¢ )

dzx m@x—+by) + ¢
Setzen wir jetzt
: dz dy
z=ax+ by, d—;:a+bd_x’

so erhalten wir die Differentialgleichung

dz z+c¢
ﬂ=a+bf(mz+c’)’

die durch Trennung der Verinderlichen integriert wird. Wenn &’ == 0 ist, kann

d
man z = a' x + b’ y setzen. Im Falle b =0, =0 ist d_% als Funktion von
z allein dargestellt.
Beispiel: Die Differentialgleichung
(4z+3y+Dda+Ba+2y+1)dy=0

geht durch die Substitution # =& —1, y =% + 1 in eine homogene Diffe-
rentialgleichung iiber. Sie hat das allgemeine Integral

2 +38zy+y+z+y=0C
Beispiel: Die Losung der Differentialgleichung
. (x—2y+9dx=B832z—6y+19dy
ergibt sich vermittels der Substitution * — 2 y = z in der Form

r—3y-+8log(z—2y+1)=C.
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5. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Die Differentialgleichung

d
(L.9) Tot P@y=Q@)

P (z) und @Q () stetig in einem Intervall J: a < z < b, wird als lineare Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung bezeichnet.
In der homogenen linearen Differentialgleichung

dy
1,10 - —
( ) T2 +P(x)y=0
lassen sich die Veridnderlichen trennen:
P(x)ydx + d_y = 0.
Yy

In J gibt es genau eine Lésung y (x), die durch den Punkt (z,, ¥,) hindurch-
geht, a < 2, < b und — oo < y, < oo, ndmlich

(L,11) ¥ (%) = Yo eXp (— [ p ) dt)= Yo €Xp (—H (x)) .

z

Durch Differentiation nach z folgt, daf (1,11) Losung von (1,10) ist. Ist
Y (z), Y (%) = 9o, eine zweite Losung, so gilt mit & (z) = ¥ (x) 7@

B (x) =eE@ (Y (2)+ P (x) Y () =0in J.

Wir erhalten also Y (z) eH () = C = y, oder Y () = y,e E ),
Um die nichthomogene lineare Differentialgleichung (1,9) zu integrieren,

wenden wir die Methode der Variation der Konstanten von LAGRANGE an. Wir
verstehen jetzt in y (z) = C - e~H () unter C eine differenzierbare Funktion
von z, die wir so bestimmen, daB y (x) (1,9) erfiillt. Es gilt
y' (x) = (.l_cy e-Hz) _ () (x) . P (x) e~H(z) |
dz
Einsetzen in (1,9) ergibt
dc
e e"H () = @ (z).

Daraus folgt, wenn wieder y (z,) = y, gelten soll,

&
(1,12) C(x) =y, + fQ (@) eE2) d 2.
x
()]
2 Horn—Wittich, Gewdhnliche Differentialgleichungen
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Wir erhalten also
(L13) y(@) =eB@ly 4 [Qer®dal , H(@) = [P@de,
ﬂ)o mo

und verifizieren sofort, dafl ¥ (x) Losung von (1,9) ist.

Ist Y (z) eine andere Losung mit derselben Anfangsbedingung, so geniigt
h (%) = Y (x) — y (%) der Differentialgleichung (1,10) und nimmt in z, den
Wert 0 an. Nach dem Eindeutigkeitssatz gibt es nur die Losung & (x) = 0;
es gilt also Y (z) = y () in J. (1,13) ist die einzige Losung der Differential-
gleichung (1,9), die der Anfangsbedingung y (x,) = ¥, genugt.

Beispiele:
1) ——— 2y =e"
Die homogene lineare Differentialgleichung
y—2y=90
hat die Losung y (x) = C - €2, Variation der Konstanten C ergibt

— =e% C(g) =—e?+o

wo ¢ eine willkiirliche Konstante ist. Demnach ist
y(x) =e?(—e %+ ¢c) =c-e*®—e”,
Ist die Anfangsbedingung y (x,) = y, vorgeschrieben, so heilt die Losung
Y (@) = Yo 2572 L%,
2o =0, y, = 1 ergibt y () = 2 22 — e,

2) Der Widerstand eines Stromkreises sei R und der Koeffizient der Selbst-
induktion L. Zwischen der von der Zeit ¢ abhingigen Stromstérke J und der
Spannung £ besteht nach dem OHMschen Gesetz unter Beriicksichtigung der
Selbstinduktion die Gleichung

E=RJ LdJ
(x) = + i

Mit £ = Asingt und J (0) = 0 folgt aus (1,13)

_£¢ tA .Eg
J(@t)=e L ffsinqtelf dt.
0
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Nun wird die Formel

at

[ertsinftdt = - (asinft—p cosft) = sin (8¢t—y) benutat;

eat
ll/“z +I32
dabei ist y =arctg_ﬂ, cosy = ; , 8Siny = se—wr .
& l/oc2 + B chz + p?

, gL
Es folgt mit y = arc tg 7

R
. -t .
J () —VR2 oYy sin (gt—9y) +e & siny;.

Da die im letzten Glied enthaltene Exponentialfunktion mit wachsender Zeit
rasch abnimmt, ist angenihert

A sin (gt —y)
ran

Zwischen dem Strom J und der Spannung E besteht die Phasenverschlebung Y.
Im Falle einer konstanten Spannung ¥ und J (0) = 0 ist

J () ~

J () = % (1 _e“fR‘) .
3) Die BERNOULLIsche Differentialgleichung
(1,14) g%+Pmy=Qmw,n#QL
geht durch Multiplikation mit y~* iiber in

—ndy P 1-n
y ot (@) =" = @ ().

Mit y'-» =2, y* 4 Y _ ! d_z ergibt sich die lineare Differential-
de 1—ndx
gleichung
1 d=
T— iz T FP®2z=Q®

Die BERNoULLIsche Differentialgleichung

Y

2+
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wird durch die Substitution z = y~* in die lineare Differentialgleichung

dz 9 1
dx re—
mit dem allgemeinen Integral z = ¢#* (C — [e~2* d «) Gibergefiihrt; es ist also
e-**

YO =g fewds
Im Falle n = 2 heilit (1,14) eine RiccATIsche Differentialgleichung.

6. Exakte Differentialgleichungen

In der Differentialgleichung (1,3) sollen die Funktionen P (z, y), @ (z, y)
in einem Gebiet ¢ der z,y-Ebene eindeutige und stetige Funktionen sein.
Die Differentialgleichung heillt eine exakle Differentialgleichung, wenn
Pdxz 4+ Qd y ein vollstindiges Differential ist, d. h. wenn es eine Funktion
F (z, y) gibt, so daB

(1,15) dF =P(z,y)do+Q(z9)dy
in G gilt, also
(1,16) F,=Pund F, = Q.

Wir nehmen nun an, daBl ¥ = y (z) fiir ¢ << z < b die exakte Differential-

d d
gleichung (1,3) 16st. Dann gilt iz Flx,y () =F,(z, y () +F, (zyx)) d—i
=Pz, y(x) + Q(x, y(x)) ¥ (x) =0 fire <z <b, also F (z,y) =C
fir @ <« < b. Falls die Integralkurve y (x) durch den Punkt (z,, y,) hin-
durchgeht, ist F (z, y) = F (%, yo) = C.
Nun gehore umgekehrt das Schaubild der differenzierbaren Funktion y (x)

G an. Aus der Annahme F (z, y (2)) = C folgt

d

EF (2, y(x)) = 0 = Fo (2, y(x)) + F, (, y(2)) ¥ (2)

=P (2, y(x)) +Q (v, y(@) ¥ (2).

y = y (x) ist also Losung der Differentialgleichung. Ist also (1,3) eine exakte
Differentialgleichung mit einer Stammfunktion F (x, y), so ergeben sich die
Integrale der Differentialgleichung durch Auflosung der Gleichung

(1,17) F(x,y) =C

nach y. C ist eine willkiirliche Konstante.
Die Integration einer exakten Differentialgleichung liuft also auf die Be-
stimmung der Stammfunktion F (x, y) hinaus. Wir nehmen jetzt weiter an,
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daB neben P (x,y), @ (v, y) auch noch P, (z,y) und @, (z, y) stetig in @
sind. Ist F (z, y) eine Stammfunktion, so folgt wegen

dxdy dy\ox dx\dy
oP 0
(1,18) —:—Q.
Y x

Ist umgekehrt diese Bedingung (Integrabilititsbedingung) erfilllt und das
Gebiet @ einfach zusammenhingend, so gibt es eine Stammfunktion F(z, y)1).

Beispiele:

1. Die Differentialgleichung

Bat+6ay)dat 622y +4y)dy=0
ist exakt, da

d ]
f— 2 2y — —— 2 2y —
ay(3oc+6acy)—3z(6m y+4y)=12=zy

oF
ist. Aus i 322+ 62 y® folgt Fx,y) =%+ 322y 4+ D (y), wobei

D (y) die Rolle der Integrationskonstanten spielt. Partielle Differentiation
nach y ergibt

aF—GZ 0 6 z? 4y D folgt @ _ 2
gy —9° ¥+ iy =@ (v,y) =62y + 4y Daraus folgt D (y) = 5y
unter Weglassung der Integrationskonstanten. Demnach ist
4
Flz,y)=a2+322y + 5y
Die Differentialgleichung hat das allgemeine Integral (in impliziter Form)

4
x3+3x2y2+§y3=0.

16
Fir zo=1, y(z)) =y, =1 ist O = 5 wihlen.

1) Man vgl. dazu etwa MANGOLDT-KNOPP, Einfiihrung in die héhere Mathematik, Bd. 3
(1957), S. 431.
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2. Fiir die exakte Differentialgleichung
zdx+ydy=0

T R o 4 o0F 4o
is (#,9) = 5 + P (y) und wegen oy dg Y

2 x2 y2
@(y):%, also F(x,y)=-?+_é__

Die Integralkurve, die durch den Punkt (z,, y,) geht, ergibt sich aus
at -yt = x; + yz
zuy @)=+ +yi—=, |z| <o+ 4.

In einem einfach zusammenhingenden Gebiet G i8¢t sich ein Punkt (z,, ¥,)
mit einem Punkt (z, y) stets durch einen Polygonzug I" verbinden, der sich
aus endlich vielen achsenparallelen Strecken zusammensetzt. In der Diffe-
rential- und Integralrechnung wird gezeigt, daf das Kurvenintegral

(1,19) F(z,y)= [ (Pdz +Qdy)
I

fiir alle Polygonziige I, die (,, y,) mit (, y) verbinden, denselben Wert hat
und eine Stammfunktion darstellt, wenn die Integrabilititsbedingung (1,18)
erfiillt ist.

In beiden eben behandelten Beispielen setzen wir z, =0, y, =0 und
wihlen fir I' den Streckenzug, der sich aus den Strecken I: (0,0} ... (2,0)
und II: (2,0) ... (z,y) zusammensetzt. Mit P = «, @ = y erhilt man

@

4 x2 yB
F (2, y) =f(de+Qdy)=fxdx+fydy=?-{—?-
r 0

0

Im ersten Beispiel war P {z,y) =32+ 62 3% @ (x, y) = 6 2%y 4 4 2
Es reduziert sich

f(de—I—Qdy) auf dex:foxzdx=x3 und f(de—}—Qdy)
1 0 0 ir

v v v 4
auf dey=6x2fydy+4-fy2dy=3x“y2—|— gys. Damit ergibt sich
0 6 0

4
F(z,y)=2%+3a? y’—{—gya.
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7. Integrierender Faktor

Die Differentialgleichung (1,3) dndert ihre Losungen nicht, wenn man ihre
linke Seite mit einer Funktion u (z, ¥) & 0 multipliziert. Wenn die linke Seite
der Differentialgleichung kein vollsténdiges Differential ist, suchen wir den
Faktor y so zu bestimmen, daf die Gleichung

(1,20) " dF=p(Pdz+Qdy)

durch eine Funktion F der beiden unabhingigen Verénderlichen z, y erfiillt
wird. Dies ist der Fall, wenn in dem einfach zusammenhingenden Gebiet

(1,21) owh)  o(ud

dy ox
erfiillt ist oder, mit anderen Worten, wenn u der partiellen Differentialgleichung
1,22) on_por (9@ 0P w=0
ox oy oz dy
geniigt.

Jede Funktion x von der Art, dafl die mit y multiplizierte linke Seite der
Differentialgleichung (1,3) ein vollstindiges Differential ist, wird integrieren-
der Faktor oder EULERscher Multiplikator der Differentialgleichung (1,3). ge-
nannt. Ist ein solcher Multiplikator bekannt, so findet man die zugehérige
Funktion F' durch Integration eines vollstindigen Differentials vermittels
Quadraturen nach der in 6. dargestellten Methode. Die Differentialgleichung
geht dann iiber in

(1,23) dF =0,
und man hat die Gleichung
(1,24) F=0C.

Avuf die Frage, ob immer Multiplikatoren y vorhanden sind und wie groQ3
deren Mannigfaltigkeit ist, wollen wir hier nicht eingehen. Im allgemeinen ist
die Bestimmung einer Funktion x, welche der Gleichung (1,22) geniigt, keine
leichtere Aufgabe als die Losung der Differentialgleichung (1,3). Man braucht
allerdings nicht die allgemeinste der Differentialgleichung (1,22) geniigende
Funktion x4 zu kennen, sondern nur eine solche Funktion. Es gibt wenigstens
Ausnahmefille, in denen es gelingt, einen Multiplikator ¢ ohne besondere
Schwierigkeit zu finden.

Man kann z.B. fragen, ob ein von y unabhingiger Multiplikator u vor-

op

handen ist. Dann ist
oy

0, und die Gleichung (1,22) schreibt sich

oP 0@
dlogu 0y oz
dx @ ’
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wenn die rechte Seite von y unabhingig ist, ergibt sich durch eine Quadratur
1 als Funktion von .

So findet man fiir die in 5. behandelte lineare Differentialgleichung
dy+ (P(x)y—@Q(z)dz=0
den Multiplikator
[P da
h=e
Man bestéatigt auch ohne weiteres, daB fiir das Produkt

AP dy + (Py—Q)da]
die Integrabilititsbedingung erfiillt ist; denn es ist

%[EIP“(PQ/—Q)] _ PeIP‘“”_

3

Die homogene Differentialgleichung

dy—f(%)dxzo

-1
hat den Multiplikator u = (y —xf (E) ) ;
x
denn der Ausdruck

Y AN
[t =)o) (s—er3))"
welcher durch die Substitution ¥y = z 2 in
dzx dz
z z—f(2)
tibergeht, ist das vollstindige Differential der Funktion

logx+/z_f(z

die man nur gleich einer willkiirlichen Konstanten log C zu setzen braucht,
um die frithere Losung der homogenen Differentialgleichung zu erhalten.
Wir wollen noch als Beispiel eine Differentialgleichung behandeln, die in
keine der bisher behandelten Klassen fillt, fiir die sich aber ein integrierender
Faktor angeben 1a6t.
Beispiel: Die Differentialgleichung

(zypr—y)dz+ (1l —2y)dy=0

0 Arae _ pdras
22°

1
geht durch Multiplikation mit 4 = 7 in die Gleichung

(x—y)dx+(—yl;— )dy=0
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iiber, deren linke Seite wegen

o~
d@—y Ny ° -

Jy Jzx
ein vollstdndiges Differential ist. Integration ergibt
F= = —ry— —1— .
2 y
Das allgemeine Integral der vorgelegten Differentialgleichung ist ' = C oder
| 2y—2zy—2Cy—2=0.

8. Clairautsehe Differentialgleichung?)

Als 0’ ALEMBERTSche Differentialgleichung bezeichnet man eine in x, y lineare
Gleichung, deren Koeffizienten von

dy
P=3s
abhéngen:
(1,25) y==zf(@ %+ ¢ ().

Indem wir (1,25) nach « differenzieren, erhalten wir die Gleichung

, T
p=f@%+hf@%+¢@ﬂzg,

welche, wenn

fo)+0p
ist, auf die Form
dz f (®) ¢
dp+xﬂm—p+ﬂm—p_

gebracht werden kann. FaBt man p als unabhingige, = als abhiingige Ver-
dnderliche auf, so hat man eine lineare Differentialgleichung, welche nach 5.
integriert wird. Man erhilt so = als Funktion von p mit einer willkiirlichen

Konstanten C:
z =F (p, 0).

Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in die Gleichung (1,25) ergibt sich auch y
als Funktion von p und C:

y=G(p,C).

1) Auf eine eingehende Theorie wird verzichtet. Man vgl. dazu die sehr genauen Aus-
fiihrungen bei KaMKE, Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1950), 8. 103
bis 112.
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Damit ist eine Schar von Integralkurven der Differentialgleichung unter
Benutzung der Hilfsverinderlichen p dargestellt. LaBt sich p eliminieren, so
ergibt sich eine Gleichung zwischen x und y mit der willkiirlichen Konstanten C.

In dem Sonderfall f(p) = p haben wir die CraRAUTsche Differential-
gleichung

(1,26) y=pz+ ¢(p,

bei der wir auf eine neue Art von Integralen stoBen. Durch Differentiation
nach z erhédlt man

RS
p=p+lrteo (p)]ﬂ

oder

d
[z + ¢ (B)) 72 = 0.

Diese Gleichung kann auf zwei Arten befriedigt werden. Entweder ist Z__p =0,
z

also p = € konstant, so daB sich die Lésung
(1,27) y=Cz+ ¢(0)
ergibt. Oder es ist
(1,28) z+ ¢ (p) =0,
also
z=—¢ (p);
setzt man diesen Wert von z in die Gleichung (1,26) ein, so erhiélt man

y=¢@—p¢®.

Die beiden letzten Gleichungen stellen eine Integralkurve der Differential-
gleichung mit der Hilfsverdnderlichen p dar. Durch Elimination von p erhilt
man eine Gleichung

(1,29) F(z,9)=0

ohne willkiirliche Konstante.

Die in z, y lineare Gleichung (1,27) mit der willkiirlichen Konstanten C
stellt eine Schar von geraden Linien dar. Die Hiillkurve dieser Geradenschar
findet man, indem man die Gleichung partiell nach O differenziert und die
so erhaltene Gleichung

z+ ¢ (0)=0
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mit der Gleichung (1,27) verbindet. So ergibt sich die Parameterdarstellung
der Hiillkurve

z=—¢(0),

y=9(0)—C¢ (C);
hieraus erhiilt man durch Elimination von C als Gleichung der Hiillkurve die
Gleichung F (2, y) = 0, welche oben durch Elimination von p aus den beiden
Gleichungen (1,26) und (1,28) gefunden wurde. Die Gleichung (1,29) enthilt
keine willkiirliche Konstante, sie geht aber auch nicht aus dem allgemeinen
Integral (1,27) durch Einsetzen eines speziellen Wertes fiir die Konstante C
hervor. Das Integral (1,29) ist hiernach kein partikulires Integral; man be-
zeichnet die zum allgemeinen Integral (1,27) noch hinzukommende Lésung
(1,29) als singuldre Losung. Geometrisch stellt diese singulidre Losung die Hiill-
kurve der durch das allgemeine Integral dargestellten Geradenschar dar.

Beispiel: Gesucht ist die Kurve, deren Tangenten mit den Koordinaten-

1
achsen Dreiecke von konstanter Fliche 5 a? bilden.

Die Tangente im Kurvenpunkt (z, ¥) hat die Gleichung

also die Achsenabschnitte

1

- ( — Pz, —pz,

» W pE), Yy—p
deren Produkt gleich a? sein soll. So ergibt sich die CLAIRAUTsche Differential-
gleichung
| y=paztal—p.

Ihr allgemeines Integral
y=Cz+ a]/—— C
1

stellt die Geraden dar, welche mit den Achsen Dreiecke von der Fliche = a?

bilden. Die Hiillkurve dieser Geradenschar, die gleichseitige Hyperbel
aﬂ
rYy = Z s

stellt die singulire Losung der Differentialgleichung dar.

9. Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die sich auf Ditferentialgleichungen
erster Ordnung zuriickfiihren lassen

Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung enthilt im allgemeinen die vier
Gréfen
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Sie 148t sich auf eine Differentialgleichung erster Ordnung zuriickfiithren, wenn
entweder z oder y in der Gleichung nicht vorkommt.

a) Wenn y fehlt, die Gleichung also die Form

dy d*y\ .

(1,30) F (a:, 1z’ W): 0
hat, setzt man

dy dy dp
(131) ic P in s
Man hat dann
(1,32) F (x, P, @)2 0,

dz

also eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen z und p. Im allge-
meinen ist die Differentialgleichung (1,32) nach den bisherigen Methoden nicht
losbar. Wenn es aber gelingt, ihr allgemeines Integral in der Form

p=9(0)
zu finden, wo C eine willkiirliche Konstante bedeutet, so hat man
dy=¢(z,C)dux;
daraus folgt
y=[o@=0dz+C,
wo (' eine zweite willkiirliche Konstante darstellt.

Wenn die Differentialgleichung zweiter Ordnung auch z nicht enthilt,
wenn sie also von der Form

dy d*
F(d_x’ dxz) =0

ist, kommt man auf die Differentialgleichung erster Ordnung

dp
oder
dp
in der sich die Verinderlichen trennen lassen. Man hat
dp
r =17,
f(p)
dp



