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Einleitung 

Während sich Band II dieser Einführung in die Differential-
geometrie mit den Elementen der inne ren F lächen theor ie 
befaßte, die allein von der e r s t en G r u n d f o r m der Fläche 
beherrscht wird und außer der Flächenmetrik und der Vektor-
analysis auf Flächen noch die Theorie der Abbildungen von 
Flächen und die Theorie der geodätischen Linien umfaßt, 
entwickelt der vorliegende Band III die Elemente der von der 
zwei ten G r u n d f o r m abhängigen äuße ren F l ä c h e n -
theor ie , d. h. die K r ü m m u n g s t h e o r i e der F l ä c h e n , 
sowie jene höheren Teile der inne ren F l ä c h e n t h e o r i e , 
welche sich an den Begriff der Gaußschen K r ü m m u n g an-
schließen. Neben den klassischen Fragen der Differential-
geometrie im Kleinen werden dabei auch einige neuere Fragen 
der Differentialgeometrie im Großen erörtert. 

IY. Theorie der Flächenkrümmung 
A. Streifentheorie 

1. Theorie der Streifen. Ordnet man den Punkten P einer 
(stetig gekrümmten und nicht isotropen) Kaumkurve g = j(s), 
die auf ihren Bogen s als Parameter bezogen ist, eine 
(nicht isotrope) Tangentenebene n zu, so erhält man einen 
zur Raumkurve j(s) gehörigen St re i fen . Man nennt j(s) 
die L e i t k u r v e des Streifens oder die S t r e i f e n k u r v e . 
Dieser Streifen heißt s t e t ig g e k r ü m m t , wenn außer der 
Kurventangente t = j'(s) auch noch der (zu ihr orthogonale) 
N o r m a l e n v e k t o r n = n(s) der S t r e i f enebene n(s) stetig 
ableitbar ist. t(s) und n(s) sind Einheitsvektoren: 111 = | tt | = 1. 
Wegen der Orthogonalität von n ( s ) und t(s) ist rt£' = 0 . 

Beispiel 1: Flächenstreifen. Auf jeder stetig gekrümmten 
(d.h. zweimal stetig ableitbaren) Fläche J = £(u,v) bilden die 
Tangentenebenen n(s) längs einer beliebigen stetig gekrümmten 
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Flächenkurve j(s) = J(M(S), v(s)) einen stetig gekrümmten 
S t r e i f e n ( F l ä c h e n s t r e i f e n ) ; N o r m a l e n v e k t o r n(s) des 
Streifens an der Stelle s ist die F l ä c h e n n o r m a l e tl(s) = rt (M(S), 

Mit dem durch die Vektoren 

(1.1) £ = E(S) und n = n(s) ( |n(s) | = 1, n(s) j ' (s) = 0) 

(j(s) = Ortsvektor der Streifenkurve und tt(s) = Einheits-
vektor der Streifennormalen) gekennzeichneten Streifen ist 
ein (rechtshändiges) begleitendes Dreibein verbunden, be-
stehend aus 1. dem T a n g e n t e n v e k t o r t = t(s) = j ' (s) der 
Streifenkurve ( | t (s) | == 1) und 2. ihrem S e i t e n v e k t o r 

(1.2) 3 = S(s) = [n(s),t(s)]> |3(s) | = 1, 

der in der Streifenebene n(s) zur Kurventangente t normal 
und ein Einheitsvektor ist, und 3. dem N o r m a l e n v e k t o r 
n = n(s) mit |rt(s)| s l . 

Mit der S t r e i f e n k u r v e j(s) ist überdies das aus (II. 4) 
bekannte, ebenfalls rechtshändige b e g l e i t e n d e D r e i b e i n 

(1.3) t = t ( s ) , i ) = i | ( s ) , b = b(s) 

der T a n g e n t e , H a u p t n o r m a l e n und B i n o r m a l e n ver-
bunden, das aus dem begleitenden Dreibein 

(1.4) t = t (g) ,3 = S(s ) ,n = n(«) 

des Streifens entsteht, indem man es um die Kurventangente t 
um den Winkel <p = <£ (n, b) = <£ (i, {)) dreht (Bild 1). Es folgt 

(rib) = (§f)) = cos<p, 
(1.5) (tjn) = cos(?r/2 - <p) = + sin<p, 

(§b) = cos (n/2 + 99) = — sin y . 
Im Nullpunkt 0 angeheftet, beschreiben die Endpunkte 

T,S,N der Vektoren (4) auf der Einheitskugel das ( sphä -
r i sche ) T a n g e n t e n b i l d t(s), das S e i t e n b i l d S(s) und das 
N o r m a l e n b i l d rt(s) des Streifens (1). 
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Wandert man auf der Streifenkurve j(s) mit der festen 
Geschwindigkeit | j ' | = 1 vom Punkte s zum Nachbarpunkte 
s + ds, so erleidet das begleitende Dreibein (4), abgesehen von 
einer Parallelverschiebung, eine D r e h u n g , deren D r e h -
v e k t o r b = b(s) folgendermaßen geschrieben werden kann: 

(1. 6) b = b(s) = « ( g ) t ( 8 ) + ß ( s ) S { s ) + y(«)n(«). 

Die Richtung] von b gibt dabei nach (II. 11. Bern. 3) die Achse 
der Drehung, die Länge | b | die Winkelgeschwindigkeit a> und 
der Sinn von b den Drehsinn an. 

Bei der Drehung (6) verändern sich, wenn s als Zeit ge-
deutet wird, die drei sphärischen Bilder t(s), S(s) und rt(s) des 
Streifens mit Geschwindigkeiten, deren Vektoren t ' ( s ) , § ' ( s ) 

und tt'(s) nach der aus (II. 10. 16) bekannten E u l e r s c h e n 
F o r m e l lauten 

Ausführlich folgen, wegen 

(1. 8) [t§] = Tt, [3n] = t , [nt] = § und [t§n] = 1, 

durch Eintragen von b aus (6) in (7), die schiefsymmetri-
schen Formeln 

Der längs der Streifenkurve (Leit-
linie) m i t d e m begle i tenden 
Dreibein t (Tangente) , T) ( H a u p t -
normale) u n d 6 (Binormale) der 
Fläche umschriebene Streifen be-
s i tz t in s ein begle i tendes Drei-
bein, bes tehend aus t (Tangente) , 
§ (Se i tentangente) undi t (Streifen-

Bild 1. Flächenstreifen. 

normale) . 

(1.7) t ' . = [bt], S' = [b3] ,n ' = [bn]. 



1. Theorie der Streifen 9 

(1.9) 
f = + y(s)3 - ß(s)n 
g' = _ y ( s) t + « ( s ) n 
n' = + ß (s)t -<%(«)§ 

In diesen nach Cesare B u r a l i - F o r t i (1912) benannten 
Ableitungsgleichungen der Streifentheorie treten als be-
wegungs- und parameterinvariante Fundamentalgrößen des 
Streifens (1) die drei Größen 

(1.10) « = « ( « ) , ß=ß{8),y=y(8) 
auf. Man nennt <%(s) die geodätische Windung, — ß(s) die 
Normalkrümmung und y(s) die geodätische Krümmung 
des Streifens und schreibt dafür häufig auch 

(1.10*) oc = Tg{s), ß=—xn(s), y = xg{s). 

Man kann diese drei grundlegenden D i f f e r e n t i a l i n v a r i -
a n t e n (10) des Streifens (1) durch die Vektoren t(s), ?(s) 
und n(s) und ihre Ableitungen nach s ausdrücken, indem man 
die Gleichungen (9) reihum innerlich mit diesen Vektoren 
multipliziert. Wegen 

(1.11) (tS) = (3n) = (nt) = 0, t2 = S2 = n2 = 1 
und (8) folgt dann 

(1.12) 
A(s) = (§'rt) = — (8n') = [tSS'] = [tun'] = + T , ( S ) , 

ß(s) = (n't) = — (nt') = [ättn'] = [8tf] = - « » ( s ) , 
y(s) = (t'8) = - ( t § ' ) = [n t f ] = [n«3'] = + «„(s). 

Da die S t r e i f e n k u r v e j = j(s) nach (II. 12) durch ihre 
K r ü m m u n g x = x{s) und Torsion r = T(S) bis auf ihre 
Lage im Raum eindeutig bestimmt ist, und da die S t re i f en -
normale n(s) nach (5) durch ihren Neigungswinkel <p =<p(s) 
gegen die Binormale b = b (s) der Kurve $ (s) eindeutig fest-
liegt, kann man die drei Gleichungen 
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(1. 13) x = J<(s), r = r ( s ) , <p = (p(s) 

als n a t ü r l i c h e G l e i c h u n g e n d e s S t r e i f e n s bezeichnen. 
Sie bes t immen den Stre i fen bis auf seine L a g e im R a u m 
eindeutig. 

Zwischen den I n v a r i a n t e n (10) u n d (13) des St re i fens 
bes tehen einfache Beziehungen, die m a n le icht gewinnen 
kann , indem m a n in den F o r m e l n (12) die Vek to ren § u n d 
rt durch i) u n d b ausd rück t . Wegen 

n 1 ¿n ® = ^ c o s f — 6 sin 9? i f) = + § cos 99 + n sin 99 
^ ' n = i) sin <p + b cos <p ' b = — § sin cp + n cos 9?, 

folgt d a n n auf G r u n d der F r e n e t sehen F o r m e l n ( I I . 6 . 1 4 ) 
und aus [ti)b] = + 1 

« = [ t n n ' ] = (T - =r-<p', 
(1 .15) ß = [ 3 t f ] = [i) cos <p — b sin 99, t, xi)] = — x sin <p, 

y = [ n t f ] = [b cos 9? + t) sin 95, t, ^t)] = + x cos 99, 
und daraus umgekeh r t 

X2 _ ß2 , v 2 -r — ¿v ßy'—J^l 
( 1 . 1 6 ) - P + r > T " Ä + + 

cos cp = yl\/ß? + y2, sin <p = - ß l \ / ß 2 + y2. 

D a r a u s ergibt sich 
Sa tz 1: Der Streifen (1) ist durch die drei Funktionen 

(Fundamentalgrößen, Invarianten) <x(s), ß(s), y(s) d. h. durch 
die drei natürlichen Gleichungen (10) bis auf seine Lage im 
Raum eindeutig festgelegt. 

Die S c h a r d e r T a n g e n t e n e b e n e n n(s) des Strei fens 
mi t der Gleichung 

(1 .17 ) n ( s ) - ( X - S(«)) = 0 

u m h ü l l t insgesamt eine die L e i t k u r v e j ( s ) e n t h a l t e n d e 
a b w i c k e l b a r e F l ä c h e (Ebene , Kegel, Zyl inder , Torse). 
Deren M a n t e l l i n i e n (Erzeugenden , Charak te r i s t iken) , die 
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man als die zu den Kurventangenten t k o n j u g i e r t e n 
S t r e i f e n t a n g e n t e n ! bezeichnet, genügen nach (II . 15) 
außer der Gleichung (17) noch der aus (17) durch Ableiten 
nach s entstehenden Gleichung, d. h. wegen r i f ' = 0 der 
Gleichung 

(1 .18) n ' ( s ) - ( 2 - E ( s ) ) = 0. 

Aus (17) und (18) folgt als Vektor ! = X - j ( s ) der zu t 
k o n j u g i e r t e n S t r e i f e n t a n g e n t e 

(1 .19) f = f(s) = [n(s), tt '(s)]. 

Aus den Ableitungsformeln (9) erhält man somit 

f(s) = [n, ßt - <x$] = /3[nt] + a [ 3 n ] 

oder wegen (8) schließlich 

(1.20) l = ! ( « ) = oc(s)t(s)+ ß(s)S(s). 

Es folgt 

Satz 2: Schreitet man auf dem Streifen längs der Streif en-
kurve j (s) , d. h. in der Richtung t(s) vorwärts, so dreht sich 
die Streifenebene n (s) um die zu t(s) konjugierte Richtung 
l(s) = a(s)t(s) + ß(s)Z(s). 

Damit ist auch eine einfache g e o m e t r i s c h e D e u t u n g 
d e r I n v a r i a n t e n a ( s ) u n d / ? ( s ) als Koordinaten der Kom-
ponentenzerlegung von f(s) in den Richtungen t(s) des Tan-
gentenvektors und s>(s) des Seitenvektors gewonnen. 

Bemerkung 1: Man entnimmt den Formeln (12) noch die 
folgende wichtige Tatsache. Ändert man gleichzeitig die Rich-
tungen (Vorzeichen) des Normalenvektors n und des Seiten-
vektors 3 des Streifens (1), so bleibt das begleitende Dreibein 
(t, n) nach wie vor rechtshändig; dabei bleibt die geodätische 
Windung a(s) = rg(s) ungeändert, die Normalkrümmung 
— ß(s) = xn(s) und die geodätische Krümmung y(s) = x0{s) des 
Streifens ändern jedoch ihr Vorzeichen. Während also das Vor-
zeichen der geodätischen Windung geometrische Bedeutung hat, 
kommt den Vorzeichen der Normalkrümmung und der geodätischen 
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Krümmung, die von der Orientierung der Streifennormahn ab-
hängen, keine geometrische Bedeutung zu. 

Man kann daher durch geeignete Wahl der Orientierung von n 
(und g) das Vorzeichen der Normalkrümmung xn (oder der geo-
dätischen Krümmung xg)des Streifens nach Belieben einrichten. 

2. Geodätische Streifen, Schmiegstreilen und Krümmungs-
streifen. Von den Invarianten (1.12) ist uns die Größe 

(2.1) y (s) = [ n t f ] = [n E ' E "] = [ s Y ' n ] = xg(s) 

schon in (III. 33. 6) begegnet. y(s) ist mit der g e o d ä t i s c h e n 
K r ü m m u n g oder A b w i c k e l k r ü m m u n g xg(s) des Streifens 
identisch und bleibt bei allen Biegungen des Streifens ungeändert, 
insbesondere auch bei der Abwicklung des Streifens in die Ebene. 
Nach (III. 33. Satz 1) ist die geodätische Krümmung xg, die man 
nach (1.15) auch durch die Formel 

(2. 2) xg = x cos <p = x* 

darstellen kann, zugleich die Krümmung x* = x*(s) jener ebenen 
Kurve £*(s), die man erhält, wenn man die Streifenkurve j(s) 
normal auf die T a n g e n t e n ^ b e n e n(s) des Streifens an der 
Stelle s projiziert. 

Streifen mit v e r s c h w i n d e n d e r g e o d ä t i s c h e r K r ü m m u n g 
y — xg = 0 heißen geodätische Streiien. Ihre Streifenkurve 
j(s) wird bei Verebnung des Streifens gerade gestreckt ( « * = 0). 
G e r a d l i n i g e S t r e i f e n (x = 0) sind nach (2) stets g e o d ä t i s c h . 

Für krumme geodätische Streifen (x ^ 0, xg = Q) sind nach 
(2) die Streifennormale n und die Binormale b stets recht-
winkelig (<p = ± JI/2). Ein k r u m m e r g e o d ä t i s c h e r S t r e i f e n 
ist also durch die Eigenschaft gekennzeichnet, daß die S c h m i e g -
ebene cr(s) s e i n e r S t r e i f e n k u r v e j(s) ü b e r a l l zu s e i n e r 
T a n g e n t e n e b e n e n(s) n o r m a l ist. Die Hauptnormale i) und 
die Streifennormale n fallen in dieselbe Gerade (Ij = ± n). 

Wegen q> = ± n/2 und <p' = 0 ist nach (1. 12) und (1. 15) für 
krumme geodätische Streifen 

(2.3) a = r g = r, —ß = xn=±x, y = = 0, 

d .h . ihre g e o d ä t i s c h e W i n d u n g xg ist mit der W i n d u n g r 
und ihre N o r m a l k r ü m m u n g xn dem Betrage nach mit der 
K r ü m m u n g x der Streifenkurve j(s) identisch. 



2. Geodätische Streifen, Schmiegstreifen 13 

Die N o r m a l k r ü m m u n g eines Streifens 
(2. 4) - ß(s) = - [ g t f ] = k sin <p = xn 

v e r s c h w i n d e t (—ß = xn = 0) für alle g e r a d l i n i g e n S t r e i f e n 
(x = 0), ebenso für k r u m m e S t r e i f e n (x ^ 0), wenn <p = 0 
oder n ist, d. h. dann und nur dann, wenn die S c h m i e g e b e n e a 
der S t r e i f e n k u r v e m i t der T a n g e n t e n e b e n e n des S t r e i -
f e n s i d e n t i s c h i s t . Solche von den Punkten j und Schmieg-
ebenen CT der Kurve j(s) gebildete Streifen heißen Schmieg-
streifen. Geradlinige Streifen sollen wegen ß = 0 gleichfalls als 
Schmiegstreifen bezeichnet werden. 

Für k r u m m e S c h m i e g s t r e i f e n ( x ^ O , <p = 0 oder n) 
gilt nach (1.15) wegen <p' = 0 

(2.5) a. = tg = r, — ß = xn = 0, y = xg = ±x, 

d. h. die geodätische Krümmung xg eines Schmiegstreifens ist 
dem Betrage nach gleich der Krümmung x der Streifenkurve 
j(s), und seine geodätische Windung xg ist gleich der Windung t 
der Streifenkurve. Nach (1. 20) ist bei einem Schmiegstreifen 
( 0 = 0 ) 
(2.6) I(Ä) = «(i)t(s), 
d. h. im Falle a(s) 0 gilt wegen (1. Satz 2) der 

Satz 1: Bei einem Schmieg streifen mit a(s) ^ 0 j allen die 
Tangente t der Streifenkurve £(s) und ihre konjugierte Tangente f 
zusammen. Die Tangentenebene n des Schmiegstreifens dreht sich 
heim Fortschreiten längs der Streifenkurve j(s) stets um die Kur-
ventangente t. 

Ein Streifen v e r s c h w i n d e n d e r g e o d ä t i s c h e r W i n d u n g 
(2.7) a(s) — [tnn ' ] = r — <p' = Tg = 0 
wird als Krümmungsstreifen bezeichnet. Nach (1. 20) ist bei 
einem Krümmungsstreifen (a = 0) 
(2.8) t(s) = ß(s)i(8), 
i. h. im Falle ß(s) 0 gilt 

Satz 2: Bei einem Krümmungsstreifen mit ß(s) ^ 0 sind die 
Tangente t der Streifenkurve j(s) und ihre konjugierte Tangente f 
zueinander normal. 

Bemerkung 1: Ist j(s) eine ebene Kurve mit a = 0 ( ebene 
K r ü m m u n g s l i n i e ) , also t(s) = 0, so folgt aus (7), daß <p' s= 0, 
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also <p = const ist. Somit gilt, weil die Schmiegebene a einer 
ebenen Kurve mit der Kurvenebene identisch ist, der 

Satz 3: Bei einer ebenen Krümmungslinie (einem Krüm-
mungsstreifen mit ebener Leitkurve j(s)) ist die (feste) Ebene a der 
Krümmungslinie j(s) gegen alle Tangentenebenen n(s) des Streifens 
unter festem Winkel q> — const geneigt. Diese Bedingung <p= const 
ist für ebene Krümmungsstreifen sowohl notwendig als auch hin-
reichend. 

Die von den Normalen n(s) eines Krümmungsstreifens ge-
bildete Fläche ( N o r m a l e n f l ä c h e des K r ü m m u n g s s t r e i f e n s ) 
mit der Darstellung 
(2.9) l j (M) = iOO + ün(s) 

ist wegen rg = [ j ' nn ' ] = [ tnn'] = 0 nach (III. 20. 14) eine ab -
w i c k e l b a r e R e g e l f l ä c h e (Ebene, Kegel, Zylinder, Torse). 
Diese Eigenschaft ist für Krümmungsstreifen kennzeichnend. 
Soll nämlich umgekehrt die Normalenfläche (9) eines Streifens 
abwickelbar sein, so muß [ j ' nn ' ] = [tnn'] = rg = 0 sein, und 
der Streifen ist notwendig ein Krümmungsstreifen. 

Zusammenfassend gilt also 
Satz 4: Die Normalenfläche (9) eines Streifens ist dann und 

nur dann abwickelbar (d. h. Ebene, Kegel, Zylinder oder Torse), 
wenn der Streifen Krümmungssireifen ist. 

Bemerkung 2 : Vergrößert man bei einem beliebigen Streifen 
den Winkel <p (s) zwischen der Streifennormalen n (s) und der Bi-
normalen 6 (s) um einen konstanten Wort <p0, so ändert sich <p'{s) 
nicht, und man erhält einen neuen Streifen der nämlichen geodä-
tischen Windung 
(2.10) a(s) = rg = r - <p'. 

Daraus folgt, wenn rg = 0 ist, der 

Satz von F. Joachimsthal (1846): Dreht man alle Tangenten-
ebenen 7i(s) eines Krümmungsstreifens um die Kurventangente t(s) 
um einen beliebigen festen Winkel <p0, so erhält man wieder einen 
Krümmungsstreifen. 

Beispiel 1: Umschreibt man einer K u g e l (Radius r = const) 
längs einer ihrer Linien j(s) den berührenden Streifen, so entsteht 
ein s p h ä r i s c h e r S t r e i f e n . Läßt man die Kugelnormale n ins 
Innere der Kugel zeigen, indem man n = — i / r setzt, so ist 
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n' = — $ ' / r = Die N o r m a l k r ü m m u n g des sphärischen 
Streifens hat dann den k o n s t a n t e n p o s i t i v e n Wert 
(2. 11) X n = - ß = - (W t) = (t/r, t) = (tt)/r = 1/r. 

Die g e o d ä t i s c h e W i n d u n g des sphärischen Streifens ver-
schwindet wegen 
(2.12) <x — rg = [trtn'] = — [t, rt, t/r] = 0. 

Es folgt 
Satz 5: Alle sphärischen Streifen sind Krümmungsstreifen. 
Beispiel 2: Längs einer ebenen K u r v e j(.s) bilden die 

Flächenelemente der (festen) Kurvenebene n einen ebenen oder 
p l a n a r e n S t r e i f en . Wegen n = const, n' == o gilt dann nach 
(1. 12) 

o t = - ( § n ' ) = 0 und 0 = ( n ' t ) = O . 
Also folgt 
Satz 6: Alle planaren Streifen sind sowohl Krümmungsstreifen 

(cx = 0) als auch Schmiegstreifen (ß = 0). 
Bemerkung 3: Man kann sich den S t r e i f e n {j(s), rt(s)} als 

eine F a h r b a h n (Straße) denken mit der Leitkurve j(s) als Achse 
(Mittellinie), deren Normalen rt(s) nach oben weisen. Bewegt sich 
dann ein Massenpunkt (Schwerpunkt eines Wagens) mit kon-
stanter Geschwindigkeit « = 1 reibungsfrei auf der Mittellinie j(s) 
des Streifens, so ist j '(s) = t sein G e s c h w i n d i g k e i t s v e k t o r 
(v = \ 11 = 1) und j"(s) = t ' = xl) sein B e s c h l e u n i g u n g s -
vek to r . Nach (1.14) und (1.15) kann man den zur Krümmung x 
der Straßenachse j(s) proportionalen und in Richtung ihrer Haupt-
normalen i) weisenden B e s c h l e u n i g u n g s v e k t o r j " (also auch 
den K r a f t v e k t o r ) wie folgt zerlegen: 

(2. 13) j " = x cos <p • 0 + x sin <p • n = y (s)§ — ß(s)ti. 

Die erste Komponente, die Q u e r b e s c h l e u n i g u n g y(s)3, 
welche den Massenpunkt in Richtung des Seitenvektors S (d. h. 
quer zur Fahrtrichtung) aus der Bahn zu drängen sucht, ver-
schwindet nur für geodätische Streifen (y = 0). Die zweite Kom-
ponente, die N o r m a l b e s c h l e u n i g u n g — ß(s)n, welche den 
Massenpunkt in Richtung der Streifennormalen nach oben (ß < 0) 
oder nach unten (/?> 0) drückt, also den Normaldruck des Wagens 
zu verkleinern oder zu vergrößern sucht, verschwindet nur für 
Schmiegstreifen (ß = 0). 
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Die wirkliche Bewegung eines Kraftwagens auf einer Fahrbahn 
ist weder reibungs- noch kräftefrei. Die Reibung der Räder wirkt 
der gefährlichen Querdrift des Wagens auf nichtgeodätischer Bahn 
entgegen, die Schwerkraft (und der Luftwiderstand) drücken den 
Wagen von oben fest auf die Bahn und verhindern sein Ablösen 
von der Fahrbahn. 

Bemerkung 4: Ein Massenpunkt, der sich, einmal angestoßen, 
r e i b u n g s - und k r ä f t e f r e i auf einer Fläche bewegt, beschreibt 
auf ihr mit konstanter Geschwindigkeit eine g e o d ä t i s c h e Linie 
£ = j( t) . Dabei soll t die Zeit bedeuten. Der G e s c h w i n d i g k e i t s -
v e k t o r SS des Massenpunktes ist nämlich allgemein, wenn s die 
Bogenlänge bezeichnet, 

wobei v = dsjdt die Geschwindigkeit des Massenpunktes be-
deutet. Sein (zum Kraftvektor proportionaler) B e s c h l e u n i -
g u n g s v e k t o r 23 lautet dann 

,o ^ S d v * , d t 
(2.15) = ~df = ~dT ~ ~dt ~di 

= fit + u 2 t ' = vt + i^xt). 
Darin ist fit die (in Richtung der Bahntangente wirkende) T a n -
g e n t i a l b e s c h l e u n i g u n g und v2xfj die (in Richtung der Haupt-
normalen der Bahn wirkende) H a u p t n o r m a l b e s c h l e u n i g u n g . 

Zerlegt man in (15) den Vektor 1) nach (1. 14), so folgt 
("2.16) 23 = fit + v2p<(cos <p3 + sin yn) = fit + v2(xgZ + *n t t) . 
Darin ist v2xg§ die Seitenkomponente und v2xnn die flächen-
normale Komponente der Beschleunigung. 

Im Falle einer k r ä f t e f r e i e n Bewegung des Massenpunktes 
auf der Fläche wirkt die Beschleunigung 23 in Richtung der 
Flächennormalen n und es gilt nach (16) 
(2.17) v(t) = 0, v2ng = 0, 29 = i>2x„n, 
d .h . «)=const=t=0 und xg = 0. Der kräftefreie Massenpunkt 
beschreibt daher auf der Fläche tatsächlich mit fester Geschwindig-
keit v = cunst 4= C eine geodätische Linie = C), w. z.b. w. 

Weil bei einer solchen kräftefreien Bewegung ke ine Q u e r d r i f t 
vorhanden ist (y = 0), hat ein mit dem Massenpunkt verbunde-
ner Beobachter tatsächlich den Eindruck, sich immer „ge rade -
aus" zu bewegen. 



2. Geodätische Streifen, Schmiegstreifen 1 7 

Verglichen mit allen anderen Flächenkurven, die den P u n k t 
P(u,v) in derselben Richtung ( u ' , v ' ) passieren, hat die g e o -
d ä t i s c h e B a h n die k l e i n s t e K r ü m m u n g , d . h . für sie ist 
nach ( 1 . 1 6 ) 

( 2 . 1 8 ) x 2 (s) = ß2 (s) + y2 (s) = Minimum. 

Nach ( 1 . 1 2 ) hat nämlich 

( 2 . 1 9 ) ß = (n ' t ) = ( n ' E ' ) = (tt„w' + n„i/) ( & « ' + W ) 

in jedem Flächcnpunkte P(u, v) für jede feste Flächenrichtung 
(it', v') einen festen Wert . Daher hat x2 in (18) dann und nur dann 
seinen kleinsten Wert , wenn y ( s ) = 0 ist, d. h. für geodätische 
Linien. 

D a m i t ist das von Heinrich H e r t z (1894) aufgestellte P r i n z i p 
d e r g e r a d e s t e n B a h n bestätigt , nach dem ein kräftefreier 
Massenpunkt sich stets gleichförmig (d. h. mit fester Geschwindig-
keit) auf einer Bahn mit kleinster Krümmung (x2 = Minimum) 
bewegt. 

2 S trubecker , Differentialgeometrie III 



B. Elementare Theorie der Flächenkrümmung 
3. Die zweite Grundform der Flächentheorie. Satz von 

Meusnier. Wir betrachten auf der r e g u l ä r e n , zweimal 
s t e t i g a b l e i t b a r e n F l ä c h e 

(3.1) £ = j(w, v) 

eine auf ihren Bogen s bezogene (also n i c h t i s o t r o p e ) 
zweimal stetig ableitbare F l ä c h e n k u r v e k mit der Gauß-
schen Parameterdarstellung 
(3. 2) u = u(s), v = v(s) 
und dem Ortsvektor 

(3.3) s = s ( « ( 0 , « 0 0 ) = s ( 0 -

Die Funktionen (2) sollen also in einem gewissen Intervall 
a sS s 6 zweimal stetig nach s und der Vektor (1) in 
einem gewissen Parameterbereich $8 (u, v) zweimal stetig 
nach u und v ableitbar sein. Die F l ä c h e (1) heißt dann 
s t e t i g g e k r ü m m t , ebenso die Flächenkurve (3). Wegen 
der angenommenen Regularität der Fläche und ihres Para-
meternetzes ist der N o r m a l e n v e k t o r 

(3. 4) n = ^ j N (W2 — EQ— F2) 

weder der Nullvektor noch isotrop, sondern n2 = 1. 
Differenziert man dann den (nichtisotropen) T a n g e n t e n -

v e k t o r der Flächenkurve 

(3. 5) = i ' (s) = = t(s) = t (t%5) - 1) 

nach dem Bogen s, so erhält man nach der ersten F r e n e t -
schen Formel (II. 6.14) 

(3-6) E " = 0 = t' = ^ , 
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wobei tt — x(s) die K r ü m m u n g der Flächenkurve (3) und 
J) = £)(s) mit i)2(s) = 1 den (ebenfalls nichtisotropen) 
H a u p t n o r m a l e n v e k t o r der Raumkurve (3) bedeutet. 
Wir sehließen durch die Annahme f)2 = 1 nach (II. 5.1) 
ebene Schnitte der Fläche mit isotropen Ebenen aus, für 
die j"2(s) == 0 gilt. 

Weil die Tangentenvektoren (5) in allen Punkten s der 
Flächenkurve (3) zur Flächennormalen n = n(w(s), v(s)) 
= n(s) rechtwinklig sind, gilt die Identität 

(3-7) n f . O { s } 

und die daraus durch Ableiten nach s entstehende Identität 

M I - S + - S - « M 
oder wegen (6) 

( 3 . 9 ) ( M ^ + M f O , (ludu + z„dv) + x { m ^ Q {s}_ 

Führt man zur Abkürzung m i t G a u ß die Fundamental-
größen zweiter Art 
(3 .10) L = - n„E„, M = — \{nulv + n„E„), N = -

ein (Gauß selbst bezeichnet sie mit D, D', D"), so lautet die 
Identität (9) mit Rücksicht auf (III. 6.11) 

11. L(u, v)du2 + 2 M (u, v)dudv + N(u, v)dv2 _ , 
^ > E(u, v)dv?~+~2F (u, v)dudv~+G{u^)dii = x{-nt>)-

Links steht der Quotient zweier quadratischer Differential-
formen. Der Zähler 

(3.12) i / = -dnd$ = L(u,v)du2 + 2M(u,v)dudv + N(u,v)dv* 

ist die ebenfalls von C. F. G a u ß (1827) eingeführte zweite 
2« 
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Grundform ( z w e i t e F u n d a m e n t a l f o r m ) der F l ä c h e n -
t h e o r i e ; sie beherrscht zusammen mit der aus (III . 6 . 1 1 ) 
bekannten ersten Grundform ( e r s t e n oder m e t r i s c h e n 
F u n d a m e n t a l f o r m ) 

( 3 . 1 3 ) = E ^ ^ du2 + 2F(u, v) du dv + G (u, v) dv2 

die Krümmungstheorie der Fläche. 

Bemerkung 1 : ist die Fläche $ = v) eine E b e n e , so ist 
sie Schmiegebeni' aller ihrer (krummen, ebenen) Flächenkurven. 
Weil dann (nfi) s 0 ist, gilt für alle Richtungen (du: dv) 

Iß. 14) / / ^ 0, d. h. L(u, v) s 0, M(u, v) s 0, N(u, v) = 0. 
Wir werden in (19. Anwendung 1) beweisen, daß durch die Glei-
chungen (14") umgekehrt die E b e n e n gekennzeichnet sind. 

Da wir die Krümmungstheorie der ebenen Kurven schon in 
(1) ausführlich entwickelt haben, soll der Fall der Ebene fortan 
ausgeschlossen werden. 

Wir studieren daher in Hinkunft nur die Krümmungs-
theor ie der krummen F l ä c h e n des Raumes, für die also 

(3. 15) II 0 d. h. (L(u, v), M(u, v), N(u, v)) (0, 0, 0) 

ist. 
Man kann die Fundamentalgrößen (10) noch auf andere 

Art darstellen. Weil der Normalenvektor n der Fläche zu 
den Tangentenvektoren jM und £„ der Parameterlinien recht-
winklig ist, gelten für alle u und v die Identitäten 

1) n 0 und_ 2) n j „ = 0 

und die daraus durch Ableiten nach u und v hervorgehenden 
Identitäten 

1) riuiu + niuu = 0 , nv£u + n luv = 0 . 
2) n„E„ + wiuv = 0 , tt„E„ + njrot) = 0 . 

Mit ihrer Hilfe und aus (4) erhält man die folgenden wichtigen 
Darstellungen der Fundamentalgrößen zweiter Art 
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L = - (nulu) £ v EWM] 
- > 

(3. 16) M = fltt&'u "(" ^vtu 
2 

= - W ' 
N = - (n„ E„) fei iviw] 

~ W ' • 

In der Formel (11) sind die Größen E, F, G, L, M, N und 
der Normalenvektor n nur vom F l ä c h e n p u n k t e P(u,v) 
abhängig; das homogene Größenpaar (du:dv) hängt von 
der K u r v e n t a n g e n t e t im Punkte P ab und der Vektor f) 
der Hauptnormalen von der Schmiegebene ff der Kurve 
(3) in P. Aus (11) folgt somit der 

Satz 1: Alle Flächenkurven (3), welche den Punkt P(u,v) 
in derselben Tangentenrichtung (du: dv) und mit derselben 
Schmiegebene a passieren, haben in P dieselbe Krüm-
mung x. 

Diese Krümmung x der Flächenkurve (3) ist daher gleich 
der Krümmung xa jenes ebenen Schnittes der Fläche im 
Punkte P, den die durch die Tangente (du: dv) laufende 
Schmiegebene a der Kurve (3) aus der Fläche ausschneidet. 

Wir denken uns nun (Bild 2) die Ebene a dieses ebenen 
Flächenschnittes um die (zur Bildebene normale) f e s t e 
T a n g e n t e t oder (du:dv) des festen Flächenpunktes 
P(u, v) gedreht. Eine dieser Ebenen enthält die Flächen-
normale tt; sie heiße v, ihr Schnitt ist der zu der Tangente t 
gehörige N o r m a l s c h n i t t der Fläche. Die übrigen, von der 
Tangentenebene n der Fläche in P verschiedenen Ebenen er 
durch die Tangente t erzeugen S c h i e f s c h n i t t e der Fläche. 
Den von n erzeugten T a n g e n t i a l s c h n i t t schließen wir 
aus der Betrachtung aus. 

Ist dann # der Winke l , unter dem die in a liegende 
Hauptnormale t) des Schiefschnittes a gegen die Flächen-
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normale n geneigt ist, so ist (ttf)) = cos •& und die Formel 
(11) liefert für die Krümmung x = xa bzw. für den Krüm-
mungsradius r,7 = ljy.a des Schiefschnittes a die Formel 
. . n cos & Ldu2 + 2Mdudv + Ndv2 _ U 
(3. 1/) %o cos i) - ^ - "" I ' 

Weil dann die rechte Seite nur noch vom Flächenpunkt 
P(u, v) und von der Tangentenrichtung (du : dv) abhängt, hat 

Bild 2. Satz von M e u s n i e r und M e u s n i e r s c h e K u ¡i e l der (zur Bildebene 
normalen) Flächentangente t im Punkte P der Fläche z =- z (z, ?/). 

die linke Seite einen von dem Winkel $ unabhängigen Wert. 
Hat insbesondere (Bild 2) der N o r m a l s c h n i t t v, für den 
(bei passender Orientierung der Flächennormalen n) •& = 0 
ist, die Krümmung = l/r„ = 1/R, die man als die zur 
T a n g e n t e t g e h ö r i g e Normalkrümmung de r F l ä c h e 
bezeichnet, so folgt die von Jean Baptiste Marie Meus-
n ie r (1754—1793) gefundene Formel von Meusnier 

(3. 18) cos & 1 1 , „ ••—••= — = — oder r „cos# = ? v r„ rv R 
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Sie enthält (Bild 2) den 

Satz von Mcusnier (1776) : Aus dem Krümmungsmittel-
punkt Mv des zur Flächentangente t gehörigen Normal-
schnittes v erhält man den Krümmungsmittelpunkt Ma eines 
durch dieselbe Flächentangente t gelegten Schiefschnittes er der 
Fläche, indem man Mv normal auf die Ebene a des Schief-
schnittes projiziert. 

Die Krümmungskreise ka der im Punkte P zur Flächen-
tangente t gehörigen Schief schnitte a der Fläche bilden daher 
insgesamt eine Kugel xt mit dem Krümmungskreis k„ des 
Normalschnittes von t als Großkreis, die man als die zur 
Flächentangente t gehörige Meusniersche Kugel bezeichnet. 

B e m e r k u n g 2 : Wir haben den Begriff der N o r m a l k r ü m -
m u n g e i n e r F l ä c h e n k u r v e im wesentlichen schon in der 
T h e o r i e der S t r e i f e n kennengelernt. Ist auf der Fläche 
£ = J(M, V) durch u=u(s), v = v(s) eine L e i t k u r v e 
j = £(u(s), v(s)) = j ( s ) gegeben, so bilden ihre durch den 
Normalenvektor rt = n (s) gekennzeichneten T a n g e n t e n -
e b e n e n JI(S) den der Fläche ¡(u, V) längs der Kurve J (s ) um-
schriebenen F l ä c h e n s t r e i f e n (Streifen). Nach ( 1 . 1 2 ) und 
(1. 15) ist die N o r m a l k r ü m m u n g xn = — ß ( s ) dieses Streifens 

( 3 . 1 9 ) Hn = - ß { s ) = (l'n)= * ( f j i i ) , 

wobei x die Krümmung der Flächenkurve und (£) tt) = cos & =- sin<p 
ist. Somit gilt nach (3 .11 ) 

(3. 20) = *(n$) = y = ± . 

Die Normalkrümmung x n = — ( n ' j ' ) des Flächenstreifens ist daher 
gleich der Normalkrümmung x v = 1/R der Flächein der Richtung t. 

Es folgt 

Satz 2 : Alle Flächenstreifen { j (s) , ti(s)} (Flächenkurven 
E(s)), welche den festen Flächenpunkt P(u, v) in der festen 
Tangentenrichtung t = j ' passieren, besitzen in P dieselbe 
Normalkrümmung y.n = — (rt' 5') = 1/R = xv. 
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i 1 

Bild 3 
Bestimmung des Scheitelschmieg-
kreises einer Ellipse, die als schiefer 
Schnitt eines Drehzylinders gegeben 

ist, mittels des Satzes von 
M e u s n i e r . 

Beispiel 1 : Schneidet man 
(Bild 3) den Drehzylinder f 
(Radius R) mit einer Ebene a, 
welche gegen die Ebene v des 
Basiskreises k unter dem Win-
kel & 4= Ji/2 geneigt ist, so er-
hält man eine E l l i p s e mit den 
Halbachsen a = OA = R/cos & 
und b = R. Um in deren tief-
stem Punkt (Sche i t e l A, 
Scheiteltangente t, Mitte 0) 
den S c h m i e g k r e i s r a d i u s ra 
zu bestimmen, bemerken wir, 
daß der K r ü m m u n g s m i t t e l -
p u n k t Mv des zu t g e h ö r i -
gen Nor m a l s c h n i t t e s j » von £ 
(Basiskreis vom Radius rv = R) 
auf der Z y l i n d e r a c h s e z 
liegt. Nach dem Satze von 
M e u s n i e r hat daher der 
Krümmungsradius ra des schie-
fen Ellipsenschnittes im Scheitel 
A die Länge 

(3. 21) r„ = R cos & = 6 • A 

b2 

die, wie in (1.12. Beisp. 1), gleich dem Parameter p der Ellipse ist. 
Die zur Parallelkreistangente t gehörige M e u s n i e r - K u g e l be-
sitzt den Basiskreis k des Zylinders als Großkreis. 

Bemerkung 3: Führt man durch die r e g u l ä r e P a r a m e t e r -
t r a n s f o r m a t i o n 
(3. 22) m = ü(u, v), v — v(u, v) \ u = u(ü, v), v = v(ü, v) 

mit nichtverschwindender Funktionaldeterminante D = ff"' 
d(u, v) 

auf der Fläche 
(3. 23) J = i(u, v) = i(u{ü, v), v(ü, v)) = j(m, v) = j 
statt (u,v) n e u e zu l ä s s ige P a r a m e t e r (ü,v) ein, so sind 
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(wegen der bekannten Parameterinvarianz der ersten Differentiale 
d j = d% und än = (in) sowohl die erste Grundform I, wie schon 
in (III. 8. 10) bewiesen, als auch die zweite G r u n d f o r m / / 
invariant (parameter invar ian t ) . Es ist nämlich 

(3. 24) i=d?. = d?= 1 und 1 7 = -dndi = -dndz = II. 

Die Bewegungsinvar ianz der beiden Grundformen / und 
II folgt aus der Bewegungsinvarianz des Innenproduktes zweier 
Vektoren. Die Fundamentalgrößen L, M, N selbst gehorchen 
dabei nach ihrer Definition (16) genau denselben Transformations-
formeln wie die Fundamentalgrößen E, F, G, die in (III. 8. 8) 
berechnet wurden. Alle sechs Fundamentalgrößen sind (als 
Innenprodukte von Vektoren) Bewegungsinvarianten. 

Die Diskr iminanten W2 = EG — F2 und LN — M2 der 
beiden Grundformen sind gegenüber Parametertransformationen 
re la t ive Inva r i an ten vom Gewichte 2, d. h. es gilt 

(3. 25) EG — F2= D2(EG - F2), LN - M2 = D2(LN - M2), 

ebenso ihre bi l ineare Inva r i an t e 

(3. 26) EN- 2 FM + GL = D2(EN - 2FM + GL). 
Die Quotienten 

.„ „„. _ LN-M2 EN -2FM + GL 
(3"27) K = EG -F* Und 2H = EG—F2 

sind daher absolute Pa rame te r inva r i an ten und Bewe-
gungs invar ian ten ; sie beschreiben daher geometr ische 
Eigenschaf ten der Fläche J(M, V), die wir noch genau kennen-
lernen werden. Man nennt K die Gaußsche Krümmung und H 
die mittlere Krümmung der Fläche j(it, v) im Punkte I'(u, v). 

4. Normalkrümmung. Schmiegtangenten. Schmieg-
linien. Durch den Satz von Meusnier wird die Untersuchung 
der F l ä c h e n k r ü m m u n g im Punkte P(u,v) der reellen 
Fläche £ = %(u, v) auf das Studium der Krümmung 1/R der 
durch P in den verschiedenen Richtungen (du: dv) laufenden 
N o r m a l s c h n i t t e v der Fläche zurückgeführt. Für diese 
N o r m a l k r ü m m u n g 1/R der Fläche in der Richtung 
(du: dv) gilt nach (3.17) und (3.18) die grundlegende Formel 
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1 Ldu2 4 - 2Mdudv -f- N dv2 II 
R — Edu2 r 2 Fdudv f Gdv2~ I 

Bemerkung 1: Das Vorze ichen der N o r m a l k r ü m m u n g 
1/R und des K r ü m m u n g s r a d i u s R des N o r m a l s c h n i t t e s v 
hängt nach (3.12) von der Orientierung der Flächennormalen rt, 
d. h. nach (3.16) von der Wahl des Vorzeichens von W= }/EG — F2 

ab. Man kann daher stets annehmen, daß die Normalkrümmung 
1/R für einen vorgegebenen Normalschnitt (für den 1/R 4= 0 ist) 
positiv (1/R > 0) ausfällt. Das Vorzeichen der Normalkrümmung 
aller anderen Normalschnitte desselben Flächenpunktes P(u, v) 
ist dadurch eindeutig festgelegt. 

Für r e e l l e F l ä c h e n j = J(M, V) mit reellem Parameter-
netz (u,v) und r e e l l e T a n g e n t e n r i c h t u n g e n ( d u : d v ) 
=)= (0:0) ist in allen Flächenpunkten P(u,v) die erste Grund-
form I=ds2> 0; daher s t immt in (1) das Vorzeichen 
von 1/R mit dem Vorzeichen des Zählers I I überein, 
dessen Wertevorrat von dem Vorzeichen der Diskriminante 
LN — M2 abhängt. 

Wenn wir Flächenpunkte P(u, v), in denen gleichzeitig 
L(u, v) = M(u, v) = N(u, v) = 0 ist (sogenannte F l a c h -
p u n k t e der Fläche) a u s s c h l i e ß e n , in denen nach (1) die 
Normalkrümmungen 1/R aller Flächenrichtungen (du :dv ) 
verschwinden, so sind drei Fälle möglich: 

1. LN - ¡Vi2 > 0, elliptische Flächenpunkte. 
Die quadratische Form II ist d e f i n i t . Die Normalkrüm-
mung 1/R ha t für alle Richtungen (du: dv) nur positive 
(oder nur negative) Werte. 

Beispiel 1: Alle eiförmigen Flächen wie Kugel oder Ellipsoid 
und der Wulst der Ringfläche besitzen nur elliptische Punkte. 

2. LN — M2 = 0, parabolische Flächenpunkte. Die 
quadratische Form II ist s e m i d e f i n i t . Die Normalkrüm-
mung 1/R hat nur positive (oder nur negative) Werte und 
f ü r g e n a u e i n e R i c h t u n g den Wert N u l l . 
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Beispiel 2: Zylinder, Kegel, Torsen besitzen nur parabolische 
Punkte; nur für die Normalschnitte v durch die Erzeugenden 
dieser Flächen ist 1/R = 0. Parabolisch sind auch die Punkte des 
höchsten und tiefsten Parallelkreises der Ringfläche, wobei die 
Normalkrümmung der Parallelkreistangente 1/R = 0 ist. 

3. LN — M2< 0, hyperbolische Flächenpunkte. Die 
quadratische Form II ist bei veränderlichem (du: dv) 
i n d e f i n i t . Für zwei verschiedene reelle Eichtungen ist die 
Normalkrümmung 1/R = 0, dazwischen ist in dem einen 
Winkelraum 1/R > 0, im anderen 1/R < 0. 

Beispiel 3: Alle Sa t te l f l ächen , wie einschaliges Hyper-
boloid, hyperbolisches Paraboloid, Kehle der Ringfläche. 

Die (nicht isolierten) parabolischen Punkte P(u,v) einer 
Fläche bilden i. a. ihre p a r a b o l i s c h e K u r v e , deren Glei-
chung somit 
(4.2) L(u, v)-N(u,v) - M2(u,v) = 0 

ist. Die parabolische Kurve (2) t r e n n t das Gebiet der 
elliptischen und der hyperbolischen Flächenpunkte, d. h. 
den e l l i p t i s c h g e k r ü m m t e n v o m h y p e r b o l i s c h ge-
k r ü m m t e n Tei l der F l ä c h e . Daneben kann es noch 
i s o l i e r t e p a r a b o l i s c h e P u n k t e geben, in deren Um-
gebung keine weiteren parabolischen Punkte liegen. 

Die beiden im Punkte P(u,v) vorhandenen R i c h t u n g e n 
(du : dv) v e r s c h w i n d e n d e r N o r m a l k r ü m m u n g 1/R = 0 
ergeben sich aus der quadratischen Gleichung 

(4. 3) II = L(u, v) du2 + 2M(u, v)dudv + N(u, v) dv2 = 0, 

deren Lösungen (dux: dvx) und (du2: dv2) für 

{> 0 konjugiert komplex, 
= 0 reell zusammenfallend, 
< 0 reell verschieden sind. 

Man bezeichnet diese beiden aus (3) folgenden Tangenten-
richtungen 
(4. 4) d& = ludUi + ivdv t 
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als die Schmiegtangenten des Flächenpunktes P(u, v). 
Weil nämlich die zugehörigen Normalschnitte vt nach (1) in P 
die Krümmung 1 /R = 0 haben, b e r ü h r e n ihre T a n g e n t e n 
(du,: dv() in P den Normalschnitt (also auch die Fläche) 
m i n d e s t e n s d r e i p u n k t i g und sind daher Schmieg-
t a n g e n t e n (Wendetangenten oder Flachtangenten) des 
Normalschnittes und der Fläche. Der Normalschnitt vt einer 
Schmiegtangente besitzt also den Punkt P als (gewöhn-
lichen oder höheren) W e n d e p u n k t bzw. F l a c h p u n k t oder 
er enthält die ganze Schmiegtangente djj als g e r a d l i n i g e 
F l ä c h e n e r z e u g e n d e (so bei Kegel, Zylinder und Torse). 

Die beiden in hyperbolischen Punkten (Sattelpunkten) 
reell verschiedenen Schmiegtangenten fallen in parabolischen 
Punkten zusammen und sind in elliptischen Punkten kon-
jugiert komplex. 

Bemerkung 2 : Man bezeichnet die S c h m i e g t a n g e n t e n 
nach Joseph Diaz G e r g o n n e (1813) auch als H a u p t t a n g e n t e n 
oder nach Charles D u p i n (1813) als A s y m p t o t e n r i c h t u n g e n 
der Fläche. 

Durch Integration der Differentialgleichung (3) erhält man 
auf einem h y p e r b o l i s c h g e k r ü m m t e n F l ä c h e n s t ü c k 
zwei reelle Scharen von Kurven, welche das N e t z der 
Schmieglinien ( H a u p t t a n g e n t e n k u r v e n , A s y m p t o -
te n 1 in ien) der Fläche bilden. Alle Tangenten dieser Linien 
sind Schmiegtangenten der Fläche. 

Bemerkung 3 : Kege l , Z y l i n d e r und Tor sen sind in allen 
legulären Punkten p a r a b o l i s c h g e k r ü m m t . Wie sich zeigen 
wird, sind dies die einzigen überall parabolisch gekrümmten 
Flächen. Ihre e inz ige S c h a r von S c h m i e g l i n i e n besteht 
(nach Beispiel 2) aus den E r z e u g e n d e n dieser Flächen. 

Bemerkung 4: Ist auf einer Fläche L(u, v) = 0, so lautet die 
Differentialgleichung ihrer Schmieglinien 

(4.5) (2Mdu+ Ndv)dv = 0. 

Die «-Linien (dv = 0) bilden dann die eine Schar der 
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S c h m i e g l i n i e n . Ebenso sind im Falle N(u, v) = 0 alle ^-Lin ien 
{du — 0) S c h m i e g l i n i e n . 

L(w, v) = 0 und N(u, v) = 0 bedeutet, daß alle Parameter-
linien Schmieglinien sind. Die Parameter (u, v) heißen dann 
S c h m i e g p a r a m e t e r oder A s y m p t o t e n p a r a m e t e r . 

Bemerkung 5 : Kennzeichnend für die krummen Schmieg-
linien k einer Fläche ist die Eigenschaft, daß ihre Schmieg-
ebenen CT stets Tangentenebenen der Fläche sind. Der eii'er 
Fläche längs einer Schmieglinie umschriebene Streifen ist daher 
nach (IY. 2) ein S c h m i e g s t r e i f e n . 

Beweis: Wählt man die k enthaltende Schar der Schmieg-
linien als «-Linien, so ist L(u,v) = 0; nach (3.16) ist also 
\Xu%vluv\ s 0 oder jMM = a j M + ßzv . Weil die Schmieglinie 
krumm, nach (II. 3. Satz 1) also [ j u £ u u ] =1= o ist, gilt dabei not-
wendig ß =(= 0. Folglich sind die von j u und %uu aufgespannten 
Schmiegebenen CT von k und die von jM und aufgespannten Tan-
gentenebenen n der Fläche identisch, w. z. b. w. 

Aus der eben bewiesenen rein projektiven Kennzeichnung der 
Schmieglinien folgt, daß die E i g e n s c h a f t e iner F l ä c h e n -
k u r v e , S c h m i e g l i n i e der F l ä c h e zu se in , bei projektiven 
Transformationen der Fläche (Kollineationen) erhalten bleibt, 
also p r o j e k t i v e r N a t u r ist. 

Bemerkung 6 : Jede auf einer Fläche liegende gerade Linie 
ist stets Schmieglinie der Fläche. 

Beweis : Identifiziert man die Gerade nämlich mit der Para-
meterlinie v = 0 eines sie enthaltenden Systems von w-Linien, so 
ist für sie nach (II . 3. Satz 1) sicher [jk(m, 0), yMU(«, 0)] = o 
also nach (3. 16) auch L(u, 0) = 0 . Die gerade Linie v = 0 ist 
daher nach (Bern. 4) tatsächlich Schmieglinie, w. z. b. w. 

B e m e r k u n g ? : In F l a c h p u n k t e n P(u,v) der Fläche ist 
wegen L(u, v) — M(u,v) = N(u, v) = 0 die Gleichung (3) für 
alle Richtungen (du: dv) erfüllt. Flachpunkte sind daher singulare 
Punkte des Netzes der Schmieglinien der Fläche. 

5. Beispiele: Windschiefe Regelflächen, Drehflächen, 
Flächen z = z(x,y), Nabelpunkte. Wir erläutern die bisherigen 
Ergebnisse noch an einigen wichtigen Beispielen. 

Beispiel 1 : Für eine windschiefe Regelfläche mit der L e i t -
k u r v e t) = t)(u) und den Erzeugendenrichtungen j = j(m) gilt 
nach ( I I I . 20. 3) und (I I I . 20. 34) 
(5 .1) £ = ! > ( « ) + » i (« ) mit fo'a'i] & 0• 


