SAMMLUNG GOSCHEN BAND 1180/1180a

DIFFERENTIALGEOMETRIE

von

DR. PHIL. KARL STRUBECKER
o. Professor der Mathematik an der Technischen Hochschule Karlsruhe

I

THEORIE DER FLACHENKRUMMUNG

Mit 38 Figuren

WALTER DE GRUYTER & CO.

vormals G. J. Goschen’sche Verlagshandlung - J. Guttentag,
Verlagsbuchhandlung + Georg Reimer « Karl J. Triibner - Veit & Comp.

BERLIN 1959



Die Gesamtdarstellung umfaBt folgende Bénde:

Band I: Kurventheorie der Ebene und des Raumes

(Band 1113/1113a)
Band II: Theorie der Flichenmetrik

(Band 1179/1179a)
Band III: Theorie der Flichenkriimmung

(Band 1180/11804a)

©

Copyright 1958 by Walter de Gruyter & Co., Berlin W 35, Genthiner Str. 13.

Alle Rechte, einschl, der Rechte der Herstellung von Photokopien und

Mikrofilmen, von der Verlagshandlung vorbehalten. — Archiv-Nr. 1111 50.

Satz: Walter de Gruyter & Co., Berlin W 85, Druck: Paul Funk, Berlin W 35.
Printed in Germany.



Inhalt

Literaturverzeichnis . 5
Einleitung . 6
IV. Theorie der Flichenkrimmung
A. Streifentheorie
1. Theorie der Streifen . 6
2. Geoditische Streifen, Schm1egstre1fen und Krummungsstrelfen 12
B. Elementare Theorie der Flichenkriimmung

3. Die zweite Grundform der Flichentheorie. Satz von Mcusnier 18
4. Normalkriimmung, Schmiegtangenten, Schmieglinien . . . . 25

5. Beispiele: Windschiefe Regelflachen, Drehflichen, Flichen
z = z(z.y), Nabelpunkte . e e e e e e e e 29
8. Formel von Euler 37
7. Indikatrix von Dupin 42
8. Konjugierte Flachentangenten . 50
9. Schiebflichen 55

10. Krummungsllmen GauBsche Krummung K und mlttlere Krum-
mung H ciner Fliche. 60

11. Beispiele: Drehfldchen, Ebene, Kugel Pseudosphare, Ketten-
fliche . 65

12. Geodablsche Wmdung emer Flachenkurve, Satze von F. Joa-
chimsthal . 68

18. Weiteres iiber Krummungshmen Normalcnflachen Formel Von
Olinde Rodrigues 71

14. Krummlinige Koordinaten im Raum. Satz von Dupm uher “drei-
fache orthogonale Fldchensysteme Parallelflichen . 76
15. Normalenkongruenz einer Fliche. Zentrafliche 85
16. Kanalflichen, Gesimsflichen, Dupmsche Zykhden . 89

17. Flichen von Monge und Serret mit einer emz1gen Schar von
Kriimmungslinien . . 92

18. Konforme (winkeltrcue) Abblldungon des Raumes Mobulssche
Kugeltransformationen. Satz von Liouville . o ... 98
19. Die Formeln von Weingarten . . 104

C. GauBsche Theorie der Flaichenkrimmung

20. Sphirisches Bild einer Fliche nach Gaufl; Geometrische Deutung
der Gaufischen Kriimmung . . . - - 107
21. Das Theorema egregium von GauB . 113

22. Geodéatische Polarkoordinaten, Rlemannsche Zentralkoordmaten
Biegungsinvariante Erklarung der Gaufischen Kriimmung . . 119
23. Satz von Gauf und Bonnet. .o . 124
24. Anwendungen der Gauf- Bonnetschen Inteﬂralforme] . . 181
25. Flichen konstanter GauBscher Kriimmung . . . 137
26. Reelle Drehflichen konstanter GauBscher Krummung . 141

27. Drehflichen konstanter Gau8scher Kriimmung K = const mit
(eigentlicher) isotroper Drehachse ., . . . . . . . . . . 148



4 Inhalt

28. Nichteuklidische Geometrie. Hyperbolische Ebene . . 152
29. Projektive Metrik. Projektives Modell der hyperbollschen Ebene 156
30. Konformes Modell der hvperbollschen Ebene . . . 166
31. Entscheidung der Isometrie zweier Flichen (Problem von Mm-
ding) . . . ... .. e K )

D. Ableitungsgleichungen und Fundamentalsitze der Flichentheorie

32. Die GauBschen Ableitungsformeln der Flichentheorie . . . 183
33. Die Integrabilititsbedingungen der Flichentheorie. Formeln von

Codazzi und Mainardi . 187
34. Der Fundamentalsatz der Flichentheorie von Ossian Bonnet 162
35. Geoditische Abbildung einer Fliche auf die euklidische Ebene 197
36. Der Identititssatz fiir Eiflichen. Unverbiegharkelt und Starr-

heit der Eiflichen . . . . . . .. . . . .. 202
E. Minimalflichen

37. Minimalflichen. . 211
88. Minimalflichen als Schlebflachen lsotroper Kurven Forme]n von

Weierstral . . . . ce e ... 215
39. Assoziierte Mmlmalﬂachen .. 221
40. Adjungierte Minimalflichen mit kongruenten oder symmetrlschen

isotropen Schiebkurven. Minimalflichen von Lie und Geiser . . 225
41. Formeln von H. A. Schwarz. Problem von E. G. B]Orlmg .. 230
42, Beispiele . . . . . . . . ... . ... . ... 237

Namen- und Sachverzeichnis . . . . . . . . . .. . . ... ... 240



Literaturverzeichnis

Neben der in Band I und Band II dieser ,,Differentialgeometrie® an-

gefiihrten Literatur befassen sich mit dem Gegenstande des vorliegenden
Bandes TII die folgenden Schriften:

1.

'S

-

12.

13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.
20.

o ® 9 ow

Enzyklopidie der Mathematischen Wissenschaften mit EinschluB ihrer
Anwendungen III. Band. Geometrie, 3. Teil D. Differentialgeometrie,
Leipzig 1902 —1927.

. H. E. Timerding, Repertorium der hdheren Mathematik, 2. Aufl,

2. Band: Geometrie, 2. Hilfte: Raumgeometrie, Leipzig und Berlin 1922.

. A.D. Alexandrow, Die innere Geometrie der konvexen Flichen, Berlin

1955.

. Richard Baldus, Nichteuklidische Geometrie (Hyperbolische Geometrie

der Ebene), 3. Aufl.,, durchgesehen und herausgegeben von Frank Lébell,
Sammiung Goschen Band 970, Berlin 1953.

. Eugenio Beltrami, Opere matematiche, vol. 1, Milano 1902.
. Roberto Bonola, Die nichteuklidische Geometrie, deutsch von Heinrich

Liebmann, 3. Aufl,, Leipzig und Berlin 1921.

. Richard Courant, Dirichlets principle, Conformal Mapping and Minimal

surfaces, New York 1950.
N. W, Efimow, Flichenverbiegung im GroGen (mit einem Nachtrag von
E. Rembs und K. P. Grotemeyer), Berlin 1957.

. J. Favard, Cours de géométrie différentielle locale, Paris 1957.
. Felix Klein, Vorlesungen iiber hthere Geometrie, 3. Aufl., bearbeitet von

‘Wilhelm Blaschke, Berlin 1926.

. Felix Klein, Vorlesungen i{iber Nichteuklidische Geometrie, fiir den

Druck neu bearbeitet von W. Rosemann, Berlin 1928,

Felix Klein, Vorlesungen iiber die Entwicklung der Mathematik im
19. Jahrhundert, Teil I, bearbeitet von R. Courantund O. Neugebauer,
Berlin 1926; Teil II, bearbeitet von R. Courant und 8t. Cohn-Vossen,
Berlin 1927.

Erwin Kruppa, Analytische und konstruktive Differentialgeometrie,
Wien 1957.

Max Pinl, 100 Jahre Differentialgeometrie, Mathematisch-Physikali-
sche Semesterberichte, 5 (1956) S. 84 —48.

A.W. Pogorelow, Die eindeutige Bestimmung allgemeiner konvexer
Flichen, Berlin 1956.

Tibor Rad 6, On the Problem of Plateau, Ergebnisse der Mathematik
und ihrer Grenzgebiete, 2. Band, Berlin 1933.

Bernhard Riemann, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu
Grunde liegen, Gottinger Abhandlungen 13 (1868) 8.1—20, oder Ges.
Werke 2, Aufl. 8. 272—287, oder Physikalische Blitter 10 (1954) 8. 296
bis 813 (mit Erliuterungen von Karl Strubecker).

Hermann Amandus Schwarz, Gesammelte mathematische Abhand-
lungen, Band I, Berlin 1890.

Hermanu Weyl, Mathematische Analyse des Raumproblems, Berlin 1922,
Hermann Weyl, Raum, Zeit, Materie, Vorlesungen iiber Alligemeine
Relativitidtstheorie, 5. Aufl., Berlin 1928.

Formelverweise: Es gelten sinngemiB die schon in Band I und Band IT

erklirten und angewandten Verweise. Insbesondere bezeichnet (IV) den vor-
liegenden Abschnitt IV (Flichenkriimmung). — Weiter bedeutet (IV. 12) das
Kapitel 12 von Abschnitt IV und (16. 3) die Formel 3 in Kapitel 16 des
laufenden Abschnittes IV, SchlieBlich verweist (7. Bem. 1) auf Bemerkung 1
in Kapitel 7 des laufenden Abschnittes IV und (III. 10, Satz 2) auf Satz 2
in Kapitel 10 von Abschnitt III.



Einleitung

Wihrend sich Band II dieser Einfithrung in die Differential-
geometrie mit den Elementen der inneren Fldchentheorie
befaBte, die allein von der ersten Grundform der Fliche
beherrscht wird und auBer der Flichenmetrik und der Vektor-
analysis auf Flichen noch die Theorie der Abbildungen von
Flichen und die Theorie der geoditischen Linien umfaBt,
entwickelt der vorliegende Band III die Elemente der von der
zweiten Grundform abhéngigen duBeren Fliachen-
theorie, d.h. die Krimmungstheorie der Flichen,
sowie jene hoheren Teile der inneren Fliachentheorie,
welche sich an den Begriff der GauBschen Kriimmung an-
schlieBen. Neben den Kklassischen Fragen der Differential-
geometrie im Kleinen werden dabei auch einige neuere Fragen
der Differentialgeometrie im GroBen erdrtert.

IV. Theorie der Flichenkriimmung
A. Streifentheorie

1. Theorie der Streifen. Ordnet man den Punkten P einer
(stetig gekriimmten und nicht isotropen) Raumkurve ¢ =g(s),
die auf ihren Bogen s als Parameter bezogen ist, eine
(nicht isotrope) Tangentenebene ;x zu, so erhdlt man einen
zur Raumkurve g(s) gehérigen Streifen. Man nennt g(s)
die Leitkurve des Streifens oder die Streifenkurve.
Dieser Streifen heilt stetig gekriimmt, wenn auBer der
Kurventangente t = ¢’(s) auch noch der (zu ihr orthogonale)
Normalenvektor n = n(s) der Streifenebene s (s) stetig
ableitbar ist. 1(s) und n(s) sind Einheitsvektoren: |t| =|n|=1.
Wegen der Orthogonalitit von n(s) und t(s) ist ng’ = 0.

Beispiel 1: Flichenstreifen. Auf jeder stetig gekriimmten

(d. h. zweimal stetig ableitbaren) Fliche r = g(u,v) bilden die
Tangentenebenen =(s) lings einer beliebigen stetig gelriimmten
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Flichenkurve r(s) = r(u(s), v(s)) einen stetig gekriimmten
Streifen (Flachenstreifen); Normalenvektor n(s) des
Streifens an der Stelle s ist die Fldchennormale n(s) = n (u(s),

v(s)).

Mit dem durch die Vektoren
(L) r=g@E)undn=n(s) (ns)=1, n@rs) =0
(x(s) = Ortsvektor der Streifenkurve und n(s) = Einheits-
vektor der Streifennormalen) gekennzeichneten Streifen ist
ein (rechtshiindiges) begleitendes Dreibein verbunden, be-
stehend aus 1. dem Tangentenvektor t = t(s) = ¢'(s) der
Streifenkurve ([t(s)| = 1) und 2. ihrem Seitenvektor

(1.2) 8=3(s) =[n(s), 1), 18(s)|=1,

der in der Streifenebene 7 (s) zur Kurventangente t normal
und ein Einheitsvektor ist, und 3. dem Normalenvektor
1 = n(s) mit [n(s)] =1.

Mit der Streifenkurve g(s) ist iiberdies das aus (II. 4)
bekannte, ebenfalls rechtshindige begleitende Dreibein

(1.3) t =1(s), b =15(s), b = b(s)
der Tangente, Hauptnormalen und Binormalen ver-
bunden, das aus dem begleitenden Dreibein
(1.4) t=1(s), 8 = 5(s), n = n(s)
des Streifens entsteht, indem man es um die Kurventangente t
um den Winkel ¢ = < (n, b) = (3, ) dreht (Bild 1). Es folgt
() = (39) = cos g,
(1.5) (n) = cos (7/2 — @) = + sin g,
(8b) = cos (/2 + @) = — sin .
Im Nullpunkt O angeheftet, beschreiben die Endpunkte
T,8, N der Vektoren (4) anf der Einheitskugel das (sphi-

rische) Tangentenbild t(s), das Seitenbild 3(s) und das
Normalenbild n(s) des Streifens (1).
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Wandert man auf der Streifenkurve g(s) mit der festen
Geschwindigkeit | ¢’ | = 1 vom Punkte s zum Nachbarpunkte
s -+ ds, so erleidet das begleitende Dreibein (4), abgesehen von
einer Parallelverschiebung, eine Drehung, deren Dreh-
vektor b = b(s) folgendermaBen geschrieben werden kann:

(L6) b =bE)=a(s)ts) + BE)BE) + y(s)n(s).

Bild 1. Fldchenstreifen.
Der lings der Streifenkurve (Leit-
linie) g(s) mit dem begleitenden
Dreibein t (Tangente), § (Haupt-
normale) und b (Binormale) der
Fliche umschriebene Streifen be-
sitzt in s ein begleitendes Drei-
bein, bestehend aus t (Tangente),
8 (Seitentangente) und nn (Streifen-
normale).

Die Richtung von b gibt dabei nach (IL. 11. Bem. 3) die Achse
der Drehung, die Linge | b | die Winkelgeschwindigkeit c und
der Sinn von d den Drehsinn an.

Bei der Drehung (6) verdndern sich, wenn s als Zeit ge-
deutet wird, die drei sphérischen Bilder t(s), 3(s) und n(s) des
Streifens mit Geschwindigkeiten, deren Vektoren t'(s), 8'(s)
und n'(s) nach der aus (IL 10. 16) bekannten Eulerschen
Formel lauten

a.m t'.=[bt], 8 = [03], n' = [bn].
Austiihrlich folgen, wegen
(1.8) [t8] =m, [8n] =1, [nt] =8 und [t8n] =1,

durch Eintragen von d aus (6) in (7), die schiefsymmetri-
schen Formeln
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t + y ()8 — B(s)n
1.9 g = —yp(st + a(s)n
=4 B(s)t —x(s)8

In diesen nach Cesare Burali-Forti (1912) benannten
Ableitungsgleichungen der Streifentheorie treten als be-
wegungs- und parameterinvariante Fundamentalgré8en des
Streifens (1) die drei GroBen

(1. 10) x=a(s), B =P, 7 =v06)

auf. Man nennt «(s) die geodéitische Windung, — S(s) die
Normalkriimmung und y(s) die geodiitische Kriimmung
des Streifens und schreibt dafiir hiufig auch

(L10%) & =74(s), B =—mals), ¥ =2%().

Man kann diese drei grundlegenden Differentialinvari-
anten (10) des Streifens (1) durch die Vektoren t(s), &(s)
und n(s) und ihre Ableitungen nach s ausdriicken, indem man
die Gleichungen (9) reihum innerlich mit diesen. Vektoren
multipliziert. Wegen

(L.11) @3 =@ =uH=0,2=82=n2=1
und (8) folgt dann

(1.12)
a(s) = (8'm)= —(8n') = [t88'] =[tnn'] = -+ 7,(s),
B(s) = (W'1) = — (nt') = [Bnn'] = [BtH'] = — sy (s),
y(s) = (t'8) = —(18') = [ntt’] = [n88']= + x,(s).

Da die Streifenkurve r = g(s) nach (1L 12) durch ihre
Kriimmung » = x(s) und Torsion t = 7(s) bis auf ihre
Lage im Raum eindeutig bestimmt ist, und da die Streifen-
normale n(s) nach (5) durch ihren Neigungswinkel ¢ = ¢ (s)
gegen die Binormale b = b(s) der Kurve g(s) eindeutig fest-
liegt, kann man die drei Gleichungen
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(1.13) x==ux(s), T=1(), ¢ =¢@(s)

als natiirliche Gleichungen des Streifens bezeichnen,
Ste bestimmen den Streifen bis auf seine Lage im Raum
cindeutig.

Zwischen den Invarianten (10) und (13) des Streifens
bestehen einfache Beziehungen, die man leicht gewinnen
kann, indem man in den Formeln (12) die Vektoren 3 und
n durch  und b ausdriickt. Wegen
(1. 14) g =heosp—Dbsingih=+4+3cosp+ nsing

: n=7Psing +beosp'b=—8sing + neos g,
folgt dann auf Grund der Frenetschen Formeln (II. 6. 14)
und aus [thb] =+ 1

& =[tn'] = (v — ¢')[thb] =T7— (p’,
(1.15) g = [8tt'] =[hHcosp —bsing,t, xh] = —xsing,

y = [ntt'] =[beos e + fsing,t,%2h] = +x cos ¢,
und daraus umgekehrt

(1. 16) o -
cos g =p[/f2 + 9% sing = — BB+ .
Daraus ergibt sich

Satz 1: Der Streifen (1) st durch die drei Funktionen
(Fundamentalgrofen, Invarianten) oc(s), (s), y(s) d. h. durch
die drev natirlichen Gleichungen (10) bis auf seine Lage im
Baum eideutiq festgelegt.

Die Schar der Tangentenebenen m(s) des Streifens
mit der Gleichung

(1.17) 1) (& — 1(s)) =0

nmhiillt insgesamt eine die Leitkurve r(s) enthaltende
abwickelbare Fliche (Ebene, Kegel, Zylinder, Torse).
Deren Mantellinien (Erzeugenden, Charakteristiken), die
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man als die zu den Kurventangenten t konjugierten
Streifentangenten ¥ bezeichnet, geniigen nach (II. 15)
auBer der Gleichung (17) noch der aus (17) durch Ableiten
nach s entstehenden Gleichung, d.h. wegen ng’ =0 der
Gleichung

(1.18) n'(s)- (X — g(s)) = 0.
Aus (17) und (18) folgt als Vektor ¥ = X — r(s) der zu t
konjugierten Streifentangente

(1.19) = {(s) = [n(s), n'(s)].

Aus den Ableitungsformeln (9) erhilt man somit
t(s) = [, Bt — x8] = B[nt] + «[8n]

oder wegen (8) schlieBlich

(1. 20) F=1(s) =a(s)t(s) + B(s)8(s).
Es folgt

Satz 2: Schreitet man auf dem Streifen lings der Streifen-
kurve t(s), d. h. in der Richtung t(s) vorwdrls, so dreht sich
die Streifenebene m(s) um die zu t(s) konjugierte Ruichtung
F(s) = x(9)t(s) + B(5)8(s).

Damit ist auch eine einfache geometrische Deutung
der Invarianten «(s) und f(s) als Koordinaten der Kom-
ponentenzerlegung von f(s) in den Richtungen t(s) des Tan-
gentenvektors und 3(s) des Seitenvektors gewonnen.

Bemerkung 1: Man entnimmt den Formeln (12) noch die
folgende wichtige Tatsache. Andert man gleichzeitig die Rich-
tungen (Vorzeichen) des Normalenvektors n und des Seiten-
vektors 8 des Streifens (1), so bleibt das begleitende Dreibein
(t, 3, n) nach wie vor rechtshindig; dabei bleibt die geodatische
Windung «(s) = 7,(s) ungedndert, die Normalkriimmung
—B(s) = 2, (s) und die geodatische Kriimmung y (s) = x,(s) des
Streifens dndern jedoch ihr Vorzeichen. Wihrend also das Vor-
zeichen der geoddlischen Windung geometrische Bedeulung hat,
kommt den Vorzeichen der Normalkrimmung und der geoddtischen
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Krimmung, die von der Orientierung der Streifennormalen ab-
hdngen, keine geometrische Bedeutung zu.

Man kann daher durch geeignete Wahl der Orientierung von n
(und 3) das Vorzeichen der Normalkriimmung s, (oder der geo-
ditischen Kriimmung s,)des Streifens nach Belieben einrichten.

2, Geodiitische Streifen, Schmiegstreifen und Kriilmmungs-
streifen. Von den Invarianten (1.12) ist uns die GréBe

(2.1) y(s) = [ntt'] = (ng't"] = [’ n] = %,(s)

schon in (III. 33. 6) begegnet. y(s) ist mit der geodétischen
Krimmung oder Abwickelkriimmung x,(s) des Streifens
identisch und bleibt bei allen Biegungen des Streifens ungedndert,
insbesondere auch bei der Abwicklung des Streifens in die Ebene.
Nach (III. 33. Satz 1) ist die geoditische Kriimmung x,, die man
nach (1. 15) auch durch die Formel

2. 2) Ky = % €0S ¢ = x*

darstellen kann, zugleich die Kriimmung »* = »*(s) jener ebenen
Kurve t*(s), die man erhélt, wenn man die Streifenkurve g(s)
normal auf die Tangentenebene sz(s) des Streifens an der
Stelle s projiziert.

Streifen mit verschwindender geoditischer Kriimmung
y = #, =0 heillen geodiitische Streifen. Ihre Streifenkurve
£(s) wird bei Verebnung des Streifens gerade gestreckt (x* = 0).
Geradlinige Streifen (» = 0) sind nach (2) stets geodétisch.

Fiir krumme geoditische Streifen (x == 0, x,=0) sind nach
(2) die Streifennormale n und die Binormale b stets recht-
winkelig (¢ = 4= 7/2). Ein krummer geodatischer Streifen
ist also durch die Eigenschaft gekennzeichnet, daB die Schmieg-
ebene o(s) seiner Streifenkurve g(s) iiberall zu seiner
Tangentenebene s (s) normal ist. Die Hauptnormale § und
die Streifennormale n fallen in diesclbe Gerade (h = -+ n).

Wegen ¢ = 4 7/2 und ¢’ = 0 ist nach (1. 12) und (1. 15) fiir
krumme geoditische Streifen

(2.3) a=1,=7, —f=u,=1x, y=12x,=0,

d. h. ihre geoditische Windung 7, ist mit der Windung =
und jhre Normalkrimmung #, dem Betrage nach mit der
Kriimmung » der Streifenkurve g(s) identisch.
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Die Normalkrimmung eines Streifens
2.4 — B(s) = —[8tt'] = xsin ¢ = #,

verschwindet (—p = %,, = 0) fiir alle geradlinigen Streifen
(# = 0), ebenso fir krumme Streifen (% == 0), wenn ¢ =0
oder 7 ist, d. h. dann und nur dann, wenn die Schmiegebene o
der Streifenkurve mit der Tangentenebene = des Strei-
fens identisch ist. Solche von den Punkten g und Schmieg-
ebenen o der Kurve r(s) gebildete Streifen heifen Schmieg-
streifen. Geradlinige Streifen sollen wegen f =0 gleichfalls als
Schmiegstreifen bezeichnet werden.

Fir krumme Schmiegstreifen (x==0, ¢ = 0 oder )
gilt nach (1.15) wegen ¢’ =0
2.5) a=to=7v, —f=%,=0, y=u,=1%
d. h. die geoditische Kriimmung s, eines Schmiegstreifens ist
dem Betrage nach gleich der Kriimmung x der Streifenkurve

z(s), und seine geodatische Windung 7, ist gleich der Windung =
der Streifenkurve. Nach (1.20) ist bel einem Schmiegstreifen
(8=0)
@ 6) 1(s) = a()H(),
d. h. im Talle «(s) == 0 gilt wegen (1. Satz 2) der

Satz 1: Bei einem Schmiegsireifen mit a(s) = 0 fallen die
Tangente t der Stretfenkurve ¢(s) und whre konjugierte Tangente ¥
zusammen. Die Tangentenebene m des Schmiegsireifens dreht sich

beim Forischreiten lings der Streifenkurve g(s) stels um die Kur-
venlangenle t.

Ein Streifen verschwindender geodédtischexr Windung
@7 as)=[tnn']l =7 —¢'=7,=0
wird als Kriimmungsstreifen bezeichnet. Nach (1. 20) ist bei
einem Kriimmungsstreifen (« = 0)
(2.8) E(s) = B()3(9),
4. h. im Falle f(s) == 0 gilt

Satz 2:  Bei einem Krimmungssireifen mit f(s) == 0 sind die
Tangente t der Streifenkurve r(s) und ihre konjugierte Tangente £
zuetnander normal.

Bemerkung 1: Ist g(s) eine ebene Kurve mit « = 0 (ebene
Kriimmungslinie), also v(s) = 0, so folgt aus (7), daBl ¢' =0,
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also @ = const ist. Somit gilt, weil die Schmiegebene o einer
ebenen Kurve mit der Kurvenebene identisch ist, der

Satz 8: Bei einer ebenen Krimmungslinie (esnem Kriim-
mungsstreifen mit ebener Leithurve y(s)) ist die (feste) Ebene o der
Krimmungslinie £(s) gegen alle Tangentenebenen 7 (s) des Streifens
unier festem Winkel ¢ = const geneigt. Diese Bedingung p = const
ist fir ebene Krimmungsstreifen sowohl notwendig als auch hin-
reichend.

Die von den Normalen n(s) eines Kriimmungsstreifens ge-
bildete Fliche (Normalenfldche des Kriimmungsstreifens)
mit der Darstellung

(2.9) (s, 1) = &(s) + in(s)

ist wegen 7, = [t'nn’] = [tun'] = 0 nach (IIL. 20. 14) eine ab-
wickelbare Regelfliche (Ebene, Kegel, Zylinder, Torse).
Diese Eigenschaft ist fiir Kriimmungsstreifen kennzeichnend.
Soll ndmlich umgekehrt die Normalenfliche (9) eines Streifens
abwickelbar sein, so muB [t'nn'] = [tnn'] = 7, = 0 sein, und
der Streifen ist notwendig ein Kriimmungsstreifen.

Zusammenfassend gilt also

Satz 4: Die Normalenfliche (9) eines Streifens ist dann und
nur dann abwickelbar (d. h. Ebene, Kegel, Zylinder oder Torse),
wenn der Streifen Krimmungssireifen ist,

Bemerkung 2: Vergrofert man bei einem beliebigen Streifen
den Winkel ¢ (s) zwischen der Streifennormalen n(s) und der Bi-
normalen b(s) um einen konstanten Wert ¢,, so dndert sich ¢'(s)
nicht, und man erhilt einen neuen Streifen der ndmlichen geoda-
tischen Windung

(2. 10 x(s)=1y=1— ¢'.
Daraus folgt, wenn 7, = 0 ist, der

Satz von F. Joachimsthal (1846) : Dreht man alle Tangenten-
ebenen nu(s) eines Krimmungsstreifens um die Kurventangente t(s)
um einen beliebigen festen Winkel @,, so erhili man wieder einen
Krammungsstreifen.

Beispiel 1: Umschreibt man einer Kugel (Radius r = const)
langs einer ihrer Linien r(s) den beriihrenden Streifen, so entsteht
ein sphirischer Streifen. LaBt man die Kugelnormale n ins
Innere der Kugel zeigen, indem man n = —g/r setzt, so ist
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n=—p'fr= —t/r. Die Normalkriimmung des sphérischen
Streifens hat dann den konstanten positiven Wert

@.11) sy = —f = — (') = (t/r, t) = (tt)jr = 1fr.

Die geoditische Windung des sphirischen Streifens ver-
schwindet wegen

(2.12) o =1, =[tun'] = —[t,n,t/r] =0.
Es folgt
Satz §: Alle sphdrischen Streifen sind Kriimmungsstreifen.

Beispiel 2: Lings einer ebenen Kurve g(s) bilden die
Flichenelemente der (festen) Kurvenebene m einen ebenen oder
planaren Streifen. Wegen n = const, n’ = o gilt dann nach
(1.12)

a=—(3n)=0 und f=(n't)=0.

Also folgt

Satz 6: Alle planaren Sireifen sind sowohl Kriimmungssireifen
(x = 0) als auch Schmiegstretfen (f = 0).

Bemerkung 8: Man kann sich den Streifen {f(s), n(s)} als
eine Fahrbahn (StraBe) denken mit der Leitkurve g(s) als Achse
(Mittellinie), deren Normalen n(s) nach oben weisen. Bewegt sich
dann ein Massenpunkt (Schwerpunkt cines Wagens) mit kon-
stanter Geschwindigkeit v =1 reibungsfrei auf der Mittellinie £(s)
des Streifens, so ist ¢/(s) =1t sein Geschwindigkeitsvektor
(v=1|t|=1) und ¢"(s) =1t = xh sein Beschleunigungs-
vektor. Nach (1. 14) und (1.15) kann man den zur Kriimmung
der Straflenachse £ (s) proportionalen und in Richtung ihrer Haupt-
normalen ) weisenden Beschleunigungsvektor ¢ (also auch
den Kraftvektor) wie folgt zerlegen:

(2.18) " =xcos -3+ xsing-n=yp(s)8 — f(s)n.

Die erste Komponente, die Querbeschleunigung y(s)g,
welche den Massenpunkt in Richtung des Seitenvektors 3 (d. h.
quer zur Fahrtrichtung) aus der Bahn zu drdngen sucht, ver-
schwindet nur fiir geodatische Streifen (y = 0). Die zweite Kom-
ponente, die Normalbeschleunigung — f(s)n, welche den
Massenpunkt in Richtung der Streifennormalen nach oben (8 < 0)
oder nach unten (8> 0) driickt, also den Normaldruck des Wagens
zu verkleinern oder zu velﬂroﬁern sucht, verqcthndet nur fiir
Schmiegstreifen (f = 0).
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Die wirkliche Bewegung eines Kraftwagens auf einer Fahrbabn
ist weder reibungs- noch kriftefrei. Die Reibung der Rider wirkt
der gefahrlichen Querdrift des Wagens auf nichtgeodétischer Bahn
entgegen, die Schwerkraft (und der Luftwiderstand) driicken den
Wagen von oben fest auf die Bahn und verhindern sein Ablésen
von der Fahrbahn,

Bemerkung 4: Ein Massenpunkt, der sich, einmal angestoBen,
reibungs- und kréiftefrei auf einer Fliche bewegt, beschreibt
auf ihr mit konstanter Geschwindigkeit eine geodédtische Linie
z = g(?). Dabei soll ¢ die Zeit bedeuten. Der Geschwindigkeits-
vektor 8 des Massenpunktes ist ndmlich allgemein, wenn s die
Bogenlange bezeichnet, i

dr dg s

L A
(2.14) V== ar = ot,
wobei v = ds/d! die Geschwindigkeit des Massenpunktes be-
deutet. Sein (zum Kraftvektor proportionaler) Beschleuni-
gungsvektor B lautet dann
T od2p 48 dv dt
i T e

=0t + vzt’=vt-|— vzul).

Darin ist ot die (in Richtung der Bahntangente wirkende) Tan-

gentialbeschleunigung und v?x% die (in Richtung der Haupt-

normalen der Bahn wirkende) Hauptnormalbeschleunigung.
Zerlegt man in (15) den Vektor § nach (1. 14), so folgt

(2.16) B = vt 4 v2x(cos @3 4 sin pn) = vt 4 02(3,8 + x,n).

Darin ist 23,3 die Seitenkomponente und ¢?sx,n die flichen-
normale Komponente der Beschleunigung.

Im Falle einer kraftefreien Bewegung des Massenpunktes
auf der Fliche wirkt die Beschleunigung % in Richtung der
Fldchennormalen n und es gilt nach (16)

2.17) () =0, v?x,=0, B =121,

d.h. v=const+ 0 und x,= 0. Der kriftefreie Massenpunkt
beschretht daher auf der Fliche tatsichlich mit fester Geschwindig-
keit v = cunst & C eine geoddtische Linie (%, = C), w.z.b.w.

Weil bei einer solchen kriftefreien Bewegung keine Querdrift
vorhanden ist (y = 0), hat ein mit dem Massenpunkt verbunde-
ner Beobachter tatsdchlich den Eindruck, sich immer ,,gerade-
aus‘‘ zu bewegen.

(2. 15) B =
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Verglichen mit allen anderen Flidchenkurven, die den Punkt
P(u,v) in derselben Richtung (v, v") passieren, hat die geo-
datische Bahn die kleinste Kriimmung, d.h. fir sie ist
nach (1. 16)

(2.18) #2(8) = P%(s) + ¥%(s) = Minimum.

Nach (1.12) hat némlich

(2.19) f=('t)= (') = (mu' + 1,0) v’ + 5v")

in jedem Flachenpunkte P(u,v) fir jede feste Flachenrichtung
(w', v") einen festen Wert. Daher hat »?in (18) dann und nur dann
seinen kleinsten Wert, wenn p(s) = 0 ist, d. h. fiir geoditische
Linien.

Damit ist das von Heinrich Hertz (1894) aufgestellte Prinzip
der geradesten Bahn bestitigt, nach dem ein krdffefreter
Massenpunkt sich stets gleichformig (d. h. mat fester Geschwindig-
keit) auf einer Bahn mat kleinster Krimmung (x% = Mintmum)
bewegt.

2 Strubecker, Differentialgeometrie I1I
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3. Die zweite Grundform der Flichentheorie. Satz von
Meusnier. Wir betrachten auf der reguliren, zweimal
stetig ableitbaren Flache

(3.1) t =x(u, )
eine auf ihren Bogen s bezogene (also nichtisotrope)

zweimal stetig ableitbare Flichenkurve k mit der GanB-
schen Parameterdarstellung

(3. 2) u = u(s), v=uv(s)
und dem Ortsvektor
(3.3) t =t (u(s),2(5)) = &(s).

Die Funktionen (2) sollen also in einem gewissen Intervall
e = s=<b zweimal stetig nach s und der Vektor (1) in
einem gewissen Parameterbereich B(u,v) zweimal stetig
nach # und v ableitbar sein. Die Flache (1) heifit dann
stetig gekriimmt, ebenso die Flichenkurve (3). Wegen
der angenommenen Regularitit der Fliche und ihres Para-
meternetzes ist der Normalenvektor

(3. 4) n=[Bbl g _pe_m)

weder der Nullvektor noch isotrop, sondern n? =1.

Differenziert man dann den (nichtisotropen) Tangenten-
vektor der Flichenkurve

' ' d $
6.5 ¥-re-"0-t0-t @0=1
nach dem Bogen s, so erhdlt man nach der ersten Frenet-
schen Formel (II. 6. 14)
a2y

(3.6) ==t =xb,
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wobei » = x(s) die Kriimmung der Flachenkurve (3) und
h =10h(s) mit }H%(s) =1 den (ebenfalls nichtisotropen)
Hauptnormalenvektor der Raumkurve (3) bedeutet.
Wir schlieBen durch die Annahme %)% =1 nach (IL 5. 1)
ebene Schnitte der Fliche mit isotropen Ebenen aus, fiir
die £"2(s) = 0 gilt.

Weil die Tangentenvektoren (5) in allen Punkten s der
Flichenkurve (3) zur Flichennormalen n = n(u(s), v(s))
= n(s) rechtwinklig sind, gilt die Identitit

d
(3.7 nE=0 {s
und die daraus durch Ablelten nach s entstehende Identitit
dn dg
(3.8) ME L aTEo0 (3

oder wegen (6)

(3. 9) (nydu + nvdv) (Tudu + Ty ) + ”(nb) =0 {S}

Fiihrt man zur Abkiirzung mit GauBl die Fundamental-
groBen zweiter Art

(8.10) L = —nyty, M = — 1(nu, + 1yLa), N = — 1,1,

ein (Gaub selbst bezeichnet sie mit D, D', D"'), so lautet die
Identitit (9) mit Riicksicht auf (III. 6. 11)
L(u, v)du? + 2 M (u, v)dudv + N(u, v)de?

(3.11) E(u, v)duz + 2 F (u, v)dudv + G (u, v)ydot %(nh).

Links steht der Quotient zweier gquadratischer Differential-
formen. Der Zéhler

(3.12)|1I=—dndg = L(u,v)du® -+ 2 M (u,v)dudv + N(uv)de?

ist die ebenfalls von C. F. GauB (1827) eingefiihrte zweite

2%
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Grundform (zweite Fundamentalform) der Flichen-
theorie; sie beherrscht zusammen mit der aus (IIL 6. 11)
bekannten ersten Grundform (ersten oder metrischen
Fundamentalform)

I =ds®=dg?=

(3. 13) = E(u,v)du? + 2F (u,v)dudv + G (u,v)dv?

die Kriimmungstheoric der Fliche.

Bemerkung 1: ist die Fliche f = r(u, v) eine Ebene, so ist
sie Schmiegebene aller ihrer (krummen, ebenen) Flachenkurven.
Weil dann (nh) = 0 ist, gilt fiir alle Richtungen (du: dv)
(8.14) II =, d. h. L(u,v) =0, M(u,v) =0, N(u,v) =0.

Wir werden in (19. Anwendung 1) beweisen, dafl durch die Glei-
chungen (14) umgekehrt die Ebenen gekennzeichnet sind.
Da wir die Krimmungstheorie der cbenen Kurven schon in
(1) ausfiithrlich entwickelt haben, soll der Fall der Ebene fortan
ausgeschlossen werden.
Wir studieren daher in Hinkunft nur die Kriimmungs-
theorie der krummen Fliachen des Raumes, fiir die also

(3.15) II==0 d. h. (L(u,v), M(u, v), ¥(u,v)) = (0,0, 0)
ist.

Man kann die FundamentalgroBen (10) noch auf andere
Art darstellen. Weil der Normalenvektor n der Fliche zu
den Tangentenvektoren r, und g, der Parameterlinien recht-
winklig ist, gelten fiir alle 4 und v die Identititen

1) ngu=0 und 2) ng,=0

und die daraus durch Ableiten nach » und v hervorgehenden
Identitéten

1) tufu+ Nfuw =0, MyLu+ Ny, =0,
2) MLy + NLupy =0, ML, + NIy = 0.

Mit ihrer Hilfe und aus (4) erhélt man die folgenden wichtigen
Darstellungen der FundamentalgréBen zweiter Art
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L =— (nugu) = NLuy = ’[&“ﬁz}"’ﬂ] ,
8.16) | M = — '31&0_‘;1‘25@ — fLuy = [Eu%’éuv]’
N = - (nv gv) = ngvv = @ﬁ)}‘vv] .

In der Formel (11) sind die Gréfen E, F, G, L, M, N und
der Normalenvektor 1 nur vom Flichenpunkte P(u,v)
abhéngig; das homogene GréSenpaar (du:dv) hingt von
der Kurventangente { im Punkte P ab und der Vektor
der Hauptnormalen von der Schmiegebene ¢ der Kurve
(3) in P. Aus (11) folgt somit der

Satz 1: Alle Flichenkurven (3), welche den Punkt P (u,v)
wn derselben Tangentenrichtung (du: dv) und mit derselben
Schmiegebene o passieren, haben in P dieselbe Kriim-
MUNG x.

Diese Kriimmung » der Flichenkurve (3) ist daher gleich
der Krimmung x, jenes ebenen Schwittes der Fliche im
Punkte P, den die durch die Tangente (du:dv) laufende
Schmiegebene ¢ der Kurve (3) aus der Fliche ausschneidet.

Wir denken uns nun (Bild 2) die Ebene ¢ dieses ebenen
Flachenschnittes um die (zur Bildebene normale) feste
Tangente t oder (du:dv) des festen Flachenpunktes
P(u, v) gedreht. Eine dieser Ebenen enthilt die Flichen-
normale 1; sie heiBle », ihr Schnitt ist der zu der Tangente {
gehorige Normalschnitt der Fliache. Die tibrigen, von der
Tangentenebene s der Fliche in P verschiedenen Ebenen o
durch die Tangente t erzeugen Schiefschnitte der Fliche.
Den von 7 erzeugten Tangentialschnitt schlieBen wir
aus der Betrachtung aus.

Ist dann & der Winkel, unter dem die in ¢ liegende
Hauptnormale ) des Schiefschnittes ¢ gegen die Flichen-
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normale 1 geneigt ist, so ist (nh) = cos & und die Formel
(11) liefert fiir die Kriimmung » = s, bzw. fiir den Kriim-
mungsradius r, = 1/x, des Schiefschnittes o die Formel
cos®  Ldu? 4 2Mdudv + Ndv¢ 11
(- 17) xacosd =" " = Bas T oFdude ¥ GaE — T
Weil dann die rechte Seite nur noch vom Flachenpunkt
P(u,v) und von der Tangentenrichtung (du : dv) abhéngt, hat

P>

z=2(x,y)
6

‘7

Bild 2. Satz von Meusnier und Meusniersche Kugel der (zur Bildebene
normalen) Flichentangente t im Punkte P der Fliche z = z (=, ¥).

die linke Seite einen von dem Winkel & unabhingigen Wert.
Hat insbesondere (Bild 2) der Normalschnitt », fiir den
(bei passender Orientierung der Flachennormalen n) ¢ =0
ist, die Kriimmung », = 1/r, = 1/R, die man als die zur
Tangente t gehdrige Normalkriimmung der Flache
bezeichnet, so folgt die von Jean Baptiste Marie Meus-
nier (17564—1793) gefundene Formel von Meusnier

(3. 18) cos# 1 _

= oder 7,cosd =rs.
T T,

|~
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Sie enthilt (Bild 2) den

Satz von Meusnier (1776): Aus dem Kriimmungsmittel-
punkt M, des zur Flichentangente t gehirigen Normal-
schnittes v erhilt man den Kriimmungsmittelpunkt Mo eines
durch dieselbe Flichentangente t geleglen Schiefschnittes o der
Fliche, indem man M, normal auf die Ebene ¢ des Schief-
schnittes projietert.

Die Kriimmungskreise ks der im Punkte P zur Flichen-
tangente t gehiorigen Schiefschnitle ¢ der Fliche bilden daher
insgesamt etne Kugel s, mit dem Kriimmungskreis k, des
Normalschmites von t als Grofkreis, die man als die zur
Flichentangente t gehirige Meusniersche Kugel bezeichnet.

Bemerkung 2: Wir haben den Begriff der Normalkriim-
mung einer Flichenkurve im wesentlichen schon in der
Theorie der Streifen kennengelernt. Ist auf der Fliche
I=1t(u,v) durch u=u(s), v=owv(s) eine Leitkurve
T = (u(s),v(s)) = r(s) gegeben, so bilden ihre durch den
Normalenvektor n = n(s) gekennzeichneten Tangenten-
ebenen z(s) den der Fliche r(u,v) lings der Kurve g(s) um-
schriebenen Fléachenstreifen (Streifen). Nach (1.12) und
(1. 15) ist die Normalkriimmung #, = — fi(s) dieses Streifens

(3.19) = — () = (V1) = (),

wobei x die Kritmmung der Flichenkurve und (hn)= cos # = sing
ist. Somit gilt nach (3. 11)

I 1
(3. 20) %, = x(nh) = T=F%"
Die Normalkriimmung x, =—(n't") des Flichenstreifens ist daher

gleich der Normalkrimmung s, =1/ R der Flachein der Richtung t.
Es folgt

Satz 2: Alle Flichenstreifen {t(s), n(s)} (Flichenkurven
1(s)), welche den festen Flichenpunkt P(u,v) in der festen
Tangentenrichtung t = ¢’ passieren, besitzen n P dieselbe
Normalkriimmung s, =— (n't’) = 1/R = x,.
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i Beispiel 1: Schneidet man

za (Bild 3) den Drehzylinder ¢

| (Radius R) mit einer Ebene o,

I welche gegen die Ebene v des

i Basiskreises k¥ unter dem Win-

: kel & == n/2 geneigt ist, so er-

hilt man eine Ellipse mit den

Halbachsen a = O4 = R/cos &

b=R und d = R. Um in deren tief-

stem Punkt (Scheitel A4,

Scheiteltangente t, Mitte O0)

L4 den Schmiegkreisradius r,

R=r, M, K zu bestimmen, bemerken wir,

| daf der Kriimmungsmittel-

| punkt M, des zu t gehori-

[ Meusnier- genNormalschnittes » von¢
l
|

ax

Kugel (Basiskreis vom Radius r, = R)

auf der Zylinderachse z

liegt. Nach dem Satze von

Meusnier hat daher der

A Kriimmungsradius r, des schie-

i fen Ellipsenschnittes im Scheitel
A die Lénge

Bild 3
Bestimmung des Scheitelschmieg-  (3.21) 7,= Rcosd =15
kreises einer Ellipse, die als schiefer

&]e*

Schnitt eines Drehzylinders gegeben b2
ist, mittels des Satzes von =-—=07p,
Meusnier. a

die, wie in (T.12. Beisp. 1), gleich dem Parameter p der Ellipse ist.
Die zur Parallelkreistangente t gehérige Meusnier-Kugel be-
sitzt den Basiskreis k des Zylinders als GroBkreis.

Bemerkung 8: Fiihrt man durch diereguldre Parameter-
transformation

(8.22) u=1u(u,v), 1=70(uv) | v=u@,v), v="o,v)
mit nichtverschwindender Funktionaldeterminante D = gg;’ ;;
auf der Fliche ’
(3~ 23) L= E(u’a v) = I(u(ﬁ) 'E), ”("7’ ;‘—/)) = E(ﬁ’ 1—/) =t

statt (u,v) neue zuldssige Parameter (%, ©) ein, so sind
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(wegen der bekannten Parameterinvarianz der ersten Differentiale
dg=dy und dii = dn) sowohl die erste Grundform I, wie schon
in (III. 8.10) bewiesen, als auch die zweite Grundform I7
invariant (parameterinvariant). Es ist nimlich

3.24) I=di?2=d2=1 und Il = —dndi = —dndr =1I1.
3 L

Die Bewegungsinvarianz der beiden Grundformen [ und
11 folgt aus der Bewegungsinvarianz des Innenproduktes zwcier
Vektoren. Die FundamentalgroBen L, M, N selbst gehorchen
dabei nach ihrer Definition (16) genau denselben Transformations-
formeln wie die FundamentalgroBen E, F,@, die in (IIL 8. 8)
berechnet wurden. Alle sechs FundamentalgréBen sind (als
Innenprodukte von Vektoren) Bewegungsinvarianten.

Die Diskriminanten W2 = EG — F2 und LN — M2 der
beiden Grundformen sind gegenitber Parametertransformationen
relative Invarianten vom Gewichte 2, d. h. es gilt

(3.25) EG — F?2 = D*(EG — F?), LN — M?® = D*(LN — M?),
ebenso ihre bilineare Invariante

(3.26) EN —2FM + GL = D*EN —2FM + GL).

Die Quotienten
LN — M2 EN —2FM +GL

sind daher absolute Parameterinvarianten und Bewe-
gungsinvarianten; sie beschreiben daher geometrische
Eigenschaften der Flidche g(u, v), die wir noch genau kennen-

lernen werden. Man nennt K die Gauflische Kriimmung und H
die mittlere Kriimmung der Fliche r(u, ¢) im Punkte P(u,v).

4, Normalkriimmung., Schmiegtangenten. Schmieg-
linien. Durch den Satz von Meusnier wird die Untersuchung
der Flichenkriimmung im Punkte P(u,v) der reellen
Flache ¢ = g(w, v) auf das Studium der Kriimmung 1/R der
durch P in den verschiedenen Richtungen (du : dv) laufenden
Normalschnitte » der Fliche zuriickgefithrt. Fiir diese
Normalkrimmung 1/R der Fldche in der Richtung
(du : dv) gilt nach (3. 17) und (3.18) die grundlegende Formel
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1  Ldw 4 2Mdudv+ Ndv* 11

@D E = Faeyerdd el T T|

Bemerkung 1: Das Vorzeichen der Normalkrimmung
1/R und des Krimmungsradius B des Normalschnittes »
hingt nach (3. 12) von der Orientierung der Flichennormalen n,

d. h. nach (3.16) von der Wahl des Vorzeichens von W= JEG — F*
ab. Man kann daher stets annehmen, daff die Normalkriimmung
1/R fiir einen vorgegebenen Normalschnitt (fiir den 1/R = 0 ist)
positiv (1/R > 0) ausfillt. Das Vorzeichen der Normalkriimmung
aller anderen Normalschnitte desselben Flachenpunktes P (u, v)
ist dadurch eindeutig festgelegt.

Fir reelle Fliachen g = g(u, v) mit reellem Parameter-
netz (u,v) und reelle Tangentenrichtungen (du: dv)
= (0:0) ist in allen Flachenpunkten P (u,v) die erste Grund-
form I =ds?>0; daher stimmt in (1) das Vorzeichen
von 1/R mit dem Vorzeichen des Zihlers II iiberein,
dessen Wertevorrat von dem Vorzeichen der Diskriminante
LN — M? abhingt.

Wenn wir Flachenpunkte P(u, v), in denen gleichzeitig
L{u,v) = M(u,v) = N(u,v) =0 ist (sogenannte Flach-
punkte der Flache) ausschlieBen, in denen nach (1) die
Normalkriimmungen 1/R aller Flichenrichtungen (du : dv)
verschwinden, so sind drei Fille méglich:

1. LN — M2 > 0, elliptische Flichenpunkte.
Die quadratische Form II ist definit. Die Normalkriim-
mung 1/R hat fiir alle Richtungen (du:dv) nur positive
(oder nur negative) Werte.

Beispiel 1: Alle eiférmigen Flichen wie Kugel oder Ellipsoid
und der Wulst der Ringfliche besitzen nur elliptische Punkte.

2. LN — M2 =0, parabolische Flichenpunkte. Die
quadratische Form 11 ist semidefinit. Die Normalkriim-
mung 1/R hat nur positive (oder nur negative) Werte und
fiir genau eine Richtung den Wert Null.
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Beispiel 2: Zylinder, Kegel, Torsen besitzen nur parabolische
Punkte; nur fir die Normalschnitte » durch die Erzeugenden
dieser Flichen ist 1/R = 0. Parabolisch sind auch die Punkte des
hichsten und tiefsten Parallelkreises der Ringflache, wobei die
Normalkriimmung der Parallelkreistangente 1/R = 0 ist.

3. LN — M2 <0, hyperbolische Flichenpunkte. Die
quadratische Form II ist bei verdnderlichem (du: dv)
indefinit. Fiir a2wei verschiedene reelle Richtungen ist die
Normalkriimmung 1/R = 0, dazwischen ist in dem einen
Winkelraum 1/R > 0, im anderen 1/R <C0.

Beispiel 3: Alle Sattelflachen, wie einschaliges Hyper-
boloid, hyperbolisches Paraboloid, Kehle der Ringfliche.

Die (nicht isolierten) parabolischen Punkte P(u,v) ciner
Fliche bilden i. a. ihre parabolische Kurve, deren Glei-

chung somit
(4.2) L(u,v) > N(u,v) — M%(u,v) =0

ist. Die parabolische Kurve (2) trennt das Gebiet der
elliptischen und der hyperbolischen Flichenpunkte, d. h.
den elliptisch gekrimmten vom hyperbolisch ge-
kriitmmten Teil der Fldche. Daneben kann es noch
isolierte parabolische Punkte geben, in deren Um-
gebung keine weiteren parabolischen Punkte liegen.

Die beiden im Punkte P (u,v) vorhandenen Richtungen
(du: dv) verschwindender Normalkrimmung 1/R =0
ergeben sich aus der quadratischen Gleichung

(4.3) 11 = L(u, v) du?® + 2M (u,v)dudv + N(u,v)dv? =0,
deren Losungen (du, : dv;) und (du,: dv,) fiir
> 0 konjugiert komplex,

LN — M2 ¢ = 0 reell zusammenfallend,
<< 0 reell verschieden sind.

Man bezeichnet diese beiden aus (3) folgenden Tangenten-
richtungen :
(4.4) dr; = Tudu; + Lydv;



28 IV. B. Elementare Theorie der Flichenkriimmung

als die Schmiegtangenten des Flichenpunktes P(u, v).
Weil namlich die zugehdrigen Normalschnitte »; nach (1) in P
die Kriitmmung 1/R = 0 haben, berithrenihre Tangenten
(du;:dv;) in P den Normalsehnitt (also auch die Fliche)
mindestens dreipunktig und sind daher Schmieg-
tangenten (Wendetangenten oder Flachtangenten) des
Normalschnittes und der Fliche. Der Normalschnitt »; einer
Schmiegtangente dr; besitzt also den Punkt P als (gew6hn-
lichen oder héheren) Wendepunkt bzw. Flachpunkt oder
er enthilt die ganze Schmiegtangente dr; als geradlinige
Flachenerzeugende (so bei Kegel, Zylinder und Torse).

Die beiden in hyperbolischen Punkten (Sattelpunkten)
reell verschiedenen Schmiegtangenten fallen in parabolischen
Punkten zusammen und sind in elliptischen Punkten kon-
jugiert komplex.

Bemerkung 2: Man bezeichnet die Schmiegtangenten
nach Joseph Diaz Gergonne (1813) auch als Haupttangenten
oder nach Charles Dupin (1813) als Asymptotenrichtungen
der TFliche.

Durch Integration der Differentialgleichung (3) erhélt man
auf einem hyperbolisch gekriimmten Fliachenstiick
zwei reelle Scharen von Kurven, welche das Netz der
Schmieglinien (Haupttangentenkurven, Asympto-
tenlinien) der Fliache bilden. Alle Tangenten dieser Linien
sind Schmiegtangenten der Fliche.

Bemerkung 3: Kegel, Zylinder und Torsen sind in allen
reguldren Punkten parabolisch gekriimmt. Wie sich zeigen
wird, sind dies die einzigen iiberall parabolisch gekriimmten

Flichen. Ihre einzige Schar von Schmieglinien besteht
(nach Beispiel 2) aus den Erzeugenden dieser Flichen.

Bemerkung 4: Ist auf einer Fliche L(u, v) = 0, so lautet die
Differentialgleichung ihrer Schmieglinien

(4.5) (@M du + Ndv)dv = 0.

Die u-Linien (dv = 0) bilden dann die eine Schar der
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Schmieglinien. Ebenso sind im Falle N (u, v) = 0 alle v-Linien
(du == 0) Schmieglinien.

L{u,v) = 0 und N(u,v) = 0 bedeutet, daB alle Parameter-
linien Schmieglinien sind. Die Parameter (u,v) heiBen dann
Schmiegparameter oder Asymptotenparameter.

Bemerkung 5: Kennzeichnend fiir die krummen Schmieg-
linien % einer Flache ist die Eigenschaft, dafi ihre Schmieg-
ebenen o stets Tangentenebenen der Fliche sind. Der eirer
Fliche langs emer Schmieglinie umschriebene Streifen ist daher
nach (IV.2) ein Schmiegstreifen.

Beweis: Wiahlt man die & enthaltende Schar der Schmieg-
linien als u-Linien, so ist L(u,?) = 0; pnach (8.16) ist also
ltut.Lun] = 0 oder gy, = az, + fr,. Weil die Schmieglinie
krumm, nach (II. 3. Satz 1) also [£yLys] = 0 ist, gilt dabei not-
wendig § = 0. Tolglich sind die von g, und t,, aufgespannten
Schmiegebenen ¢ von k und die von g, und ¢, aufgespannten Tan-
gentenebenen s der Fliche identisch, w. z. b. w.

Aus der eben bewiesenen rein projektiven Kennzeichnung der
Schmieglinien folgt, dafl die Eigenschaft einer Flichen-
kurve, Schmieglinie der Fliche zu sein, bei projektiven
Transformationen der Fliche (Kollineationen) erhalten bleibt,
also projektiver Natur ist.

Bemerkung 6: Jede auf einer Fliche liegende gerade Linie
ist stets Schmieglinie der Fliche.

Beweis: Identifiziert man die Gerade ndmlich mit der Para-
meterlinie v = 0 eines sie enthaltenden Systems von u-Linien, so
ist fiir sie nach (II. 8. Satz 1) sicher [r,(%,0), ryu(%,0)] =0
also nach (3. 16) auch L(u,0) = 0. Die gerade Linie v = 0 ist
daher nach (Bem. 4) tatsichlich Schmieglinie, w. z. b. w.

Bemerkung 7: In Flachpunkten P(w,v) der TFliche ist
wegen L(u,v) = M(u,v) = N(u,v) = 0 die Gleichung (3) fiir
alle Richtungen (du: dv) erfilllt. Flachpunkte stnd daher singuldre
Punlte des Nelzes der Schmieglinien der Fldche.

5. Beispiele: Windschiefe Regelfliichen, Drehflichen,
Flichen z = z(x, y), Nabelpunkte, Wir erlautern die bisherigen
Ergebnisse noch an einigen wichtigen Beispielen.

Beispiel 1: Fiir eine windschiefe Regelfliche mit der Leit-
kurve § = y(u) und den Erzeugendenrichtungen 3 = 3(u) gilt
nach (III. 20.3) und (III. 20. 34)

6.1 t=19) +v3(w) mit [y'3'3]%0.



