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Vorrede. 

w enn auch die Wissenschaften in steter Ent-
wicklung begriffen sind und namentlich die Mathematik 
zu ihren Wahrheiten stets auf neuen Wegen zu gelangen 
qder dieselben auch als besondere Fälle höherer Gesetze 
aufzufassen sucht, so sind doch einzelne Disciplinen im 
Grossen und Ganzen als abgeschlossen zu betrachten, so 
dass ζ. B. Niemand erwarten wird, es könnte die Lehre 
von den Kreisfunctionen mit ihren Anwendungen auf die 
Trigonometrie in nächster Zeit eine wesentliche Aende-
rung erleiden, selbst wenn die mathematische Forschimg 
einen ungewöhnlich raschen Aufschwung nehmen sollte. 
Eben so haben auch die Arbeiten der Mathematiker in 
einem höher liegenden Gebiete, welche bereits länger als 
ein Jahrhundert andauern, hauptsächlich durch Jacobi's 
Leistungen, eine so krystallinisch feste Gestalt gewon-
nen, dass sie auf lange Zeit einer wesentlichen Umge-
staltung zu widerstehen scheinen. 
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Wir glauben in der That, dass wenn auch der Ein-
gang zu Jacobi's Thetafunctionen von verschiedenen Sei-
ten möglich ist, doch das Gebäude schon so fest geord-
net erscheint, dass Jeder sich schnell orientiren wird, 
der bereits einmal in das Innere eingeführt worden ist. 
Das vorliegende Buch macht nun keinen weiteren An-
spruch, als ein Führer zu sein in die Rechnung mit den 
Thetafunctionen, unbekümmert darum, ob es auch noch 
viele andere Wege dahin giebt, die vielleicht auch noch 
andere Gesichtspunkte eröffnen, auf Gebiete, die in weiter 
Ferne Hegen und deswegen eine wohlbekannte Anzie-
hungskraft ausüben. 

Der Verfasser beabsichtigt mit seinem Buche mehr 
das Können, als das Wissen seiner Leser zu fördern, 
und verfolgt also recht eigentlich praktische Zwecke. 
Die Mechanik, die Astronomie und die Physik fordern 
von der Mathematik die Lösung bestimmter Aufgaben, 
und unser Buch soll zeigen, wie man, nach dem Vor-
gänge Jacobi's, mit Hülfe der Theorie der Thetafunc-
tionen viele derselben leichter und vollständiger zu lösen 
vermag, als dies bisher mit den bekannten Rechnungs-
operationen möglich war. Er betrachtet die Thetafunc-
tionen als ein neues, noch wenig bekanntes Instrument, 
dessen Handhabung zuerst studirt werden sollte, ehö 
man es gegen ein noch neueres vertauscht, mit dem in 
vielen Fällen nicht mehr als mit dem alten geleistet 
wird, besonders dann, wenn man dieses gut zu führen 
versteht. 

Jeder Lehrer weiss, dass Schüler einer Wissenschaft 
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am besten gefördert werden, wenn man sie zunächst in 
einen Gedankenkreis von übersichtlichem Umfange ein-
weiht, und ihnen Gelegenheit giebt, durch Ausführung 
vorgeschriebener Operationen sich ihres Besitzes bewusst 
zu werden. Das nicht sehr alte „exempla plus prosunt 
quam praecepta" wird in neueren Lehrbüchern sehr häufig 
vergessen. 

Die erste Anregung, die vorliegende Arbeit zu über-
nehmen, gab uns vor längerer Zeit ein Heft über die 
Theorie der elliptischen Functionen, welches Herr Dr. 
Borchardt während seiner Studienzeit in Königsberg nach 
einer Vorlesung Jacobi's ausgearbeitet hat. Wenn auch 
in diesem Hefte ein anderer Ausgangspunkt gewählt ist, 
und die Wege, die eingeschlagen worden sii^d, so wie 
selbst die Ziele, die erreicht werden sollten, wesentlich 
andere sind, als in diesem Buche, so darf doch nicht 
unerwähnt bleiben, dass uns die Kenntniss dieses Hef-
tes, welche wir der freundlichen Gefälligkeit des Herrn 
Dr. Borchardt verdanken, von grossem Nutzen gewesen 
ist. Ausserdem haben wir mit Vortheil für unsere Arbeit 
eine Inaugural-Dissertation des Herrn Professor Schröter 
in Breslau: „De aequationibus modularibus" studirt und 
an mehreren Stellen, namentlich im fünften Abschnitte 
der Anwendungen, die verdienstvolle Schrift des Herrn 
Dr. Durfege: „Theorie der elliptischen Functionen" be-
nutzen können, das erste in Deutschland über diese 
Lehre erschienene Werk. Noch glauben wir erwähnen 
zu müssen, dass die wichtige Formel (2.) pag. 101 sich 
bereits in einer Abhandlung des Herrn Professor Eiche-
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lot im 50sten Bande des Crelle'schen Journals findet, 
wenn sie auch dort auf ganz andere Art abgeleitet wor-
den ist. 

Besonders dankbar sind wir aber Herrn Professor 
Weierstrass, dass wir unser Buch mit einigen Blättern 
von der Hand dieses berühmten Meisters haben zieren 
dürfen, denn der dreizehnte Abschnitt der ersten Ab-
theilung rührt unmittelbar von ihm selbst her. 

Bei der Redaction des ganzen Werkes und der ein-
zelnen Rechnungen haben wir uns der Beihülfe einiger 
junger talentvoller Mathematiker zu erfreuen gehabt, die 
uns gestatten werden, hier unsern Dank für ihre Hülfe 
öffentlich aussprechen zu dürfen. Zunächst ist Herr 
Dr. Wernicke zu erwähnen, der die Oorrektur des gan-
zen Werkes übernommen und ausserdem auch für sty-
listische Sauberkeit und Ordnung in der äussern Aus-
fährung gesorgt hat. Er und Herr Dr. E. Schultze 
haben ausserdem auf meinen Wunsch den zwölften Ab-
schnitt der ersten Abtheilung aus dem grösseren Werke 
L^gendre's mit gehöriger Umsicht entnommen, da ich 
selbst keine wesentlichen Verbesserungen anzubringen 
wusste, ohne wichtigere Glieder in ihrer Entwicklung 
zu beschränken. 

In §. 2 hat hauptsächlich Herr Worpitzky den 
Nachweis geliefert, dass die Grösse μ aus den Gleichungen 
reell hervorgeht. Die numerische Rechnung in §.61 ist 
von Herrn Dr. Harprecht ausgeführt worden, und eben 
so haben die Herren Dr. Bachmann, Dr. Teichert, Dr. 
Kretschmer und Studiosus Biermann mehrere numerische 
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Rechnungen übernommen, die von wesentlichem Nutzen 
für mich gewesen sind, auch wenn viele derselben nicht 
unmittelbar in das Buch mit aufgenommen werden konn-
ten. Allen diesen jungen Mathematikern, und ganz be-
sonders den Herren Dr. Schultz e und Dr. Kretschmer, 
spreche ich nochmals fur ihre vielfachen Bemühungen 
meinen aufrichtigen Dank aus. 

Schliesslich haben wir uns noch über die Benutzung 
einer gewissermassen nur scheinbar neuen Bezeichnung 
zu rechtfertigen. Es sind in dieser Schrift durch die 
Zeichen 

f(x), g(x), h(x) 

Functionen von χ ausgedrückt worden, welche Jacobi mit 
r-. η κ \ Jk (2K \ ι (%κ \ 

yk sm am\— χ)'·> \ Ycosam\~^rx) > y^f x ) 

und Gudermann etwas kürzer mit 
YksnQ§x); ] / A c w ( ^ ) ; jfdnQ^x) 

bezeichneten. Für diese Functionen wurden später von 
Briot und Bouquet in ihrer „Theorie des fonctions double-
ment periodiques" die Zeichen 

fo)x\ / k ίωχ\ 1 /ωχ\ 
y p ^ J 

benutzt, in denen 4 Κ durch ω ersetzt worden ist. Wir 
haben aber in dem vorliegenden Buche selbst keinen 
Werth auf den Gebrauch der Buchstaben h gelegt, 
die eben so gut durch drei andere ersetzt werden kön-
nen und überhaupt keinen typischen Charakter bean-
spruchen sollen. Wer übrigens nur einen oberflächlichen 
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Blick in unser Buch wirft, wird leicht begreifen, dass wir 
uns der älteren Bezeichnung· unmöglich bedienen konnten, 
ohne den Formeln eine ungeschickte Breite geben zu 
müssen. Ausserdem haben wir auch geglaubt, uns wegen 
der altern Bezeichnung keinen Zwang auferlegen zu 
dürfen, weil dieselbe doch nicht fähig gewesen ist, dem 
Algorithmus eine wesentlich grössere Geschmeidigkeit 
zu verleihen. 

Berlin, im März 1864. 

Κ. H. S c h e l l b a c h . 
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Erster Absclmitt. 

Begriff der elliptischen Integrale. Ihre Re-
duction auf die Normalform. 

D 
§. 1. 

ie Elemente der Integralrechnung lehren das Integral 

> 

> 

( 
in welchem f(x, y) eine rationale Function der Veränderlichen χ und y 
bedeutet, und y eine Wurzelgrösse von der Form 

]/a-{-bx-{-cxz 

vorstellt, algebraisch oder mit Hülfe von Logarithmen und Kreisfunc-
tionen berechnen. 

Auf eine ähnliche einfache Weise lässt sich auch das Integral 

(x, y, z) dx 

angeben, wenn die Veränderlichen y und ζ zwei Wurzeigrössen von 
der Form 

|/ö~-f- bx und α ß x 
bedeuten. 

Wenn aber im ersten Falle y eine Wurzel von der Form 

+ bx -)- cx8 -f dar3 -{-· ex* 

vorstellt, oder im zweiten y und ζ die Ausdrücke 

}/« -f- bx cx® und ]/« -f- ßx -f- yx% 

bezeichnen, welcher zweite Fall, durch Rationalmachen der einen Qua-
dratwurzel, leicht auf den ersten zurückgeführt werden kann, dann 
reichen die Kreisfunctionen, die Logarithmen oder Exponentialgrössen 

1 * 
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nicht mehr aus, um die Natur dieser Functionen welche e l l i p t i s c h e 
I n t e g r a l e genannt werden, erforschen zu können. Zu diesem Zweckte 
eignen sich nur die neuen Gebilde, welche unter dem Namen der J a -
c o b i ' s c h e n oder d e r T h e t a f u n c t i o n e n in die Wissenschaft eingeführt 
worden sind, und ihre Entstehung einer E r w e i t e r u n g des Begriffes 
der binomischen Reihe verdanken, während die Logarithmen, die Expo-
nential- und Kreisfunclionen mit Hülfe dieser Reihe, in ihrer einfach-
sten Gestalt, leicht und vollständig entwickelt werden konnten. Wenm 
nun auch der Entwickelungsgang der Wissenschaft der Zeit nach that-
sächlich ein anderer gewesen ist, und die Mathematiker erst auf diese} 
Gebilde, von denen man schon metir als ein Jahrhundert lang Kennt-
niss hotte, durch das Studium der Integralrechnung wieder aufmerksami 
geworden sind, so erscheint doch diese Auffassungsweise den Lesernt 
eines Buches gegenüber gerechtfertigt, welche in die Rechnung mitt 
den Thetafnnctionen ebenso eingeführt werden sollen, wie sie bereits^ 
in die Rechnung mit Logarithmen und Kreisfunctionen vollständig ein-
geweiht sind. 

Ehe wir aber die Lehre von den Thetafunctionen ausführlicher 
abhandeln können, ist es nothwendig, vorher eine Vorstellung von 
den wichtigsten Eigenschaften der elliptischen Integrale zu geben. 

§. 2. 

In dem allgemeinen elliptischen Integrale 

lässt sich die Wurzelgrösse y, unter welcher wir den Ausdruck 

verstehen, immer so umformen, dass das Polynom nur die geraden 
Potenzen der Veränderlichen χ enthält. Um dies nachzuweisen, wollen 
wir annehmen, dass durch die Substitution 

χ = ζ — \A 
das Polynom bereits die Gestalt 

y = ]/£(34 +2^ + 46*4-0) 
angenommen hat. 

Bezeichnen wir das Polynom unter dem Wurzelzeichen kurz mit 
F(z), so ist 

F{*) — s 4 + 2az%-f 46z -f- c = (ζ* + a + j ) * — ( a + - f 2bz + c. 
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Führen wir nun wieder statt ζ eine neue durch die Gleichung 

ζ = λ-\-μχ 
bestimmte Veränderliche χ ein, so lassen sich die Constanten λ und 
μ so bestimmen, dass in der Entwickelung die Coefficienten von x° 
und χ 4 , sowie von x Y und x 3 einander gleich werden. Der Coefficient 
von a;0 ist aber offenbar in der Er.twickelung von F(z) = F(l-\-μχ) 
nur F(X) und der von xi ist μ f e r n e r sind die Coefficienten von x3 

und xl entsprechend 

4λμ3 und μΡ(λ) = 4μ (λ3 + αλ + b). 
Daher hat man zur Bestimmung von λ und μ die Gleichungen 

(1 . ) + α + + + β = ^ 

(2.) + = 

folglieh liefert die Gleichung 

(3 . ) (a-r " ^ y — '2bl — c = 0 

den gesuchten Werth von X und die Gleichung (2 . ) das zugehörige μ. 
Es ist nun zunächst nachzuweisen, dass die Gleichung (3.), welche 

als cubische zwar stets einen reellen Werth für λ liefert, diesen auch 
so bestimmt, dass er, in die Gleichung (2.) eingesetzt, μ 8 positiv 
macht, also auch μ reell ergiebt. 

Fasst man die linke Seite der Gleichung (3 . ) als Function von λ 
auf, setzt also 

yf(i) = (a + j ) ' - 2 b i - c , 

so ist, wenn man mit ω eine unendlich grosse Zahl bezeichnet, 

ψ/(0) = - f ω und ω) = T-bco, 
also hat die Gleichung 

ψ(λ) = 0 

immer eine reelle Wurzel λ , , welche mit b gleiches Vorzeichen hat, 
so dass für diese Wurzel 

ist. Zieht man nun die identische Gleichung 

( α + τ ) 2 ~ 2 δ λ ι ~ ο = = 0 
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von ( 3 . ) ab, so bleibt, wenn man mit 1 — d i v i d i r t , 
Κ 

oder wenn man nach (2 . ) 

(5 . ) = 

setzt, 

/(. % (b , , 6 V ( ι 3 0 V 2 6 > 

Ergäbe sich nun μ\ aus (5 . ) positiv, so wären für λ und μι 

zwei reelle Grössen λ, und μι gefunden. Machte aber λ, das μ* 

negativ, so würden die beiden andern Wurzeln λ2 und λ3 der Glei -

chung ( 3 . ) oder der Gleichung (6 . ) beide reell gefunden, da p o -
K 

2 b 
sitiv, also — r — μ\ ebenfalls positiv sein würde und die Grösse 

ι 3 δ Υ 2 δ » 

entschieden reell wäre. 
Diese beiden Wurzeln λ2 und λ3 liefern aber ein positives μ s 

also ein reelles μ ; denn setzt man 

a + = L "nd l/L* — = Μ, 

so findet man aus (4 . ) 

t = - l ± » 

2 λ , λ = — L + M . 

Mit Hülfe dieser Gleichungen ergiebt sich aus (2 . ) 

ϊλ]μ* = Μ*±(Ι* + η])Μ. 
Es ist aber 

( L + 2 λ ϊ ) * = Λί· + 4 λ χ 

folglich 

2 λ > * = Μ ( Λ ί ± ) / Μ 2 + 4 λ > * ) . 

Da nun μ] negativ ist, so ist die Wurzelgrösse kleiner als M, also μτ 

stets positiv und μ reell. 



Begriff der elliptischen Integrale. Ihre Reduction auf die Normalform. 7 

§. 3. 
Nachdem wir uns jetzt überzeugt haben, dass die Constanten λ 

iund μ stets als reelle Grössen bestimmt werden können, führen wir 
iin y die Substitution ζ = λ-\-μχ ein und erhalten so, mit Rücksicht 
tauf (1.) und (2.), 

y = iE {μ' (χ* + 1) + 4λμ* (.χ·' + χ) + 2,α2 ( 3 Γ + α) χ*} 

= μχ]/Ε + χ4) + 4 λ μ + χ)·+ 2(3λ 3 + α)j · 

Setzt man nun 
14-« χ — — 

1 — t 
so wird 

. 2μ 2 μΜ 

und 

y= j ^ j r l a + tßt' + yt', 

wenn man die Bezeichnungen einführt 

2 λ / 
α = Ε ( 2 λ ί 4 - 2 λ μ - { - α 4 - 7 — 1 

/ ? = Ε ( 2 α + χ ) 
§. 4. 

Ist nun das Integral 
s tx Jf(x,y)da 

zw berechnen, in welchem f(x,y) eine rationale Function von χ und 
und y eine Quadratwurzel aus einem Polynom vierten Grades der 

Variabein χ bedeutet, so lässt sich zunächst f(x, y) unter der Form 
darstellen 

f ( X
 P + Q y - P + Q y R ~ s y 

, y ' y ) R + Sy ~ R + Sy R-Sy 

PR — QSy* (QR-PS)y2 J_ 
~~ R* — S y ^ R'-SY ' y ' 

wo P, 0, R, S ganze rationale Functionen von χ sind. Der erste 
Bruch auf der rechten Seite dieser Gleichung, sowie der zweite, wel-
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1 
eher als Factor von — erscheint, sind beide rationale Functionen von 

y 
χ uud mögen durch X und Y bezeichnet werden. Dana erscheint 
das vorgelegte Integral als aus den beiden Theilen 

ß ^ + ß j 

zusammengesetzt, von denen sich der erste nach bekannten Vorschriften 
integriren lässt. 

Wenn man im zweiten Theile die Substitution des §. 3 benutzt, 
so "wird Y eine rationale Function von t statt von x, und das Diffe-

doo 
rential — erscheint unter der Gestalt 

y 
dt 

ia + lßt'+yt* 
Ganz in derselben Weise wie vorher f(x,y) zerlegt wurde, lässt 

sich auch Y in zwei Theile 
T+tTt 

auflösen, in denen Τ und T, rationale Functionen von f vorstellen. 
Das Integral 

T, tdt 

ß }/cc + 2ßt2 + Yt* 
lässt sich, wenn man f — χ setzt, nach bekannten Methoden auffin-
den. Es bleibt also nur noch übrig, das Integral 

T.dt 

ß 
zu berechnen. 

Durch Zerlegung in Partialbrüche lässt sich T in Glieder von der Form 

- und Bt2m 

( a - f ) n 

auflösen, wo α auch imaginär sein. kann. Man hat sich also nur 
noch mit den beiden Integralen 

yt2mdt r _ dt 

U n j (α — + + yi4 

zu beschäftigen. Diese Integrale nehmen für t2 — x, wenn man 

ax + Ißx* -f γχ3 = φ (χ) setzt, die Gestalt an 

/

•xmdx r dx 

}/φ{x) J (α— x)ni<p{x) 
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von denen die erste als ein specieller Fall der zweiten betrachtet wer-
den kann, wenn man nämlich a = 0 und η negativ annimmt. Es 
bleibt daher nur noch das letzte Integral zu untersuchen übrig. 

§. 5. 
Um dieses Integral auf seine einfachen Elemente zurückzuführen, 

kann man folgende allgemeine Reductionsformel benutzen. Nach dem 
Taylor'schen Satze ist für 

a — χ — A 
A% A 3 

φ(χ) = φ(α-Α) = φ(α)-Αφ'(α) + -^φ"(α)-^·φ"'(α) f ·· · 

Ferner 
ά.Α*γφ(χ) 

dx 

= + = -ή^=(Αφ>(χ)-2λφ(χ)) 
γ φ (χ) 

ί ' V(a) -Ay'(a) + ^ φ»'(α) - * φ"(α) + · ·. 
2]/φ(χ) 

- η{ψ(α) - Αφ'(α) + ^φ"{α) - £φ'»(α) + ...)} 

= j - 2 λ < ρ ( α ) + (2λ +1)Αφ'(α)-

+ '(«) - Α*φ™(α) Λ |· 

Integrirt man diese Gleichung, so wird 

(1.) 2 Α*/φ(χ) 

2λ + 2 f A ^ d x , 2 λ + 3 , „ , , f Al+2dx 
Ϋφ(χ) J V^C®) 

Da 
φ (χ) — ax -f 2/fcc2 -j- 7®3 

so verschwindet φ ι ν ( α ) und daher enthält die rechte Seite dieser For-

mel (1.) in diesem Falle nur die vier niedergeschriebenen Glieder. 

Aus dieser Formel ergiebt sich sogleich, dass man, wenn λ eine 

positive oder negative ganze Zahl bedeutet, jedes Integral von der Form 
*Aldx 

i W ) Ii 



10 Erster Abschnitt. 

berechnen kann, wenn die drei Integrale 

dx rAdx ρ dx dx rAdx ρ 
ω (χ)' JV'φ(χ)' JA )/ φ (χ) J }'φ (χ) J Α \'ψ (χ) 

bekannt sind, denn man braucht in dieser Formel nur λ=0, —}— 1 ·, —1, 
-j-2,—2,... einzusetzen, um sich von der Richtigkeit der Behaup-
tung zu überzeugen. 

§. 6. 

Die letzten drei Integrale sind einer weitern Umformung fähig, 
und zwar lässt sich das erste derselben, oder auch das Integral 

%b dx r u — / 
J Vx(a J ]/x(a-j- 2ßx -f- γχ'2) 

stets auf ein Integral von der Form 

dx 
/

b' φ 
a. Ϋχ(ΐ-χ) -χ)(1-όχ) 

zurückführen, in welchem der Coefficient δ immer ein positiver echter 
Bruch ist. Denn wenn zunächst die Coefficienten a} β, γ sämmtlieh 
positiv sind, so führen wir durch die Gleichungen 

oder 

ι — y i — 

y . - A 
4 

λ! a ι+ΫΪ= 
Υ ϋ · - y« 

4 4 

γχ 
eine neue Veränderliche ζ ein. Differenziirt man die erste dieser Gleichun-
gen logarithmisch, so findet man 

dx dz 
x ζ | / Ϊ Ζ 7 ä ' 

Aus Nr. 3 ist sogleich 

. c1 
χ ' V z 

Bezeichnet man daher 
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γα 
4 

yba 

so wird, wenn man wieder χ statt ζ schreibt, da bei dem bestimmten 

Integrale der Integrations-Buchstabe ganz willkürlich ist, 

b' dx (6.) « = ι nb' 

2 faj / . ( ! _ » 

_ füy-

Wenn nun β kleiner ist als i a y , so hat jetzt u in der That die vor-

geschriebene Form angenommen. 

Ist aber β grösser als } u n d man ersetzt χ durch 1 — x, so 

verwandelt sich u in 

(7 . ) . = 1 _ f ' - " 

erscheint also wieder in der Gestalt (N. ) , die wir als die N o r m a l -

f o r m bezeichnen wollen. 

§. 7. 

Hat man aber das Integral zu reduciren 

dx 
u = / * - = 

«/ 1 lx(a J ~\Ιχ(α + Ίβχ — γχ2) 

jn welchem die Coefficienten α , β , γ , sämmtlich wieder positive 

Grössen sind, so nimmt zunächst das Trinom unter der Wurzel für 

jay + ß'=0 

die Gestalt an 

L t f - ß + yxXd + ß-yx) 

und für γχ=(ό-\-β)ζ verwandelt sich u, wenn man die Grenzen 

noch unbestimmt lässt, in 

cfo 

J V a C l ^ ( ΐ - , χ ^ + μ + Α . ) 

Schreibt man hier wieder 1 — χ statt z, so erhält man 
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- _ L Γ dx 

rΓΙ 
wenn 

α' = 1 und ^ 
ß + d β + δ 

Da β < d ist, so hat das Integral die Normalform bereits angenommen, 
sowohl wenn β negativ als wenn es positiv ist. 

§. 8. 
Die beiden Integrale 

^ dx Pb dx η dx ρ 
J -d<r.(n-J-SAr-L-v*!^ Und J / + + J ~)/x(α -j- Ißx — yx*) 

lassen sich also stets auf ein Integral von der Form 

dx Γ i x { \ - x ) { \ - d x ) 

zurückführen, in welchem δ ein positiver echter Bruch ist. Alle übri-
gen Fäile, welche durch die Verschiedenheit der Zeichen und nume-
rischen Werthe der Coefficienten α, /?, γ auftreten können, lassen sich 
aber auf diese beiden Integrale zurückführen, wenn man den Integra-
tionsbuchstaben mit 

χ 1 
— χ oder -r- oder — 

ο χ 
vertauscht. Es wird dem Leser keine Mühe machen, sich von der 
Richtigkeit dieser Behauptung zu überzeugen, wenn er alle einzelnen 
Fälle, mit Rücksicht auf diese Rehauptung, untersucht. 

§. 9. 
Wenn man 

x(l — ®)(1 — dx) — xp{x) 
setzt, so ist also das erste der drei Integrale in §. 5. auf die Form 
gebracht 

dx h v>(®) 
und bildet, in dieser Gestalt, die e r s t e G a t t u n g der elliptischen 
Integrale. 

Das zweite Integral 
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A (a — χ) dx 
Υχ(α + Ίβχ + γχ*) 

zerfälit, wenn α und γ entgegengesetzte Zeichen haben, durch die 
Substitutionen des §. 7. in die beiden 

f!\ dx Γ &dx 
und A 'ψ (χ) J ixp(x) 

Haben aber α und γ gleiche Zeichen, dann wird durch die Substitu-
tion des §. 6, wenn man Ν. 1 durch N. 2 dividirt 

•z 

oder 

(1) JL-LzjUEL· 

* r « -
also zerfällt das Integral in drei Integrale von der Form 

r dz r dz rj\—z.d* 
AJzfy(z) zYW) 

1 
Das erste wird durch die Substitution ζ = — leicht auf die Form ge-x 
bracht 

xdx A 
und bildet die z w e i t e G a t t u n g der elliptischen Integrale. Das zweite 
ist ein elliptisches Integral erster Gattung und das dritte oder 

dz A ζ\>ζ(\—δζ) 
wird nach bekannten Methoden berechnet. 

Das dritte Integral in §. 5 
dx 

J(r (a — x) ]/ x(ct + 2/?« + y®*) 
nimmt wieder durch die Substitutionen im §. 7 , wenn α und y ent-
gegengesetzte Zeichen haben, die Form an 

dx A {b — χ)γχ(1— χ)(1~δχ) 
Sind aber α und γ mit gleichen Zeichen behaftet, vo verwandelt 

1 
man den Factor -7 durch die Substitution (1) leicht in 

0 —χ 
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A + B(c — s)4-C)/i— » 
C - » 

wodurch das vorgelegte Integral in die drei andern 

dz . Λ Γ dz 
J (c — z)vxl)(z) J νψ(ζ) J (a —: (ο-ζ)γψ(ζ) J (a) «/ (α — s ) | / z ( l — (Ja) 

zerfällt, von denen das erste die d r i t t e G a t t u n g der elliptischen In-
tegrale bildet, das zweite zur ersten Gattung gehört und das dritte 
nach bekannten Methoden berechnet werden kann. 

§. 10. 
Wir sind also jetzt zu drei wesentlich von einander verschiedenen 

Grundformen der elliptischen Integrale gelangt, die sich nicht mehr 
in einfachere Bestandteile zerlegen lassen. Ersetzt man in ihnen χ 
durch xn~, so nehmen sie die Formen an 

r dx r x2dx 
j y(l-®')(l-AV) ' J | / ( l - t f a ) ( l - Ä V ) ' 

dx A ( a - ® l ) i / ( l - a ; a ) ( l - Ä V ) ' 

in denen k kleiner als 1 ist und α jede beliebige auch complexe 
Grösse sein kann. 

Zieht man das zweite Integral vom ersten ab, so erhält man das 
Integral 

dx ]/1 — χΊ A ]/l - k2x2 

welches gewöhnlich als Normalform der z w e i t e n G a t t u n g betrachtet 
wird. 

Legendre, der Schöpfer der Theorie der elliptischen Integrale, 
führt in diesen drei Integralen sin φ statt χ ein und erhält so die 
Formen 

/
άφ Γ sinqpMqp Γ άφ 

l / l — Ä ' s m y * ' J y i - t f s h r f ' J ( l + w s i n ^ 2 ) / l - A ? s i n ^ ' 
Multiplicirt man das zweite Integral mit k2 und zieht es vom ersten 

ab, so bleibt der Rest 
Jd<p}/ 1 • A2 sin <p2 

welchen Legendre als die eigentliche Normalform der elliptischen Inte-
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grale zweiter Gattung ansieht. Dieses Integral, durch welches die 
Länge des Bogens einer Ellipse dargestellt wird, hat dieser ganzen 
Klasse von Functionen den Namen gegeben. 

Er bezeichnet ausserdem 

] / l — /csin2<p2 = Αφ 

oder auch ζ1{<p.k), wenn ausgedrückt werden soll, dass der Werth 
des Integrals auch von k abhängt. Diese drei Gattungen elliptischer 
Integrale werden von ihm auch stets als bestimmte aufgefasst, deren 
untere Grenze 0 und deren obere φ ist, so dass man gewöhnlich unter 
den elliptischen Integralen e r s t e r , z w e i t e r und d r i t t e r G a t t u n g 
die Integrale 

ff dx # dx ίψ dx 

J Ax' J ' J (14-nsmx*)Ax 
υ ο υ v 1 ' 

versteht. 
Die Constante k, welche stets kleiner als 1 ist, wird der Modul 

des Integrals genannt und die Constante n , welche nur in den Inte-
gralen dritter Gattung erscheint und auch imaginär sein kann, heisst 
der P a r a m e t e r . 

Die obere Grenze φ nennt man die A m p l i t u d e des Integrals. 
Führt man durch die Gleichung 

einen neuen Modul k' e in, so heisst dieser der c o m p l e m e n t ä r e 
M o d u l . 

Legendre lässt auch häufig in dem Zeichen Αφ den Buchstaben 
φ fort und unterscheidet die drei Gattungen der elliptischen Integrale 
durch folgende Zeichen: 

= * ίΨΜφ = Ε·, r <2-^ = 0. 
JQ Λ J J ( l + r c s i n y 4 ) ^ 

Durch die Zeichen 
F(q>,k); E(cp,k); Π(φ,^η) 

wird ausgedrückt, dass diese Integrale nicht nur Functionen der Am-
plitude φ , sondern auch des Moduls k und des Parameters η sind. 

TC 
Wenn die obere Grenze der Integrale - - ist, werden sie v o l l -

s t ä n d i g e I n t e g r a l e genannt und von Legendre durch 
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J d J Ύ J (14-nsmq) )d 
ο ο υ v 1 ~ ' 

bezeichnet. 
Jacobi bezeichnet das vollständige elliptische Integral erster Gat-

tung mit Κ und das entsprechende, in welchem der Modul k mit dem 
complementären ft' vertauscht ist, durch K', so dass nach ihm ι π_ 

f \ d<P—-v und Γ ά φ — Κ' 
J ]/1 — ft2 sin φ2 / ^ l —Ä'2sin φ' 

Noch andere Bezeichnungsweisen, welche Jacobi eingeführt hat, werden 
wir später kennen lernen. 



Zweiter Abschnitt« 

Die Bildungsweise der Thetafunctionen. 

§. I i . 
Erweiterung des Begriffs der Potenz eines Binoms und ihrer Entwickelung. 

Die Verwandlung eines Products von η gleichen Factoren 
(1 — ar)(l — aj)(l — a ; ) . . . ( l — x) = (1 — x)n 

in eine nach Potenzen von χ fortschreitende Reihe, ist zuerst, von 
Newton benutzt worden, um auch zusammengesetztere Ausdrücke, und 
namentlich die einfachsten Kreisfunctionen, in solche Reihen zu ent-
wickeln. Er erkannte zugleich die Bedeutung dieser algebraischen Ge-
bilde auch in dem Falle, wenn dem η ein gebrochener oder negativer 
numerischer Werth beigelegt wird, und die gleichzeitigen grossen Ma-
thematiker verfolgten diese Gedanken weiter, bis endlich Euler in sei-
ner Einleitung in die Analysis des Unendlichen, welche 1748 erschien, 
ein vollständiges Lehrgebäude der Analysis des Endlichen aufstellen 
konnte, dem Ideen von Newton und Leibnitz und die Entdeckungen 
der Gebrüder Jacob und Johann Bernoulli zu Grunde lagen. 

In diesem grossartigen Werke benutzt aber Euler bereits auch 
Gebilde von der Form 

(1 — χ) (1 — xr) (1 - χr*) (1 — xr3)... 
hauptsächlich um durch ihre Entwickelung in Reihen gewisse Eigen-
schaften der Zahlen zu erforschen, und bedient sich ihrer dann später 
bei zahlenlheoretischen Untersuchungen. 

Selbst vor Euler hatte schon Jacob Stirling in seiner Methodus 
differentialis, welche 1730 in London herauskam, bei sehr merkwür-
digen Reihenentwickelungen, die wir später mittheilen werden, Aus-

S c h e l l b a c h , elliptische Integrale. 2 
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drücke von dieser Gestalt benutzt . Auch Gauss bediente s ich ihrer in 

e i n e r A b h a n d l u n g vom J a h r e 1 8 0 S , und endlich w e n d e t e s ie J a c o b i 

zuerst in s e i n e m W e r k e F u n d a m e n t . ! nova theor iae funet ionum cl l ipt i -

c a r u m 1 S 2 9 zu R e i h e n e n t w i c k e l n n g e n der el l iptischen T r a u s e e n d e n t e n 

a n . Nach diesen Andeutungen erscheint es gerechtfer t igt , e i n e nächs te 

f r u c h t b a r e E r w e i t e r u n g des Newtonschen T h e o r e m s in der E n t w i c k e l u n g 

dieser F o r m e n zu s u c h e n . W i r b e s c h r ä n k e n uns i n d e s s e n , hei dem 

u n e r m e s s l i c h e n Re ichthmn von Gestal ten, welche diese Gebi lde a n n e h -

m e n k ö n n e n , in u n s e r n Mitthei lungen zunächst nur auf d a s , was in 

d e r T h e o r i e der el l iptischen Funct ionen von Wicht igkeit e r sche in t . 

§ . 12 . 

E in P r o d u c t von η F a c t o r e n der angeführ ten Art 

(1 — χ) (1 — x r ) (I — x r ) . . . (I — xr·"1) 

b e z e i c h n e n wir kurz durch 

( x ; r ) " 

u n d mult ipl ic iren die identische Gle ichung 

1 — a x r " - L = 1 — a r " — 1 - f χ ( I — ars) r" 

oder , was dasse lbe i s t , die Gleichung 

l — axr"-1 1 — xr11-*-1 1 — r'1"9 1 — ar* r" -+X-
1 — r " 1 — r"—* 1 — r" l — r ^ 1 1 — /·" 

mit dem P r o d u c t e der F a c t o r e n χ * und 

( a ; r y ( x ; 
7 «"<1 7 ^ — I » 

( r ; r ) * ( r ; * · ) " - 1 - * 

w e l c h e le tz tere beide durch 

Α., und Χ , , - ι - , 

b e z e i c h n e t werden so l len . W i r setzen dann in der ents tandenen Gle i -

chung für s alle ganze Zahlen von 0 bis η — 1 und addiren die e r -

h a l t e n e n η Gle ichungen. Diese ganze Operation l äss t sich le icht v e r -

ständlich und übersichtl ich, mit Hülfe des S u m m e n z e i c h e n s , in f o l g e n d e r 

W e i s e a u s d r ü c k e n : 

1 — axrn~l „_i o r Λ , Λ , , — ι - . , 1 — r n ο 

in— 1 _ j v 1 ' I r̂-ill—1 1 rll—S Λ.ΡΙ — S—1 
= - f Σ ^ χ ^ Α * h l X , — — 

S o n d e r t man li ier a u f der rechten Se i le von der ersten R e i h e 

d a s ers te Glied ab und von d e r zweiten das l e tz te , so n i m m t sie die 
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Gestalt an: 
n 2 1 }'"—'5 ti I r n — s r n 

Xn + 2ti Xs A, X„_s - — 1- X' As XIM — — -f. xnAn 1 — Γ 1 — Γ 
oder 

Xn+^r^'AsX^ + x'A,, = Xx'AsX,^. 
Es ist also 

Fasst man die rechte. Seite dieser Gleichung als eine Function 
von η auf und bezeichnet sie durch φ ( η ) , sowie den Bruch aul' der 
linken Seite vor dem Summen/eichen durch ip(n), so lässt sich diese 
Gleichung als 

xp (η) φ (η— =z φ (η) 

darstellen. Setzt man für η alle ganze Zahlen von 1 bis η und mul-
tiplicirt die so erhaltenen η Gleichungen mit einander, so gelangt man 
zu der Gleichung 

y ( l ) . y ( 2 ).ψ(3)...·ψ(η) = φ(η), 
da qp(0) = 1 ist. Es ist also 

—s 

X 
(.ax ; ?')" = „ (a ; r)*1 (x j r ) " -

- 'J (r; r)'1 0 ( r ; r ) v ( r ; r ) " - ' 1 

oder 
1 — αχ. 1 — axr. 1 — axr... 1 — axrn_1 

1 — r . 1— r ' . 1 — r 3 1 — r" 

__ 1 — χ. 1 — err. . . 1 — xrn~l 1 —a 1 — x... 1 — xr"-2 

~ 1 —r.l—r' ...1— rn 1 — r * 1 — r ... 1 — r'—1 

1— a.l — ar l—x..A—xrn~3 

1 — r . 1 — r* 1 — r ... 1 — rn~' •2 

3 1 — a. 1 — ar. 1 — ar 2 1 — χ... 1 — xrn~4 

+ 1 — r . 1 — r M — r ® i - r . . . l - r » - 3 

Λ—α..Λ — ανη-2 1—χ 1 — a . . . 1 —ar '— 1 
t Λ,η—1 L /T.« 

1 — r . . . l — r "~ l 1 — r 1 1 — r . . . l — r " 

Um diese Formel noch übersichtlicher darzustellen, kann man auch 
den Bruch 

( a ; rV 
mit α, 

( r ; r) s 

bezeichnen, wodurch sie die Form annimmt 
ο # 
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Σβ Χ* (ΙςΧη—S 
oder 

(αχ)„ = Χ„ + Χα^Η-1 + χ\χη-7 + ®ιι-3 4 +- · 

§. 13. 
Um die Natur der gewonnenen Formel etwas genauer kenneu zu 

α 
lernen, setzen wir bx statt χ und -r- statt a; dann verwandelt sie 

6 
sich in 

(1.) (β®). = ( t e ) e + 6 ® ( y ) i ( t e ) . _ l + 6 V ( y ) e ( 6 i r ) J ( _ 8 + . . . 

Nimmt man nun b = 0 an und multiplicirt die ganze Gleichung mit 
( r ; r ) n , so ergiebt sich, wenn noch ax mit χ vertauscht wird, 

(2.) (x ;r)n = l—x. 1 —xr... 1 — xr'—1 

4 1— rn , 1— r". i — r»" 1 , 1— r " . l - r ' " 1 . 1 — r " " 2 , , 
= 1 — 1 — + ι — — Λ — Ζ Ϊ ~ r x ' i—.. 1 λ—-3—r * 

I \ - r \ . A - r " - 5 „ . . ^ 
τ- Ι — γ . . . 1 — r 4 r6a:4 b r 2 

Für r = l erhält man hieraus den binomischen Lehrsatz, da sieh 
1 — r m , . m 
- fur r = 1 in — verwandelt. 
1— rf μ 

Das Zeichen 
(x; r ) n 

hat auch für ein negatives η einen ganz bestimmten Sinn; denn da 

(3·) l i - ^ L = (?;r)T~l 

also, für η = 1, hieraus 

(x; r)ü = l v ' 1 — χ 

folgt, so erhält man aus (3.) für η = 0, — 1, —2, — 3 . . . die Glei-
chungen 
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1 = (er; 
1 - * r 

( χ ; r)—1 , , , 
ν ' = (χ; >) 

Γ2 

i ^ i — = ( « ; γ ) - 3 

r3 

= r ) - " , 

r n 

dleren Product die Formel liefert 
1 1 1 1 

(4.) (<r;r)— = · 
1 - 4 1 - 4 ι - * 

r r" r3 r" 
1 

W ; r ) 
Weirwandelt man nun in (2.) « i n — n, so erhält man 

„ ν 1 1 —j—" . ι — r - " . l — r - » - 1 . 
( " ' Γ ) ~ " = Τ Τ Ί Χ = " T = F " g + 1 - r . l - r « ™ 

U J r / r r 
j 1 τ ~ 1 f — 2 

1 — r. 1 — r 2 .1 — r3 r3£C3 -f-

1 
umifd wenn hier xr statt χ und dann — statt r geschrieben wird, so 

r 
enttsteht die Formel 

1 _ , 1 —rn , i—rnA — r» + 1 . 
(5 · ) "7 \— = 1 + ι x Η ; 5 j — x v y (x; r)n 1 1 — r 1 1 — r. 1 — r2 

1 - r M - j ^ 1 . 1 — , . _) x*-\ 
' 1 — r . 1 — r M — r 3 

Für r — \ verwandelt sich diese Formel in die bekannte Ent-
wi<ckelung von (1 —x)~" nach Potenzen von x. 

Die Formel (5.) lässt sich auch direct ohne Hülfe des Zeichens 
((4..) ableiten und beide Formeln (2.) und (5.) nehmen für r<C 1 und 
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ein unendlich grosses η neue Gestalten an; aber wir verlassen hier 
diesen Gegenstand, der in einem späteren Abschnitte etwas ausführ-
licher behandelt werden soll, 11111 jetzt nnserm Hauptziele zuzueilen. 

§· 14. 
Die Formel (1.) im §. 12 lässt sich jetzt einer solchen Umformung 

unterwerfen, dass man aus ihr unmittelbar zu den Thetafunctionen ge-
langen kann. 

Wir ersetzen zu dem Zwecke in ihr η durch In, χ durch — , 
Ο 

α durch cr~n und multipliciren beide Seiten derselben mit dem Qua-
drate von ( r ; r)-n, und erhalten dann 

( r ; r ) 2 » ( a r i - » ; r ) 2 n 

. Ό2» f c r _ » . r V (a-ri. r T " 

Es ist aber 

(r: r y ' , n (r; r ) * - * _ 1 

Nimmt man c unendlich gross an, so wird 

; r T = ' ' ( τ - - " ) ( ! - r l ~ " ) · · · ( 7 - r , ~ 1 _ 0 

rK«—02 

und 
/ ar'i 
ν c 

a r \ v2n-.v 
; r 1 = 1. c ' / 

Auf diese Weise verwandelt sich unsre Formel in 

(r ; vf\ar\~» ; r f = 1)' γ ) * ( γ · + ι ; r) 

Es ist aber 

( a r l - ; r ) a » = ( - ! ) " - £ - ( £ ; r ) V ; r ) \ 

Multiplicirt man nun noch beide Seiten der Formel mit (—1)" 
(l 

und nimmt dann rechts die Summe nicht von s — 0 bis s — In, son-
dern von s=—η bis s = was erlaubt ist, wenn man η — s 
statt s schreibt, so gelangt man endlich zu der Formel 

rW 
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(1.) ( r ; r r - ( a r K - r ) ' ( ^ ; r ) n 

= Σ'1» (-1 · «'(r»-^"1; rj1-* (Γ—*+ι ; r)'l+s. 
Diese Formel gill nun für ganz beliebige Werthe von α und r, wenn 
η eine positive ganze Zahl ist. Sie nimmt aber eine ausserordentlich 
einfache und symmetrische Gestalt an , wenn man r < 1 und η un-
endlich gross setzt. Bezeichnen wir dann durch 

(x ; f ) — \ ~x.\ — xr'. i — xr3.. . 
eine unendlich grosse Anzahl von Facloren, wo also in dem früheren 
Zeichen bloss der Buchstabe fortgefallen ist, der diese Anzahl angiebt, 
so erhalten λνϊΐ', wenn noch — α statt α und r~ statt r geschrieben 
und ω statt des Zeichens oc eingeführt wird 

oder 

( 1 - r . l - r 1 . l - r e . . . ) ( l + a r . i + a r 3 . l + o r 5 . . . ) ( l + - . 1 - f l - j - i l \ . . ) 
> β (t CL s 

= 1 + (« -f α - 1 ) r + (α* + a~T) r1 + (α3 + «~ 3) r* + (α4 + Ο > ' 1 6 + . . . 

Ersetzen wir in dieser Formel α durch ar, multipliciren beide Seiten 

mit ΟΆΛ und sondern links den Faktor 1 - f — ab, so gewinnen wir 
a 

noch folgende Formel: 

(3.) + r 2 ) ( - a r 2 ; r ) ( - = ^ a ^ M ^ 

oder 

a h r * ( l + »'*· 1—ί' 4 .1 . . ) ( l + a r * . 1 + a r 1 . 1 + a r 6 . . . ) 

/ r 2 r* r s \ 
• ( l + — 1 + - - 1 + ) 

\ α a a s 

= ( a ' + ar ̂  rl + (a* + a~r* + (a? + a~ r V - f ( « I + a~ i) r ¥ + · · · 

§. 15. 

Die Jacobischcn oder die Thctafunctionen in ihrer ersten Form. 

Während die unendliche geometrische Reihe 

1 - | - a ; - ! - a r + a;3 + · · · = ( l - ^ ) " 1 

wenn χ kleiner als 1 ist, als ein specieller Fall des binomischen Satzes 
betrachtet werden kann, und eine solche Reihe 
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1 + r ( . + 1 ) + r ' ( „ · + i ) + r > ( « · + 4 r ) + · · · 

= ^ + 1 = 
1 — r a 1 r I , ^ Λ , 1 1 — r ( α Η ) 4 - r 

a \ a / 

als die Summe zweier geometrischen Reihen erscheint und ζ. B. für 

α = e x ' die Gestalt annimmt: 
1 — r® 

1 4 - 2 r c o s a H - 2 r 2 c o s 2 : r 4 - 2 r 3 c o s 3 ; z - | - — - ;—5-, 
1 — 2 r c o s a ; + r 

so sind wir jetzt durch Erweiterung des binomischen Satzes , wenn 
das α in §. 14 ebenfalls durch exi ersetzt wird, zu Reihen von der 
Form gelangt: 

1 + 2 r cos χ + 2 r 4 cos 2a; + 2 r 9 cos 3 s + 2 r 1 6 cos 4 a H 

und 
r c o s a ; + r 9 c o s 3 a ; 4 - r 2 5 c o s 5 x - f - r 4 9 c o s 7 i E - j - · · · 

Jede dieser Reihen kann als die Summe zweier geometrischer 
Reihen z w e i t e r O r d n u n g d. h. solcher Reihen betrachtet werden, in 
denen erst die Quotienten der Quotienten zweier aufeinanderfolgender 
Glieder constante Grössen sind, oder in denen die Exponenten der 
einzelnen Glieder arithmetische Reihen zweiter Ordnung bilden. 

Die allgemeinste Form einer solchen geometrischen Reihe zweiter 
Ordnung würde 

a&c- j - a & V - f a & 3 c 9 - f - αδ V 6 - f . . . -\-abncn* 
oder 

a + aß + aß*y + αβζγ* + aß'γ6 + . . . + αβη~λ γ 2 

sein. 
Unsere bisherigen Entwickelungcn haben aber nicht etwa dazu ge-

führt, einen geschlossenen Ausdruck in endlicher Form für diese 
Reihen aufstellen zu können, sondern sie haben nur gelehrt ein Pro-
duct von unendlich vielen Factoren in eine solche Reihe aufzulösen, 
obgleich die Formel (1 . ) im §. 14 , welche uns als Ausgangspunkt für 
unsere Rechnungen diente, aus einer endlichen Anzahl von Gliedern 
und Factoren bestand. 

Da die Reihen (2 . ) und ( 3 . ) nur aus Gliedern von der Form 
/ \ » 

( a r ' l Y und ( — ) bestehen, so convergiren sie offenbar, wenn r kleiner 
^ d ' 

als 1 ist, für einen ganz beliebigen Werth von a . 
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§. 16. 

Ersetzt man in den Reihen (2.) und (3.) des §. 14. α durch 
e7xi und schreibt q statt r, so verwandeln sie sich in 

(? 2 ; ? ' ) ( - q<?xi; <?')(- x i ; r ) = ^ r* 
oder 

0 · ) ( g 2 ; 9 2 ) / 7 ; Γ ( 1 + 2 ^ * + I C O S 2 S + 9 * + » ) 

= 1 + 2g cos 2x -j- 2g 4 cos ix -f- 2g 9 cos 6x -j 

und 

2g ίcosa ; . (g^ · ? 2 ) ( - ; g 2 ) ( ~ g 9 e - J j r f ; q2) = 

oder 
(2.) 2 g * ( g 2 ; g 1 ) c o s ® i J " ( 1 + 2g2<+2 cos2a: + 

= Ίφ cosa; - | 2g* cos 3x + 2g V cos 5 a; - | 

wenn man nämlich immer zwei sich entsprechende Factoren auf der 
linken Seite mit einander multiplicirt und das übersichtliche und be-
kannte Productzeichen einführt . Die Reihe auf der rechten Seite der 
Formel (1.) bezeichnet Jacobi, der Schöpfer der Theorie der Thetafunctio-
nen, mit dem Zeichen ξ(χ) und die Reihe in Nr. 2. durch Q(x). Der 
blosse Anblick dieser Formeln lehrt , dass sowohl die Reihen rechts 
als auch die Producte links, stark eonvergiren, selbst wenn das q nur 
wenig kleiner als 1 ist. 

Wir werden uns also künft ig, nach Jacobi, stets folgender Be-
zeichnungen bedienen 

<3(a>) = l + 2gcos2a ; -} -2g 4 cos4a ; + 2 g 9 c o s 6 a ; - | - · · · 

Q{x) = 2g* cosa; -J- 2g? cos 3a; + 2 g V cos 5a; -) 

Sowie man in der Theorie der Kreisfunctionen für die Function 

c o s ( - £ — χ ^ ein besonderes Zeichen sina; hat, ganz in derselben "Weise 

ist man genöthigt, auch für die Complemente der Functionen fyx und 
Qx neue Bezeichnungen zu wählen. Jacobi bezeichnet 

Man hat daher noch die Gleichungen zu beachten 

χ — 2 g* sinre — 2g?' sin 3a; -j-Iq** s i n b x — 

θ χ = 1 — 2 g c o s 2 a ; - f 2 g 4 c o s 4 x — 2g 9 cos6a;- | -
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Die wichtigste Arbe i t , der wir uns je tzt zu unterziehen h a b e n , 

b e s t e h t d a r i n , die Natur dieser vier Thetafunct ionen zu e r f o r s c h e n , 

w e l c h e durch folgende vier F o r m e l n charaeter is ir l s ind. 

( 3 . ) Qx — 1 — 2q c o s 2 x - f 2q* c o s 4 x — 2q° cos 6® - f · · · 

( 1 . ) 6>x — 2 s i n χ — 2<7<sin 3 ; r - j - 2</2* sin 5x 

( ο . ) ξ χ = 2 ^ c o s a ; - L 2 < / ^ c o s 3 r c - f 2qiV c o s 5 x - | 

( 6 . ) fix = l-\-2qcos2x + 2qi cos 4x + 2q9 cos 6x-{-··• 

o d e r mit Benutzung des S u m m e n - und Productze ichens 

( 3 . ) Qx = ( - 1 ) V 2 cos 2sx 

= ( q 2 ; q - ) ( : l - ! 2 q ^ + 1 c o s 2 x - f q^+η 

( 1 . ) Qx = ^ ( - l ^ ^ + W ' s i n C ^ + l ) ® 

= 2 q i ( q * ; q*) sin χ Π " ( l - 2 g 2 < + 2 cos 2x - f r / c + 4 ) 

( 5 . ) e tx = c o s ( 2 i + 1 ) ® 

= 2 q ^ ( q t ; q2)cosx n^(l + 2q-t+2cos2x + qlli+¥) 

( 6 . ) θ>χ = 2 ! ^ w q \ o s 2 s x 

= ( ? * ; ? * ) Πο ( 1 ~f~ l 1 cos 2x -)- q*s~:~ 2). 

§· 1 7 . 

Das unendliche Product für θ3χ ist e iner U m f o r m u n g f äh ig . 

Of fenbar ist 

= (<f ; <72) 7 7 . Γ ( 1 + 2 ( f - + 1 + = 1 + 2«/ + 2 ^ + 2 9 ! ' + · . . 

und mit Hülfe dieser F o r m e l geht (6.^ in § . 1 6 . ü b e r in 

Λ . rrWl+2q?°+1cos2x + q*°+* 
& = Π i > · 

D e r Bruch unter dem Produetzeichen ist aber , wenn man 

q = e~v 

setzt und den Bruch mit erweitert , 

e C - V H > - j - e - i 2 * + i ) v _ f _ 2 c o s 2 a : _ c o s ( 2 s + l ) v i + c o s 2 i r 

~~ cos (2s 1 > » + 1 

__ cos (x (s - j - .}) vi) cos (x — (s 4 ) vi) 

COS ($ -J- · c o s " Γ ΐ ) ν ϊ 

Vermöge dieser Zer legung lässt sich 6 , (x ) so darstel len 

cos (x + (s + *}) vi) 
ξχ — Qo elxIJ_ 

ω 
ω cos (s -f" ϊ ) vi 

Man überzeugt sich von der Richtigkeit dieser F o r m e l , wenn m a n 
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bedenkt, dass das erste Product , in welchem s die Werthe aller ganzen 

Zahlen von 0 bis ω annimmt, nach der Zerlegung des Bruches in 

zwei Factoren, 2 ω + 2 Factoren enthält, und das zweite nur 2 w - j - l . 

Man muss also zu diesem letzteren Prod acte noch den Factor 

cos (χ — (ω + , } ) vi) __ eix + e - f j r e - < 2 w + 1 > y 

cos (ω - f £) vi ~ 1 — e-C->«M-i> 

hinzufügen, damit es dem ersteren gleich wird. 

Wenn man sich die Factoren niedergeschrieben denkl, so erkennt 

man sofort die Identität 

also in i inscrm Falle, wo ω nnendlich gross angenommen wird, 

ω cos ( a : + ( * + £ ) v i ) __ e-ix , c o s ( x + (s — $)vi) 

cos (5 + 1 ) vi eix cos (s — ^vi 
Ersetzt man daher in dem zweiten Producte für Qx das s 

durch ä — 1 , so muss der Factor vor dem Producte nicht eix, sondern 

e~Lx heissen. Es muss ferner noch bemerkt w e r d e n , dass man in 

einem solchen Producte , in welchem dem s al le ganze Zahlenwerthe 

von — ω bis -\-ω beigelegt w e r d e n , offenbar stets — s statt s 

schreiben darf. 

Nachdem wir jetzt zu der Formel 

ξχ = Qo e " Π" ™(xf(s+ ±)vi) 
* cos + 

—ω 

= q*2 eisxi= e-f-j?» 
ω ι to 

= 1 + 2q cos Ix + 2 g 4 cos 4a; + 2q* cos 6a; -j 

gelangt s ind, so wollen wir zunächst aus ihr eine zweite fur θχ a b -

7Z 
l e i ten , indem wir χ durch — — χ ersetzen. W i r erhalten so, wenn 

' 2 

$ — 1 statt s geschrieben wird, 

^ c o s ( * - f £ ) » * 

= 1 — 2 q cos 2a; + 2q* cos Ax — 2 q 9 cos 6a; -j 

für χ = 0 wird 
17τ 

θο = ^oe^/7^wtar)g(s + |)n= 1 - 2q -f 2q4 - 2q'J + ··· 
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daher 
θχ = 0 o e - « J 7 » s i n ( ( s + j ) * » T * ) 

oder auch, da offenbar 0 (— χ) = θ(χ) ist, wie man aus der Reihe sieht, 

θχ = 6oβ'*IT" "n<f + ' · + •!""> = * · . :-!,·„· 
- ω sin (s -f { ) vi - u \ / t 

Wendet man dieselben Mittel der Transformation auch auf die 
Functionen 0, χ und θ2χ a n , so erhält man folgendes Formel-
svs tem: 

sin (s - f - -J ) r t 

sin (x + svi) 

(1·) 

(2.) ß,x= Qo Π _ ω c o s . s n 

(3.) π : c o s ( * + ™ ) — ω COSSVI 

(4.) 4 « = 4oe>* IT"„ "»(« + (H-*!"·) . v y cos (« + •£•) μ 

Man überzeugt sich leicht, dass diese Producte convei'giren, wenn 
man die Rechnung mit den mittelsten Factoren beginnt , und zwei 
gleichweil von der Mitte entfernte Factoren zusammenzieht 

Aus §. 16. entnehmen wir noch, dass 

fyo = 0 und 

Oo = l - 2 g - f 2 g 4 - 2 g 9 + · · · 

Qo = 2 g i + 2 g l + 2 g V - f 2 g V - f · · · 

Qo = l + 2 g - h 2 g 4 + 2g9 + -

§· 18. 
Drückt man durch das Zeichen θ(χ,ν) aus, dass die Thetafunctio-

nen zugleich von χ und von ν abhängen, und setzt in den Reihenaus-
drücken dieser Functionen v — m statt v, so dass sich q — e~y in 
qTii-y _ — e - v — __ q verwandel t , so ersieht man aus den Formeln 
des § . 1 6 sogleich, dass 

(1.) 6(x,v-m) = Q(x,v) 
in 

(2.) θ,(χ, ν - m ) = e~Γ θ(χ, ν) 
in 

(3.) , v—ni) = θ,(χ, ν) 

(4.) v—ni) — θ(χ, ν) 
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§. 19. 
Die zweite Form der Thetareihen. 

Die für die Thetafunct ionen aufgestel l ten Keilten sind mit Hülfe 

der Four ier sehen Reihe einer Verwandlung f ä h i g , welche wir v o r -

nehmen wol len , nachdem wir uns die Fo rm dieser Reihe auf eine 

leichte Weise wieder i n s Gedächtniss gerufen h a b e n . 

W e n n η eine posit ive ganze Zahl bedeu te t u n d m und s g anze 

Zahlen zwischen — η und - \ - n s ind, so ist de r Ausdruck 

1 s in (wi—s) π 
2 μ 4-1 . (m—s)n 

s i n ^ r — 
2 r e + 1 

stets Null, so lange s \ o n m verschieden i s t ; n i m m t abe r den W rerth 
1 a n , wenn s — m wird. Es ist d a h e r , wenn φ ein Func t ions-
zeichen bedeutet , 

,. . / νιττ \ „ „ / sn \ s i n (m — s) π 

Μ η · 2 » + 1 
eine identische Gleichung. 

Setzt man a b e r 
mn 

2 » - f - l 
- α 

TC TC 
u n d n immt η unendl ich g ross an , so liegt α zwischen — — und 

Zi £ 
S7C 

und der Bruch - — , — r durch läuf t alle Wer the , welche zwischen d e n -
2 w + l 

selben Grenzen l i egen ; dahe r i s t , dem Begriffe e ines bes t immten In -
tegrals gemäss, die Gle ichung (1 . ) nichts ande res als 

η 

, . 1 f * , , s in(2m — l ) ( a — * ) . 
f ( a ) = n J J W W - V " d X • 

2 

Für ein bel iebiges ganzes η gilt abe r die Gleichung 

s i n ( 2 n - f l ) a „ „ _ 
— ^ — — -2t cos 2$z. 

sm ζ 
Daher wird 

( 2 . ) φ ( α ) = - 1 Σ ^ Γ < p ( x ) c o s 2 s ( a - x ) 
Jt π 

dx 
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und dieses ist die unserm Zwecke entsprechende Form des Fourier-
schen Satzes. 

Vertauscht man in dieser Formel φ (α) mit Ρ(α-\-ηπ), also 
φ ( χ ) mit F(x-j-WTr), so geht sie über in 

η 
1 Γ* 

F(a + ηπ) — — / F(x - f ηπ) cos 2s (α - χ) dx. 
Ή j TT. 

Wenn man also x-\-ηπ durch 3 ersetzt und sich unter η eine 
ganze Zahl denkt, so erhält man 

(3.) F ( a + « r r ) = — Σ " ω f i n + a ) n F ( z ) c o s 2 s ( a — z)dz. 
TC %/ 

( n - i ) n 

Substituirt man hier nun noch für η alle ganze Zahlen von a 
bis δ, wo ζ. Β. α auch negativ sein kann, summirt die entstandenen 
Gleichungen und zieht die Integrale in eins zusammen, so gelangt 
man zu der Formel 

. ι / " (Hi )* 
2b

a F(er + sn) - — ^ / F(z) cos 2s (α - ζ) dz, 
TC t/ (a-i)n: 

welche für α = — ω und b — ω, wenn man α mit χ vertauscht, in 

(4.) S^Fix + sn) = 1 pF{z)^2s{x-z)dz iL· IS —ω 

übergeht. 

§· 20. 
Die letzte Gleichung, welche überhaupt eine unendliche Reihe in 

eine andere verwandeln lehrt, kann nun dazu dienen, den Reihen fiiir 
die Thetafunctionen eine andere Gestalt zu geben. 

Nimmt man ζ. B. für die Function F(z) die Exponentialgrösse 

ν 

an, so wird das bestimmte Integral 

/

« _ I i / · « - — 

e v cos2s(x — z)dz = cos2*r / e v coslszdz — ω —ω 

/

ω 

e v sin 2 s z d z . 
—ω 

Alle Elemente des zweiten Integrals auf der rechten Seite Vernich-
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ten sich gegenseitig und de r Wer th des e r s t e n , welches allein üb r ig 

bleibt , ist 

ivn e~y*' 
wie in j edem guten Leh rbuche der In t eg ra l r echnung bewiesen wi rd . 
Setzt man nun die g e f u n d e n e n Wer the in die Formel (4 . ) des §. 19. 

'τι . . - · . . 
ein, und mul t ip l inr t beide Seiten mit J / — , so verwandel t sie sich in 

(1 . ) i ' - j r ' o s 2 s x . \ / IV —ω —ω 

Es w a r aber in den Thetafunct ionen e~r = q gesetzt w o r d e n , a l so 
l iefer t diese Formel nach §. IG. 

« • = 1 1 - , 
in l 

V — ι / _ y w e - - ( « * + • * • ) • 
—ω 

Ans d e r Formel (1 . ) lässt sich eine neue ab le i t en , wenn man rech t s 

noch die Reihe 

i21'" s in2sx 

a d d i r t , deren Wer th of fenbar Null is t , da immer ein positives Glied 
von einein negativen vern ich te t wird. Die rechte Seile n immt d a n n 
f o l g e n d e Gestalt a u : 

—ω 

W e n n m a n nun noch die linke Seite de r Gle ichung mit 

( - 1 ) * e ~ n i s = 1 

mult ipl ic ir t , so ve rwande l t sich (1 . ) in 

/ y —ω V / '—ω 

VI 
Erse tz t man hier χ durch x — — oder mult ipl icir t beide Seiten de r 

V —I.V 
Gle ichung mit e 4 , so ergiebt sich die neue Forme l 

(2 . ) y — Σω_ω ( - l ) ' e " Τ ( Λ ' + ' , π ) 2 — e-r(*+i)'-HW)*', 

da m a n of fenbar rechts s + 1 s ta t t s s ch re iben dar f . 

Nach §. JG. ist a b e r die rechte Seite d ieser Gleichung nichts 
a n d e r e s als üx, da inan nämlich in de r Reihe fü r Qx a u c h 
c o s ( 2 s l ) a ? durch e^-hD-vi ^-setzen darf , denn der imaginäre Theil , 
d e r d u r c h diese Kxponent ia lgrösse e ingeführ t wird , verschwindet o f fenbar . 
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TC Setzt man nun in (1 . ) und (2 . ) + ® statt χ und verwandelt dann 

in allen vier erhaltenen Gleichungen χ in — x , so gelangt man zu 
folgenden neuen Reihenentwickelungen für die vier Thetafunctionen: 

ω (3 . ) θ χ = fös» 

(4 . ) 

(5 . ) = 

(6 . ) 6tx = ^ ^ e - > 

-xV 

im—*)* ν 

{απ—χ)' 

§. 21. 
Die Vergleichung dieser letzten Formeln mit denen im §. 16. 

führt zu sehr wichtigen Relationen der verschiedenen Thetafunctionen 
unter einander. 

Zunächst bringt man die Ausdrücke für Qx in §. 15. und 
§. 20, wenn man andeutet, dass diese Reihen von χ und ν abhängen» 
leicht unter die Form 

/

7£V X^Y 

I s ^ e - Λ - + n ) . 
Führt man nun durch die Gleichungen 

(1.) vv' = tc~ 

(2 . ) 4 r »der ^ = — und — = -
y ν y ν ν τι ν η 

zwei neue Grössen χ und v' ein, so ergiebt sich aus der ersten Formel 
x'i \ 2 Λ - / XI \ * 

oder wenn man in der zweiten χ mit ix vertauscht, so wird mit Be-
nutzung von (1 . ) und (2 . ) 

= V ' l . 
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Nimmt irian nun ganz dieselben Substitutionen mit den übrigen 
Tlietafunctionen vor, so gelangt man ohne Mühe zu folgenden Formeln 

(3.) 0(ix,v)= 

/ ' i l : 
(4.) Q(ix,v) = il — e " ' 

f 71 

ι ' 

(5.) Q(ix,v)= dL-e*'Θ(χ',ν') 

§. 22. 
Vergleichung der Theta unter einander. 

Die letzten Formeln lehren die Theta mit dem Modul ν oder q, 
welches mit dem ν durch die Gleichung q — e~v zusammenhängt, 
durch Theta mit dem Modul v' oder q' — e~v' ausdrücken. Wenn man 
dieses Zeichen einführt, so lassen sich die Formeln in §. 20. so dar-
stellen : 

θχ = 

Qx — 

S c h e l l b a c h , e l l ipt ische I n t e g r a l e . 3 
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und daher 

θο = + ^ + + 

Qo = - j / ^ j i _ 2 9 ' + 2 ?
u - 2 ? ' 9 + 2 9 ' 1 6 j 

Qo = j 1 + 2 ^ + 2 ^ » + · · · j . 

Es lässt sich aber auch jede Thetafunclion durch die drei übrigen dar-
stellen, wenn alle denselben Modul enthalten. Die Formeln (3.) und 
(4.) in §. 16. lassen sich ζ. B. in folgender Weise schreiben: 

θ χ = ^w(-l)5e-"s2-2s-Ti 

0tx = 

wenn man cos2&r und s i n ( 2 s + Ό χ durch ihre imaginären Exponeu-
tialausdrücke ersetzt. Der blosse Anblick dieser beiden Ausdrücke 
lehrt , dass 

ist. Behandelt man die übrigen Theta in derselben Weise, so erhält 
man ohne Mühe folgendes System von Formeln, welches sehr oft be-
nutzt werden wird und in welchem, der Rürze wegen, 

e-ix-i,' — A 
gesetzt worden ist : 

(1.) θχ=$($π — χ) =iAQ(x—ivi) = —iAQ(in + x—ivi) 
(2.) Qx = ή (j-π — x) = ΪΑΘ χ — \vi) = ΐΑξ + χ— %νΐ) 
(3.) Qx = — χ) = Αξ(χ— ^νΐ) = Αθ(\:π + χ — ±νϊ) 
(4.) Qx = 6(in — x)=A6l(x — iv%)= Αθ^π + χ — \νΐ). 

Durch wiederholte Anwendung dieser Formeln und gehörige Be-
achtung derselben, findet man, wenn m und η positive oder negative 
ganze Zahlen bedeuten und der Kürze wegen 

g)/«'—Inxt _ ]y 

gesetzt wird, folgende vier wichtige Gleichungen 

(5.) θ (xrrm + nvi) = (~l)nN6x 
(6.) ξ (χ + mn - f nvi) = ( -1)»+« NQx 

(7.) ({{x^-mn + nvi) = (-l)mNQx 
(8.) 6| (χ + mn -f nvi) = 


