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Vorrede.

Wenn auch die Wissenschaften in steter Ent-
wicxelung begriffen sind und namentlich die Mathematik
zu ihren Wahrheiten stets auf neuen Wegen zu gelangen
oder dieselben auch als besondere Fille hsherer Gesetze
aufzufassen sucht, so sind doch einzelne Disciplinen im
Grossen und Ganzen als abgeschlossen zu betrachten, so
dass z. B. Niemand erwarten wird, es konnte die Lehre
von den Kreisfunctionen mit ihren Anwendungen auf die
Trigonometrie in nichster Zeit eine wesentliche Aende-
rung erleiden, selbst wenn die mathematische Forschung
einen ungewdhnlich raschen Aufschwung nehmen sollte.
Eben so haben auch die Arbeiten der Mathematiker in
einem hoher liegenden Gebiete, welche bereits linger als
ein Jahrhundert andauern, hauptsichlich durch Jacobi's
Leistungen, eine so krystallinisch feste Gestalt gewon-
nen, dass sie auf lange Zeit einer wesentlichen Umge-
staltung zu widerstehen scheinen,
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Wir glauben in der That, dass wenn auch der Ein-
gang zu Jacobi’s Thetafunctionen von verschiedenen Sei-
ten moglich ist, doch das Gebiude schon so fest geord-
net erscheint, dass Jeder sich schnell orientiren wird,
der bereits einmal in das Innere eingefiihrt worden ist.
Das vorliegende Buch macht nun keinen weiteren An-
spruch, als ein Fiihrer zu sein in die Rechnung mit den
Thetafunctionen, unbekiimmert darum, ob es auch noch
viele andere Wege dahin giebt, die vielleicht auch noch
andere Gesichtspunkte ertffnen, auf Gebiete, die in weiter
Ferne liegen und deswegen eine wohlbekannte Anzie-
hungskraft austiben.

Der Verfasser beabsichtigt mit seinem Buche mehr
das Konnen, als das Wissen seiner Leser zu fb’rdern,
und verfolgt also recht eigentlich praktische Zwecke.
Die Mechanik, die Astronomie und die Physik fordern
von der Mathematik die Losung bestimmter Aufgaben,
und unser Buch soll zeigen, wie man, nach dem Vor-
gange Jacobi’s, mit Hiilfe der Theorie der Thetafunc-
tionen viele derselben leichter und vollstandiger zu losen
vermag, als dies bisher mit den bekannten Rechnungs-
operationen moglich war. Er betrachtet die Thetafunc-
tionen als ein neues, noch wenig bekanntes Instrument,
dessen Handhabung zuerst studirt werden sollte, ehe
man es gegen ein noch neueres vertauscht, mit dem in
vielen Fillen nicht mehr als mit dem alten geleistet
wird, besonders dann, wenn man dieses gut zu fiihren
versteht.

Jeder Lehrer weiss, dass Schiiler einer Wissenschaft
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am besten gefordert werden, wenn man sie zunichst in
einen Gredankenkreis von iibersichtlichem Umfange ein-
weiht, und 1hnén Gelegenheit giebt, durch Ausfiihrung
vorgeschricbener Operationen sich ihres Besitzes bewusst
zu werden. Das nicht sehr alte ,exempla plus prosunt
quam praecepta® wird in neueren Lehrbiichern sehr hiufig
vergessen.

Die erste Anregung, die vorliegende Arbeit zu tiber-
nehmen, gab uns vor lingerer Zeit ein Heft iiber die
Theorie der elliptischen Functionen, welches Herr Dr.
Borchardt wihrend seiner Studienzeit in Konigsberg nach
einer Vorlesung Jacobi’s ausgearbeitet hat. Wenn auch
in diesem Hefte ein anderer Ausgangspunkt gewdhlt ist,
und die Wege, die eingeschlagen worden sind, so wie
selbst die Ziele, die erreicht werden sollten, wesentlich
andere sind, als in diesem Buche, so darf doch nicht
unerwihnt bleiben, dass uns die Kenntniss dieses Hef-
tes, welche wir der freundlichen Gef dlligkeit des Herrn
Dr. Borchardt verdanken, von grossem Nutzen gewesen
ist. Ausserdem haben wir mit Vortheil fiir unsere Arbeit
eine Inaugural-Dissertation des Herrn Professor Schroter
in Breslau: ,De aequationibus modularibus¢ studirt und
an mehreren Stellen, namentlich im fiinften Abschnitte
der Anwendungen, die verdienstvolle Schrift des Herrn
Dr. Durége: ,Theorie der elliptischen Functionen“ be-
nutzen konnen, das erste in Deutschland tiber diese
Lehre erschienene Werk. Noch glauben wir erwihnen
zu miissen; dass die wichtige Formel (2.) pag. 101 sich
bereits in einer Abhandlung des Herrn Professor Riche-
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lot im BOsten Bande des Crelle’schen Journals findet,
wenn sie auch dort auf ganz andere Art abgeleitet wor-
den ist.

Besonders dankbar sind wir aber Herrn Professor
Weierstrass, dass wir unser Buch mit einigen Blittern
von der Hand dieses berithmten Meisters haben zieren
diirfen, denn der dreizehnte Abschnitt der ersten Ab-
theilung riihrt unmittelbar von ihm selbst her.

Bei der Redaction des ganzen Werkes und der ein-
zelnen Rechnungen haben wir uns der Beihiilfe einiger
junger talentvoller Mathematiker zu erfreuen gehabt, die
uns gestatten werden, hier unsern Dank fiir ihre Hiilfe
offentlich aussprechen zu diirfen. Zunichst ist Herr
Dr. Wernicke zu erwihnen, der die Correktur des gan-
zen Werkes iibernommen und ausserdem auch fiir sty-
listische Sauberkeit und Ordnung in der Hussern Aus-
fiilhrung gesorgt hat. Er und Herr Dr. E. Schultze
haben ausserdem auf meinen Wunsch den zwolten Ab-
schnitt der ersten Abtheiluné' ans dem grosseren Werke
Légendre’s mit gehoriger Umsicht entnommen, da ich
selbst keine wesentlichen Verbesserungen anzubringen
wusste, ohne wichtigere Glieder in ihrer Entwicklung
zu beschrinken. |
- In § 2 hat hauptsiichlich Herr Worpitzky den
Nachweis geliefert, dass die Grosse u aus den Gleichungen
reell hervorgeht. Die numerische Rechnung in §. 61 ist
von Herrn Dr. Harprecht ausgefithrt worden, und eben
so haben die Herren Dr. Bachmann, Dr. Teichert, Dr.
Kretschmer und Studiosus Biermann mehrere numerische
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Rechnungen iibernommen, die von wesentlichem Nutzen
fir mich gewesen sind, auch wenn viele derselben nicht
unmittelbar in das Buch mit aufgenommen werden konn-
ten. Allen diesen jungen Mathematikern, und ganz be-
sonders den Herren Dr. Schultze und Dr. Kretschmer,
spreche ich nochmals fiir ihre vielfachen Bemiihungen
meinen aufrichtigen Dank aus.

Schliesslich haben wir uns noch iiber die Benutzung
einer gewissermassen nur scheinbar neuen Bezeichnung
zu rechtfertigen. Es sind in dieser Schrift durch die
Zeichen

(@), 9(2), k(=)

Functionen von « ausgedriickt Worden, welche Jacobi mit

Viksin am(—- x) 1/k, cosam( Aam (— a:)

und Gudermann etwas kiirzer mit

VEsn %i—{x), l/gcn 271{50), g —dn 2—Kw)

bezeichneten. Fiir diese Functionen wurden spiter von
Briot und Bouquet in ihrer ,Théorie des fonctions double-
ment periodiques* die Zeichen

Vkl( 2) ‘/klf“@:) i 2n>

benutzt, in denen 4K durch w ersetzt worden ist. Wir
haben aber in dem vorliegenden Buche selbst keinen
Werth auf den Gebrauch der Buchstaben f, ¢, & gelegt,
die eben so gut durch drei andere ersetzt werden kon-
nen und iberhaupt keinen typischen Charakter bean-
spruchen sollen. Wer iibrigens nur einen oberflichlichen
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Blick in unser Buch wirft, wird leicht begreifen, dass wir
uns der dlteren Bezeichnung unmoglich bedienen konnten,
ohne den Formeln eine ungeschickte Breite geben zu
miissen. Ausserdem haben wir auch geglaubt, uns wegen
der #ltern Bezeichnung keinen Zwang auferlegen zu
diirfen, weil dieselbe doch nicht fihig gewesen ist, dem
Algorithmus eine wesentlich grossere Geschmeidigkeit.
zu verleihen.

Berlin, im Mirz 1864.

K. H. Schellbach.
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Erster Abschnitt.

Begriff der elliptischen Integrale. Ihre Re-
duction auf die Normalform.

§. 1.
Die Elemente der Integralrechnung lehren das Integral

ﬁ (z,y)dx

in welchem f(x,y) eine rationale Function der Verinderlichen z und y
bedeutet, und y eine Wurzelgrosse von der Form

Va+bx - cx?
vorstellt, algebraisch oder mit Hiilfe von Logarithmen und Kreisfunc-
tionen berechnen.
Auf eine dhnliche einfache Weise ldsst sich auch das Integral

/i‘(a:, Yy, 5)dx

angeben, wenn die Verdnderlichen y und z zwei Wurzelgrossen von
der Form
Ya+bz und Yot Bz
bedeuten.
Wenn aber im ersten Falle y eine Wurzel von der Form

Va+t bzt cx’+ da® + ez

vorstellt, oder im zweiten y und 5 die Ausdriicke

Ve+bz+cxt und ]/a+,8:c-{?;:?
bezeichnen, welcher zweite Fall, durch Rationalmachen der einen Qua-
dratwurzel, leicht auf den ersten zuriickgefiihrt werden kann, dann
reichen die Kreisfunctionen, die Logarithmen oder Exponentialgrissen
1 *
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nicht mehr aus, um die Natur dieser Functionen welche elliptische
Integrale genannt werden, erforschen zu kéinnen. Zu diesem Zwecke
eignen sich nur die neuen Gebilde, welche unier dem Namen der Ja--
cobi’schen cder der Thetafunciionen indie Wissenschaft cingefiihrt
worden sind, und ihre Entstehung ciner Erweiterung des Begriffess
der binomischen Reihe verdanken, wihrend die Logarithmen, die Expo-
nential- und Kreisfunclionen mit Hiilfe dieser Reihe, in ihrer einfach-—
sten Gestalt, leicht und vollstindig entwickelt werden konnten. Wenm
nun auch der Entwickelungsgang der Wissenschaft der Zeit nach that-
sdchlich ein anderer gewesen ist, und die Mathematiker erst auf diese:
Gebilde, von denen man schon mehr als ein Jahrhundert lang Kennt-
niss hatte, durch das Studium der Integralrechnung wieder aufmerksam
geworden sind, so crscheint doch dicse Auffassungsweise den Leserm
eines Buches gegeniiber gerechtfertigt, welche in die Rechnung mitt
den Thetafunctionen ebenso eingefiihrt werden sollen, wie sie bereitss
in die Rechnung mit Logarithmen und Kreisfunctionen vollstindig ein--
geweiht sind.

Ehe wir aber die Lehre von den Thetafunctionen ausfiibrlicher
abhandeln konnen, ist es nothwendig, vorher eine Vorstellung von
den wichtigsten Eigenschaften der elliptischen Integrale zu geben.

$. 2.
In dem allgemeinen elliptischen Integrale

ﬁ(w, y)dx

ldsst sich die Wurzelgrosse g, unier welcher wir den Ausdruck
VE(z*+ Az*+ Ba*+ Cz-+ D)

verstehen, immer so umformen, dass das Polynom nur die geraden
Potenzen der Verdnderlichen 2 enthdlt. Um dies nachzuweisen, wollen
wir annehmen, dass durch die Substitution

z=15— 14
das Polynom bereits die Gestalt

y = VE(z* +2az* - 4bz +¢)

angenommen hat.
Bezeichnen wir das Polynom unter dem Wurzelzeichen kurz mit
F(z), so ist

F(z) =2*+ 2az*+ 4bs ¢ = <z2+a+-2->2-— (a+ 2)2—}— 2bz -} c.
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Filhren wir nun wieder stait z eine neue durch die Gleichung
5= AL+ pux
bestimmte Verinderliche & ein, so lassen sich die Constanten 4 und
(¢ so bestimmen, dass in der Entwickelung die Coefficienten von z°
und z*, sowie von ' und &® einander gleich werden. Der Coefficient
von x° ist aber offenbar in der Ertwickelung von F(z) = F (A + ux)
nur F(2) und der von x* ist u'; ferner sind die Coefficienten von x*
und ' entsprechend
441 und uF'() = 4u(2*4- al 4+ b).
Daher hat man zur Bestimmung von A und p die Gleichungen

(1)) (x=+a+%>2—(a+%)z+2bx+c = u

b
(2) VHato=u
folglich liefert die Gleichung

(3.) (a—}- %)2——-‘2%—0 =0

den gesuchten Werth von 1 und die Gleichung (2.) das zugehirige u.
Es ist nun zunichst nachzuweisen, dass die Gleichung (3.), welche
als cubische zwar stets einen reellen Werth fiir A liefert, diesen auch
so bestimmt, dass er, in die Gleichung (2.) cingesetzt, u® positiv
macht, also auch g reell ergiebt.
Fasst man die linke Seite der Gleichung (3.) als Function von 4

auf, setzt also ,
Ww(d) = <a+—i—)—> _%bi—c,
50 ist, wenn man mit @ eine unendlich grosse Zahl bezeichnet,
Y(0) =+ und Y(+ow)=Fbo,
also hat die Gleichung
P) =0

immer eine reelle Wurzel 4,, welche mit b gleiches Vorzeichen hat,

so dass fiir diese Wurzel

b
—l:->0

ist. Zieht man pun die identische Gleichung

(a4+2) —25, —o =0
4
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von (3.) ab, so bleibt, wenn man mit 1——;"— dividirt,
(

b b\b
(4) <T 1944 71)7 — —9bl,

oder wenn man nach (2.)

2 b
(5-) }-;‘I‘a‘{"}'—:#f
1
setzt,

b b \* 3b\* 2b ,

(6.) (T-}'a'lr?—ll—) =<a+-2—g —, e
Ergibe sich nun u? aus (5.) positiv, so wiren fir 2 und g
zwei reelle Grossen 4, und g, gefunden. Machte aber A, das w2
negativ, so wirden die beiden andern Wurzeln 4, und 4, der Glei~

chung (3.) oder der Gleichung (6.) beide reell gefunden, da —% po~
1

sitiv, also —7 p? ebenfalls positiv sein wiirde und die Grosse
1

/ 3N\ 2%

(a4 o) — 528

l( Y WA N
entschieden reell wire.

Diese beiden Wurzeln 4, und A, liefern aber ein positives g2,
also ein reelles w; denn setzt man

b R
“+'2—z“ =L und ]/L2—2bl1 = N,
so findet man aus (4.)
b
7= LM

20,A = —LM.

Mit Hiilfe dieser Gleichungen ergiebt sich aus (2.)

20 u* = M+ (L4-203) M.
Es ist aber

(L4247 = M- 42
folglich

22 = M(M+ i),

Da nun u; negativ ist, so ist die Wurzelgrosse kleiner als M, also u*
stets positiv und g reell.
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§. 3.
Nachdem wir uns jetzt iiberzeugt haben, dass die Constanten 4
wnd g stets als reelle Grossen bestimmt werden konnen, fiihren wir

jin y die Substitution 5 = A4 ux ein und erhalten so, mit Riicksicht
auf (1.) und (2.),

y = VE{u* (@ + 1)+ 42u’ (2’ + o) + 2u’ (34" + a) 7]
= ya:]/E { y’(%—f—af) + 47.@(—31; +x> +2(34 4 a); -

Setzt man nun

 — 1+t
T 1—t
s0 wird
. 2u i _ Zudt
s=dopdg—y B=g oy
1¥nd

2 5
y= ﬁ_“—t)zl/a+2ﬂt‘+yt‘,

wenn man die Bezeichnungen einfiihrt

o = E(?l’—}-ﬂy-{—a-{—%’)
y=E(24'— 2xy+a+2”7)
p=E(et7

§. 4.
Ist nun das Integral

ﬁ (@, y)de

zu berechnen, in welchem f(x,y) eine rationale Function von z und
¥, und y eine Quadratwurzel aus einem Polynom vierten Grades der
Variabeln @ bedeutet, so lisst sich zunichst f(x,y) unter der Form
darstellen
fo,y)=F+9 _ P+0y R—Sy
’ BR+8Sy R+Sy R—Sy
__ PR—08y’ 4 (QR PS)y* 1
— "R*_— Sz ) Sey9 y ’
wo-P, O, R, S ganze rationale Functionen von 2 sind. Der erste
Bruch auf der rechten Seite dieser Gleichung, sowie der zweite, wel-
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1 . . X . .
cher als Factor von — erscheint, sind beide rationale Functionen von

x und mogen durch X und Y bezeichnet werden. Dana erscheint
das vorgelegte Integral als aus den beiden Theilen

S free

zusammengeselzt, von denen sich der erste nach bekannten Vorschriften
integriren lisst.

Wenn man im zweiten Theile die Substitution des §. 3 benutzt,
80 wird Y eine rationale Function von ¢ statt von z, und das Diffe-

rential t—iyf erscheint unter der Gestalt
dt
]/ a-+ 20144 yt?

Ganz in derselben Weise wie vorher f(xz,y) zerlegt wurde, lisst
sich auch Y in zwei Theile

T+1T,
auflosen, in denen T und T, rationale Functionen von ¢ vorstellen.
Das Integral
T, udt
Vet 248" + it
ldsst sich, wenn man * = z setzt, nach bekannten Methoden auffin-
den. Es bleibt also nur noch iibrig, das Integral

f T.dt
Vo 2865+ yt*
zu berechnen.
Durch Zerlegung in Partialbriiche ldsst sich T in Glieder von der Form

A 2
~———— und Be"
(e —1)
auflésen, wo a auch imaginidr sein. kann. Man hat sich also nur
noch mit den beiden Integralen

/ 2™ dt and _ dt
Yo+ 28t -yt (@—1t9)" Vo + 286 4 yt*
zu beschiftigen. Diese Integrale nehmen fiir ¢* = =, wenn man

oz + 28z +y2’ = @ ()
setzt, die Geslalt an

m do d.
Si@ ™ Saone




Begriff der elliptischen Integrale. Thre Reduction auf die Normalform. 9

von denen die erste als ein specieller Fall der zweiten betrachtet wer-
den kann, wenn man némlich a =0 und » negativ annimmt. Es
bleibt daher nur noch das letzte Integral zu untersuchen iibrig.
§. 5.
Um dieses Integral auf seine einfachen Elemente zuriickzufiibren,
kann man folgende allgemeine Reduclionsformel benutzen. Nach dem

Taylor’schen Satze ist fiir
ea—zr=A

4 3
9(2) = p(a—A) = 9(a)— Ag'(a) + 57 9" (@) — Ty " (@) +-+-
Ferner

d. A o(z)
dx

= — Y@ + 1A A

Vo (2) 21/99(30)

(Ag' (z) — 229 (2))

A (a 2 na "a) — Ya
= 57 A7 @ A #'(@)+5r9/"(@) 3,¢(>+
—21(p(0)— 49/(@) + 5,9 (&) — 57 9"@+ )}
A1 21—}—2 2
= —2Ap(a)+ (24 +1)Ag'(a) — —— A" p"
e ¢(>+<;—)«p() ¢'(a)
B gy B gy

Integrirt man diese Gleichung, so wird
(1) 24490
At dy , At da;
~ —mqo(a)/ S @1 ) () =
9 1+1 1+2
. l—l—? 9" (a) A da:+2l+3 ) A dz
Vo (@) Vo(@)
P(@) = av -+ 262" + yo*
so verschwindet ¢@'V(a) und daher enthilt die rechte Seite dieser For-
mel (1.) in diesem Falle nur die vier niedergeschriebenen Glieder.

Aus dieser Formel ergiebt sich sogleich, dass man, wenn A eine
positive oder negative ganze Zahl bedeutet, jedes Integral von der Form

/‘A" dz
Vo (o)

Da
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berechnen kann, wenn die drei Integrale

Adz
//qp(w) fl/qv(w) /AV9>(w)

bekannt sind, denn man braucht in dieser Formel nur A =0, +-1, —1,

+2, —2,... ecinzusetzen, um sich von der Richtigkeit der Behaup-
tung zu iiberzeugen.

§. 6.

Die letzten drei Integrale sind einer weitern Umformung fihig,
und zwar ldsst sich das erste derselben, oder auch das Integral

b @
* —-/ Ve(e+ 28z + yzd)

stets auf ein Integral von der Form

b’ dx
A e e

zuriickfiihren, in welchem der Coefficient 0 immer ein positiver echter
Bruch ist. Denn wenn zunichst die Coefficienten ¢, £, # simmtlich
positiv sind, so flihren wir durch die Gleichungen

(1) 1/ya: 1——)/1-—z

T_1+1/1—z
(2') 7‘,5:“2—‘ }/Z
oder
3) 4 ) =

eine neue Veridnderliche z ein. Differenziirt man die erste dieser Gleichun-
gen logarithmisch, so findet man

dr ds
x 5Y1—7% )
Aus Nr. 3 ist sogleich
o 4
= (5—2)Ver

Bezeichnet man daher
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ya 1

al

@) ()75

o Byt

so wird, wenn man wieder z statt z schreibt, da bei dem bestimmten
Integrale der Integrations-Buchstabe ganz willkiirlich ist,

(6.)

_ 41 dx
2 l@f ]/a:(l—m)(l—%[l—v_%]m)

Wenn nun £ kleiner ist als ]/a—y, so hat jetzt « in der That die vor-
geschriebene Form angenommen.

Ist aber 8 grisser als Yoy und man ersetzt  durch 1—z, so
verwandelt sich # in

(1) w= —
V2(.3_1/“7)f1/x(1 a:)(l V‘W)

erscheint also wieder in der Gestalt (N.), die wir als die Normal-
form bezeichnen wollen.

§ 7.

Hat man aber das Integral zu reduciren

€Xr
/T

jn welchem die Coefficienten «, £, y, simmtlich wieder positive
Grossen sind, so nimmt zunichst das Trinom unter der Wurzel fiir

YVay+6" =9
die Gestalt an

O~ 473 +8—12)

und fiir yz = (d + B)s verwandelt sich #, wenn man die Grenzen
noch unbestimmt lissi, in

de
“sz(1——@(6~£+[&+6} %)

Schreibt man hier wieder 1 —x statt z, so erhdlt man
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1 be

o dz
= ;/25,,/ 1/:5(1 —a)(1—11 +§‘]“’)

a'='1——bl— und b =1— ay

B+ B+9
Da # < d ist, so hat das Integral die Normalform bereits angenommen,
sowohl wenn £ negativ als wenn es positiv ist.

wenn

§. 8.
Die beiden lntegrale

/' T i /b T
un

" Vz(a+ 28z 1+ y2?) /' Vz(a+ 2z — yaz*)
lassen sich also stets auf ein Integral von der Form

b! dx

Ye(1 —z)(1 —dz)
zuriickfiihren, in welchem J ein positiver echier Bruch ist. Alle iibri-
gen Fiile, welche durch die Verschiedepheit der Zeichen und nume-
rischen Werthe der Coefficienten «, 8, y auftreten kidnnen, lassen sich

aber auf diese beiden Integrale zuriickfilhren, wenn man den Integra-
tionsbuchstaben mit

T 1
—x oder — oder —
z

d

vertauscht. Es wird dem Leser keine Miihe machen, sich von der
Richtigkeil dieser Behauptung zu iiberzeugen, wenn er alle einzelnen
Félle, mit Riicksicht auf diese Behauptung, untersucht.

§. 9.
Wenn man

(1 —2z)(1 —dz) =y (x)

setzt, so ist also das erste der drel Integrale in §. 3. auf die Form

gebracht
f Vo)

und bildet, in dieser Gestalt, die erste Gattung der elliptischen
Integrale.
Das zweite Integral
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/’ (a—z)dx

Vo (e+28z 4 yo)

zerfilit, wenn « und y entgegengeselzte Zeichen haben, durch die
Substitutionen des §. 7. in die beiden

dx zdzx
Wl und //: .
1y () Yy (=)
Haben aber « und y gleiche Zeichen, dann wird durch die Substitu-
tion des §. 6, wenn man N. 1 durch N. 2 dividirt

» 1—V1—z
(1) xl/%:————i ’
+V1—=z
oder
_/y__?—z—?;/l—z.
:cl,; z ’

also zerfillt das Integral in drei Integrale von der Form
4 dz —}—B_’/‘ dz +q/1/1~—z.dz
2V (s) AORERAIAT0
Das erste wird durch die Substitution z = = leicht auf die Form ge-
bracht
/ zdzr
V¢ ()

und bildet die zweite Gatiung der elliptischen Integrale. Das zweite
ist ein elliptisches Integral erster Gattung und das dritte oder

/’ dz
2Vz(1 — 0z)

wird nach bekannten Methoden berechnet.
Das dritte Integral in §. 5

/' dx

(e —2)y z(a 4 28z + yo*)

nimmt wieder durch die Substitutionen im §. 7, wenn ¢« und y ent-
gegengesetzte Zeichen haben, die Form an

f dx
(b—=x)Yz(1 —2)(1 — oz)
Sind aber ¢ und y mit gleichen Zeichen behaftet, vo verwandeit

durch die Substitution (1) leicht in

1
man den Factor
b—zx
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A4 B(c—2z)+CY1—3

cC—2%

b

wodurch das vorgelegte Integral in die drei andern

dz ' dz dz
Yeeoiw e Y e

zerfillt, von denen das erste die dritte Gattung der elliptischen In-
tegrale bildet, das zweite zur ersten Gattung gehort und das dritte
nach bekannten Methoden berechnet werden kann.

§. 10.

Wir sind also jetzt zu drei wesentlich von einander verschiedenen
Grundformen der elliptischen Integrale gelangt, die sich nicht mehr
in einfachere Bestandtheile zerlegen lassen. Ersetzt man in ihnen «x
durch z’, so nehmen sie die Formen an

dx ] z’dr
/; Vi—a)( —Fo) J; Vi—a)( —Fa)

/ dx )
(a—2)Y(1 —2*)(1—k’z*) ’

in denen k kleiner als 1 ist und @ jede beliebige auch complexe
Grosse sein kann.
Zieht man das zweite Integral vom ersten ab, so erhdlt man das

Integral

dzyl—a’

Vi—kz
welches gewdhnlich als Normalform der zweiten Gattung betrachtet
wird.

Legendre, der Schopfer der Theorie der elliptischen Integrale,

fihrt in diesen drei Integralen sing stait o ein und erhilt so die
Formen

/ sinp’dep /‘ do
]/l—k’smq; V1—ksing® (1+nsingo"’)]/1—k’sinq>"

Multiplicirt man das zweite Integral mit k* und zieht es vom ersten
ab, so bleibt der Rest

/t‘iq)}/l — k’sing’

welchen Legendre als die eigentliche Normalform der elliptischen Inte-
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grale zweiter Gattung ansieht. Dieses Integral, durch welches die
Linge des Bogens einer Ellipse dargestellt wird, hat dieser ganzen
Klasse von Functionen den Namen gegeben.

Er bezeichnet ausserdem

V1—ksin’g° = dg
oder auch 4(¢.,k), wenn ausgedriickt werden soll, dass der Werth
des Integrals auch von k abhingt. Diese drei Gattungen elliptischer
Integrale werden von ihm auch stets als bestimmte aufgefasst, deren
untere Grenze O und deren obere ¢ ist, so dass man gewohnlich unter

den elliptischen Integralen erster, zweiter und dritter Gattung
die Integrale

S [ [t
— ; -

) Az J ) (1+nsinz’®) de
versteht.

Die Constante £, welche stets kleiner als 1 ist, wird der Modul
des Iniegrals genannt und die Constante n», welche nur in den lute-
gralen dritter Galtung erscheint und auch imaginir sein kann, heisst
der Parameter.

Die obere Grenze ¢ nennt man die Amplitude des Integrals.

Fiihrt man darch die Gleichung

kR =1

einen neuen Modul %' ein, so heisst dieser der complementire
Modul.

Legendre ldsst auch hiufig in dem Zeichen A¢ den Buchstaben
@ fort und unterscheidet die drei Gattungen der elliptischen Integrale
durch folgende Zeichen:

$dep ./’sp . _/tp do .
fT_F’ ddg = E; / (1+nsinq)’)d—ﬂ'

0

Durch die Zeichen

F((p,k); E((p,k); H(tp,k,n)
wird ausgedriickt, dass diese Integrale nicht nur Functionen der Am-
plitude ¢, sondern auch des Moduls k£ und des Parameters 7 sind.

7T . .
Wenn die obere Grenze der Integrale 5 ist, werden sie voll-

stindige Integrale genannt und von Legendre durch
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[2 2 = =F f ddp = E' / (1+nsm¢p)d

bezeichnet.
Jacobhi bezeichnet das vollstindige elliptische Integral erster Gat-

tung mit K und das entsprechende, in welchem der Modul £ mit dem
complementiren k' vertauscht ist, durch K’, so dass nach ihm

— K.

4 =K und /
‘[ 1—k*sin @* }fl—-k”smcp

Noch andere Bezeichnungsweisen, welche Jacobi eingefiihrt hat, werden
wir spiter kennen lernen.




Zweiter Abschnitt.

Die Bildungsweise der Thetafunctionen.

5. 11.

Erweiterung des Beguiffs der Potenz eines Binoms und ihrer Entwickelung.

Die Verwandiung eines Products von 7z gleichen Factoren

(I—2)(1—z)(l—2)...(l—2) = (1—z)

in eine nach Potenzen von z fortschreitende Reihe, ist zuerst. von
Newton benutzt worden, um auch zusammengesetztere Ausdriicke, und
namentlich die einfachsten Kreisfunctionen, in solche Reihen zu ent-
wickeln. Er erkannte zugleich die Bedeutung dieser algebraischen Ge-
bilde auch in dem Falle, wenn dem » ein gebrochener oder negativer
numerischer Werth beigelegt wird, und die gleichzeiligen grossen Ma-
thematiker verfolgten diese Gedanken weiler, bis endlich Euler in sei-
ner Einleitung in die Analysis des Unendlichen, welche 1748 erschien,
ein vollstindiges Lehrgebiiude der Analysis des Endlichen aufstellen
konnte, dem Ideen von Newton und Leibnitz und die Entdeckungen
der Gebriider Jacob und Johann Berpoulli zu Grunde lagen.

In diesem grossartigen Werke benutzt aber Euler bereits auch
Gebilde von der Form

(I—2)Q—ar)(1—azr’)(1—ar®)...
hauptsichlich um durch ihre Eniwickelung in Reihen gewisse Eigen-
schaften der Zahlen zu erforschen, und bedient sich ihrer dann spiter
bei zahlentheoretischen Untersuchungen.

Selbst vor Euler hatte schon Jacob Stirling in seiner Methodus
differentialis, welche 1730 in London herauskam, bei sehr merkwiir-
digen Reihenentwickelungen, die wir spiter mittheilen werden, Aus-

" Schellbach, elliptische Integrale. 2
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driicke von dieser Gestalt benutzt. Auch Causs bediente sich ihrer in
einer Abhandlung vom Jahre 1808, und endlich wendete sie. Jacobi
zuerst in seinem Werke IF'undamenta nova theoriae functionum cllipti-
carum 1829 zu Reihenentwickelungen der clliptischen Transcendenten
an. Nach diesen Andeutungen erscheint es gerechtfertigt, cine néchste
fruchtbarc Erweiterung des Newtonschen Theorems in der Entwickelung
dieser Formen zu suchen.  Wir beschriinken uns indessen, het dem
unermesslichen Reichthuin von Gestalten, welehe diese Gebilde anneh-
men konnen, in unsern Mittheilungen zunichsl nur aul das, was in
der Theorie der elliptischen Functionen von Wiclitigkeil erscheint.

§. 12.
Ein Product von n Factoren der angefiihrten Art
(I—2)(1 —zr)(| —axr®)...(1 —zr—1)
bezeichnen wir kurz durch
(;’L‘;?')"
und multipliciren die identische Gleichunyg
l—arr=t =1—agrm——tfz(l—ars)rm st
oder, was dasselbe ist, die Gleichung
1—axr—! 1—ar—s—t 1 —pn—s [—ar® pr—s—l—pn
1— - 1— s 1 "ml—'r‘“‘ 1—r

mit dem Producte der Factoren x® und

(a;r)
)

welche letztere beide durch

A, wd X,
bezeichnet werden sollen. Wir setzen dann in der entstandenen Glej-
chuug fiir s alle ganze Zahlen von 0 bis —1 und addiren die er-
haltenen n Gleichungen. Diese ganze Operation lisst sich leicht ver-
stindlich und tbersichtlich, mit Hiilfc des Summenzeichens, in folgender
Weise ausdriicken:

Y —azr—1 _
1— ;T' 2;) z’ As Xn—l—-.s'
. w—s—1 K7}
n—1 1 —pn=s a—1 4 r —1
== CUSAan——s‘l—_jg"r + 2, A Xan—l—.e—1:77— .

Sondert man hier aul der rechten Seile von der ersten Reihe
das erste Glied ab und von dev zweilen das letzte, so nimmtl sie die
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Gestalt an:
n—1 | —pn—s a—1 S —pn
Xll + ZJ z® AS X"'—S :.T + 21 z' A.’n‘ Xn—-‘ 11— .+ wnAn

oder

X, +32 oA X+ a4, = Zot Ao X,
Es ist also

1— ara:lv"——l n—1 7 c

T ‘Sul o A, X, = Zwulw'\A"’X"”“"'

Fasst man die rechte Seite dieser Gleichung als eine Function
von n auf und bezeichnet sic durch ¢(n), sowie den Bruch auf der
linken Seite vor dem Summenzcichen durch W(n), so lisst sich diese
Gleichnng als

Y @(n—1) = ¢ (n)
darstellen.  Setzt man fiir » alle ganze Zahlen von 1 bis # und mul-
tiplicirt die so erhaltenen » Gleichungen mit einander, so gelangt man
zu der Gleichung

(1) p(2)- @) p(n) = p(n),
da @(0)=1 ist. Es ist also
(aw . 7')” n (CL . ,.)s] ($ . ,r)n——.s
’ =20z —— o

W) (rir) (s

oder
1—azr.l—axr.1—azxr®...1 —axr*!
l—r . 1—27 . 1—7%, . ... 1—p

_I—x.l‘—a:r...l—a:r"“l_l_m1——a l—z...1 —gr—2
T l—r. =7l T—r 1—r... 01—

{—al—ar 1—z...1 —ar*3
2 .
Te 1—r.1—2 1—p...1—p»2

1——&.1—&1’.1——&7‘2 1—z...1 —ar—*
3 ’ »en
+te 1—r. 1—r*1—p% 1—p.. 1—p3 +

—a... 1—ar*? 1—2 1—a...1—ar*1
_[_mn-l . +(D" .
1—r...l—pr—t {—»p 1—r...1—0pr¢

Um diese Formel noch ibersichtlicher darzustellen, kann man auch
den Bruch
(a;7)°

——— mit a,

(9' 5 r)s

bezeichnen, wodurch sie die Form annimmt
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(ax), = 2, T asTns
oder

(az), = z, +xa,xu1 -+ 20,202 -} 2P0, 5 - - 2"a,.

§. 13.

Um die Natur der gewonnenen Formel etwas genauer kennen zu
. a .
lernen, selzen wir bx statt x und " statt «; dann verwandelt sie

sich in
(1) (az)s = (bz)o-- b (%)l (bz)— +- b%e(_;)? (b2)s2 - +--

ene(®)

Nimmt man nun b =0 an und multiplicirt die ganze Gleichung mit
(r; )", so ergiebt sich, wenn noch ax mit & verlauscht wird,
2) (@;rr=1l—z.l—ar...|—azr—!

1—r"‘x+ 1—rm. i—r"“‘r s  l—rtl—pi—l ] —pn—2
1—r 1—r.1—1r? o l—r. 1—r:t1—13

g g3 #n2—n
1—r...1—7 2oz — e dop T gn,

=1

rixd

_'r.

1l—r...1—prt

Fiir » = 1 erhidlt man hieraus den binomischen Lehrsatz, da sich
1—prm .. m
——— fiir » =1 in — verwandelt.
1—rH w
Das Zeichen
((U,' r)n
hat auch fiir ein negatives n einen ganz bestimmien Sinn; denn da
(@;n)" oyt
B) g = @r)
also, fir » = 1, hieraus
. 1
IRV G210
z;r)) =———— =1
( 4 ) 1—z2

folgt, so erhdlt man aus (3.) fir # =0, —1,—2,—3... die Glei-
chungen
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1
= (z;r)!
T
S
. —1
(z;7) = (z; 1)
T
=7
@) — (o5
1%
-
pYy—n+1
(2:r) = (z; 1),
1=
r’l
dleren Product die Formel liefert
1 1 1 1
4) (z;r)"= — — ——e- p
-2 - -5 1=

1
(555)

Werwandelt man nun in (2.) » in —mn, so erhilt man
1 1—r—" 1—r—] —p—n—1
—_— =1 T
(:c‘_l_)" 1—r + 1—rl—p?
r’or
1 —prn  —p—nl ] — g2
1—r1—r21—1n3

(@ ;r)™ = re

) 1 . .
wnd wenn hier zr statt £ und dann — stait » geschrieben wird, so
. r
enttsteht die Formel
1 1 —re 1—rel—pntl

G) Gy =Tttt = O
1——7‘”.1—-1‘"‘"‘1.1-—*7‘"1'2 s
T l—rd—2%1—78 S

Fiir » =1 verwandelt sich diese Formel in die bekannte Ent-
wickelung von (1 —z)™ nach Potenzen von .

Die Formel (5.) ldsst sich auch direct ohne Hiilfe des Zeichens
(4.) ableiten und beide Formeln (2.) und (5.) nehmen fiir r<<1 und
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ein unendlich grosses 2 neue Gestalten an; aber wir verlassen hier
diesen Gegenstand, der in einem spiteren Abschnilte etwas ausfiihr-
licher behandelt werden soll, um jetzl unserm Haupiziele zuzueilen.

§. 14
Die Formel (1.) im §. 12 lisst sich jetzl einer solchen Umformung

unterwerfen, dass man aus ibr unmittelhar zu den Thetafunctionen ge-
langen kann.

art
Wir ersetzen zu dem Zwecke in thr » durch 2z, ax durch e

a durch cr—" und multipliciren beide Seiten derselben mit dem Qua-
drate von (r; )™, und erhalten dann

9 (r; ,.‘)2,. (a,.g-u . ,.)?"
> a're (1-; ;-)'.’n i (7-; r)'ln (C' - ) (ara ) n—s'

— 0 T (r; _,.)s (7‘; ,.)2,._‘
Es ist aber
.20 2 o )27
= e I ey
. 3

Nimmt man ¢ unendlich gross an, so wird

sy () (i) (b )
—_— 0 oY — g o qyl—a)... ___r#—l—n
cS(cr HD) )(c 7 . ] .

(n-—s)?
= (-1

gdn 'z

( ard )Qn—.s‘ 1
s p = 1.
c ’ -

Auf diese Weise verwandelt sich unsre Formel in

(7' ’)'Zn(a";_"_ r)?lt ’n( 1) as

Es ist aber

und

ll—— 9

(,, u—|1—¢ ") (rs $1 . 7') M—s

n = n
(ari=so)" = (=07 g () ks
in?

: : . _ ?
Multiplicirt man nun noch beide Seiten der Formel mit (—1)*—

und nimmt dann rechts die Summe nicht von s —= ) bis s = 2n, son-

dern von s = —mn bis s = -} n, was erlaubt ist, wenn man n—s
statt s schreibt, so gelangt man endlich zu der Formel
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8 n
(1.) (r;)jg"(ar%;1)"<lti;r)
a
— 21” (—1) pb2 @3 (Pl )70 (pu—sitd ,.)"“H'
Diese Formel gilt nun fiir ganz belichige Werthe von e¢ und r, wenn
n eine positive ganze Zahl ist.  Sic nimut aber eine ausserordentlich
cinfache und svimmetrische Gestalt an, wenn man r <1 und n un-
endlich gross setzt.  Dezeichnen wir dann duarch
(;r)=1—x.1—ar’ l—ar. ..
eine unecndlich grosse Anzalil von Factoren, wo also in dem fritheren
Zeichen bloss der Buachslabe fortgefallen ist, der diese Anzahl angiebt,
so erhalten wir, wenn noch — ¢ stait @ und »* stalt r geschriechen
und « stalt des Zcichens oo eingefithrt wird

o 9 7' a9 a
@) (%) (—arst)(= =) = Z2 et
oder
. . 6 l s ; r , r®
(A—r" = 1= ) (A tar I Hard I tar®. ) 1+ — 14 — 14—
a @ a
= 14+(at+a)r+(a’ +-a)r'+(@®+a3)r’ +(a*+ a4 r'* 4. ..
Erseizen wir in dicser Formel @ durch er, multipliciven beide Seiten
: . 1 . .
mit @¥r® und sondern links den Faktor 14— ab, so gewinnen wir
a

noch folgende Formel:
LI/ 1 2 2, .2 r’ 2 A a(s-+1)2
(3) (14 )0% (=) (=) = 30 arrinterd
oder
1 ‘ y
at r%<1 + E>(1~r‘. f—rt1—rS ) (4 ar’. 14 art. 14-art...)
r® r rs
(1 I _)
( + @ + a; 1+ a
= (et aDri+ (B +a it (b4 )rT +(d+a8)r¥ o
§. 15.
Die Jacohischen oder die Thetafunctionen in ihrer ersten Form.
Wihrend die uneadliche gcometrische Reihie
| fzta’ a3+ =1—a)!

wenn o kleiner als 1 ist, als ein speecieller Fall des binomischen Satzes
hetrachtet werden kann, und eine solche Reihe
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1 +r(a+ %)Jﬂ"(a’ 4- —al) +o-3(a3+%) T ..

o , 1 | — 1 —r®
ﬁl—ra,+ r

1_E —‘1—r<a+—;&—)—{—r°

als die Sumine zweier geometrischen Reihen erscheint und z. B. fiir
a = e~ die Gestalt annimmt:

. 1—r°

- 1—2reosz+r*’

so sind wir jetzt durch Erweiterung des binomischen Satzes, wenn
das @ in §. 14 ebenfalls durch e* ersetzt wird, zu Reihen von der
Form gelangt:

14 2rcosz 4 2rtcos 2x 4 2r°cos 3z 4 2r'fcosdz 4+ - -

1+ 2rcosz - 2r°cos 2z -+ 2r3cos 3z - -

und
recosz + rlcos 3z +r*cos Sz +r*’cosTx + - -

Jede dieser Reihen kann als die Summe zweier geometrischer
Reihen zweiter Ordnung d. h. soicher Reihen betrachtet werden, in
denen erst die Quotienten der Quotienien zwcier aufeinanderfolgender
Glieder constante Grissen sind, oder in denen die Exponenten der
einzelnen Glieder arithmetische Reihen zweiter Ordnung bilden..

Die allgemeinste Form eciner solchen geometrischen Reihe zweiler
Ordnung wiirde

abe -+ ab*c* + ab®c®+ abtc'® ...+ abme’
oder
(n—1)(n—2)
ot af+afty+ oy +aptyS 4. oty 2
scin.

Unserc bisherigen Entwickelungen haben aber nicht etwa dazu ge-
fiilhrt, einen geschlossenen Ausdruck in endlicher Form fiir diese
Reihen aufstellen zu konnen, sondern sic haben nur gelehrt ein Pro-
duct von unendlich vielen Factoren in eine solche Reihe aufzulosen,
obgleich die Formel (1.) im §. 14, welche uns als Ausgangspunkt fiir
unsere Rechnungen diente, aus eciner endlichen Anzahl von Gliedern
und Factoren bestand.

Da die Reihen (2.) und (3.) nur aus Gliedern von der Form

1‘” n

(™)™ und (z bestehen, so convergiren sie offenbar, wenn # kleiner

als 1 ist, fiir einen ganz bheliebigen Werth von a.
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§. 16.

Erselzt man in den Reihen (2.) und (3.) des §. 14. a durch
e*** und schreibi ¢ statt 7, so verwandeln sie sich in

(@5 ¢)(—ge ;@) (—qe ™ ¢°) = =, ¢ e
oder
(1) (¢° 5 q) I (142 F cos 2z + g*+7)
= 14 2qcos 2z + 2¢* cos 4z + 2¢° cos b6z - - -+
und
2(]%00593. (q”}- q’)(__ q7e'2xi ; qz) (__ q26—2Xi; q2> — 2:’0) q(s+.lg.)?e(2.s-|-1)xi
oder
(2)  2¢(q°; q")cose IT, (1 + 2¢%+2 cos 2z -} g+?)
= 2¢tcosz 4 2qicosdx 4 2¢F cosHx o+
wenn man ndmlich immer zwei sich entsprechende Factoren auf der
linken Seite mit einander multiplicirt und das tibersichtliche und be-
kannte Productzeichen einfiihrt. Die Reihe auf der rechten Seite der
Formel (1.) bezeichnet Jacobi, der Schipler der Theorie der Thetafunctio-
nen, mit dem Zeichen €(z) und dic Reihe in Nr. 2. durch §(z). Der
blosse Anblick dieser Formeln lehrt, dass sowohl die Reihen rechis
als auch die Producte links, stark convergiren, selbst wenn das ¢ nur

wenig kleiner als 1 ist.
Wir werden uns also kiinftig, nach Jacobi, stets folgender Be-

zeichnungen bedienen
8(z) = 1+ 2¢cos 2o+ 2¢*cosdx +2¢°cosbz - --
G(z) =  2gtcosz + 24 cos3z -} 29 cos Sz - -
Sowie man in der Theorie der Kreisfunctionen fiir die Function

cos (—9-—03) ein besonderes Zeichen sinx hat, ganz in derselben Weise

ist man gendthigt, auch fiir die Complemente der Functionen z und
Az neuc Bezeichnungen zu wihlen. Jacobi bezeichnet

(3=t
Q(;-:::): Oz.

Man hat daher noch die Gleichungen zu beachten
0, x= 2q4 sine — 2¢ sin 3 +2q% sinba — -+
0x = 1—2qcos 2z -+ 2q* cos 4o — 2¢° cos6x-+--
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Die wichtigste Arbeit, der wir uns jetzt zu unterzichcn haben,
besteht darin, die Naiur dieser vier Thetafunctionen zu erforschen.
welche durch folgende vier Formeln charaecterisirt sind.

(3.) 6Or =1—2q cos2x 4 2¢* cosdx — 2¢° cosbx----
(1) Gxz= 2g+ sin & — 2g3sin 3z 4- 2¢ " sin 5z — ...
(5.) Q= 2¢% cos x -+ Qq% cos 3z -+ 2¢7 cos 3z + -
(6.) @z = 1--2qcos2x -+ 2¢* cosdx + 2¢° cosbx 4 ---
oder mit Benutzung des Summen- und Productzeichens
3) Oz=2=°%, (—1)'¢" cos2sz
= (7% 9 L5 (1—2g% 1 cos 2z 4 ¢+?)
(1) Q=37 (—1)q¢utP’sin(2s4-1)2
= 2¢%(q%; ¢¥)sinw IT (1—2¢*+2 cos 2z - g+%)
(5.) fr = =7 o09? cos(2s +1)x
= 2¢%(¢%; ¢*) cosz IT(1+2¢" " cos 2z -+ ¢ )
(6.) fz = =, q" cos 25z
= (g% ¢") L' (1+ 2" cos 2w+ g*+2).
§. 17.

Das unendliche Product fiir 6, ist ciner Umformung fihig.
Offenbar isl

Qo = (¢°; ") 11" (1 4+ 2¢+' 4 ¢+ = 1 4294 2¢' + 2¢° - -
und it Hiilfc dieser Formel geht (6.) in §. 16. iiber in
1 4-2¢*11cos 20 |- gs+?
12 q'z.s-1'-1 + q4s—|—2 '
Der Bruch unter dem Productzeichen ist aber, wenn man
q=ce"’
selzt und den Bruch mit e®s+D¥ eprweitert,
eCot )y | g—Qs+1v  Ycos2a  cos(2s-}-1)vi-|-cos2a
ey L e—(si-)y L9 T ocos (25 1)+ 1
__cos(x (s 3) vi) cos(x — (s 4 4) »i)
o cos (s &)vi.cos(s-F 4 )vi
Vermoge dicser Zerlegung lisst sich @(x) so darstellen
cos (z + (s 4 4) vi)
cos(s +4)»i

Man iiberzeugt sich von der Richtigkeit dieser Formel, wenn man

Gx = Qo [1,’

Qo = Qo e~ 11"
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bedenki, dass das erste Product, in welchem s die Werthe aller ganzen
Zahlen von 0 bis @ annimmt, nach der Zerlegung des Bruches in
zwei Factoren, 2w -} 2 Factoren enthiilt, und das zweite nur 2w 1.
Man muss also zu diesem letzteren Producte noch den Factor
cos(z — (w4 3)vi) e e~ e~ (Rurl)y

- — ' — pi¥
cos(w - 4)vi | — e~ a1y

hinzufiigen, damit es dem ersteren gleich wird.
Wenn man sich die Facloren niedergeschrieben denkt, so erkennt
man sofort die Identitiit
© F (w)
2, F @) = 5y 1y
also in unserm Falle, wo ® nnendlich gross angenommen wird,
w cos(@(s+F)vi) e . cos(z+ (s— ) vi)
—@  cos(st+4)vi  ei¥ I, cos (s — 4 )vt
Erselzt man daher in dem zweiten Producte fir fx das s
durch s— 1, so muss der Factor vor dem Producte nicht e, sondern
e~ heissen. Es muss ferner noch bemerkt werden, dass man in
einem solchen Producte, in welchem dem s alle gauze Zahlenwerthe
von — @ bis -+ w beigelegt werden, offenbar stets —s statt + s
schreiben darf.
Nachdem wir jetzt zu der Formel

Uw F(S— l)

. i gro cos(x(s+ 3)»i)
Go= Goe 117, €os (s + 1)

:2“’ questi:e ¥ 2“’
—w

—w

—— (SV—{—A )2
e

= 14 2qcos2z + 2¢*cos 4z + 2¢° cosbx -+ - - -
gelangt sind, so wollen wir zunichst aus ihr eine zweite fiv Oz ab-

. . . 7T .
Jeiten, indem wir z durch —2——:0 ersetzen. Wir erhalten so, wenn

s—1 statt s geschrichen wird,
Oz — Qoei(% )]]“’ sin((s + 3)vi—x)
cos(s+ 1) vi
= 1 —2qcos2z 4+ 2q*cosdx —2¢°cos b6z -} -

fir £ =0 wird
i

6o = Qoe * [1‘“ tang(s-F4)vi =1 —2q+2¢* —2¢° -
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daher
sin((s+4)vi—2x)
v sin (s -+ 4)»i

oder auch, da offenbar 6(— x) = O(z) ist, wie man aus der Reihe sieht,

fxr = o e—"*‘H‘_"(

; Sin($+(s'1“%)7i) w S o 9exi
= ix [T . == =1) g°" e?sxe,
bx = Goe* 117 S (s - 1)vi e (-1)q
Wendet man dieselben Mittel der Transformation auch auf die
Functionen 6, & und 6,z an, so erhilt man folgendes Formel-

system:

(1) 033“" Boeixnw sm(a:—}-(s—{—%)m)
' o ~w  sin(s 4 3)vi

. . w sin(z - svi)

2) 8= 8o I, — oo

o . w €0s(x+ svi)
) Ge= b0 I — i

; w  cos(x -+ (s+ 4
(4) Qo =Goe™ IT*. gos(sf}—%)vi ).

Man iiberzeugt sich leicht, dass diese Producte convergiren, wenn
man die Rechnung mit den mittelsten Factoren beginnt, und zwei
gleichweit von der Mitte entfernte Factoren zusammenzieht

Aus §. 16. entnehmen wir noch, dass

o =0 und

0o =1—2q42¢*—2¢° 4+

o = 2q% 428 4-2¢% 4+ 2¢% ...
fo = 1-42¢+2¢" 42+ -

§. 18.

Driickt man durch das Zeichen 6(x, ») aus, dass die Thetafunctio-
nen zugleich von « und von w» abhéingen, und setzt in den Reihenaus-
driicken dieser Functionen »-— i statt », so dass sich g = e in
q¥—7 = —e~” = — ¢ verwandelt, so ersiecht man aus den Formeln
des §. 16 sogleich, dass

(1.) O(x, v—mi) = b(z, »)
17E

(2.) Gz, v—mi) = e"T O(x, »)

(3.) Oz, v—mi) = ¢?,L“‘Ii Q(x, »)
(4.) G(z, v—mi) = 0(x, v)
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§. 19.

Die zweite Form der Thetareihen.

Die fiir die Thetafunctionen aufgesteliten Reihen sind mit Hillfe
der Fourier'schen Reihe einer Verwandlung fihig, welche wir vor-
nehmen wollen, nachdem wir uns die Form dieser Reihe auf eine
leichte Weise wieder in’s Gediichtniss gerufen haben.

Wenn » eine positive ganze Zahl bedentet und m und s ganze
Zahlen zwischen —n und =2 sind, so ist der Ausdruck

1 sin(m—s)m
2ut1 _ (m—s)m
Sin ~——~—
2n+1
stets Null, so lange s von m verschieden ist; nimumt aber den Werth
1 an, wenn s =m wird. FEs ist daher, wenn ¢ ein Functions-
zeichen bedeutet,

( miT )_ ( sm(m——s)n
2n 1/ 2n -+ (m—s)m
ST

eine identische Gleichung.
Setzt man aber

mg
2n-+1 "
: . . . T T
und nimmt » unendlich gross an, so liegt ¢ zwischen — und -{—7
und der Bruch m durchliauft alle Werthe, welche zwischen den-

selben Grenzen liegen; daher ist, dem Begriffe eines bestimmten In-
tegrals gemiss, die Gleichung (1.) nichts anderes als

<
33

sin(2n — 1) (e —a

) de
sin (¢ — ) 4.

¢(a) = 71; (%)

Fiir ein beliebiges ganzes n gilt aber die Gleichung

w = 2" cos2sz.
Sinz
Daher wird
@) p@=— =2, [ g@)costsa—s)ds

2
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und dieses ist die nnserm Zwecke cntsprechende Form des Fourier-
schen Satzes.
Vertauscht man in dieser Formel ¢(«) mit F(o 4 nm), also
@ (x) mit F(z | nn), so geht sie iber in
LR
1 <o 2
Fla+nn) = P = F(z - nm)cos2s (@ — x)dx.
/ 7
2

Wenn man also -+ nzr durch 3z ersetzt und sich unter % eine
ganze Zahl denkt, so erhilt man

1 (n 8
(3.) F(a-+ nm) :;Z_‘i’w / F(z)cos2s(e—z)dz.
(n—p)=
Substituirt man hier nun noch fiir » alle ganze Zahlen von a
bis b, wo z B. @ auch negativ sein kann, summirt die entstandenen
Gleichungen und zieht die Integrale in eins zusammen, so gelangt

man zu der Formel

by

b 1 <@ (-3

= Flatsm)= 32, f F(s) cos2s (@ — 5) ds,
(¢e—Pn

welche fiir ¢ = — w und b = w, wenn man &« mit x vertauscht, in

4) 2% Flz4sn)= -:; = /wF(z)cos 2s(x —3)ds

iibergeht.

§. 20.

Die letzle Gleichung, welche iiberhaupt cine unendliche Reihe in
eine andere verwandeln lehrt, kann nun dazu dienen, den Reihen fiir
die Thetatunctionen eine andere Gestalt zu geben.

Nimmt man z. B. fiir die Function F(z) die Exponentialgrosse

an, so wird das bestimmte Integral

. z? z?
w . w __ =
/ e 7 cos2s(wx—z)ds = cos?sx/ e 7 cos2szds

—w —w

ZZ
w
-+ sin 2sz / e * sin2szdz.

—w

Alle Elemente des zweiten Integrals auf der rechten Seite vernich-
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ten sich gegenseitig und der Werth des ersten, welches allein iibrig
bleibt, ist

]"I;l’ e Vst
wie in jedem guten Lehrbuche der Integralrechnung bewiesen wird.

Selzt man nun die gefundenen Werlhe in die Formel (4.) des §. 19.
/

ein, und multipheirt beide Seiten niit l —, S0 verwandelt sie sich in
v

, 1
T — —(x}sn) - N )
(1.) l ";"zw e ” = X" e cos2sx.

—w ~—w
Es war aber in den Thetafunclionen e = ¢ geselzl worden, also
liefert diese Formel nach §. 16.

!
[ 7T ! 2
Q-’D j— !/ s 6—7(5"4‘”\') .
» —w

Aus der Formel (1.) ldsst sich eine neue ableiten, wenn man rechts
noch die Reihe

1 > e~ sin2sx

-
addirt, deren Werth offenbar Null ist, da inmmer ein posilives Glied
von einem negativen vernichtet wird. Die rechte Seite nimmt dann
folgende Geslalt an:
> e—Vsihsxi

—w
Wenn man nun noch die linke Seite der Gleichung mit
(_-1).»‘ e——nis =1
multiplicirt, so verwandelt sich (1.) in
P | ey ?
E 2‘0 (__l)‘.‘e STTe 7(\ f.\n) —_ Y{u e—r.eﬁ-{-i’sxi
y @ “—w ’

- . 1’?’ - . . ~ w} M
Ersetzt man hier z durch z— 5 oder multiplicirt beide Seiten der

F

Y

LA ——

Gleichung mit e ¥, so ergiebt sich dic neue Formel

1
(2) ]/% Zlfw (_1)9 e v Ce+om)® = E_a.)w eV (s+Y) 24_(2#"*[)“1

da man offenbar rechts s- 1 stalt s schreiben darf.

Nach §. 16. ist aber die rechte Seite dicser Gleichung nichts
anderes als @z, da man nimlich in der Reihe flir €z auch
cos(2s 4 1) durch e(*H)xi eysetzen darf, denn der imaginire Theil,
der durch diese Exponentialgrosse eingefiithrt wird, verschwindet offenbar.
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Setzt man nun in (1.) und (2.) %t-—}—a: statt z und verwandelt dann

in allen vier erhaltenen Gleichungen x in — a2, so gelangl man zu
folgenden neuen Reihenentwickelungen fiir die vier Thetafunctionen :

(3) bz= ]/ % =e o o (ls =)

(4.) b= 1/15- 3 (- 1)se—$((s+é‘,n-—x) :
(5.) = ]/ .’;‘. =9 (-1)e Lesn—x:
6) o= LI, e

§. 21.

Die Vergleichung dieser letzten Formeln mit denen im §. 16.
filhrt zu sehr wichtigen Relationen der verschiedenen Thetafunctionen
unier einander.

Zunichst bringt man die Ausdriicke fiir Gz in §. 15. und
§- 20, wenn man andeutet, dass diese Reihen von z und » abhiingen,
leicht unter die Form

xi

_x w —v(e f —).2
Gz, v)=¢e * = ,e \ 7
T2 x \2
a(w’ -y) — 1/_71:_ Ei,w B— » (S‘f‘ n) .
v
Fiihrt man nun durch die Gleichungen
1) w=x

' T x' x T z

(2) —5=— oder —=— und —=—

V' Vv v 7T v 7T
zwei neue Grossen ' und »' ein, so ergiebt sich aus der ersten Formel
X2 x'iy?
- s -V’<s+—-
4, V) =¢ 7 = VT
oder wenn man in der zweiten x mit ¢z vertauscht, so wird mit Be-
nutzung von (1.) und (2.)
x'E\2

7T —u—Q(S-i- xi)2 T ——r’(?+ —
G(ix, v) :‘/7 wae 4 " '—"‘/——— =Y e v

! i

1} _—
=)L 4, )
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Nimmt man nun ganz dieselben Substitutionen mit den ibrigen
Thetafunctionen vor, so gelangt man ohne Miihe zu folgenden Formeln

y xit

(3)  Oie,v)= | =e” 4(,¥)

;X
(1) bz, =i} 2o A, )

5)  G(iz, ) = -‘/_;Llefo(x', )

(6) iz, = 2o 4(e, )

§. 22.

Vergleichung der Theta unter einander.

Die letzten Formeln lehren die Theta mit demn Modul » odev g,
welches mit dem » durch die Gleichung ¢ = e zusammenhiingt,
durch Theta mit dem Modul »' oder ¢’ = e~ ausdriicken. Wenn man
dieses Zeichen einfiihrt, so lassen sich die Formeln in §. 20. so dar-

stellen:
Oz =

‘/E {qr(’}_;) _l_q!("IET—;) +q,(%_;) +q’(%-,-;) +q’(%__;)

g

4R

Qo =

Y24 B N GO N CEEI N CoF )
fo =
V%;q”‘z—q’(l_;) g m) g R) gl 2) g 5)
._.q'(3+ 7;::)2_}_ ...}

o =

V;{Q'xz”i‘q’(l-;) _}_.q'(H' '71_) +q’(2—;‘—) _{_qu2+ /?) +qr(3—'7?)

_*qu(” §)2+ }

Schellbach, elliptische Integrale. 3
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00:21/

-l/_ 1_2qr+2qu_2qr9+2qus_”.}

und daher

49

ot g g g ]

2 elg

I?le

§1+?q + 24"+ 2¢°4-2¢"° - }

Es lisst sich aber auch jede Thetafunction durch die drei iibrigen dar-
stellen, wenn alle denselben Modul enthalten. Die Formeln (3.) und
(4.) in §. 16. lassen sich z. B. in folgender Weise schreiben:

bz = Z—wa (-1) e—vs—2sxi

01.’17 — zZ_‘_ow (—1)-9 g—l’(6‘+-§)2——(23+1)xi’

(4

wenn man cos2sz und sin(2s4-1)x durch ihre imagindren Exponen-
tialausdriicke ersetzt. Der blosse Anblick dieser beiden Ausdriicke
lehrt, dass

Oz = ie—*— 0 (z, 4vi)
ist. Behandelt man die iibrigen Theta in derselben Weise, so erhilt
man ohne Miihe folgendes System von Formeln, welches sehr oft be-
nutzt werden wird und in welchem, der Kiirze wegen,

e x—¥ = 4
gesetzt worden ist:
(1) Oz=q@EFn—2x) =idb(z— 3vi) = —i4Q(in + o — i)
(2) O2z=QQ37n—z) =id0(x—ivi) = i4Q(3n+ o — i)
(3) o =@(3n—a)= AG(z—iri) = AO(3m-+z— i)
(4) Qr=03n—2)= A8(z—vi)=  AQn+x— ).
Durch wiederholte Anwendung dieser Formeln und gehirige Be-
achtung derselben, findct man, wenn m und 7= positive oder negative

ganze Zahlen bedeuten und der Kiirze wegen
evn?——2n.\'i =N

geselzt wird, folgende vier wichtige Gleichungen
(5.) O(x-+mm+ i) = (-1)"Nbz
(6.) (x4 mm+ nvi) = (-1)*t* Nz
(7.) Qx4ma+ nvi) = (-1)" Nz
8.) b@+mrtavi)= Néz.



