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Vorrede 

zur ersten Auflage.

Unter denjenigen Theilen der angewandten Ma

thematik, welche für den Baumeister als Hülfs- 
Wissenschaften unentbehrlich sind, behauptet die 
Statik der festen Körper den ersten Rang. Soll 
diese Wissenschaft mit vorzüglicher Rücksicht auf 
Anwendung im bürgerlichen Leben vorgetragen 
werden, so ist ihr Umfang außerordentlich groß, 
und es wird sehr schwierig, bestimmte Grenzen zu 
ziehen, wenn ein Lehrbuch außer den allgemeinen 
Sätzen auch nur die nächsten Anwendungen auf 
besondere Fälle enthalten soll. Da man bei der 
Bearbeitung dieses Handbuchs nur vorzüglich An
wendungen auf Architektur zur Absicht hatte, so 
wird sich dadurch entschuldigen lassen, daß einige
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Materien mehr, andere weniger Ausdehnung er
hielten, so wie es dem Bedürfniß angemessen zu 
seyn schien. Der mehrer» Einfachheit wegen ist 
hier die ganze Statik auf den Lehrsatz vom Paral
lelogramme der Kräfte gegründet, dessen Beweis 
ich im Jahre 1804 ohne Beihülfe des Hebels be
kannt machte. Hieraus ist, so weit es hier erfor
derlich war, das Prinzip der virtuellen Geschwin
digkeit gefolgert worden, weil sich dies vorzüglich 
durch seine 'Allgemeinheit und Einfachheit em
pfiehlt, um in schwierigen Fallen dem Praktiker, 
welcher nicht sogleich mit allen Hülfsmitteln der 
Statik vertraut ist, zur Führerinn zu dienen, oder 
solches nach vollendeter Auflösung einer schwieri
gen Aufgabe als Prüfstein zu gebrauchen.

Die Untersuchung über die Reibung der Kör
per wird gewöhnlich in den Lehrbüchern in einer 
besondern Abtheilung, mit Anwendung auf einige 
Falle, vorgetragen. Hier schien es zweckmäßi
ger, um die einzelnen Lehren nicht zu zerstreuen, 
und ihre Anwendung auf vorkommende Falle zu 
erleichtern, gleich in jedem Kapitel, wie z. B. bei 
der schiefen Ebene, der Schraube, dem Räder
werke u. s. w., die Lehre von der Reibung mit 
den übrigen Lehren, so weit es erforderlich war,
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zu verbinden. Besonders ist man bemüht gewe
sen, die Reibungen beim Räderwerke, bei den 
Zahnen, Kämmen und Daumen möglichst genau, 
und so weit solches zuläßig war, durch einfache 
Ausdrücke anzugeben. Ohne bei demjenigen zu 
verweilen, was etwa diese Schrift neues enthält, 
und welches dem Kenner wahrscheinlich nicht ent
gehen wird, darf ich die schwierige Untersuchung 
über den Druck der Körper auf ihre Unterlagen, 
wenn deren mehr als zwei in einer graben Linie 
liegen, nicht unberührt lassen. Die Eulerschen 
Bemühungen, dieses Problem aufzulösen, sind 
bekannt, aber eben so leicht überzeugt man sich 
auch, daß solche für die Ausübung ohne Nutzen 
sind, weil sie das widersprechende Resultat geben, 
daß die von der Last entferntere Stütze einen stär- 
kern Druck leidet, als die der Last näher gelegene. 
Bei der von mir gegebenen Auflösung dieses Pro
blems, welches für den Architekten von so großer 
Wichtigkeit ist, mußte man wünschen, die Resul
tate eben so wie beim Parallelogramm der Kräfte, 
ohne Hülfe der höher» Analysis, zu erhalten. 
Dies hat aber bis jetzt nicht gelingen wollen. Es 
wäre zu weitläuftig gewesen, diejenigen Versuche, 
welche die Uebereinstimmung dieses Gesetzes mit
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den Erfahrungen beweisen, umständlich hier anzu
führen, weshalb solches in einer besondern Abhand
lung für die Denkschriften der hiesigen Königl. 
Akademie der Wissenschaften geschehen ist. Nur 
die besondere Ansicht, daß diese Schrift vorzüglich 
für angehende Architekten bestimmt ist, wird es 
rechtfertigen lassen, daß die Lehren von den Ge
wölben und von der Festigkeit der Materialien 
ungewöhnlich ausgedehnt sind. Auch liegt hierin 
der Grund, weshalb die von mir angestellten 
mühsamen und weitlauftigen Versuche über die 
Biegsamkeit und Festigkeit mehrerer Holzarten 
hier mitgetheilt worden sind, ob sie gleich nach 
meiner Meinung mehr der Physik als der Statik 
angehören.

Es war nicht möglich, die sämmtlichen Lehren 
der Statik, so weit sie in der Architektur erfordert 
werden, ohne höhere Analysis vorzutragen, ob 
man gleich bemüht war, da, wo es ohne zu große 
Weitläuftigkeit geschehen konnte, diese Rech
nungsart zu vermeiden, welches besonders!vom 
ersten Abschnitte der Lehre von den Gewölben 
gilt. Damit aber dem ersten Anfänger und den
jenigen, welche mit der höhern Analysis noch nicht 
vertraut sind, das Studium erleichtert werde, so
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sind mehrere §. §., und selbst einige Abschnitte, 

mit einem Sternchen * bezeichnet worden, welches 
anzeigt, daß diese Abtheilungen noch ausgesetzt 
bleiben können, bis nach fortgesetztem Studiren 

die Statik in dem ganzen hier gegebenen Umfange 

erlernt werden kann. Eben so war es nothwen
dig, zur Vermeidung einer unnützen Ausdehnung 
und zur Erleichterung für den Anfänger, bei vor

kommenden analytischen Ausdrücken, eine Quelle 
anzuführen, wo man sich von der Richtigkeit der 

Formeln überzeugen könne. Da nun die mathe

matische Analysis von Pasquich größtentheils 
alle diejenigen Jntegralformeln entwickelt enthalt, 
welche hier vorkommen, so hat man sich der Kürze 

wegen jedesmal auf diese Schrift bezogen. Nicht 
so konnte man bei der Lehre von denjenigen krum
men Linien verfahren, deren Kenntniß hier als 

bekannt vorausgesetzt werden mußte, weil das 
Pasquichsche Lehrbuch nur auf die Kegelschnitte 
eingeschränkt ist, und weil man nicht leicht die hier 
erforderlichen Lehren in dem nöthigen Zusammen

hänge findet. Es ist deshalb im dritten Bande 

als Anhang die Theorie transcendenter krummer 

Linien, welche bei statischen Untersuchungen vor
kommen, beigefügt worden.
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Sämmtliche Maaße, bei welchen nichts be

sonders erinnert worden, beziehen sich auf das bei 
uns eingeführte brandenburgische Maaß, welches 
mit dem rheinländischen überein stimmt, und eben 
so sämmtliche Gewichte auf das berlinische Han
delsgewicht.

(P. A. 1. B.) bedeutet den ersten Band, 
und (P. A.) den zweiten Band von Pasquich's 
mathematischer Analysis (Leipzig 1791).

Berlin, im Januar 1808.

Z. A. E.



Vorrede 

zu» zweiten Auflage.

Äußer einigen Erweiterungen und Verbesserun

gen sind besonders dieser zweiten Auflage die 
neuern bekannt gewordenen wichtigen Versuche 
über die Festigkeit mehrerer Materialien beigefügt 
worden. Es wäre leicht gewesen dieser Auflage 
noch die ganz allgemeinen Lehren der Statik bei
zufügen. Hierdurch wäre aber der vorgefetzte
Zweck verloren gegangen, und es hatten alsdann 
andere dem Baumeister nicht unwichtige Untersu
chungen weg bleiben müssen, wenn der Umfang 
des Handbuchs nicht unnöthig erweitert werden 
sollte. Für diejenigen angehenden Baumeister, 
welche aus besonderer Neigung die ganz allgemei
nen Lehren der Statik ftudiren wollen, ist durch



x Vorrede.
die im Jahr 1826 herauögekommene schätzbare 
Statik fester Körper, von Grunert, hinlänglich 
gesorgt.

Die vorkommende Abkürzung: (H. A.) be
zieht sich auf meine Grundlehren der höher» 
Analysis.

Berlin, im Januar 1862.

I. A. Eytelwein.
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Einleitung.

z. 1.
Ursache, durch welche em Körper bewegt wird 

oder em Bestreben zur Bewegung erhält, heißt Rraft 
(Vis, Force). Wirkt eine Kraft beständig auf einen 
Körper, so kann die Bewegung des Körpers durch ei
nen widerstand (Resistentia, Resistance) aufge
hoben werden, nicht die Kraft. Das was alsdann 
der Widerstand leidet, heißt Druck (Pressio, Pression), 
und die grade Linie, nach welcher die Kraft den Kör
per bewegen würde, die Richtung (Directio, Dire- 
ction) der Kraft oder des Drucks.

Sind mehrere Kräfte so an einem Körper ange
bracht, daß sich ihre Wirkungen aufheben und keine 
Bewegung des Körpers erfolgt, so sagt man: die 
Kräfte sind im Gleichgewicht (Aequilibrium, Egui- 

A 2
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libre). Die Wissenschaft, welche die Gesetze angiebt, 

nach welchen das Gleichgewicht unter mehrer» an ei

nem Körper angebrachten Kräften erfolgt, heißt die 

Statik (Statica, <Statiyue), und wenn solche aus 

feste Körper eingeschränkt wird, die Geostatik oder 

Statik der festen Körper.

Unter festen Rörpern werden hier solche verstan

den^ deren theile so stark unter einander zusammen 

hängen, daß sie durch die angebrachten Kräfte nicht 

aus ihrer Verbindung oder Lage gebracht werden kön

nen. Dasselbe gilt von festen Ebenen und Linien.

Dasjenige was den Raum (Spatium, Espace) 

eines Körpers ausfüllt, nennt man seine Materie, und 

die Menge der Materie, welche in dem Körper ent

halten ist, seine Masse.

So ist bei einer goldenen Kugel, Gold die Materie, 

die Kugel der Rörper, und die Menge des Goldes die 

Masse.

§. 2.

Die Körper, mit welchen wir Versuche anstellen 

können, verursachen gegen ihre Unterlagen einen Druck, 

und wenn diese Unterlage weggenommen wird, so fal

len sie. Die Ursache dieses Drucks und der Bewegung 

ist eine Kraft, welche die Schwere (Gravitas, Gra-
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vitf) genannt wird, so wie die Größe des Drucks, 
welchen ein Körper, vermöge der Schwere gegen seine 
Unterlage ausübt, sein Gewicht (Pondus, Poids) 
heißt.

Schwere und Gewicht sind demnach wie Ursache und 

Wirkung verschieden, daher in den Wissenschaften die Ver

wechselung dieser Wörter zu vermeiden ist, obgleich solche 

im gemeinen Leben sehr häufig vorkommt. Nach dem 

Sprachgebrauche sagt man von einem Körper, welcher mehr 

Gewicht als ein anderer hat, er sey schwerer; dieser unei

gentliche Ausdruck, welcher ohne Einführung eines neuen 

Worts nicht vermieden werden kann, muß daher nicht un

richtig verstanden werden. Anstatt schwerer könnte man bes

ser gewichtiger sagen.

Wäre der Druck, welchen ein Gewicht gegen seine 
Unterlage äußert, eben so groß als die Wirkung ir
gend einer Kraft (einer Stahlfeder u. dgl.) gegen eben 
diese Unterlage, so ist es in Absicht der Wirkung auf 
diese Unterlage einerlei, ob das Gewicht oder die Kraft 
angebracht wird. In dieser Rücksicht kann man «in 
Gewicht als eine Kraft ansehen oder ihr gleich setzen, 
und nach der Größe des Drucks welchen eine Kraft 
gegen einen Widerstand ausübt, die Größe der Rraft 
welche diesen Druck verursacht ausmeffen, so daß sich 
hiernach Kräfte durch Gewichte ausdrücken lassen. Es
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wird daher eine Kraft welche unter übrigens gleichen 
Umständen einen n mal so großen Druck auf einen 
Widerstand verursacht als eine andere, auch nmal so 
groß seyn.

Die Richtung, nach welcher ein Körper frei fällt, 
oder die Linie, welche ein sehr dünner Faden angiebt, 
an welchem ein Körper frei herabhängt, heißt eine 
Vertikale, lothrechte, bleirechre oder senkrechte 
Linie. Eine Ebene durch diese Linie gelegt, heißt eine 
Vertikalebene, so wie eine auf der Vertikallinie un« 
ter einem rechten Winkel stehende Linie, eine horizon- 
rale oder wagerechte Linie heißt. -Horizontalebe
nen bilden also mit der Vertikallinie rechte Winkel.

Man pflegt auch jede Linie, welche mit einer andem 
nicht wagerechten einen rechten Winkel bildet, eine senkrechte 
oder lothrechte Linie zu nennen. Es würde aber zweckmä
ßiger seyn, sie rvmkelrechte oder ITotmaUimen zu heißen, 
um sie nicht mit den Vertikallinien zu verwechseln, welch« 
nur allein auf einer Horizontalebene winkelrecht oder non 
mal stehen.

§. 3.
Wirken mehrere Kräfte auf einen Körper nacj 

parallelen Richtungen, so wird eine Ebene, welche au 
einer dieser Richtungen winkelrecht steht, auch auf all« 
übrigen winkelrecht seyn, weil man sich eine jede Rich
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tung nach Belieben verlängert vorstellen kann. Strebt 
nun jede Kraft für stch, diese Ebene nach einerlei Seite 
fort zu bewegen, so sagt man von den Kräften: daß 
sie an verschiedenen Punkten nach einerlei Richtung 
angebracht find. Wären die Richtungen parallel, aber 
einige von diesen Kräften strebten die Ebene nach der 
entgegengesetzten Seite fort zu bewegen, so sagt man, 
diese Kräfte wirken mit den übrigen nach einerlei, aber 
entgegengesetzten Richtungen. Fallen die entgegen
gesetzten Richtungen zweier Kräfte in einerlei grade 
Linie, so sind die Richtungen dieser Kräfte einander 
gerade entgegengesetzt.

Bei den folgenden Untersuchungen wird voraus
gesetzt, daß die Masse eines Körpers unter allen Um
ständen einerlei Gewicht behalte, oder daß die Schwere 
eine unveränderliche Kraft sey. Eben so werden die 
Richtungen der Schwere oder die Vertikallinien als 
parallel mit einander angenommen:

Wenn gleich die Schwere nicht als eine unveränder

liche Kraft angesehen werden kann, weil sie von den Polen 

nach dem Aequator und in größeren Abständen vom Mit

telpunkt der Erde abnimmt: so kann solche doch für die 

Abstande derjenigen Körper unter einander, welche bei den 

folgenden Untersuchungen in Betrachtung kommen, als un

veränderlich angesehen werden. Um einigermaßen zu beur-
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theilen, wiefern die angenommene Voraussetzung statthaft 

ist, so folgt aus Gründen, welche hier nicht auseinander ge

fetzt werden können, daß derselbe Körper, welcher in Ber

lin seine Unterlage mit einem Gewichte von 100000 Pfund 

drückt, in Paris nur einen Druck von 99969, und unter 

dem Aequator nur von 99638 Pfund ausüben wird; wo

gegen dieser Körper unter den Polen einen Druck von etwa 

100178 Pfund verursacht. Die Voraussetzung paralleler 

Vertikallinien in der Statik, läßt sich eben so leicht rechtfer

tigen. Denn so fern sich zwei Vertikallinicn im Mittel

punkte der Erde schnitten, so ist doch für die Abstände, un

ter welchen hier Körper betrachtet werden, der Durchschnitts

punkt so weit entfernt, daß man diese Vertikalen ohne Be

denken als parallel annehmen kann.
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Grundlehren der Statik, oder vom Gleichge
wichte mehrerer Kräfte, welche auf einen 

Punkt wirken.

§. 4.

Punkte A Figur 1. der graben, festen, unbieg- 

samen und gewkchtlosen Linie AB, sey eine Kraft P 

nach der Richtung A B angebracht. Befindet sich nun 

am Ende B der Linie AB irgend ein Widerstand 

M N, welcher verhindert, daß sich diese Linie nicht fort

bewegen kann, so wird der Punkt B so stark gegen 

den Widerstand in B drücken, als wenn die Kraft P 

unmittelbar in B nach derselben Richtung angebracht 

wäre. Wollte man annehmen, der Druck bei B sey 

kleiner als bei A, so müßte ein Theil der Kraft P 

vernichtet worden seyn, wozu kein Grund vorhanden 

ist. Eben so wenig läßt sich annehmen, daß der Druck 

bei B größer als bei A sey, weil es an einer Ursache 

zur Vergrößerung dieses Drucks fehlt. Es ist daher

Taf. i. 
Fig. 1.
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in Absicht auf den Druck bei B einerlei, in welchem 
Punkte der Linie AB die Kraft P nach der Richtung 
AB wirkt.

Verlängert man die Richtung AB nach BC, und 
BO ist eine feste, gewichtlose Linie oder ein unauS- 
dehnbarer, gewichtloser Faden, welcher mit dem Punkt 
B unzertrennlich verbunden ist, so wird aus gleichen 
Gründen, wenn die Kraft P im Punkte C nach der 
Richtung A C angebracht wird, der Punkt B nach der 
Richtung B C eben so stark gedrückt werden, als wenn 
die Kraft P unmittelbar im Punkte B nach der Rich
tung AC angebracht wäre.

Hieraus folgt, daß bei unveränderter Rich- 
tung, die Wirkung einer Rrafc auf einerlei punkt 
eines festen Rörpers unverändert bleibt, in wel
chem Punkte ihrer Richtung diese Rrafc auch 
angebracht werden mag, wenn nur der Punkt, 
an welchem die Rrafr unmittelbar wirkt, mit 
dem festen Punkte des Rörpers in eine unzer
trennliche Verbindung gesetzt ist.

§. 5.

Mehrere Kräfte, welche nach verschiedenen Rich
tungen auf einen Punkt wirken, erhalten den Punkt 
in Ruhe, wenn sie im Gleichgewichte sind. Wäre kein 
Gleichgewicht vorhanden, so muß sich der Punkt be
wegen, und weil einerlei Punkt in derselben Zeit nur 
einerlei Weg durchlaufen kann, so kann auch die Rich
tung des Drucks, welche aus sämmtlichen Kräften ent
springt, nur nach einerlei Linie gehen.
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§. 6.

Zwei gleiche Rräfte, welche auf einen Punkt 
oder auf einen festen Rörper nach grade enrge« 
gengefetzten Richtungen wirken, heben sich auf 

oder halten einander im Gleichgewicht, weil durch
aus kein Grund vorhanden ist, weshalb eine Kraft 
die andere überwältigen sollte. Findet man umgekehrt, 
daß zwei Kräfte in grade entgegengesetzten Richtun

gen, ohne Mitwirkung einer dritten Kraft, einander im 
Gleichgewicht halten, so kann man hieraus auf die 

Gleichheit der Kräfte schließen.

Diese Gleichheit der Kräfte muß aber nur von ihren 
Wirkungen verstanden werden, wovon hier allein die Rede ist. 

Sind die beiden Kräfte, welche auf einen gemein
schaftlichen Punkt in grade entgegengesetzter Richtung 

wirken, ungleich, so kann kein Gleichgewicht erfolgen. 
Soll daher ein Punkt, auf welchen eine Kraft wirkt, 
in Ruhe bleiben, so muß eine eben so große Kraft 
nach grade entgegengesetzter Richtung wirken. Findet 

dies nicht statt, so kann auch kein Gleichgewicht erfolgen. 

§. 7.
Mehrere Kräfte, welche nach einerlei Richtung auf 

einen gemeinschaftlichen Punkt wirken, vereinigen sich 
zu einer einzigen Kraft, welche der Summe dieser 

Kräfte gleich ist; daher wird auch eine einzige eben so 

große Kraft, nach grade entgegengesetzter Richtung an

gebracht, mit sämmtlichen Kräften im Gleichgewichte 

seyn. Verursacht z. B. die eine Kraft einen Druck 

nP, und die andere nach derselben Richtung einen



12 Erstes Kapitel. 
Druck mP, so ist der gesammte Druck (n 4- m) P und 

eine Kraft = (n + m) P nach gerade entgegengesetz

ter Richtung angebracht, ist mit den beiden Kräften 

nP und mP im Gleichgewichte.

Wenn verschiedene an einem freien Punkte ange

brachte Kräfte mit einander im Gleichgewichte sind, 

und man fügt neue Kräfte hinzu, welche ebenfalls un

ter sich das Gleichgewicht halten, so müssen sämmtliche 

Kräfte unter einander im Gleichgewichte seyn, weil 

kein Grund vorhanden ist, weshalb dasselbe gestört 

werden sollte. Eben so läßt sich einsehen, daß, wenn 

mehrere Kräfte im Gleichgewichte sind, und man einige 

von denselben, die unter sich im Gleichgewichte stehen, 

wegnimmt, hiedurch das Gleichgewicht der übrig blei

benden Kräfte nicht gestört werden könne.

§. 9.
Findet unter mehrern nach verschiedenen Richtun

gen wirkenden Kräften ein Gleichgewicht statt, so muß 

dasselbe auch noch bestehen, wenn jede einzelne Kraft 

doppelt oder gleichvielfach wirkt, oder wenn von jeder 

einzelnen Kraft die Hälfte oder ein bestimmter Theil 

des Ganzen genommen wird. Dieses läßt sich sogleich 

mit Hülfe des vorigen §. einsehen, es folgt daher ganz 

allgemein, daß wenn steh mehrere Zxtdfte im Gleich

gewichte befinden, so werden auch andere Lrafre 

im Gleichgewichte seyn, wenn sie den erstern 

proportional sind, und in eben den Richtungen 

gegen einander wirken.
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Wären die drei Kräfte P, Q, R, welche nach verschie

denen Richtungen an einem Punkte wirken, mit einander 
im Gleichgewichte, so wird dies auch von den Kräften p, 

g, r gelten, wenn sie nach gleichen Richtungen an einem 

Punkte angebracht sind, und wenn sich p : q : r wie 

P : Q : R verhalten.
Auch ist es leicht, wenn eine von den Kräften p, q, r 

gegeben ist, die beiden übrigen mit Hülfe der bekannten 

Kräfte P, Q, R zu finden. Wenn z. B. r gegeben wäre, 

so hat man

R : P --- r : p und R : y --- r : q, daher ist

P — und q = -^ Q.

10.

Zwei Kräfte P, Q die nach Richtungen GP, 

GQ, Figur 2. a, welche nicht in eine grade Linie fallen, 
auf einen Punkt G wirken, können einander nicht im 

Gleichgewichte erhalten; denn seht man voraus daß sie 
im Gleichgewichte wären, so müßte jede dritte Kraft 
P' welche auf diesen Punkt wirkte, denselben nach ih

rer Richtung fort bewegen (§. 5.). Nimmt man nun 
P'=P und bringt P' in grade entgegengesetzter Rich

tung von P an, so sind P und P im Gleichgewichte 

(§. 6,), daher muß sich der Punkt G nach der Rich
tung der Kraft Q bewegen. Da er sich aber auch 
nach der Richtung der Kraft P' bewegen, also zwei 

ganz verschiedene Richtungen durchlaufen soll, welches 

unmöglich ist, so folgt hieraus, daß sich die Kräfte P 

und Q unter dem Winkel P G Q nicht im Gleichge
wichte halten können. Es muß daher von beiden Kräf
ten ein Druck nach irgend einer Richtung GR entste- Fkg. 2.
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hen, und weil die Richtungen beider Kräfte P, Q in 
einerlei Ebenen fallen, so muß auch die Richtung G R 
in derselben Ebene liegen. Denn wollte man anneh
men, daß die Richtung G R mit der Ebene in welcher 
die Kräfte P, Q wirken, einen Winkel einschließt, so 
müßte aus gleichen Gründen auch auf der andern 
Seite der Ebene eine Richtung wie G R entstehen. 
Weil aber einerlei Punkt G nicht zugleich verschiedene 
Wege durchlaufen kann, so muß die Richtung GR 
mit den Richtungen der Kräfte P, Q in einerlei Ebene 
liegen.

Die Richtung GR nach welcher sich der Punkt 
G durch die Wirkung der beiden Kräfte P, Q fort zu 
bewegen strebt, heißt die mittlere Richtung dieser 
Kräfte, und eine dritte Kraft R, welche den Punkt G 
nach der Richtung GR eben so drückt als die beiden 
Kräfte P, Q, heißt die Mittelkraft (Vis compo- 
sita. Force resultante) von den Seitenkcäfcen (Vi
res componentes. Forces composantes.) P, Q.

Der Winkel PGR = <p, welchen die Richtung 
der Mittelkraft R mit der Richtung der Seitenkraft 
P einschließt, heißt ein Richtungswinkel der Mittel
kraft und der Winkel PGQ, der Richtungswinkel der 
Seitenkräfte.

Weil die Mittelkraft R den Punkt G eben so 
stark nach GR drückt wie die Seitenkräfte P, Q, so 
muß auch eine Kraft R' = R, welche nach einer der 

Mittelkraft grade entgegengesetzten Richtung RG an
gebracht wird, den Punkt G in Ruhe erhalten, wenn
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an demselben keine anderen Kräfte als P und Q wir
ken. Die Kraft R' welche sich mit den Kräften P, Q 

im Gleichgewichte befindet, heißt die Gegenkraft, um 

sie von der gleich großen Mittelkraft zu unterscheiden'. 

Daher sind unter diesen Umständen die drei Kräfte 

P, Q, R' ant Punkt G im Gleichgewichte; oder die 

Seitenkräfte sind mit der Gegenkraft im Gleichgewichte, 

wenn letztere an dem gemeinschaftlichen Punkte G nach 

grade entgegengesetzter Richtung der Mittelkraft ange

bracht wird. Eben so folgt aus dem Vorhergehenden, 

daß man in Absicht des Drucks auf den Punkt G, 

anstatt der Seitenkräfte P, Q die Mittelkraft R nach 

ihrer Richtung GR, oder anstatt dieser die Seiten

kräfte P, Q nach ihren Richtungen anbringen kann. 

Weil die Gegenkraft R' der Mittelkraft R gleich 

ist, aber eine grade entgegengesetzte Lage hat, so muß 

in den Fällen wo durch Rechnung die Gegenkraft aus 
der Mittelkraft bestimmt werden soll, R' = — R ge

setzt werden.

Findet man aus den Seitenkräften die Mittel

kraft, so nennt man dies die Mittelkraft aus den Sei

tenkräften zufammenseyen (Compositio virium. 

Composition des Forces). Werden hingegen aus 

der Mittelkraft die Seitenkräfte gefunden, so sagt man 

die Mittelkraft ist in die Seitenkräfte zerlegt worden 

(Resolutio virium. Decomposition des Forces). 

Wird hier und in der Folge nicht besonders er

innert daß die Richtungen der Kräfte in einerlei Ebene 

liegen, so wird dies jedesmal vorausgesetzt. Auch soll
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jeder Punkt auf welchen Kräfte wirken, als ein frei 

beweglicher Punkt gelten, wenn nicht das Gegentheil 

angeführt wird.

§. 11.
Aufgabe. Die beiden Seitenkräfte P, Q Fi- 

Taf. 1. gur 3. wirken auf den Punkt G nach Richtungen 
gts. 3. OP, GQ, welche sich unter dem rechten Winkel PGQ 

schneiden. Man fragt wie groß die Gegenkraft R 
seyn wird, welche den gegebenen Seitenkräfren das 

Gleichgewicht hält.

Auflösung. Es sey RG die Richtung der Ge

genkraft R, welche mit der Seitenkraft P irgend einen 
Winkel PGR = (ß einschließt. Man ziehe durch G 
auf GR die Linie qp' winkelrecht, so ist der Winkel 

qGP=RGQ=90°—P. Da nun die Linie GP 
gegen GR und Gq eben die Lage hat, wie GR ge

gen GP und GQ, und weil R mit P und Q im 
Gleichgewichte ist, also auch nach entgegengesetzter Rich

tung als Mittelkraft von P, Q angenommen werden 
kann, so müssen sich auch zwei Kräfte p, q nach den 
Richtungen GR, Gq angeben lassen, welche eben so 

viel wirken als die Kraft P nach der Richtung GP, 

oder P läßt sich in die Kräfte p, q zerlegen. Denn 
eben so wie R die Gegenkraft, oder in entgegengesetz

ter Richtung die Mittelkraft von P,Q ist, so läßt sich 

P als Mittelkraft von p, q ansehen, und weil R ge

gen P, Q eben die Lage hat, wie P gegen p, q, so 
verhält sich (§. 9.).
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R : P = P : p also ist p — und

R : Q = P : q <0 i|t q =

Ferner ist der Winkel QGp'= <P; man kann daher 

auch Q als eine Mittelkraft ansehen, und solche in die 
Seitenkräfte p', q' na6) Gp', GR zerlegen, weil Q 

gegen p', q' eben die Lage har wie R gegen P, Q. 

Hienach verhält sich

R : P = Q : p' also ist p' = und

R : Q = Q ; q' also ist q =

Wenn daher R mit P, Q im Gleichgewichte ist, so 

können die Kräfte P und Q weggenommen und an» 
statt derselben die Kräfte p, q und p', q angebracht 

werden, ohne das Gleichgewicht zu stören (§. 10.). Es 

ist aber q = p' weil beide — — sind, daher können 

auch diese beide Kräfte weggenommen werden (§. 8.), 

und es müssen noch die Kräfte p und q", welche nach 

GR wirken, der Kraft R, welche ihnen grade entge

gen nach R G wirkt, das Gleichgewicht halten und ihr 

gleich seyn, (§. 5.) daher ist

R$= P2 + Q-.

Hieraus folgt, daß wenn sich die Richtungen der Sei» 

tenkräfte unter einem rechten Winkel schneiden, so muß 

das Quadrat der Mittelkraft oder der Gegen
kraft, der Summe von den Quadraten der Sei. 
tenkräfte gleich seyn.

Erster Dand, B
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Taf. I. 
Fig. 4.

Taf. I. 
Fig. S.

Erstes Kapitel.
12.

Die Größen und Richtungen mehrerer Kräfte las

sen sich bequem durch Längen und Lagen grader Li

nien vorstellen, und so oft die für sämmtliche Kräfte 

gemeinschaftliche Einheit in feder einzelnen Kraft ent
halten ist, so oft must auch irgend eine grade Linie, 
welche als Einheit angenommen wird, in jeder der Li

nien, welche die einzelnen Kräfte darstellcn, enthalten 
seyn. Stellt z. B. die Linie G A Figur 4. die Größe 

und Richtung einer Kraft P und GB einer Kraft Q 

vor, so ist, wenn GB— f GA ist, auch Q = 4P, 
und überhaupt P. tz — GA. GB.

Hieraus sieht man, wie fern cs erlaubt ist, AG 

mit der Kraft P zu verwechseln, und AG = P und 

BG = Q ju setzen.
Auch kann man zur Vergleichung der Kräften 

untereinander, die Größe derselben durch Zahlen aus
drücken, welche sich auf eine gemeinschaftliche Einheit 

beziehen.

13.

Zwei gleiche Kräfte P, Q, deren Größe und Rich
tung durch die Linien GP, GQ Figur 5. ausgedrückt 

werden, wirken unter einem rechten Winkel PGQ auf 
den Punkt G; man zeichne das Quadrat PGQR, 
so wird die Diagonale GR die Größe und Richtung 

der Mittelkraft R vorstellen.
Beweis. Aus §. 11. folgt, daß GR die Größe 

der Mittelkraft R ist. Ferner sind die Kräfte P, Q 
einander gleich, also muß hier von der Wirkung, welche
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P hervorbringt, eben das gellen, was von der Wir

kung der Kraft Q gilt, daher muß auch die Richtung 
GP gegen GR eben die Lage haben wie GQ gegen 
GR, oder die Winkel PGR und QGR müssen ein

ander gleich seyn. Wollte man annehmen, RG wäre 
nicht die gesuchte Richtung, so müßte eine von den 

beiden Kräften P, Q den Punkt G mehr nach sich zie
hen als die andere, welches aber aus gleichen Gründen 
von der andern Kraft gelten müßte. Daher, weil ei

nerlei Punkt nicht verschiedene Wege zugleich durch
laufen kann (§. 5.), so kann die mittlere Richtung 

GR nur eine solche Lage erhalten, daß sie mit den 
Richtungen der Seitenkräfte gleiche Winkel bildet; folg
lich ist jeder von den beiden Richtungswinkeln der Mit
telkraft, die Hälfte eines rechten Winkels oder PGR 

= RGQ --- 45 Grad.

§. 14.

Die Richtungen zweier Seitenkräfte P, Q, welche 

im Punkte G Figur 4. nach GA und GB wirken, 
schneiden sich unter einem rechten Winkel AGB. Man 

nehme GA — P und GB — Q, ziehe AB, so ist 
im rechtwinklichten Dreieck AGB, AB2=AG24-GB2, 

daher wenn R die Größe der Mittelkraft von P, Q 

bezeichnet, so ist AB --- R (§. 11.) Man kann al
so durch das rechtwinklichte Dreieck die Größe der 

Kräfte P, Q, R für das Gleichgewicht darstellen, nur 
bleibt die Lage von der Richtung der Mittelkraft ge

gen die Richtungen der Sektenkräfte noch ungewiß. 

B 2

Taf. t. 
Fig. 4.
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Wird im rechtwinklichten Dreieck ABG der Win

kel, welchen die Seitcnkrast GA = P mit der Hy- 

pothenuse AB einschließt, oder GAB — a gesetzt, 

so ist

GA = AB cos a und GB — AB sin ce oder 

P = R cos a und Q = R sin a.

Es kann daher, wenn der Winkel a bekannt ist, wel

chen die Seitenkraft P mit der Hypothenuse des recht

winklichten Dreiecks einschließt, welches aus den Kräf

ten P, Q, R entsteht, mit Hülfe der Mittelkraft R# 

eine jede von den Seitenkräften P, Q gefunden wer

den, vorausgesetzt, daß letztere unter einem rechten Win

kel wirken.
Zur Abkürzung soll der Winkel a ein Hyporhe- 

nuftnwinkel heißen. Ist daher für drei Kräfte P, 

Q, R die Kraft P = R cos a und Q = R sin a, 

so ist a der Hypothenusenwinkel dieser Kräfte.

§. 15.

Es werde vorausgesetzt, daß an dem Punkte G 

Las. I. Figur 6. die Seitenkräfte P, Q nach den auf einan- 
8'g. 6. ^er winkelrechten Richtungen GP, GQ angebracht, 

und durch R ihre Mittelkraft nach der Richtung GR 

bezeichnet werde, wenn die Kraft R mit P den Rich

tungswinkel P G R = <P einschließt. Ist nun ferner 

für die gegebenen Kräfte P, Q, R der Hypothenusen

winkel = a (§. 14.), so läßt sich für den Fall, daß 

die Mittelkraft R in die beiden auf einander winkel

rechten Seitenkräfte P und Q' unter dem Richtungs-
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winkel P'GR — 2<p zerlegt werde, der zu den Kräf
ten P', Q', R gehörige Hypothenusenwinkel finden.

Es ist der Winkel PGP' = PGR = (? unb 
wenn P G nach qz verlängert wird, so sind, wenn 
GQ' auf P'q' winkelrecht steht, P'GQ', Q'Gq' rechte 

Winkel, und man kann mittelst des bekannten Ver
hältnisses der Kräfte P, Q, R, die Kraft P als Mit
telkraft, in die Seitenkräfte p, q nach GP', GQ' und 

Q als Mittelkraft, in die Seitenkräfte p', q' nach GQ, 
Gq' zerlegen. Alsdann ist (§. 8.)

R : P = p . p also p —

R : Q = P : q 9 =

R:P=Q:p- p'= P-£

R : Q = Q ■ q' q '=£

Da nun die Kräfte p, q, p', q' eben die Wir

kung wie P, Q hervorbringen (§♦ 10.), so kann man 
P, Q wegnehmen, und dafür die Kräfte p, q, p» q' 

nach den angegebenen Richtungen anbringen, von wei
chen alsdann R die Mittelkraft ist. Man setze

p — q = P' unb q 4- p' = Q' 
so ist auch R die Mittelkraft von P', Q' und bildet 
mit der Seitenkraft P' den Richtungswinkel RGP' 

= 2(p.

Es ist aber

P' = p — q' = und



22 Erstes Kapitel.
Nach §, 14. ist ferner

P = R cos « und Q = R sin et, daher

P2—Q2=R2 (cos a? — sin a2) — R2 cos 2 a und 
2 P Q = 2 R2 sin a cos a = R2 sin 2 a oder 
P — R cos 2 a und Q' = R sin 2 a

daher ist (§. 14.) 2 a der Hypothenusenwinkel für die 
Kräfte P', Q', R.

Es folgt also hieraus daß wenn eine Mittelkraft 

R den Richtungswinkel <p und Hypothenusenwinkel a 
mit einer Seitenkraft P einschließt, so wird dieselbe 

Mittelkraft R, wenn solche mit einer andern Seiten-- 

kraft P' den Richtungswinkel 2 <p bildet, auch den 
Hypothenusenwinkel 2 a einschließen müssen.

Auch läßt sich eben so beweisen, daß wenn dieser 
Say für n <P gilt, er auch für (n + 1) (p gelten 
müsse, wo n jede ganze Zahl bedeuten kann. Denn 

$af. i. wenn für die Seitenkräfte P, Q Figur 7. die zugeho- 
8*8*7* rigen Richtungs» und Hypothenusenwinkel P und a 

sind, und wenn n(p und na ebendasselbe für die Kräfte 
P' und Q' bei einerlei Mittelkraft R bedeuten, so ist 

§. 14.
P — R cos a, 0 — R sin a;
P‘* = R cos na, Q' = R sin na.

Für jede zwei andere Seitenkräfte P", Q" sei (n -f-1) P 

der Richtungswinkel, so erhält man auf eine ähnliche 
Art wie oben, wenn die Kräfte P' und Q' in die Sci- 

tenkräfte p, q und p', q" zerlegt werden
R : P = P" : p Uttf R : P = Q" : p*
R : Q = P' : q R : Q = Q" : q' also
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> PP'-QQ' x

p — q — ———— = P anb

q 4- p = -—h— = Q oder 

P P—Q Qz=R2 (cos a coa na — sina sin na)—R2cos (n 4* l)a 

und
QP' + PQ'=R2(sinacosna4-cosasinna)=R2sin(n 4- l)a 

folglich
P"=R cos (n 4- 1) a und Q" = R sin (n 4-1) a. 

Nun gilt dieser, Sah für n — 2, daher auch für
n 4- 1 = 3/ also auch für n = 4, u. s. w.

Dieser Beweis welcher für jede zwei ganze Zah

len gilt, muß auch für alle mögliche Brüche gelten, 

weil diese auf einen gemeinschaftlichen Nenner gebracht, 
als ganze Zahlen von kleinerer Einheit angesehen wer
den können. Er muß aber auch für irrationale Zah

len gelten, weil sich diese durch Brüche ausdrücken las
sen, welche der Wahrheit so nahe kommen als erfor
derlich ist.

Es ist nun ganz allgemein erwiesen, daß wenn 

die Richtungs- und Hypothenusenwinkel zweier Seiten

kräfte <P und a sind, so werden zwei andere Seiten
kräfte bei ungeänderter Mittelkraft noch im Gleichge

wichte bleiben, wenn ihre Richtungs- und Hypothenu

senwinkel n (p und n a sind. Man setze n (ß = (£)'
und na = a', so verhält sich

(ß : a = (ß' : a' oder es ist — = <f—

Da nun dieser Sah ganz allgemein gilt, (p «rag 

so groß oder klein als man nur immer will angenom

men werden, so folgt, daß wenn in irgend einem Falle
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das Verhältniß zwischen <P' und a! bekannt ist, dar
aus für jeden 'andern Fall das Verhältniß zwischen 
<P und a gefunden wird. Für (ß'= 45° ist a'=45° 

(§. 13.) oder ^-= 1, daher ist ganz allgemein^----! 

oder rp —
Es muß daher die Richtung der Mittelkraft 

R mit den Richtungen ihrer Seicenkräfce P, Q 
eben die Winkel bilden, welche entstehen, wenn 
man diese drei Rräfte in ein Dreieck zusammen- 
ftellt, vorausgesetzt, daß sich die Richtungen der Sei
tenkräfte unter einem rechten Winkel schneiden.

Taf. i. Wenn daher im Rechteck GPRQ Figur 8. die 
Linien GP, GQ die Größen und Richtungen derSei- 
renkräfte P, Q vorstellen, so ist die Diagonale RG die 
Größe und Richtung der Mittelkraft R. Man kann 
also mit Hülfe eines Rechtecks aus den Seitenkräften 
die Mittelkraft, und aus der Mittelkraft die Seiten
kräfte finden, wenn vorausgesetzt wird, daß die Rich
tungen der Seitenkräfte auf einander winkelrecht stehen. 

§. 16.
Ns- 9. io. Unter irgend einem Winkel PGQ Figur 9. und 

10. wirken die Seitenkräfte P — GP und Q=GQ; 
wird nun das Parallelogramm PGQR aus den Sei
ten GP, GQ ergänzt, so ist die Diagonale GR die 
Größe und Richtung der Mittelkraft R.

Beweis. Man ziehe AB durch G, PD aus 
P, QE aus Q auf GR winkelrecht, und PA, QB 
mit DG parallel, so ist A DPR — A GEQ, da
her GB ----- EQ ----- PD --- AG und GE ---- RD.



2 5Grundlehren der Statik.

Nun zerlegt sich GP = P in die Seitenkräfte GA 

und GD, und GQ = Q in die Seitenkräfte GB 
und GE. Aber die Kräfte GA und GB heben sich 
auf, weil sie einander gleich und grade entgegengesetzt 
sind, daher bleibt noch GD + GE = GR die 

Größe und Richtung einer Kraft, welche eben so viel 
wie P und Q wirkt; es ist daher die Kraft GR=R 
die den Seitenkräften P, Q entsprechende Mittelkraft, 
welche nach der Richtung GR wirkt, oder wenn man 
die Kraft R nach entgegengesetzter Richtung RG an
bringt, so ist GR — R als Gegenkraft mit den Sei« 

tenkräften P, Q im Gleichgewichte.
Fällt die winkelrechte Linie A B unterhalb der Li

nie GQ Figur 11., so muß EG von GD abgezogen 

werden, weil die Kräfte E G und G D nach entge
gengesetzten Richtungen wirken, und sich zum Theil 
aufheben. Alsdann ist GD — GE — GR — R. 

§. 17.

Zusatz. Wenn umgekehrt die Richtungen G P 

und GQ, Figur9. der unbekannten Seitenkräfte, und 
die Richtung GR ihrer unbekannten Mittelkraft gege
ben sind, und man zeichnet mittelst dieser drei Rich

tungen das Parallelogramm GPRQ, so kann man 
behaupten, daß die den Richtungen GP und GQ 
entsprechenden Seitenkräfte P und Q, sich wie die Sei
ten G P und G Q des Parallelogramms verhalten, 

oder daß

P : Q = GP : GQ. 
Wollte man annehmcn, daß sich P zu Q nicht wie

«af. ft 
gift. 11.

«af. t. 
Fig. V.
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GP zu GQ verhalte, sondern wie G p : G Q, so 

zeichne man das Parallelogramm GprQ und ziehe 

die Diagonale Gr, so ist diese die mittlere Richtung 
der Seilenkräfte P, Q; welches der Voraussetzung, daß 
GR die mittlere Richtung sey, offenbar widerspricht. 

Hieraus folgt, daß man mit Hülfe eines Parallelo
gramms, welches hier das Parallelogramm der 
Rräfre (Parallelegrammum virium) genannt wird, 

die Bedingungen angeben kann, unter welchen drei 

auf einen Punkt wirkende Kräfte im Gleichgewichte 

sind, weil jedesmal zwei Seiten des Parallelogramms 
die Größe und Richtung der Seitenkräfte, und dieses 

nige Diagonale, welche mit beiden Seiten einen ge
meinschaftlichen Punkt har, die Größe und Richtung 
der Gegenkraft für das Gleichgewicht angiebt. Hie» 

nach kann man eben so leicht, wenn die Kräfte durch 

Linien ausgedruckt werden, aus den beiden Seitenkräf
ten und ihrem Richtungswinkel, die Größe und Rich
tung der Gegen- oder Mittelkraft mit Hülfe des Par

allelogramms der Kräfte finden, wie man aus den 
Richtungen der beiden Seitenkräfte und der gegebenen 
Mittelkraft, die Größe der Seitenkräfte durch eine 

leichte Zeichnung finden kann.

Auch folgt hieraus, daß sich eine jede Kraft, de

ren Größe und Richtung gegeben ist, nach unzähligen 

Richtungen, jedesmal in zwei Seicenkräfte zerlegen läßt, 

weil man eine unzählige Menge Parallelogramme 
über einer als Diagonale gegebenen Linie beschrei

ben kann.
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Anmerkung. Man pflegt gewöhnlich die Lehre vom 
Parallelogramm der Kräfte aus der Lehre vom Hebel ab» 
zuleiten, wie dies von de la Hire, Rastner, Rarsten rc. 
in ihren Lehrbüchern geschehen ist. Die hier gegebene Dar» 
stellung ist ein Versuch, diesen Satz ohne Hülfe des He
bels zu beweisen. Zu den vorzüglichsten Bemühungen, den 
Beweis dieses Satzes unabhängig vom Hebel zu geben, 
kann 'man die von Dan. Bernoulli (’), Lambert (* *), 
d'Alembert (*), Fonceuex (*), de la place (•) und Du- 
chayla (6) zählen.

§. 18. 

Aufgabe. Die Größen dreier Kräfte P, Q, R 

find durch die Linien AB, CD, EF, Figur 12. ge

geben ; man soll die Richtungen dieser Kräfte für das 
Gleichgewicht durch eine Zeichnung finden. 

Auflösung. Aus den drei gegebenen Linien be
schreibe man das Dreieck GHI, indem Gl — AB,

(x) Examen principiorum mechanicae et demonstrationes geo- 
inetricae de compositione et resolutione virium. Coinmen- 
tarii Acad. Petropol. Tom. I. A. 1724. p. 126.

(*) Beittage zum Gebrauche der Mathematik. 2. Theil. 2. Ab
schnitt. Berlin 1770. S. 468.

(®) Opuscules Mathemat. T. I. Paris 1761. p. 169. Demon
stration du principe de la composition des Forces. Opusc. 
Matli. T. VI. Paris 1773. p. 360. Nouvelle Demonstration 
du Parallelogramme des Forces.

(4) Sur les principes fondamentaiix de la Mecanique. Miseei- 
lanea Taurinensis Tom. II. (1760 —1761.) p. 299.

(5) Mechanik des Himmels, übersetzt von Burkhardt. Berlin 
1800. 1. Theil. S. 2. rc.

(6) Demonstration du Parallelogramme des forces. Correspon* 
dance sur l’ecole polyteclimque > par Hachette. Tome I. 
Paris 1808. No. 4. p. 83.

Las. I. 
Fig. 12»
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IH = CD und GH — EF angenommen wird. 
Zu dem Dreiecke GHI ergänze man das Parallelo
gramm GIHK, so ist Gl die Richtung der Kraft 
P,GK der Kraft Q uni) HG der Kraft R (§. 17.). 

So fern aus den drei Seiten AB, CD, EF 
kein Dreieck zusammengesetzt werden kann, welches der 
Fall ist, wenn zwei Seiten kleiner als die dritte sind, 
so kann auch kein Parallelogramm der Kräfte entste
hen, oder es ist unter drei gegebenen Rräften kein 
Gleichgewicht möglich, wenn zwei davon klei
ner sind als die dritte.

§. 19. 
Aufgabe. Die Bedingungen anzugeben, unter 

welchen drei Kräfte P, Q, R mit Bezug auf ihre Rich
tungswinkel im Gleichgewichte sind. 

Auflösung. Man setze Figur 9. den
Richtungswinkel der Kräfte P, R oder PGR = a 

Q, R oder QGR = ß 
P, Q oder PGQ = 5 

so ist a 4- ß = J. Run verhält sich im Dreiecke 

GPR
GP : GR = ein GRP : sin GPR oder 

P : R = sin ß : sin (180°—<y 
oder weil

sin (180°— 5) = sin 5 ist, so erhält man 

R sin ß = P sin 5. [I]
Ferner verhält sich

GP : PR = sin PRG : sin PGR oder 
P : Q ss sin ß : sin « daher ist auch 
P sin a = Q sin ß. f IIJ
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Aus dieser und der Gleichung [I] erhält man folgende

Ausdrücke

(1) P =
R sin ß

sm ö

(ii) 9 = =
v ' < sin ß

(III) R P sin <J 
sin ß

R sin ce 
sin d 

Q sin 3 
sin «

welche dazu dienen, wenn für das Gleichgewicht dreier 
Kräfte zwei Richtungswinkel und eine Rrafc ge

geben sind, die übrigen Kräfte durch Rechnung zu fin
den. Auch sieht man, wie aus einem Richtungs

winkel und Zwei Rrafcen die übrigen Richtungs
winkel leicht bestimmt werden können.

Weil GD = GP cos a und RD = PR cos ß,

so ist GR = GD + RD = GP cosa + PR cos(3, 

oder man findet die Mittelkraft, wenn die beiden 
Seicenkräfce nebst ihren Richtungswinkeln gegeben sind 

(IV) R = P cos a + Q cos ß

Ferner ist nach [II] P sin a = 9 8*n ß* Ak>er 
ß = 8 — a, also sin ß — sin 8cosa — cos 8 sin a 

daher
P sin a — 9 sin 8 cos a — 9 cos s*n a oder 

9« ft P sin a + Q cos 3 sin a . « zx ft. .sind—-------- -----------------= P tgta + Q cosatgta

folglich findet man die Tangente des Winkels, welchen 
die Seitenkraft P mit der Mittelkraft R einschließt, oder 

(V) tgt a
Q sin 3

P 4* Q cos 3
und es kann daher aus beiden Seitenkräften und ih
rem Richtungswinkel, die Richtung der Mittelkraft ge

funden werden.
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Aus (V) Und (II) erhält man

1 ZÄ ft Q sin d R sin a uP 4-Q co3 d = ---------- =----------= H cos tt
' tgt a tgt «

oder quadrirt
P2+ 2P9cos»4-Q2cos<?2 — R2cos«2; aber(II)

92 sin ö2 = R2sin a2

wenn nun beide Gleichungen addirt und sin a2 + cos aa 
sowohl als sin §r4- cos ä2 — 1 gesetzt werden, so ist 

P2 + 2 P 9 cos 5 + 92 = R2
und man erhält hieraus die Mittelkraft 

(Vi) r — y(P2 + 92 + 2P9cos<5) 
so daß aus den beiden Seitenkräften und ihrem Rich

tungswinkel die Mittelkraft gefunden werden sann; 
Nur ist dabei zu bemerken, daß cos ö) also auch das 

Produkt 2 P 9 cos 8, negativ wird, wenn der Win

kel F stumpf ist.

Endlich erhält man aus (VI) den Cosinus des
Winkels, welchen die Seitenkräfte einschließen, oder

/X71TX j Rl—p1—Q’ (VII) cos S — —

Es wird kaum nöthig seyn hier zu bemerken, daß 
wenn man die für das Gleichgewicht erforderliche 

Gegenkraft sucht, alsdann die gefundene Mittelkraft 
nach grade entgegengesetzter Richtung angebracht wer

den muß.

1. Beispiel. Von zwei Seltenkräften P und Q schließt 
die erste mit der Mittelkraft einen Winkel von 70 Grad 53 
Minuten, und die zweite mit eben dieser Mittelkraft einen 
Winkel von 49 Grad 7 Minuten ein. Die Kraft P = 40 
Pfund ist gegeben, man soll Q finden.
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Hier ist nach (II) « — 70° 53' und /?=49°7' daher 

P sin a 40 . sin 70° 53'
V =• ——- = —:—777-— oder wenn man mit 

sm fi sm 49° 7'
Logarithmen rechnet 

Log 40 = 1,6020600

Log sin 70° 53' = 9,9753646

11,5774246
Log sin 49° 7' es 9,8785470

1,6988776—Log 49,9894=LogQ
Es ist daher die Seitenkrast Q = 49,9894 Pfund.

2. Beispiel. Zwei Kräfte, P = 40 und Q = 50 
Pfund wirken unter einem Winkel von 120 Grad = 8 
auf einen Punkt; man fragt, wie groß ist die Mittelkraft 
R, welche den Kräften P, Q das Gleichgewicht hält? 

Weil cos 8 = cos 120° — —• cos 60° — — 0,5, 
so ist nach (VI) die Mittelkraft

R—1/(16004-2500—2.40.50.0,5)=45,83 Pfund. 
Wollte man auch den Richtungswinkel der Mittelkraft 

finden, so ist (V)

tgt = |l/3=tgl70°53'36"=tgt250c53'36"

und weil a «<_ 8 seyn muß, so schließt die Kraft R mit P 
einen Richtungswinkel von 70 Grad 53 Minuten 36 Se
kunden ein.

3. Beispiel. Aus den beiden Seitenkräften P = 50
und Q = 64 nebst der Mittelkraft R = 58,26 Pfund, den 
Richtungswinkel 8 der beiden Seitenkräfte zu finden» wird
nach (VH) 

cos 8 =
58,26* —502 — 64*

2.50.64
= — 0,5002769

= — cos 59° 59'6" = cos 120° 0'54", daher 
8 = 120° 0' 54".
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§. 20.

1. Zusatz. Schneiden sich die Richtungen der 
Seitenkrafte P, Q unter einem rechten Winkel, so 
wird nach dem Vorhergehenden 5—90"; ß=90°—a> 
daher ein 8 = 1; sin ß = cos a folglich

(I) P = Q cot a = R cos a
(II) Q = P tgt a = R sin a
(III) R — P sec a = Q cosec a
(IV) R ®= P cos a -f- Q sin a

(V) Igt a =

(VI) R = W“ + <?’).

§. 21.
2. Zusatz. Sind die Seitenkrafte P, Q ein

ander gleich, also P — Q, so sind, weil (I) §. 19. 
P sin a — Q sin ß ist, also sin a — sin ß, auch 
die Winkel a, ß, welche die Seitenkräfte mit der Mit
telkraft einschließen, gleichgroß, und man erhält 8—2a, 
also 6in 8 = sin 2 a = 2 sin a cos a daher

(IV) cos 2 a = ^=321

m p R sin a  R _ T n
v) sin 2 a 2 cos — 1 n scc a

(II) R , P sin 2 a
sin a = 2P cos a

(III) cos a
__  R 

2P

22.
Wenn die Kräfte P, Q, R im Gleichgewichte 

find, indem die Seitenkräfte P, Q den Richtungswin
kel 5 einschließen, so ist P mit Q auch am Richtungs--


