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Einleitung. 
In dem einführenden Bändchen „Elemente der Funktionen-

theorie" und im ersten Teil dieser Funktionentheorie1) wurden 
die Grundlagen der allgemeinen Theorie der Funktionen ge-
legt und die sog. elementaren Funktionen (Elem., 5. Abschn.) 
eingehender behandelt. Daneben wurden aber auch schon zwei 
besondere Klassen von Funktionen, die rationalen (I, § 35) und 
die ganzen Funktionen (I, § 27 u. 28), näher betrachtet. Solche 
mehr ins Einzelne und tiefer gehenden Untersuchungen von 
Funktionenklassen sollen jetzt in den Vordergrund treten. 
Dabei wird sich zeigen, daß die Unterscheidung von eindeu-
tigen und mehrdeutigen Funktionen, die schon in I, § 24, S. 
104/6 bei dem Versuch einer vollständigen Erklärung des Be-
griffs der analytischen Funktionen angedeutet wurde, durch-
aus grundlegend ist. Sie soll daher für die ganze folgende Dar-
stellung maßgebend sein. 

Aus diesen beiden Hauptklassen greifen wir wieder einige 
besonders charakteristische und wichtige Typen von Funk-
tionen heraus. Da uns Vollständigkeit in dem engen Rahmen 
dieses Büchleins versagt bleibt, ist eine gewisse Willkür hier-
bei unvermeidlich. Doch werden wir dieser Gefahr am ehesten 
entgehen, wenn wir von den elementaren Funktionen (den 
ganzen und gebrochenen rationalen Funktionen, von e*, sin«, 
und deren Umkehrungen) als den wichtigsten ausgehen und 
das Wesentliche und Allgemeingesetzliche an ihren Haupt-
eigenschaften zu erkennen suchen*). 

1) „ E l e m e n t e der F u n k t i o n e n t h e o r i e " , 5. Aull. Berlin 1950. 
Sammlung Göschen Nr. 1109. — . . F u n k t i o n e n t h e o r i e " E r s t e r T e i l : 
Grundlagen der allgemeinen Theorie der analytischen Funktionen, 10. Aufl., 
Berlin 1961. Sammlung Göschen Nr. 668. — Im folgenden werden diese 
Bändchen kurz mit „ E l e m . " bzw. „ I " unter Angabe von Kapitel oder Para-
graph zitiert. 

' ) Es kann sich Im folgenden durchaus nur um eine Auswahl handeln. Oer 
Leser möge darum den Inhalt dieses Bündchens nicht dem der Funkt ionen-
theorle gleichsetzen. 

1* 



6 Einleitung. 

Die ganzen r a t i o n a l e n F u n k t i o n e n (Elera., § 39), in 
vielem die einfachsten und durchsichtigsten Funktionen, sind 
„rein funktionentheoretisch" dadurch charakterisiert (I, S. 
139), daß sie in der ganzen Ebene regulär sind und im Punkt <» 
einen Pol haben. l ä ß t man die letztere Eigenschaft außer acht, 
so gelangt man zu der allgemeinereu Klasse de rganzen F u n k -
t i o n e n , der die rationalen und transzendenten als Sonder-
fälle angehören und die also allein durch die Eigenschaft, iu 
der ganzen Ebene (ausseht, oo) regulär zu sein, charakterisiert 
sind. Sic erschienen uns in I, § 29 auch deshalb als die ein-
fachsten, weil ihre für einen beliebigen Mittelpunkt angesetzte 
Potenzreihenentwicklung in der ganzen Ebene konvergiert und 
also die Funktion darstellt. Da dann von analytischer Fort-
setzung gar nicht mehr die Rede ist, sind sie eindeutig; und 
sie sind in ihrer Gesamtheit identisch mit der Gesamtheit aller 
bestandig konvergenten Potenzreihen der Form 

OD 

g(z) - X anz" 
n=0 

und erscheinen auch so als eine unmittelbare Verallgemei-
nerung der ganzen rationalen Funktionen. 

Wir wollen im ersten Kapitel an diese Funktionen mit der 
Frage herantreten: Welche der Grundeigenschaften der gan-
zen rationalen Funktionen besitzt auch noch die übergeord-
nete Klasse der ganzen Funktionen und welche nicht? 

Die g e b r o c h e n e n r a t i o n a l e n F u n k t i o n e n (Elem. 
§ 40) sind nach I, § 35, Satz 1 und 2 rein funktionentheoretisch 
dadurch vollständig charakterisiert, daß sie in der ganzen 
Ebene und im Punkt oo keine andern Singularitäten haben 
als Pole. Läßt man auch hier die letzte auf den Punkt oo be-
zügliche Eigenschaft außer acht, so gelangt man wieder zu 
einer allgemeineren Funktionenklasse, den sog. m e r o -
m o r p h e n F u n k t i o n e n , die nun allein durch die Eigen-
schaft, in der ganzen Ebene (ausschl. oo) keine anderen Singu-
laritäten als Pole zu haben, charakterisiert sind. 
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Int zweiten Kapitel wollen wir an diese Funktionen, die 
sich auch als eindeutig erweisen werden, mit der analog zu 
formulierenden Frage herantreten wie soeben. 

Die funktionentheoretisch interessanteste Eigenschaft der 
Funktionen e*, sinz, u. a. ist ihre Periodizität. Wir werden im 
dritten Kapitel diese ihre Eigenschaft, losgelöst von der be-
sonderen Natur jener Funktionen, rein funktionentheoretisch 
näher untersuchen. Wir gelangen so zu den Klassen der ein-
fach- und der doppe l t -pe r iod i schen Funk t ionen . 
Innerhalb der letzteren treffen wir dann insbesondere die 
e l l ipt ischen Funk t ionen an. — Mit diesen Typen aus 
dem Reich der eindeutigen Funktionen müssen wir uns genug 
sein lassen. 

Bei den mehrdeu t igen Funk t ionen wird es sich vor 
allem darum handeln müssen, den Begriff derselben klar her-
auszuschälen, was in I, § 24 noch nicht möglich war, und eine 
deutliche Anschauung von dem Wesen der Mehrdeutigkeit zu 
geben. Das gelingt im vierten Kapitel durch eine sehr einfache, 
aber eben deshalb als besonders genial zu bewertende Hilfs-
vorstellung, die Riemannschen Flächen. An den ein-
fachsten mehrdeutigen Funktionen, wie 

•p _ t 
y i , logz, —«i) ( ß - < h ) - - •(« — «*). 

wird die Bildung dieser Flächen erläutert und im fünften Ka-
pitel eine besonders wichtige und darum auch besonders gut 
durchforschte Klasse von mehrdeutigen Funktionen ausführ-
licher behandelt: die a lgebra ischen Funk t ionen . 

Unter Zuhilfenahme des hierbei gewonnenen Begriffs der 
a lgebra ischen S ingu la r i t ä t en werden endlich im sech-
sten Kapitel die Lücken, die unsere in I, S. 104/6 gegebene 
Definition der vollständigen analytischen Funktion bzw. des 
analytischen Gebildes noch hatte, ausgefüllt und damit der 
Begriff des ana ly t i schen Gebildes in seiner vollen All-
gemeinheit gewonnen, — dieser wunderbare, von allem An 
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fang im Mittelpunkt unserer Betrachtungen stehende, doch 
keineswegs im ersten Anlauf zu bezwingende Begriff, der zu 
den schönsten und tiefsten in den gesamten mathematischen 
Wissenschaften gehört. 

Ers te r Abschni t t . 

Eindeutige Funktionen. 
1. Kapitel. Ganze Funktionen. 
§ 1. Der Weierstraßsche Produktsatz. 

Die wichtigste funktionentheoretische Eigenschaft der 
ganzen rationalen Funktionen findet im FundamentaJsatz der 
Algebra (Elem. § 39 u. I, S. 115 und 140) ihren Ausdruck: 
Jede (nicht konstante) ganze rationale Funktion besitzt Null-
stellen. Da z. B. e* (wegen e2 = 1) keine Nullstellen hat, 
so scheint unsere oben formulierte Fragestellung sogleich zur 
Unfruchtbarkeit verurteilt. Doch werden wir bei näherem 
Eingehen auf den Kern der Sache bald sehen, daß dem nicht 
so ist. Ist nämlich 

9o(z) = ao + W H + «m«™. 
(m ^ 1, am 4= 0) 

eine beliebige, nicht konstante ganze rationale Funktion, so 
folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra genauer, daß 
g0(z) in der Form 

(1) g0{z) = am(z - zj*> (z - zt)" • • • (z - ztf* 
dargestellt werden kann, wenn zu ... ,zk die sämtlichen 
untereinander verschiedenen Nullstellen von g0{z) und 
<xt,...,xl deren Ordnungen bedeuten. — Wir drücken dies 
so aus: 
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(A) Für jede ganze rationale Funktion gibt es eine Produkt-
darstellung, die ihre Nullstellen nach Lage und Ordnung er-
kennen läßt1). 

Aus ihr liest man sofort weiter ab, daß jede andre ganze 
rationale Funktion g(z), die dieselben Nullstellen in derselben 
Ordnung hat, sich von g0(z) nur durch den Faktor am unter-
scheiden kann; und ferner, daß man diesen Nullstellen jede 
Lage und jede Ordnung geben kann, m. a. W.: 

(B) Es lassen sich stets ganze rationale Funktionen bilden, 
deren Nullstellen nach Lage und Ordnung vorgeschrieben sind2), 
— und zwar in Form eines Produktes, das diese Nullstellen 
erkennen läßt. Aus einer Funktion dieser Art geht die allge-
meinste durch Hinzufügung eines loillkürlichen von 0 verschie-
denen Faktors hervor („durch eine multiplikativ hinzutretende 
ganze rationale Funktion ohne Nullstellen"). 

Deutet man durch diese beiden Feststellungen (A) und (ß) 
den Inhalt des Fundamentalsatzes der Algebra, so werden 
wir sehen, daß sich dies Wort für Wort auf beliebige ganze 
Funktionen übertragen läßt. 

Dazu legen wir uns zunächst, als grundlegend für das 
folgende, die der zweiten Feststellung entsprechende Aufgabe 
vor, nämlich zu untersuchen, ob und wie man ganze Funk-
tionen mit vorgeschriebenen Nullstellen3) bilden kann, und 
inwieweit dadurch eine ganze Funktion bestimmt ist. 

Soll die zu bildende ganze Funktion gar keine Nullstellen 
besitzen, so ist z. B. die Konstante 1 oder die Funktion e* 
oder e*' oder allgemeiner e1**) eine Lösung des Problems, wenn 
hierin h(z) eine völlig beliebige ganze Funktion bedeutet. 

') Dies gilt auch für ganze rationale Funktionen .»ohne Nullstellen", d. h. 
solche O-ten Grades (also die von 0 verschiedenen Konstanten), für die die 
Produktdarstellung nur aus dem Faktor a m ( •= a„ + 0) bestehen würde. — 
Für die Konstante 0 dagegen gelten unsere Betrachtungen natürlich nicht mehr 

') Natürlich dürfen für eine ganze rationale Funktion nur e n d l i c h 
viele Nullstellen vorgeschrieben werden. 

' ) D. h. die Funktion soll in genau vorgeschriebenen Punkten Nullstellen 
von genau vorgeschriebener Ordnung haben, — und In al len übr igen 
P u n k t e n + 0 sein. 
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Die letzte Antwort ist aber auch schon die a l l g e m e i n s t e 
Lösung des Problems, d. h. es ist (bei beliebigem ganzem h(z)) 
nicht nur e*<2> stets eine ganze Funktion ohne Nullstellen, son-
dern es läßt sich auch umgekehrt jede solche Funktion in der 
Form darstellen. Wir sagen dafür kürzer: 

Satz 1. Bedeutet h(z) eine beliebige ganze Funktion, so ist 
e*<2' die allgemeinste ganze Funktion ohne Null-
stellen1). 

Beweis: Wir haben nur noch zu zeigen, daß, wenn 
g(z) — a0 + aiz + a2z2 + + • • eine gegebene ganze 
Funktion ohne Nullstellen ist, eine andre ganze Funktion 
h(z) = b0 + \z + • • • angegeben werden kann, so daß 
(M*) = g(z) ist. Nun ist wegen g(z) =t= 0 insbesondere a0 = 
3(0) 4= 0, und es kann daher b0 so gewählt werden, daß 
eb>= a0 ist; denn ez nimmt jeden von 0 verschiedenen Wert 

an (Elem. § 41, 6). Ferner ist aus demselben Grunde^— 

eine überall reguläre, also ganze Funktion. Da dasselbe von 
g' (z) gilt, so ist auch 

eine ganze Funktion, die neue Reihe also beständig konver-
gent. Letzteres gilt dann auch von der Reihe 

Cl . cn—1 

= 60 + 6,3 + • • • + 6rt2» + • • • , 
die somit eine ganze Funktion h(z) darstellt. Mit ihr ist aber 

>) Bei Benutzung der mehrdeutigen Funktion log erscheint dieser Satz 
fast trivial. Denn ist g(z) eine gante Funktion, die stets + 0 ist, so ist h(z) 
— log g(z), z. B. durch die Festsetzung, daß A(0) der Bauptwert von logp(O) 
sein soll, eine ebenfalls in einer gewissen Umgebung des Nullpunktes reguläre 
Funktion von z. Ihre dortige Entwicklung A(z) = b, + btz + b,z' + • • hat 
also einen positiven Konvergenzradius. Dieser muß aber (auf Orund von I , 
i 24, Satz 1 oder jt 25) + o o sein, da log (7(z) nur da singulär sein kann, wo 
wo Q(Z) singul&r oder = 0 ist, also nirgends Im Endlichen. 



§1. Der Weierstraßsche Produktsatz. H 

g(e) = eH*). Denn g(z)e-*W hat die Ableitung (g' ~g- h')e-h, 
die wegen h' = g'/g, 3=4= 0, überall = 0 ist. Daher ist g e~h 

konstant und zwar, wie man für 2 = 0 erkennt, gleich 1, 
w. z. b. w.1). 

Nachdem wir so unsere Aufgabe für den Fall, daß gar 
keine Nullstellen vorgeschrieben sind, schon vollständig ge-
löst haben, ist es leicht zu sehen, inwieweit eine ganze Funk-
tion überhaupt durch ihre Nullstellen bestimmt ist. Sind näm-
lich G0(z) und G(z) zwei ganze Funktionen, die in ihren Null-
stellen nach Lage und Ordnung übereinstimmen, so ist (vgl. 
I, § 21, Satz 4) der Quotient beider wieder eine ganze Funk-
tion, jedoch ohne Nullstellen. G(z) und G^{z) unterscheiden 
sich also (vgl. die Feststellung (B)) höchstens durch eine multi-
plikativ hinzutretende ganze Funktion ohne Nullstellen; und 
umgekehrt ändert das Hinzutreten einer solchen zu G0(z) 
offenbar nichts an der Lage und Ordnung der Nullstellen. 
In Verbindung mit Satz 1 drücken wir dies so aus: 

Satz 2. Ist G0(z) eine gegebene ganze Funktion, so ist, wenn 
h(s) eine behebige ganze Funktion bedeutet, 

G(z) = tA(z> G0(z) 
die allgemeinste ganze Funktion, deren Nuttstellen nach Lagt 
und Ordnung mit denen von G0(z) übereinstimmen. 

Hiernach bleibt nur noch die Frage zu erledigen, ob und 
wie man überhaupt eine ganze Funktion mit irgendwie vor-
geschriebenen Nullstellen bilden kann. 

Ohne jede Einschränkung ist dies offenbar nicht möglich. 
Denn da eine ganze Funktion nirgends im lindlichen eine sin-
gulare Stelle hat, so können nach I, §21, Satz 1 in jedem end-
lichen Gebiete nur endlich viele Nullstellen derselben liegen. Die 

' ) Der durchgeführte Beweis lehrt allgemeiner' Sind zwei Funktionen 
und /,(z) in einem Gebiete ® e i n d e u t i g , r e g u l i r u n d von O v e r s c h i e d e n 

und stimmen dort ihre loitarithmiachen Ableitungen / ' . / und / ; . /, Oberein. 
so unterscheiden sich beide höchsten» um einen konstante» Kaktor, — der 
natürlich = ] sein muil. falls / und f, an irgendeiner Stelle von & den gleichen 
Wert haben. 



12 1. Kapitel. Ganze Funktionen. 

vorgeschriebenen Punkte dürfen sich also nirgends im End-
lichen liäufen. Macht man aber lediglich diese in der Natur 
der Sache gelegene Einschränkung, so werden wir sehen, daß 
sich stets eine ganze Funktion der in Rede stehenden Art 
bilden läßt. Diese wird dabei (ähnlich wie in (1) für die ganzen 
rationalen Funktionen) in Form eines Produktes aufgestellt 
werden können, das die Lage und Ordnung ihrer Nullstellen 
erkennen läßt. Es gilt also folgender nach seinem Entdecker 
benannter 

Weierstraßscher Produktsatz. Wird irgendeine (endliche 
oder unendliche), sich nirgends im Endlichen häufende Punkt-
menge vorgeschrieben und wird jedem ihrer Punkte eine be-
stimmte positive ganze Zahl als Ordnung zugeordnet, so gibt 
es stets eine ganze Funktion, die genau an den vor-
geschriebenen Punkten Nullstellen von der vorge-
schriebenen Ordnung besitzt und sonst von 0 ver-
schieden ist. Dieselbe läßt sich in Form eines Produktes auf-
stellen1), aus dem die Lage und die Ordnung der Nullstellen 
(ähnlieh wie bei (1)) wieder abgelesen werden kann. Und ist 
G0(z) eine solche Funktion, so ist 

G(z) = eh^-G0(z) 
die allgemeinste den Bedingungen des Problems genügende 
Funktion, wenn hierin h(z) eine beliebige ganze Funktion be-
deutet2). 

Sehen wir diesen grundlegenden Satz für den Augen-
blick einmal als bewiesen an, so folgt aus ihm sofort, daß auch 
die erste unserer beiden Feststellungen über ganze rationale 
Funktionen sich auf beliebige ganze Funktionen übertragen 
läßt. 

Ist nämlich G(z) eine beliebig vorgelegte ganze Funktion, 
so hat die Menge ihrer Nullstellen nirgends im Endlichen eine 

>) Die fertige Formel s. u. S. 22. 
*) Soll die zu bildende ganze Funktion gar keine Nullstellen 1 laben, 

•o ist der Faktor fortzulassen, d. h. durch 1 zu ersetzen, — also doch 
auch durch eine ganze Funktion mit den vorgeschriebenen Nullstellen. 
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Häufungsstelle. Nach dem Weierstraßschen Satze wird man 
daher eine andre ganze Funktion G0(z) bilden können, deren 
Nullstellen nach Lage und Ordnung genau dieselben sind, — 
und zwar in Form eines Produktes, welches sie erkennen läßt. 
Dann ist aber nach Satz 2, wenn h0(z) eine passende ganze 
Funktion bedeutet, notwendig 

G(z) = eM*)G0(z), 
womit in der Tat eine P r o d u k t d a r s t e l l u n g der vorgelegten 
ganzen Funktion G(z) gewonnen wäre, aus der ihre Nullstellen 
nach Lage und Ordnung abgelesen werden können. — Wie 
behauptet, wären damit die beiden Feststellungen (A) und (6) 
über ganze rationale Funktionen Wort für Wort auf beliebige 
ganze Funktionen übertragen. 

Dem nun allem noch fehlenden Beweis des Weierstraß-
schen Produktsatzes ist der nächste Paragraph gewidmet. 

Aufgaben: ist eine ganze Funktion ohne Nullstellen 
(Beweis?). Nach Satz 1 kann sie also auf die Form e*(,> gebracht 
werden. Wie hat man h(z) hierzu zn wählen? 

2. costz und 1 haben nach Lage und Ordnung dieselben 
Nullstellen (Beweis?). Nach Satz 2 geht also die zweite aus der 
ersten durch Hinzufügung eines Faktors der Form e*<*> hervor. Wie 
hat man h(z) hierzu zu wählen? 

§ 2. Beweis des Weierstraßschen Produktsatzes. 

1. U n e n d l i c h e P r o d u k t e . Die den Bedingungen des 
Weierstraßschen Satzes genügende ganze Funktion wird, wie 
schon angedeutet, in Form eines Produktes — und zwar im 
allgemeinen eines unendlichen Produktes — aufgestellt wer-
den. Wie bei den unendlichen Reihen wollen wir dabei auch 
aus der Lehre von den u n e n d l i c h e n P r o d u k t e n mit kon-
stanten Faktoren die einfachsten Tatsachen als bekannt 
voraussetzen. 

Da diese indessen nicht so allgemein bekannt zu sein pflegen, 
und um doch für das Weitere eine feste Grundlage zu haben, lassen 
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wir ganz kurz die wichtigsten Erklärungen und Sätze, deren wir 
bedürfen, ohne Beweis folgen1). 

Erkl&rnng 1. Das unendliche Produkt 
00 

(1) « l • «J • • • « , • • • = 1 7 U, , V— l 
bei dem die Faktoren beliebige komplexe Zahlen bedeuten, soll dann 
und nur dann (eigentlich) konvergent heißen, wenn von einem 
Index an — etwa für alle v > m — kein Faktor verschwindet und 
Venn 

lim (um+, • um+1 • • • un) n-t-a 
vorhanden ist und einen endlichen und von 0 verschiedenen Wert hat. 
Bezeichnet man Uesen mit Um, so wird die offenbar von m unab-
hängige Zahl 

U = u1.ut---umUm 

als Wert des unendlichen Produktes, (1) angesehen1). 
Für solche konvergenten unendlichen Produkte gelten die leicht 

zu beweisenden Sätze: 
Satz 1. Ein konvergentes Produkt hat dann und nur dann den 

Wert 0, wenn einer seiner Faktoren verschwindet. 
Satz 2. Das unendliche Produkt (1) ist dann und nur dann 

konvergent, wenn sieh nach Wahl eines beliebigen e > 0 ein Index n0 
so bestimmen läßt, daß für alle n > n„ und alle r 2; 1 stets 

I « » + i ' " » + . • • • « n + r — 1 I < e 
bleibt (Elem. § 26, Satz 1, und I, § 3, Satz 4). 

Da auf Grund dieses Satzes (man setze r — 1 und n + 1 = v) 
notwendig lim u, = 1 sein muß, setzt man die Faktoren u, des Pro-

') Ausgeführt« Beweise findet man in meinem I, S. 5 genannten Lehr-
buch „Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen", 4. Aufl. Berlin 
1047, Springer-Verlag, sowie In meiner dort ebenfalls genannten H. v. Man-
goldtschen „Einführung in die höhere Mathematik", Bd. II 

*) In Anlehnung an die entsprechende Erklärung bei unendlichen Reihen 
könnt« man geneigt sein, das Produkt (1) schon immer dann konvergent mit 
dem Werte V zu nennen, wenn 

lim (u, - u , . . . u„) = 17 
n— 

Ist. Dann wäre aber ersichtlich Jedes Produkt konvergent und Immer mit 
dem Werte 0, bei dem nur ein einziger Faktor verschwindet; desgleichen 
wäre z. B. auch Jedes Produkt konvergent und auch immer mit dem Werte 0, 
bei dem für alle v > m stets | u , | g » < 1 bleibt. Um diese Fälle auszu-
schließen. benutzt man zweckmäßiger die obige Erklärung und erinnert — 
falls nötig— durch den Zusatz,,eigentlich" an die dabei gemachte Einschränkung. 
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duktes gewöhnlich = 1 + c„, so daß es sich statt um (1) um Pro-
dukte der Form 

(2) na+cy) 
handelt. Für diese ist also 0 eine notwendige Konvergenz-
bedingung (die aber keineswegs hinreicht!). — Ferner benutzen 
wir die 

Erklärung 2. Das Produkt (2) soll absolut konvergent ge-
nannt werden, ivenn 

n a + ie, i) 
r—l 

konvergiert1). — Es gilt dann weiter der 
Satz 3. Die absolute Konvergenz ist hinreichend für die gewöhn-

liche Konvergenz; oder: Aus der Konvergenz von IT (1+ | er |) folgt 
diejenige von J7(l + e,). 

Aid Grund dieses Satzes wird es für unsere Zwecke genügen, 
Konvergenzkriterien für absolut konvergente Produkte zu be-
sitzen. Für diese gelten die die Konvergenzfrage vollständig er-
ledigenden beiden Sätze: 

Satz 4. Das Produkt 11(1 + yf) mit y r 5 0 ist dann und nur 
dann konvergent, wenn die Reihe Ey, konvergiert. 

Satz 5. Damit 27(1 + cr) absolut konvergiert, ist es notwendig 
und hinreichend, daß ¿c, absolut konvergiert*). 

Ähnlich wie bei Reihen gilt auch der 
Satz 6. Verändert man in einem absolut konvergenten Produkte 

die Reihenfolge der Faktoren in ganz beliebiger Weise, so bleibt es 
konvergent und zwar mit demselben Weiie. Anders ausgedrückt: 
Für absolut konvergente unendliche Produkte (aber auch nur für 
diese) gilt das Kommutaiionsgesetz uneingeschränkt. 

Das Assoziationsgesetz wiederum gilt zwar für alle konvergenten 
Produkte, jedoch nicht uneingeschränkt. Vielmehr gilt hier der 

Satz 8 a. Bei jedem konvergenten Produkt darf man in beliebiger 
Weise aufeinanderfolgende Faktoren durch eine Klammer zu einem 

') Die zunächst n&herliegende Definition- ,,i7u, soll absolut konvergent 
hellten, wenn n \ u r \ konvergiert" int unzweckmiBtg, da Ja dann Jedes kon-
vergente Produkt zugleich absolut konvergieren würde. 

• / 
•) Hicrnacli Ist z. B. J J I I j ) fflr Jeden Wert. von 2 absolut konvergent, 

»-1 * 
da die Reihe 2 1 —j = I * |* 2 - y konvergiert. 
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einzigen Faktor zusammenfassen. Dagegen darf man solche Klammern 
nur dann weglassen, wenn das dadurch entstehende neue Produkt 
konvergent ausfällt. 

Neben diesen Produkten mit konstanten Faktoren be-
dürfen wir noch — ganz entsprechend den Betrachtungen in 
I, Kap. 6 — solcher Produkte, deren Faktoren Funktionen 
einer komplexen Veränderlichen z sind, und die wir darum 
in der Form 

(3) n(i+m) »=>1 
schreiben wollen. Ganz analog den dortigen Festsetzungen 
bezeichnen wir als Konvergenzgebie t eines solchen Pro-
duktes die Menge ©1 aller derjenigen Punkte z, die erstlich 
zum Definitionsbereich aller f,(z) gehören, und für die zweitens 
das Produkt (3) konvergent ist1). Da hiernach das Produkt 
für jedes z aus 9R einen bestimmten Zahlenwert liefert, so 
sagen wir wie damals: das Produkt stellt in ffi eine bestimmte 
(eindeutige) Funktion dar. Für unsere funktionentheoretischen 
Zwecke ist es nun wieder (vgl. I, § 19, Satz 3) besonders wich-
tig, brauchbare Bedingungen kennen zu lernen, unter denen 
ein solches Produkt im Konvergenzgebiet eine ana ly t i s che 
F u n k t i o n darstellt. Für uns ausreichend ist der folgende 

Satz 7. Es sei f^(z),..., fv(z),... eine unendliche Folge 
von Funktionen; es existiere ein Gebiet ®, in dem alle diese 

CO 

Funktionen regulär sind, und es sei 2 | fv(z) | in jedem korn-1 
pakten Teilgebiet desselben (vgl. I, S. 76) gleichmäßig 
konvergent. Dann ist das Produkt (3) im ganzen Gebiet © kon-
vergent und stellt eine dort reguläre Funktion f(z) dar. Diese hat 
überdies nach Satz 1 in denjenigen Punkten von © — und nur 
in diesen — eine Nullstelle, in denen mindestens einer der 

OD , 

') Z. B. für J J — I s t uach der vorletzten Fußnote das Konvergenz-

gebiet die ganze ¿-Kbenc. 
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Faktoren = 0 ist. Und die Ordnung einer solchen Nullstelle ist 
gleich der Summe der Ordnungen, mit denen diese Faktoren1) 
daselbst verschwinden. 

Beweis. Ist z0 ein beliebiger Punkt von ©, so bezeichne 
©' eine abgeschlossene Kreisscheibe um z0, die einschließlich 
ihres Bandes in ® liegt. Dann genügt es zu zeigen, daß das 
Produkt (3) in Ob' konvergiert und daß es dort eine Funktion 
darstellt, die in z0 regulär ist und über deren etwaiges Ver-
schwinden in 20 die weitere Behauptung des Satzes gilt. Da 
nun in mit 

11 U(z) I auch J | f,(z) | v—l >»•?»+1 
für jedes m 0 gleichmäßig konvergiert, so ist nach Satz 5 
zunächst jedenfalls das Produkt 

(4) n (i + /,(*)) 
»—TO+l 

in absolut konvergent und stellt dort also eine gewisse 
Funktion dar, die Fm(z) heißen möge. Die Zahl m soll nun 
hierbei so gewählt werden — was nach I, § 18 geschehen 
kann —, daß für alle nSi m, alle rSi 1 und alle z aus stets 

(5) | fn+1(z) | + | fn+t(z) | + • • • + | fn+r(z) | < \ 
bleibt. Dann ist Fm(z) sogar eine im Innern von reguläre 
und von 0 verschiedene Funktion. Denn es ist, wenn wir zur 
Abkürzung für n > m 

h (1 + fr(z)) = P„ und Pm — Q »=m+1 
setzen, 

Fm(z) = lim PB 
n-*<*> 

= l i m [ ( P „ + l - P m ) + ( P m + 1 - P m + 1 ) + • • - + ( P n - P n - J ], 
n—»•oo 

') Bs kommen, wie ans dem Beweis hervorgehen wird, nur endlich viele 
der Faktoren In Betracht. 


