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Einleitung.

In dem einfiihrenden Béndchen ,,Elemente der Funktionen-
theorie* und im ersten Teil dieser Funktionentheorie!) wurden
die Grundlagen der allgemeinen Theorie der Funktionen ge-
legt und die sog. elementaren Funktionen (Elem., 5. Abschn.)
eingehender behandelt. Daneben wurden aber auch schon zwei
besondere Klassen von Funktionen, die rationalen (I, § 35) und
die ganzen Funktionen (I, § 27 u. 28), naher betrachtet. Solche
mehr ins Einzelne und tiefer gehenden Untersuchungen von
Funktionenklassen sollen jetzt in den Vordergrund treten.
Dabei wird sich zeigen, daB die Unterscheidung von eindeu-
tigen und mehrdeutigen Funktionen, die schon in I, § 24, S.
104/6 bei dem Versuch einer vollstindigen Erklirung des Be-
griffs der analytischen Funktionen angedeutet wurde, durch-
aus grundlegend ist. Sie soll daher fiir die ganze folgende Dar-
stellung maBgebend sein.

Aus diesen beiden Hauptklassen greifen wir wieder einige
besonders charakteristische und wichtige Typen von Funk-
tionen heraus. Da uns Vollstindigkeit in dem engen Rahmen
dieses Biichleins versagt bleibt, ist eine gewisse Willkiir hier-
bei unvermeidlich. Doch werden wir dieser Gefahr am ehesten
entgehen, wenn wir von den elementaren Funktionen (den
ganzen und gebrochenen rationalen Funktionen, von ¢, sinz,
und deren Umkehrungen) als den wichtigsten ausgehen und
das Wesentliche und Allgemeingesetzliche an ihren Haupt-
eigenschaften zu erkennen suchen?).

1) ,Elemente der Funktionentheorie, 5. Aufl. Berlin 1959.
Sammlung Goschen Nr.1109. — ..Funktionentheorie Erster Teil:
Grundlagen der allgemeinen Theorie der analytischen Funktionen, 10. Aufl.,
Berlin 1961. Sammlung G&schen Nr. 668. — Im folgenden werden diese
Bindchen kurz mit ,,Elem.'* bzw. ,,I'° unter Angabe von Kapitel oder Para-
graph zitiert.

*) Es kann sich im folgenden durchaus nur um eine Auswah! handeln. Dert
Leser moége darum den Inhult dieses Bindchens nicht dem der Funktionen-
theorie gleichsetzen.

1%



6 Einleitung.

Die ganzen rationalen Funktionen (Elem., § 39), in
vielem die emnfachsten und durchsichtigsten Funktionen, sind
,rein funktionentheoretisch** dadurch charakterisiert (I, S.
139), daB sie in der ganzen Ebene regulédr sind und im Punkt co
einen Pol haben. LiBt man die letztere Eigenschaft auBer acht,
so gelangt man zu der allgemeineren Klasse derganzen Funk-
tionen, der die rationalen und transzendenten als Sonder-
falle angehoren und die also allein durch die Eigenschaft, in
der ganzen Ebene (ausschl. oo) reguldr zu sein, charakterisiert
sind. Sie erschienen uns in I, § 29 auch deshalb als die ein-
fachsten, weil ihre fir einen beliebigen Mittelpunkt angesetzte
Potenzreihenentwicklung in der ganzen Ebene konvergiert und
also die Funktion darstellt. Da dann von analytischer Fort-
setzung gar nicht mehr die Rede ist, sind sie eindeutig; und
sie sind in ihrer Gesamtheit identisch mit der Gesamtheit aller
bestandig konvergenten Potenzreihen der Form

o
gle) — X anz"
n=0
und erscheinen auch so als eine unmittelbare Verallgemei-
nerung der ganzen rationalen Funktionen.

Wir wollen im ersten Kapitel an diese Funktionen mit der
Frage herantreten: Welche der Grundeigenschaften der gan-
zen rationalen Funktionen besitzt auch noch die iibergeord-
nete Klasse der ganzen Funktionen und welche nicht?

Die gebrochenen rationalen Funktionen (Elem.
§ 40) sind nach I, § 35, Satz 1 und 2 rein funktionentheoretisch
dadurch vollstindig charakterisiert, daB sie in der ganzen
Ebene und im Punkt oo keine andern Singularititen haben
als Pole. LaBt man auch hier die letzte auf den Punkt oo be-
ziigliche Eigenschaft aufer acht, so gelangt man wieder zu
einer allgemeineren Funktionenklasse, den sog. mero-
morphen Funktionen, die nun allein durch die Eigen-
schaft, in der ganzen Ebene (ausschl. o) keine anderen Singu-
larititen als Pole zu haben, charakterisiert sind.
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Im zweiten Kapitel wollen wir an diese Funktionen, die
sich auch als eindeutig erweisen werden, mit der analog zu
formulierenden Frage herantreten wie soeben.

Die funktionentheoretisch interessanteste Eigenschaft der
Funktionen ¢%, sinz, u. a. ist ihre Periodizitdt. Wir werden im
dritten Kapitel diese ihre Eigenschaft, losgelost von der be-
sonderen Natur jener Funktionen, rein funktionentheoretisch
néher untersuchen. Wir gelangen so zu den Klassen der ein-
fach- und der doppelt-periodischen Funktionen.
Innerhalb der letzteren treffen wir dann insbesondere die
elliptischen Funktionen an. — Mit diesen Typen aus
dem Reich der eindeutigen Funktionen miissen wir uns genug
sein lassen.

Bei den mehrdeutigen Funktionen wird es sich vor
allem darum handeln miissen, den Begriff derselben klar her-
auszuschélen, was in I, § 24 noch nicht moéglich war, und eine
deutliche Anschauung von dem Wesen der Mehrdeutigkeit zu
geben. Das gelingt im vierten Kapitel durch eine sehr einfache,
aber eben deshalb als besonders genial zu bewertende Hilfs-
vorstellung, die Riemannschen Fliachen. An den ein-
fachsten mehrdeutigen Funktionen, wie

P

Ve, logz, Vie—a) t—a)- - e—a),
wird die Bildung dieser Flachen erlautert und im fiinften Ka-
pitel eine besonders wichtige und darum auch besenders gut
durchforschte Klasse von mehrdentigen Funktionen ausfiilr-
licher behandelt: die algebraischen Funktionen.

Unter Zuhilfenahme des hierbei gewonnenen Begriffs der
algebraischen Singularititen werden endlich im sech-
sten Kapitel die Liicken, die unsere in I, 8. 104/6 gegebene
Definition der vollstandigen analytischen Funktion bzw. des
analytischen Gebildes noch hatte, ausgefiilit und damit der
Begriff des analytischen Gebildes in seiner vollen All-
gemeinheit gewonnen, — dieser wunderbare, von allem An




8 1. Kapitel. Ganze Funktionen.

fang im Mittelpunkt unserer Betrachtungen stehende, doch
keineswegs im ersten Anlauf zu bezwingende Begriff, der zu
den schénsten und tiefsten in den gesamten mathematischen
Wissenschaften gehort.

Erster Abschnitt.
Eindeutige Funktionen.
1. Kapitel. Ganze Funktionen.

§ 1. Der WeierstraBsche Produktsatz.

Die wichtigste funktionentheoretische Eigenschaft der
ganzen rationalen Funktionen findet im Fundamentalsatz der
Algebra (Elem. § 39 u. I, S. 115 und 140) ihren Ausdruck:
Jede (ntcht konslanie) ganze rationale Funkiion besitzt Null-
stellen. Da z. B. ¢? (wegen ¢¢ e¢~% = 1) keine Nullstellen hat,
s0 scheint unsere oben formulierte Fragestellung sogleich zur
Unfruchtbarkeit verurteilt. Doch werden wir bei ndherem
Eingehen auf den Kern der Sache bald sehen, da8 dem nicht
so ist. Ist namlich

goe) = a9+ a2 1+ - - + an2™,
(m=1, a,=+0)
eine beliebige, nicht konstante ganze rationale Funktion, so
folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra genauer, da
go(2) in der Form

1) gole)=amz—2)* (e —2)* - (¢ —zf™
dargestellt werden kann, wenn 2,, %,. .., % die simtlichen
untereinander verschiedenen Nullstellen von g4(2) und «,,
&g, . .., deren Ordnungen bedeuten. — Wir driicken dies
S0 aus:
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(A) Fiir jede ganze rationale Funktion gibt es eine Produki-
darstellung, die thre Nullstellen nach Lage und Ordnung er-
kennen l3g).

Aus ihr liest man sofort weiter ab, dal jede andre ganze
rationale Funktion g(z), die dieselben Nullstellen in derselben
Ordnung hat, sich von g,(z) nur durch den Faktor a,, unter-
scheiden kann; und ferner, daB man diesen Nullstellen jede
Lage und jede Ordnung geben kann, m. a. W.:

(B) Es lassen sich slels ganze rationale Funktionen bilden,
deren Nullstellen nach Lage und Ordnung vorgeschrieben sind?),
— und zwar i Form eines Produkies, das diese Nullstellen
erkennen lifit. Aus einer Funktion dieser Art geht die allge-
meinste durch Hinzufiigung eines willkiirlichen von O verschie-
denen Faklors hervor (,,durch eine multiplikativ hinzuiretende
ganze rationale Funktion ohne Nullstellen®).

Deutet man durch diese beiden Feststellungen (A) und (B)
den Inhalt des Fundamentalsatzes der Algebra, so werden
wir sehen, daB sich dies Wort fiir Wort auf beliebige ganze
Funktionen iibertragen 1aBt.

Dazu legen wir uns zunichst, als grundlegend fiir das
folgende, die der zweiten Feststellung entsprechende Aufgabe
vor, némlich zu untersuchen, ob und wie man ganze Funk-
tionen mit vorgeschriebenen Nullstellen®) bilden kann, und
inwieweit dadurch eine ganze Funktion bestimmt ist.

Soll die zu bildende ganze Funktion gar keine Nullstellen
besitzen, so ist z. B. die Konstante 1 oder die Funktion e*
oder ¢ oder allgemeiner ¢ eine Losung des Problems, wenn
hierin h(z) eine villig beliebige ganze Funktion bedeutet.
mmch fiir ganze rationale Funktionen ,,ohne Nullstellen, d. h.
solche O-ten Grades (also die von 0 verschiedenen Konstanten), fir die die
Produktdarstellung nur aus dem Faktor am(= @, # 0) bestehen wirde, —
Filr die Konstante 0 dagegen gelten unsere Betrachtungen natilrlich nicht mehr

) Natiirlich diirfen fiir eine ganze rationale Funktion nur endlich
viele Nullstellen vorgeschrieben werden.

%) D. h. die Funktion soll in genau vorgerchriebenen Punkten Nullatellen

von genau vorgeschriebener Ordnung haben, — und In allen ilbrigen
Punkten o 0 sein.
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Die letzte Antwort ist aber auch schon die allgemeinste
Losung des Problems, d. h. es ist (bei beliebigem ganzem h(2))
nicht nur eM? stets eine ganze Funktion ohne Nullstellen, son-
dern es 1aBt sich auch umgekehrt jede solche Funktion in der
Form ¢® darstellen. Wir sagen dafiir kiirzer:

Satz 1. Bedeutet h(z) eine beliebige ganze Funktion, so ist
M) die allgemeinste ganze Funktion ohne Null-
stellen?).

Beweis: Wir haben nur noch zu zeigen, daB, wenn
g(2) = ay+ a,z + a,2* + a2 + - - - eine gegebene ganze
Funktion ohne Nullstellen ist, eine andre ganze Funktion
h(z) = by + bz + - - - angegeben werden kann, so daB
eM2) = g(z) ist. Nun ist wegen g(z) 3 0 insbesondere a, =
g(0)== 0, und es kann daher b, so gewdhlt werden, dal
ebr= a, ist; denn ef nimmt jeden von O verschicdenen Wert

1
an (Elem. § 41, 6). Ferner ist aus demselben Grunde g—(z)
eine iiberall regulire, also ganze Funktion. Da dasselbe von
g (2) gilt, so ist auch
g
=g+ €2+ 2% + - - -
gy VT

eine ganze Funktion, die neue Reihe also bestindig konver-
gent. Letzteres gilt dann auch von der Reihe

C.
bo+coz+§‘z2+»--+

Cn—1

2n 4. -

=bo+blz+,..+bn3ﬂ+...’
die somit eine ganze Funktion h(z) darstellt. Mit ihr ist aber

1) Bel Benutzung der mehrdeutigen Funktion log erscheint dieser Satz
fast trivial. Denn ist ¢g(z) eine ganze Funktion, die stets = 0 ist, so ist A(z)
= log g(z), z. B. durch die Festsetzung, daB A(0) der Hauptwert von logg(0)
sein soll, eine ebenfalls in elner gewissen Umgebung des Nullpunktea regulire
Funktion von z. Ihre dortige Entwicklung A(z) = b, + b,2 + by2% + - - hat
also elnen positiven Konvergenzradius. Dieser muB aber (auf Grund von I,
§ 24, Batz 1 oder § 26) + oo seln, da log g(z) nur da singuldr sein kann. wo
wo g(z) singullr oder = O ist, also nirgends im Endlichen.
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9(2)= €%, Denn g(z)e—M hat die Ableitung (¢ — g - h')e—>,
die wegen k' = ¢'/g, g4 0, iiberall = 0 ist. Daher ist g-e—*
konstant und zwar, wie man fiir z=0 erkennt, gleich 1,
w.z. b.w. 1),

Nachdem wir so unsere Aufgabe fiir den Fall, da8 gar
keine Nullstellen vorgeschrieben sind, schon vollstindig ge-
16st haben, ist es leicht zu sehen, inwieweit eine ganze Funk-
tion iiberhaupt durch ihre Nullstellen bestimmt ist. Sind nim-
lich Giy(z) und G(2) zwei ganze Funktionen, die in ihren Null-
stellen nach Lage und Ordnung iibereinstimmen, so ist (vgl.
I, § 21, Satz 4) der Quotient beider wieder eine ganze Funk-
tion, jedoch ohne Nullstellen. G(z) und Gy(z) unterscheiden
sich also (vgl. die Feststellung(B)) hichstens durch eine multi-
plikativ hinzutretende ganze Funktion ohne Nullstellen; und
umgekehrt #ndert das Hinzutreten einer solchen zu (7y(2)
offenbar nichts an der Lage und Ordnung der Nullstellen.
In Verbindung mit Satz 1 driicken wir dies so aus:

Satz 2. Ist Gy(2) etne gegebene ganze Funktion, so ist, wenn
k(z) eine belrebige ganee Funktion bedeutet,

G(2) =M Gy(2)
die allgemeinste ganze Funktion, deren Nullstellen nach Lage
und Ordnung mit denen von Go(2) iibereinstimmen.

Hiernach bleibt nur noch die Frage zu erledigen, ob und
wie man iiberhaupt eine ganze Funktion mit irgendwie vor-
geschriebenen Nullstellen bilden kann.

Ohne jede Einschrinkung ist dies offenbar nicht miglich.
Denn da eine ganze Funktion nirgends im Endlichen eine sin-
gulére Stelle hat, so kinnen nach 1, §21, Satz 1 in jedem end-
lichen Gebiete nur endlich viele Nullstellen derselben liegen. Die

) Der durchgefiihrte Beweis lehrt aligemeiner: Sind zwei Funktionen
/(z) und /,(2) In einem Gebiete Y eindeutig, reguldrund vono verschieden
und stimmen dort thre logarithmischen Ableitungen f./ und f;./, Qberein,
so nnterscheiden sich beide hichsteps uin einen konatanten Faktor, — der

natiirlich = 1 sein mu. falls / und £, an irgendéiner Stelle von & den gieichen
Wert haben.
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vorgeschriebenen Punkte diirfen sich also nirgends im End-
lichen hiufen. Macht man aber lediglich diese in der Natur
der Sache gelegene Einschrinkung, so werden wir sehen, da
sich stets eine ganze Funktion der in Rede stehenden Art
bilden 148t. Diese wird dabei (dhnlich wie in (1) fiir die ganzen
rationalen Funktionen) in Form eines Produktes aufgestellt
werden konnen, das die Lage und Ordnung ihrer Nullstellen
erkennen 1i8t. Es gilt also folgender nach seinem Entdecker
benannter

WeierstraBscher Produktsatz. Wird irgendeine (endliche
oder unendliche), sich nirgends vm Endlichen hiufende Punki-
menge vorgeschrieben und wird jedem threr Punkie eine be-
stimmte postlive ganze Zahl als Ordnung zugeordnet, so gibt
es stels eine ganze Funktion, die genau an den vor-
geschriebenen Punkten Nullstellen von der vorge-
schriebenen Ordnung besilzt und sonst von 0 ver-
schieden ist. Dieselbe Lipl sich in Form eines Produkles auf-
stellent), aus dem die Lage und die Ordnung der Nullstellen
(éhnlich wie bes (1)) wieder abgelesen werden kann. Und isl
G,(2) eine solche Funktion, so 1st

G(z) = eM®) .Gy(2)
die allgemeinste den Bedingungen des Problems gemiigende
Funktion, wenn hierin h(z) eine beliebige ganze Funktion be-
deutet?).

Sehen wir diesen grundlegenden Satz fiir den Augen-
blick einmal als bewiesen an, so folgt aus ihm sofort, da8 auch
die erste unserer beiden Feststellungen iiber ganze rationale
Funktionen sich auf beliebige ganze Funktionen iibertragen
lagt.

Ist namlich G(z) eine beliebig vorgelegte ganze Funktion,
so hat die Menge ihrer Nullstellen nirgends im Endlichen eine

1) Die fertige Formel 8. u. S.22.

1) Boll die zu blidende ganze Funktion gar keine Nullstellen haben,

80 ist der Faktor G4(2z) fortzulassen, d.h. durch 1 zu ersetzen, — also doch
auch durch eine ganze Funktion mit den vorgeschriebenen Nullstellen.
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Hiufungsstelle. Nach dem WeierstraBschen Satze wird man
daher eine andre ganze Funktion G,(z) bilden kionnen, deren
Nullstellen nach Lage und Ordnung genau dieselben sind, —
und zwar in Form eines Produktes, welches sie erkennen 148t.
Dann ist aber nach Satz 2, wenn hy(z) eine passende ganze
Funktion bedeutet, notwendig

G(e) = M) -Gy ()

womit in der Tat eine Produktdarstellung der vorgelegten
ganzen Funktion G(z) gewonnen wire, aus der ihre Nullstellen
nach Lage und Ordnung abgelesen werden konnen. — Wie
behauptet, wiren damit die beiden Feststellungen (A) und (B)
iiber ganze rationale Funktionen Wort fiir Wort auf beliebige
ganze Funktionen iibertragen.

Dem nun allein noch fehlenden Beweis des WeierstraB-
schen Produktsatzes ist der ndchste Paragraph gewidmet.

Aufgaben: 1. e::mzl ist eine ganze Funktion ohne Nullstellen
(Beweis?). Nach Satz 1 kann sie also auf die Form ¢M® gebracht
werden. Wie hat man h(2) hierzu zu wahlen?

2. cos1z und €*¢ 4 1 haben nach Lage und Ordnung dieselben
Nullstellen (Beweis?). Nach Satz 2 geht also die zweite aus der
ersten durch Hinzufiigung eines Faktors der Form e*(®) hervor. Wie

hat man A(z) hierzu zu wahlen?

§ 2. Beweis des WeierstraBschen Produktsatzes.

1. Unendliche Produkte. Die den Bedingungen des
WeierstraBschen Satzes geniigende ganze Funktion wird, wie
schon angedeutet, in Form eines Produktes — und zwar im
allgemeinen eines unendlichen Produktes — aufgestellt wer-
den. Wie bei den unendlichen Reihen wollen wir dabei auch
aus der Lehre von den unendlichen Produkten mit kon-
stanten Faktoren die einfachsten Tatsachen als bekannt
voraussetzen,

Da diese indessen nicht so allgemein bekannt zu sein pflegen,
und um doch fiir das Weitere eine feste Grundlage zu haben, lassen



14 1. Kapitel. Ganze Funktionen.

wir ganz kurz die wichtigsten Erklirungen und Sitze, deren wir
bediirfen, ohne Beweis folgen!).

Erkl&rung 1. Das unendliche Produkt

x®
(1) ux.“,...uv..-=11lu"
Y
bes dem die Fakloren beliebige komplexze Zahlen bedeuten, soll dann
und nur dann (etgentlich) konvergent heifien, wenn von etnem
Index an — etwa fir alle v > m— kein Fakior verschwindet und
wenn

lim (Ugyys * Upmss® * - Un)
n—ro

vorhanden i3t und esnen endlichen und von O verschiedenen Wert hat.
Bezeichnet man diesen mit Uy, so wird die offenbar von m unab-
hingige Zahl
U=u1'“ﬂ"'um'Um
als Wert des unendlichen Produlktes, (1) ungeschend).
Fiir solche konvergenten unendlichen Produkte gelten die leicht
zu beweisenden Sétze:

Satz 1, Ein konvergentes Produkt hat dann und nur dann den
Wert 0, wenn einer seiner Fakioren verschwindet.

Satz 2. Das unendliche Produki (1) ist dann und nur dann
konvergent, wenn sich nach Wahl eines beliebigen & > 0 ein Index n,
3o bestymmen lapt, daf fir alle n > n, und alle r = 1 stets

[ty tnpg o Ungp—1]<e
blesht (Elem. § 26, Satz 1, und I, § 3, Satz 4).
Da auf Grund dieses Satzes (man setzer =1l und n+4 1 =1v)

notwendig lim u, = 1 sein muB, setzt man die Faktoren , des Pro-
¥ 0D

1) Ausgefilhrte Bewelse findet man in meinem I, 8.5 genannten Lehr-
buch ,,Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen'’, 4. Aufl. Berlin
1947, 8pringer-Verlag, sowie in meiner dort ebenfalls genannten H. v. Man-
goldtschen ,,Einftihrung in die h6here Mathematik'‘, Bd. 11

) In Anlehnung an die entsprechende Krklirung beil unendlichen Relhen
k3nnte man genelgt sein, das Produkt (1) schon immer dann konvergent mit
dem Werte U zu nennen, wenn

Hm(uy-uy ... uy) = U

71— ®
i8t. Dann wire aber ersichtlich jedes Produkt konvergent und immer mit
dem Werte 0, bel dem nur ein einziger Faktor verschwindet; desgleichen
wiire z. B. auch jedes Produkt konvergent und auch immer mit dem Werte 0,
bel dem fir alle v>>m atets fuy | S & < 1 bielbt. Uin diese Fille auszu-
schijefen. henutzt man zweckimifiger die obige Erklirung und erinnert —
falls ndtig— durch den Zusate, eigentlich*’ an die dabei gemachte Kinschrinkung.
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duktes gewbhnlich = 1 + ¢,, so daB es sich statt um (1) um Pro-
dukte der Form
o«

@ IT(1+¢)

Paml
handelt. Fiir diese ist also ¢,~0 eine notwendige Konvergenz-
bedingung (die aber keineswegs hinreichtl). — Ferner benutzen
wir die
Erkliirung 2. Das Prodult (2) soll absolut konvergent ge-
nanni werden, wenn

o
IIl A+leh
P
konvergiert!). — Es gilt dann weiter der

Satz 8. Die absolute Konvergenz st hinreschend fir die gewdhn-
liche Konvergenz; oder: Adus der Konvergenz von IT (14 |¢,]) folgt
diejenige von IT(1 + ¢,).

Auf Grund dieses Satzes wird es fiir unsere Zwecke geniigen,
Konvergenzkriterien fiir absolut konvergente Produkte zu be-
sitzen. Fiir diese gelten die die Konvergenzirage vollstindig er-
ledigenden beiden Sitze:

Satz 4. Das Produkt I (1 + y,) mit y, = 0 ist dann und nur
dann konvergent, wenn die Reihe Xy, konvergiert.

8atz 5. Damit II(1 + ¢,) absolut komvergiert, isi es notwendig
und_hinreichend, daf Ze, absolut konvergiert?).

Ahnlich wie bei Reihen gilt auch der

Satz 8. Verdndert man in einem abdsolut konvergenien Produkie
die Rethenfolge der Fakioren tn lgz::z beltebrger Wetse, 8o bleibt es
konvergent und zwar msl demse Werte. Anders aunsgedriickt:
Fiir absolut konvergente unendliche Produkte (aber auch nur far
diese) gilt das Kommutalionsgesetz uneingeschrinkt.

Das Assoziationsgesetz wiederum gilt zwar fiir alle konvergenten
Produkte, jedoch nicht uneingeschrankt. Vielmehr gilt hier der

Batz 8a, Bei jedem konvergenien Produkt darf man in beliebiger
Weise aufewnanderfolgende Faktoren durck eine Klammer zu einem

') Die zunichst nkherliegende Definition. ,,/Tu, soll absolut konvergent

helBen, wenn I7 | u, | konverglert* ist unzweckmiBig, da ja dann jedes kon-
vergente Produkt zugleich absolut konvergieren wilrde.

® 2
1) Hicrnach Istz. B. H (1 —;;) fir jeden Wert von zabsolut konvergent,
ymi

1
da di¢ Reihe X -:'—,l = lz|* 2;,—; konvergiert.
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einzigen Faktor zusammenfassen. Dagegen darf man solche Klammern
nur dann weglassen, wenn das dadurch enisichende meue Produkt
konvergent ausfallt.

Neben diesen Produkten mit konstanten Faktoren be-
diirfen wir noch — gapz entsprechend den Betrachtungen in
I, Kap. 6 — solcher Produkte, deren Faktoren Funktionen
einer komplexen Veranderlichen z sind, und die wir darum
in der Form

® (1 +16)

schreiben wollen. Ganz analog den dortigen Festsetzungen
bezeichnen wir als Konvergenzgebiet eines solchen Pro-
duktes die Menge N aller derjenigen Punkte 2, die erstlich
zum Definitionsbereich aller f,(z) gehoren, und fiir die zweitens
das Produkt (3) konvergent ist'). Da hiernach das Produkt
fiir jedes z aus M einen bestimmten Zahlenwert liefert, so
sagen wir wie damals: das Produkt stellt in 0t eine bestimmte
(eindeutige) Funktion dar. Fiir unsere funktionentheoretischen
Zwecke ist es nun wieder (vgl. I, § 19, Satz 3) besonders wich-
tig, brauchbare Bedingungen kennen zu lernen, unter denen
ein solches Produkt im Konvergenzgebiet eine analytische
Funktion darstellt. Fiir uns ausreichend ist der folgende

Satz 7. Es sei f,(2),...,[.(2),... eine unendliche Folg:
ron Funktionen; es exisliere ein G’ebfiet &, in dem alle diese

Funktionen requldr sind, und es set 2,' | 1.(2) | vn jedem kom-

pakten Teilgebiet & desselben (vgl l 8. 76) gleichmifig
konvergent. Dann tst das Produkt (3) im ganzen Gebiet & kon-
vergent und stellt eine dort reguldre Funktion f(2) dar. Diese hat
iiberdies nach Satz 1 vn denjenigen Punkien von & — und nur
in diesen — eine Nullstelle, in denen mindestens einer der

1y Z. B.fir ]I (1 ——) ist nach der vorletzten FuBnote das Konvergenz-
$m=l
gebiet die ganze z-Ebenc.
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Faldoren = 0 ist. Und die Ordnung einer solchen Nullstelle ist
gleich der Summe der Ordnungen, mit denen diese Fakioren')
daselbst verschwinden.

Beweis. Ist 2, ein beliebiger Punkt von &, so bezeichne
@' eine abgeschlossene Kreisscheibe um z,, die einschlieBlich
ihres Randes in & liegt. Dann geniigt es zu zeigen, da8 das
Produkt (3) in &' konvergiert und da8 es dort eine Funktion
darstellt, die in 2, reguldr ist und iiber deren etwaiges Ver-
schwinden in z, die weitere Behauptung des Satzes gilt. Da
nun in @’ mit

Z16@| w3 146

fiir jedes m = 0 gleichmiBig konvergiert, so ist nach Satz 5
zundchst jedenfalls das Produkt

@ I @ +56)

in @ absolut konvergent und stellt dort also eine gewisse
Funktion dar, die F,,(2) heiBen mige. Die Zahl m soll nun
hierbei so gewihlt werden — was nach I, § 18 geschehen
kann —, da8 fiir alle n = m, alle r == 1 und alle z aus &' stets

O) [farn@|+ 1@+ + [ farr @)1 <}

blejibt. Dann ist F,(z) sogar eine im Innern von &’ regulire
und von 0 verschiedene Funktion. Denn es ist, wenn wir zur
Abkiirzung fiir n > m

IT (L+16) =Py wnd Pu=0
setzen, ’
Fp(2) =Ltim P,
=li111[(Pm+1— m)+(Pm+|— Pm+1)+ NN (P”__P”_l)]‘

>0

1) Es kommen, wie aus dem Beweis hervorgehen wird, nur endlich viele
der Faktoren in Betracht.



