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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage

(August 1968)

Das vorliegende Buch soll dem Studierenden als Wegfiihrer in die Wahrschein-
lichkeitstheorie dienen. Der Leser soll dabei mit den wichtigsten Ideen, Metho-
den und Resultaten dieser sich heute schnell entwickelnden und verzweigenden
mathematischen Theorie bekanntgemacht werden. Der einfiihrende Charakter
und der begrenzte Umfang des Buches erlaubten zwar vornehmlich nur die Be-
handlung derjenigen Teile der Theorie, die heute schon wieder als , klassisch®
angesprochen werden. Immerhin werden aber auch die Anfangsgrinde des im
Mittelpunkt der neueren Untersuchungen stehenden und zugleich auch fiir auBer-
mathematische Anwendungen so wichtigen Gebietes der stochastischen und
speziell der Markoffschen Prozesse erdrtert.

Da heutzutage die Wahrscheinlichkeitstheorie unloslich mit der MaB- und
Integrationstheorie verbunden ist, verfolgt das Buch zugleich aber auch ein
zweites Ziel, nimlich den Leser mit den Grundziigen der MaBtheorie vertraut
zu machen. Diese wird aber im wesentlichen nur so weit vorangetrieben, als
dies fiir die zu behandelnden wahrscheinlichkeitstheoretischen Fragestellungen
notwendig ist. Viele wichtige Kapitel der MaBtheorie, wie etwa die Theorie
Radonscher MaBe auf lokal-kompakten Réumen ohne jede Abzdhlbarkeits-
bedingung, die Desintegration oder die Theorie des Haarschen MaBes fehlen
daher. Dagegen wird aber die MafBtheorie unabhingig von wahrscheinlichkeits-
theoretischen Vorstellungen entwickelt. Der allein maBtheoretisch interessierte
Leser kann daher die Kapitel I—III sowie VII—VIII unabhingig von den
iibrigen, rein wahrscheinlichkeitstheoretischen Teilen des Buches studieren.
Das Buch ist aus zweisemestrigen, einfithrenden Vorlesungen iiber Wahrschein-
lichkeitstheorie entstanden, die ich fiir Horer vom 3. Fachsemester aufwirts
an der Universitat Hamburg hielt. Die ersten zwei Teile des Buches erschienen,
von Detailinderungen abgesehen, unter demselben Titel erstmals 1964 als
Band 1216/1216a in der Sammlung Gdschen.

Aus dem Vorwort zur zweiten Auflage

(Juni 1973)

Die zweite Auflage meines Buches unterscheidet sich von der ersten vornehm-
lich durch die bislang fehlenden, den Text begleitenden Ubungsaufgaben. Dem
Leser werden nunmehr fiber 200 Aufgaben angeboten, die ihn zu eigener
mathematischer Betatigung herausfordern und ihm die Méglichkeit zum '
tieferen Eindringen in den behandelten Stoff geben sollen.



Der bisherige Text des Buches ist zwar weitgehend beibehalten, aber einer
griindlichen Revision unterzogen worden. An vielen Stellen sind Vereinfachun-
gen der Beweise, Anderungen und Ergénzungen didaktischer Art sowie Hin-
weise auf weiterfilhrende Entwicklungen eingearbeitet worden. Die groBten
Anderungen haben die Paragraphen 36 und 41 erfahren, Anderungen, welche
sich bereits in den neuen Uberschriften dieser Paragraphen ankiindigen. Wih-
rend in § 36 bislang die Ungleichung von H4jek-Rényi im Mittelpunkt der
Betrachtung stand, wird jetzt ausgehend von einer Ungleichung von Q. Frank
ein einfacher Zugang nicht nur zur Ungleichung von Hdjek-Rényi sondern
auch zu Ungleichungen der Martingal-Theorie aufgezeigt, In § 41 wurde als
Anwendung der Regularitit von Maben der Satz von Lusin iiber den Zu-
sammenhang zwischen MelBbarkeit und Stetigkeit aufgenommen.

Vorwort zur dritten Auflage

Bei der Neubearbeitung meines Buches lieB ich mich von der Idee leiten,
Bewiihrtes zu erhalten, aber Verbesserungen dort anzubringen, wo sich Fehler
eingeschlichen hatten, wo durchsichtigere Beweise miéglich und Erginzungen
wiinschenswert waren. So unterscheidet sich die Neuauflage global gesehen nur
wenig, in Details aber doch deutlich von der zweiten Auflage. Die einschnei-
dendsten Anderungen hat der Paragraph 66 erfahren, welcher die Beziechungen
zwischen translationsinvarianten Markoff-Prozessen und stochastischen Pro-
zessen mit stationdren und unabhéngigen Zuwichsen betrifft.

Wertvolle Anregungen verdanke ich Gespriichen mit Kollegen, vor allem mit
den Herren B. Anger (Erlangen), W. Hackenbroch (Regensburg) und H. Wit-
ting (Freiburg). Besonders dankbar bin ich Herrn E. Siebert (Tibingen) fiir
den hiibschen Beweis der Invarianz des Lebesgueschen MaBes gegeniiber Be-
wegungen. Dariiber hinaus sind mir von Lesern Hinweise auf Druckfehler
zugegangen. Allen, die so zum Gelingen der Neuauflage beigetragen haben,
sei hierfiir an dieser Stelle gedankt.

Dem Verlag Walter de Gruyter danke ich fiir die nunmehr langjihrige, faire
Partnerschaft. Besonderen Dank schulde ich Herrn Verlagsdirektor W. Schu.
der. Er hat mich seinerzeit ermuntert, dieses Buch zu schreiben. Die Verwirk-
lichung meiner Wiinsche bei der Gestaltung der Neuauflagen hat er ver-
standnisvoll und tatkriftig gefordert.

Erlangen, im November 1977 Hemz BAvzr
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Einleitung

Die Wahrscheinlichkeitstheorie verdankt ihr Entatehen dem Wunsche, mathe-
matische Modelle fiir das Studium eines vom Zufall gesteuerten Geschehens zu
entwickeln. Die Frage nach mathematischen Modellen, welche das Studium
des uns umgebenden Raumes gestatten, steht am Beginn der Entwicklung der
Geometrie. Wiahrend aber die Geometrie schon seit langem ihre durch die ur-
spriingliche Fragestellung abgegrenzte Entwicklungsbahn verlassen hat und
ihre im Laufe der Entwicklung sténdig verfeinerten Begriffe und Methoden
zur Erforschung andersartiger, z. B. algebraischer und topologischer Sach-
verhalte herangezogen wurden, hat die Wahrscheinlichkeitstheorie erst in
jingerer Zeit eine dhnliche Entwicklung durchlaufen. Wenn diese Theorie auch
durch die von den mannigfachen Anwendungsmoéglichkeiten ausgehenden Im-
pulse geprigt wurde, so hat sie sich doch als eigenstindige Disziplin festes
Biirgerrecht innerhalb der Mathematik erworben. Dies ist nicht zuletzt den
vor allem erst in den letzten Jahren erfolgten kriftigen Briickenschligen hin-
iiber zu anderen Teilen der Mathematik, wie etwa zur Zahlentheorie, Ergoden-
theorie, Funktionentheorie und zur Theorie der partiellen Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung, zuzuschreiben. Entscheidend fiir den Erwerb dieses
Biirgerrechtes war jedoch der Nachweis, daB die Theorie den heute in der
Mathematik iiblichen Anforderungen an Strenge in Grundlegung und Aufbau
gentigt.

Diesen Nachweis erbrachte A. N. KorMocoro¥F [60] durch seinen 1933 vor-
geschlagenen und heute allgemein bewihrten axiomatischen Aufbau der Wahr-
scheinlichkeitstheorie. Durch ihn wird sie in der allgemeinen MaB- und Inte-
grationstheorie verankert.

Der erste Teil des Buches bringt daher zunichst eine Einfithrung in die Mali-
und Integrationstheorie. Die wahrscheinlichkeitstheoretische Motivierung wird
dabei zugunsten einer mehr geometrischen zunichst zuriickgestellt. Erst an-
schlieBend und somit in weitgehender Ubereinstimmung mit der historischen
Entwicklung wird dann gezeigt, daB die bedeutsamsten maBtheoretischen Be-
griffe auch eine wahrscheinlichkeitstheoretische Deutung zulassen. Im zweiten
Teil folgt der Aufbau der Wahrscheinlichkeitstheorie, die in den Erdrterungen
iiber das Gesetz der groBen Zahlen einem ersten Hohepunkt zugefithrt wird.
Im dritten Teil wird die MaB- und Integrationstheorie fortgesetzt. Hier wird
zunichst der funktional-analytische Aspekt der Integrationstheorie durch eine
Erdrterung des Satzes von Daniell-Stone behandelt. Sodann werden MaBe auf
topologischen Riumen, insbesondere auf lokal-kompakten und polnischen
Raumen behandelt. Jedoch werden hierbei nur die elementarsten Kenntnisse
aus der allgemeinen Topologie vorausgesetzt. Ein kurzes Kapitel iiber Fourier-
Analyse, das nur die wichtigsten Ergebnisse fiir den Fall des euklidischen
Raumes R™ vermittelt, beschlieBt diesen Teil,

Im vierten Teil werden sodann die wahrscheinlichkeitstheoretischen Betrach-
tungen weitergefithrt. Nach einem Kapitel iiber Grenzwertsitze wird der Be-
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griff der bedingten Erwartung eingefiihrt und damit der Zugang zur Theorie
der stochastischen Prozesse gedffnet. Aus dieser Theorie werden vornehmlich
die Martingale (meist mit diskretem Parameterbereich) und das Wechselspiel
zwischen Markoffschen Prozessen und Markoffschen Halbgruppen behandelt.
Die Darstellung folgt weitgehend den bewihrten Wegen. Trotzdem hoffe ich,
in Details auch dem Kenner einiges Neue zu bieten. Inshesondere diirfte die
konsequente Heranziehung der Dynkin-Systeme an Stelle der sonst iblichen,
aber weniger schmiegsamen und ertragreichen monotonen Systeme neu sein,
Bei der Darstellung der Integrationstheorie bin ich nach reiflicher Uberlegung
dem klassischen Weg gefolgt, der zuerst zur MaDB- und dann zur Integrations-
theorie fiihrt, Dieser Weg scheint mir immer noch am besten den Bediirfnissen
der Wahracheinlichkeitstheorie zu entsprechen. Jedoch habe ich die Diskussion
des Integralbegriffes so anzulegen versucht, daB sich der Leser im dritten Teil
ohne Miihe in den funktional-analytischen Aufbau der Theorie einarbeiten
kann.

Die in die Darstellung hiaufig eingeflochtenen Beispiele haben vielfach den Cha-
rakter von Ubungsaufgaben, deren genaues Durcharbeiten dem Leser ebenso
dringend empfohlen wird wie das Losen der nahezu einen jeden Paragraphen
beschlieBenden Aufgaben. Nicht nur hierbei, sondern auch bei der Lektiire des
eigentlichen Textes wird der Leser zu Papier und Bleistift greifen miissen, um
gelegentlich nur skizzierte Gedankenginge in allen Details zu verfolgen und zu
Ende zu fithren.



Bezeichnungen

Mit R soll im folgenden stets der Korper der reellen Zahlen mit seiner tiblichen
Topologie, also die Zaklengerade, bezeichnet werden. Durch Hinzunahme von
(+)o0 und — oo entsteht aus R die kompaktifizierte Zahlengerade R. Mit den
uneigentlichen Zahlen 4~ co soll in der iiblichen Weise gerechnet werden. Nicht
generell iiblich ist die Festsetzung

0 (+ @ =0(—0)=(+0)0=(—x)0=0,

die von nun an gemacht werden soll. Sie erweist sich bei allen ma8- und wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Uberlegungen als zweckmiBig, Ry bzw. Ry be-
zeichnet die Menge aller Zahlen z € R bzw. z € R mit z = 0.

Wie iblich werden fiir die mengentheoretischen Operalionen die Symboleu, n,
U, N und [ verwendet. 4 c B bedeutet, daB 4 Teilmenge von Bist; 4 = B
ist hierbei zugelassen. Fiir die Differenzmenge A n (B zweier Mengen 4 und
B, also die Menge aller 2 € A mit z ¢ B, schreiben wir auch A ™\ B, Die leere
Menge wird mit @ bezeichnet.

Das Symbol f: 4 — B bedeutet, dall  eine Abbildung der Mt:l:lgﬂ A in die
Menge B ist. Im Spezialfall B = R bzw. B = R soll von einer reellen bzw.
numerischen Funktion gesprochen werden. Die Restriktion (Einschrankung)
einer Abbildung f:4 - B auf eine Teilmenge 4'c 4 wird mit Rest,. f be-
zeichnet.

Bei einer Folge a,, a,, ... von Elementen einer Menge A handelt es sich um
eine ‘Abbildung der stets mit N zu bezeichnenden Menge aller natiirlichen
Zahlen 1, 2, ... in die Menge A, Wir schreiben daher Folgen in der Form
(@p)nen Oder (a,},-ll-;, ... oder auch nur (a;). Liegt jedoch eine andere Indizie-
rung, etwa (@n)n-o,1, . . ., vOr, so wird dies stets erwahnt. Ebenso erscheinen
endliche Folgen in der Schreibweise (@)¢1, . . ..n UsSW.

Sind f und g reelle Funktionen auf einer Menge A, so bedeutet f 4 g, fg usw.
die durch = — f(x) + g(z), = = f(z) g(x) usw. definierte Funktion. Analog ver-
fahren wir auch mit numerischen Funktionen; nur muf dann z. B. f(x) + g(z)

fiir alle x € A definiert sein. Entsprechend bedeutet 3 fn = Ef,, fiir eine Folge
] -]
(fs) numerischer Funktionen die Funktion z ~» > fa(x). "

n=1

Eine auf einer Teilmenge von R definierte numerische Funktion f wird isoton
bzw. antiton genannt, wenn sie in der liblichen Terminologie monoton wach-
send bzw. monoton fallend ist. Allgemeiner beniitzen wir diese Terminologie
auch dann, wenn der Definitionsbereich eine durch eine Relation < geordnete
(= teilweise geordnete) Menge A ist und aus z = y(z,y € 4) stets f(z) = f(y)
bzw. fly) = f(x) folgt. Folgt aus =z <y (z,yecd) stets f(z) < fly) bzw.
f(y) << f(z), so sprechen wir von strenger Isotonie bzw. Antitonie.
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Topologische Begriffsbildungen werden stets im Sinne der Terminologie von
N. Bourpagr verwendet. Insbesondere trifft dies auf den Kompaktheits-
begriff zu.

. Dort, wo es zweckméafig erscheint, verwenden wir die Schreibweise 4: = B,
um anzudeuten, daB das Objekt A4 definitionsgemdf gleich dem Objekt B ist.
Das Zeichen _| deutet das Ende eines Beweises an.



Erster Teil

MaB- und Integrationstheorie

I. MaBtheorie

Geometrisch einfachen Teilmengen der Zahlengeraden, der Ebene und des drei-
dimensionalen Raumes ordnet man in der Elementargeometrie Linge, Fliche
und Volumen genannte ,MaBzahlen* zu. Von der Anschauung her ist dabei
zundchst nur klar, wie man die Linge einer Strecke, die Flache eines Recht-
ecks und das Volumen eines Quaders zu definieren hat. Hiervon ausgehend
kann man mit elementar-geometrischen Methoden Léinge, Fliche bzw, Volu-
men komplizierterer Mengen bestimmen, indem man gewisse Rechenregeln fiir
den Umgang mit solchen Maflzahlen akzeptiert.

Denkt man etwa an die elementar-geometrische Bestimmung der Flache eines
offenen Dreiecks, so zerlegt man dieses durch eine seiner Héhenstrecken in
zwei rechtwinklige, offene Dreiecke und in die Hohenstrecke. Ferner beachtet
man, daB jedes rechtwinklige Dreieck durch Ziehen der Diagonale in einem
geeigneten Rechteck entsteht. Folgende zwei Rechenregeln fithren dann zur
Bestimmung der Fliche von Dreiecken:

(a)  besitzt eine Menge 4 die MaBzahl x und ist B eine zu 4 kongruente
Menge, so besitzt auch B die MaBzahl «;

(b) sind 4, B fremde Mengen mit den MaBzahlen « bzw. 8, so besitzt die
Menge 4 u B die MaBzahl « + §.

Die Grenzen der elementar-geometrischen Betrachtungsweise werden bereits
bei der elementar-geometrischen Definition der Flache einer offenen Kreis-
scheibe K erreicht. Man geht etwa so vor: K wird eine Folge (E,) offener, regel-
maBiger 3:2n-1.Ecke E, einbeschrieben (n = 1,2, ...). E; ist ein offenes
gleichseitiges Dreieck. Eyn4y entsteht aus E, durch Halbierung der Winkel,
welche die Verbindungsstrecken zweier aufeinander folgender Ecken von E,
mit dem Kreismittelpunkt miteinander bilden. Dann aber entsteht En4; aus
E4 auch durch Aufsetzen von 3 - 2¢-1 Dreiecken auf die Kanten von E,. Da
K die Vereinigung aller Ey ist, erscheint damit K als ein ,, Dreiecks-Mosaik™,
d. h. als Vereinigung einer Folge paarweise fremder offener Dreiecke und
Strecken (nimlich gemeinsamer Dreiecksseiten). Folgende erweiterte Fassung
von (b) fithrt daher zu einer Definition der Fliche der Kreisscheibe K:

(¢)  ist (4,) eine Folge paarweise fremder Mengen A, mit der MaBzahl
an(n=1,2, ...), so besitzt die Menge U A, die MaBzahl Erxﬂ

fi=1 fi=1

Ersetzen wir K und jedes E, durch die entsprechenden abgeschlossenen Ge-
bilde, so wiirde diese Methode nicht zu einer plausibien Definition der Fliche
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einer abgeschlossenen Kreisscheibe K' fiihren, da K’ nicht die Vereinigung der
nach obigem Gedanken konstruierten, aber abgeschlossenen 3 -2n-1.Ecke
E; ist. Ein Merkmal und Nachteil der elementar-geometrischen Betrachtungs-
weise ist gerade die Notwendigkeit der Wahl einer speziellen, auf die betrach-
tete Menge A zugeschnittenen Methode, um zu einer brauchbaren Definition
der MaBzahl fiir 4 zu kommen.

Die Frage nach einer allgemeinen Methode, mit deren Hilfe ,,méglichst vielen™
Teilmengen des p-dimensionalen Raumes R? fiir beliebige Dimension p in
natiirlicher Weise ein p-dimensionales Volumen als MaBzahl zugeordnet
werden kann, hat letzten Endes die Entwicklung der MaBtheorie genannten
mathematischen Disziplin in Gang gebracht. Die Antwort der Mabtheorie auf
die genannte Frage stellt den Hauptinhalt dieses Kapitels dar. Es wird sich
zeigen, daB der Schliissel zu der Antwort in der Rechenregel (¢) liegt und daB
dieselbe Rechenregel fiir wesentlich allgemeinere ,,Mafzahlen" erfiillt ist,
welche in anderen, von der geometrischen Anschauung weitgehend losgelosten,
Situationen auftreten. Gerade hierdurch erklaren sich die mannigfachen An-
wendungsmoglichkeiten der MaBtheorie.

§ 1. o-Algebren und ihre Erzeuger

Es sei £ eine beliebige Menge und 9(£2) deren Potenzmenge, d. h. das System
aller Teilmengen von £2. Dann liegen mit jeder Familie (A4;);;; von Mengen aus

P2) auch deren Vereinigung U A; und deren Durchschnitt N 4; in P(2).
el iel

Ferner enthilt P(£2) mit jeder Menge A deren Komplement [A. Im folgenden
interessieren uns Mengensysteme % ¢ P(£2), die mit P(£2) diese Eigenschaften
wenigstens fiir abzdhlbare Indexmengen I gemeinsam haben.

1.1 Definition. Ein System U von Teilmengen einer Menge 2 heifft o-dlgebra
(in ), wenn es folgende Eigenschaften besitzt:

(1.1) Qe
(1.2) Aell = [AeU;
(1.3) fiir jede Folge (A,) von Mengen aus % liegt U 4, in 9.

fi=1
Beispiele. 1. Stets ist P(£2) eine o-Algebra.

2. Fir jede Menge 2 ist das System aller Mengen 4 c £, fiir welche ent-
weder A oder [4 abzéhlbar*) ist, eine o-Algebra. Die Eigenschaft (1.3) er-
gibt sich dabei wie folgt: Sind alle Mengen A4, abzdhlbar, so ist auch U 4,
abziéhlbar; ist ein Ay, nicht abzdhlbar, so ist (U4, = N{4, in (4, ent-
halten und daher abzihlbar,

3. Ist U eine o-Algebra in einer Menge 2 und £’ eine Teilmenge von £, so ist
(1.4) DAt ={2nA:Ae)

*) AbzAhlbar heldt: endlich oder abzlhlbar unendlich.
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eine o-Algebra in ', Sie heilt die Spur von ¥ in ', Liegt 2’ in ¥, so besteht
£ U aus allen zu U gehdrigen Teilmengen von £2'.

4. Seien 2 und £’ Mengen, U’ eine o-Algebra in 2’ und 7':2-+2' eine Ab-.
bildung von 2 in £. Dann ist das Mengensystem

(1.5) TYY'): = {TYA"): A’ € W}

eine g-Algebra in £. Dies folgt aus dem bekannten Verhalten der mengen-
theoretischen Operationen bei inversen Abbildungen (wie hier 7'-1),

Jede o-Algebra U besitzt folgende zu (1.1) und (1.3) duale Eigenschaften:
(1.6) pel;

-]
(1.7) fiir jede Folge (Ay) von Mengen aus U liegt N Ay in .

now ]
Wagen 0 =(Qund N4, = [:UA; mit A5: = G4, folgt dies aus (1.1)—(1.3).
Nun ist .
Aju...vdg=Adu...vdygububu...

Ado...0da=A1n...04Aan2n0n... .

Daher enthalt % auch mit je endlich vielen Mengen deren Vereinigung und
Durchschnitt. Hieraus und aus (1.2) folgt noch:

(1.8) A,Bell > ANB=An(Be.
Fiir die Konstruktion von ¢-Algebren ist der folgende Satz wichtig:

1.2 Satz, Jeder Durchschnitt von (endlich oder unendlich welen) o-Algebren in
einer Menge 12 ist selbst wieder eine g-Algebra in 0.

Der Beweis ergibt sich durch einfaches Nachpriifen der Eigenschaften (1.1)
bis (1.3).

Es folgt nun, daB zu jedem System & von Teilmengen von £ eine kleinste,
€ enthaltende o-Algebra U(€) existiert; d. h. A(€) ist eine o-Algebra mit & c A(E),
und fir jede g-Algebra %’ mit € c U’ gilt Y(E) c U'. Zum Beweis betrachte
man das System > aller o-Algebren U’ in 2 mit € ¢ U'; beispielsweise ist
P(L2) ein Element von 3. Dann ist U(€) der Durchschnitt aller %’ € ¥, welcher
gemdD 1.2 alle gewiinschten Eigenschaften besitazt.

Man pennt %(€) auch die von € (in {2) erzeugte g-Algebra und € einen
Erzeuger von WE).

Beispiele. 5. Ist € selbst eine ¢-Algebra in £2, so ist € = (E).
6. Besteht & nur aus einer Menge 4 c £, so ist U(E) die o-Algebra der vier
Mengen @, A, (4 und £.

Als Erzeuger einer o-Algebra % werden vielfach Systeme € von Teilmengen
von 2 auftreten, die bereits teilweise mit den Eigenschaften einer ¢-Algebra
ausgestattet sind. Von besonderem Interesse sind Ringe von Teilmengen
von f2.

und

2 Baner, Wahmchainlichkeltatheotis
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1.3 Definition. Ein System R von Teilmengen einer Menge 0 heifit ein Ring
(in £2), wenn es folgende Eigenschaften besilzl :

(1.9) GeXR;

(1.10) A, Be®R = ANBeR;
(1.11) A, Be®lt = AuBe®R.
Wird zusdilzlich noch

(1.12) Qe

gefordert, so heifit R eine Algebra (in £2).

Jeder Ring R enthilt mit je zwei (und damit mit je endlich vielen) Mengen
nicht nur deren Vereinigung, sondern auch deren Durchschnitt. Fir je zwei
Mengen A, B e R ist ndmlich AnB = 4 ~ (4 ™\ B).

1.4 Batz, Ein System R von Teilmengen einer Menge 0 ist genau dann eine
Algebra, wenn es die Eigenschaften (1.1), (1.2) und (1.11) besitzt.
Beweis. Jede Algebra besitzt gemiB Definition die Eigenschaften (1.1)
und (1.11). Aus (1.10) folgt (1.2). — Die Umkehrung ergibt sich aus der fiir
beliebige Mengen A4, B giiltigen Gleichheit

ANEB=AnlB = [(0AuB)
sowie aus § = [2._|
Beispiele. 7. Jede o-Algebra ist eine Algebra.,

8. Fir jede unendliche Menge 2 ist das System aller Mengen A ¢ 2, fir
welche entweder 4 oder {4 endlich ist, eine Algebra, jedoch keine g-Algebra.

9. Das System aller endlichen Teilmengen einer Menge £ ist ein Ring, jedoch
nur fiir endliches £ eine Algebra.

10. Der kleinste in einer Menge 2 existierende Ring besteht nur aus 0.

Aufgaben

1. Fiir jedes System € von Teilmengen einer Menge 2 existiert ein kleinster
Ring R(E) in 2, welcher € enthilt. Dieser Ring R(E) heibt von € erzeugt.

Man beweise die Existenz von R(€). Man bestimme R(€) und %(€) fiir den
Fall, dal € aus zwei beliebig gegebenen Teilmengen 4 und B von £ hesteht.
Wann gilt R(E) = U(E) in diesem Spezialfall, und wann fir beliebiges &1

2. Fiir je zwei Mengen 4 ungd B heillt
AAB: = (4N B)u(B ™ 4)
die symmetrische Differenz von A und B.
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Man beweise folgende Rechenregeln (fiir je drei Mengen 4, B, C):

(a) AnB = BaAd;

(b) AABYAC = AABAC);
(e) Apd =0

(d) AAD = A,

) (AAB)AC = (An €) A (Bn O).

3. Man folgere aus Aufgabe 2: Eine Menge R c P(£2) ist genau dann ein Ring
in einer Menge 2, wenn R beziiglich der Operationen A (als Addition) und
n (als Multiplikation) ein kommutativer Ring im Sinne der Algebra ist.

4. Eine Teilmenge M eines Ringes N in der Menge 2 heibt ein Jdeal in R,
wenn N folgende Eigenschaften besitzt:

(a) Beh;
(b) NeM McN MeR=MeW,;
(c) M,NeR=MuNe

Man beweise: 9t c R ist genau dann ein Ideal in R, wenn N im Sinne der
Algebra ein Ideal in dem kommutativen Ring 3 (vgl. Aufgabe 3) ist. Jedee
Ideal in R ist ein Ring in 2.

§ 2. Dynkinsche Systeme

Es ist oft schwierig, auf direktem Wege festzustellen, ob ein vorgegebenes
Mengensystem eine g-Algebra ist. Der Umgehung solcher Schwierigkeiten
dient die folgende, auf E. B. DynrmN [41] zuriickgehende Begriffsbildung*):

2.1 Definition, Fin System D von Teilmengen einer Menge L heifit ein Dynkin-
System (in £2), wenn es folgende Eigenschaften besitzt :

(2.1) QeD;
(2.2) De®D=[DeD;
(2.3) fiir jede Folge (Dy) paarweise fremder Mengen aus D liegt E Dy in D.

fim=
Jedes Dynkin-System ® enthilt somit auch die leere Menge ¢ = [Q. Gemil (2.3)
liegt daher auch mit je endlich vielen, paarweise fremden Mengen aus © deren
Vereinigung in D.

Beispiele. 1. Jede o-Algebra ist offenbar ein Dynkin-System.

2. Sei 2 eine endliche Menge mit einer geraden Anzahl 2p von Elementen (p e N).
Dann ist das System D aller Mengen D ¢ £2 mit einer geraden Anzahl 2¢ von

*} In [41] wird die Bezeichoung ,,A-System® verwendet. Im Apsatz Andet sich die Begrifabildung bereits
bei W. SIERPINSET [58].

e
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Elementen (g =0, 1, ..., p) e¢in Dynkin-System. Im Falle p > 1 ist D keine
Algebra und damit auch keine o-Algebra.

Der genane Zusammenhang zwischen den beiden Begriffsbildungen o-Algebra
und Dynkin-System soll durch die folgenden Betrachtungen geklirt werden:

2.2, Lemma. Jedes Dynkin-System D ist stabil beziiglich der Bildung eigentlicher
Komplemente, d.h. es besilzt die Eigenschaft

(2.27) D,Ee®D, DcE=E™~ De®d.

Beweis. Nach dem im AnschluB an die Definition 2.1 Gesagten liegt die
Menge D U [F als Vereinigung der fremden Mengen D und [E in ®. Dann aber
gehort auch das Komplement dieser Menge beziiglich €, also die Menge
En(D=EN\DzuDd. 1

Dynkin-Systeme kénnen somit auch durch die Eigenschaften (2.1), (2.2) und
(2.3) definiert werden.

2.3 Batz, Ein Dynkin-System D ist genau dann eine ¢-Algebra, wenn mit je zwei
Mengen aus D auch deren Durchschnitt zu D gehort.

Beweis. Zu zeigen ist nur, daB jedes Dynkin-System D, welches mit je
zwei Mengen deren Durchschnitt enthalt, eine o-Algebra ist. Die Eigenschaften
(1.1) und (1.2) einer solchen folgen unmittelbar aus (2.1) und (2.2). Die Eigen-
schaft (1.3) ergibt sich so: Gemal (2.2') und der Voraussetzung liegt
AN B=A™ A~ B fir je zwei Mengen 4, Be® in D. Wegen 4 U B=
(4 ™~ B)u Bund (4 ™\ B) n B=§ enthilt somit ‘® mit je zwei und damit
mit je endlich vielen Mengen deren Vereinigung. Fiir jede Folge (D,) von
Mengen aus D gilt

e o

UDp = U(Dpur \ D),

n=1 fn=10

wenn dabei
Di:=0und D},: = Dyu ... uDy n=12...)

gesetzt wird. Die Mengen Dy, \ Dj, sind paarweise fremd und liegen nach
dem bereits Bewiesenen sowie nach (2.2°) in ®. Nach (2.3) liegt dann auch
UD,in®._]

Ebenso wie fiir g-Algebren (oder entsprechend fiir Ringe bzw. Algebren) er-
gibt sich, daB zu jedem Mengensystem € c 9P(£2) ein kleinstes, € enthaltendes
Dynkin-System T(€) existiert. Es heilt enteprechend das von € erzeugte
Dynkin-System.

Die Bedeutung der Dynkin-Systeme licgt vor allem im folgenden Satz:

2.4 Satz. Fiir jedes Mengensystem € = (), welches mit je zwei Mengen deren
Durchschnitt enthalt, gilt:

(24) D(E) = U(E).
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Beweis. Da jede o-Algebra ein Dynkin-System ist, so ist (&) ein € ent-
haltendes Dynkin-System und somit D(E)c U(E). Ist umgekehrt THE) als
g-Algebra nachgewiesen, so folgt die hierzu duale Relation U(€) c D(E). Nach
2.3 muD hierfiir nur gezeigt werden, dal ©(E) mit je zwei Mengen deren Durch-
schnitt enthilt. Zum Beweis dieser Eigenschaft setzen wir fiir beliebiges
D e D(E):

Dp:={QeW2): Q n DeDE).

Eine leichte Rechnung ergibt, daB Dp ein Dynkin-System ist. Fiir jedes E e €
gilt gemalB der iiber € gemachten Voraussetzung € ¢ Dg und damit D(E)
¢ Dg. Fiir jedes D e D(€) und jedes E € € ist also En D e D(E); d. h. aber,
es ist € c Dp und damit D(€) c Dp fiir jedes D e D(E). Gerade dies ist je-
doch die nachzuweisende Eigenschaft von D(E). _|

Mengensysteme €, welche mit je zwei Mengen deren Durchschnitt (bzw. Ver-

einigung) enthalten, sollen fortan auch n-stabil (bzw. u-stabil) genannt
werden.

Aufgabe _

Man bestimme das von € erzeugte Dynkin-System B(E) fiir den Fall eines
aus zwei Teilmengen A und B von 2 bestehenden Systems € Man zeige,
daB D(E) und U(E) genau dann zusammenfallen, wenn 4 n B oder 4 n [B
oder (4 n B oder [4n (B leer ist.

§ 3. Inhalte und PrimaBe

Durch Koppelung der Begriffe Ring und ¢-Algebra mit den uns bereits ein-
leitend begegneten Eigenschaften (b) und (¢) von Lénge, Fliche und Volumen
gelangen wir nunmehr sowie in § 5 zur Einfiihrung der Grundbegriffe der
MaBtheorie.

3.1 Definition. Ser R ein Ring in 2 und p eine auf R definierte, numerische
Funlktion. u heift ein Pramap (auf R) wenn gilt:

(3.1) u(@) = 0;
3.2) wz0;
(3.8) filr jede Folge (A4) paarweise fremder Mengen aus R mit U A, € R ist
oo oo =1
MU 44) = 3 () (o-Additivitat)®).
5 - n=1

Dagegen heift u ein I'nkalt, wenn an Stelle von (3.3) nur gilt:

(3.3") fiir je zwes und damit fir je endlich viele paarweise fremde Mengen
Ay Ape R st

,u!{L.Ilﬂg} =‘E,u{xlf] (endliche Additivitat).
§ = =1

*) Man spricht auch von Tolal-Additivitad,



22 I. MaBtheorie

Wegen (3.1) ist jedes PramaB offenbar ein Inhalt. Man hat nur in (3.3) An4
== Ayis = ... = 0 zu setzen. (Man vergleiche jedoch das nachfolgende Bei-
spiel 3.)

Beispiele. 1. Fiir jeden Ring R in £ und jeden Punkt o e Q ist folgende Funk-
tion &4 ein Pramal auf R:

3.4) sold): = { 1, wed;

0, wméd.
&p heibt das durch die Einheitamasse in w definierte Pramal auf .

2. Es sei U die in § 1, Beispiel 2 definierte ¢-Algebra in einer nichi-abzihlbaren
Menge . Setzt man u(A) = 0 bzw. = 1, je nachdem, ob 4 oder [4 abzahlbar
ist, 8o ist u ein PramaB auf %. Man beachte, daB von je zwei fremden Teil-
mengen von £} hochstens eine ein abzihlbares Komplement besitzen kann.

3. Fiir eine abzahlbar-unendliche Menge 2 sei U die in § 1, Beispiel 8, defi-
nierte Algebra. Setzt man u(4) = 0 bzw. = + 0, je nachdem, ob A oder
(A endlich ist, so ist u ein Inhalt, aber kein PrimaB.

4. Fs sei p,, iy, - .. eine Folge von Inhalten (bzw. Primafen) auf einem Ring
®; ferner «,, g, ... eine Folge reeller Zahlen = 0, Dann ist auch

L5 n]
pi= 2 anlin

=1

wieder ein Inhalt (bzw. PrimaB) auf R.

Jeder Inkall u auf einem Ring % besitzt noch folgende Eigenschaften (4, B,
Ay, Ay, ... seien hierbei Mengen ans R):

(35) w4 uB) + uld0B) = u(d) + u(B);
(38) AcB = p(d) S u(B) (Isotonie);
(3.7 AcB,ud) <+ oo = u(B™ A) = u(B)— u(d) (Subtraktivitit);

38) u(U4) =S udy (Sub-Additivitat);
=1 =1
(3.9) fiir jede Folge (Ay) paarweise fremder Mengen aus | mit U A, € R goll:

BZD wAdy) = #(E Ag).

nm] L
Beweis. Fir beliebige Mengen A4, B e} ist
AuB=Au(B ™\ A)und B = (AnB)u(B \ A).
Wegen der endlichen Additivitdt folgt hieraus
wAoB) = p(d) + (B A)und u(B) = u(d 0 B) + u(B ™\ 4)
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und weiter durch Addieren
MAUB) + WANB) + pB N A) = u(d) + u(B) + w(B \ A).

Hieraus ergibt sich (_3.5], wenn u(B . A4) endlich ist. Falls (B ™ 4) = +
ist, so zeigen die fiir u(A4 u B) und u(B) soeben hergeleiteten Formeln, daB
ulAd u B) = p(B) = + co und daher (3.5) ebenfalls richtig ist. — Im Falle
A ¢ B lautet die fiir u(B) hergeleitete Formel:

MB) = p(d) + wB \ A).

Sie liefert also wegen u = 0 sowohl (3.6) als auch (3.7). — Setzt man By: = 4,,
Byg: = Ag ™~ Ay, ..., By: = Ap ™ Ay u ... U Ay, 80 8ind By, ..., By
paarweise fremde Mengen aus R, und somit ist p(U By) = ¥ u(B). Wegen
UB; = Udy, BicA; (i =1, ..., n) und der Isotonie von u folgt hieraus
(3.8). — Zum Beweis von (3.9) geniigt es zu bemerken, daB fiir jede Folge
(An) pasrweise fremder Mengen aus &R mit 4: = U A, e R gilt:

pA) + oo+ pldm) = pldyu. . 0dAR) S pld) (m=12 ..).
Hieraus folgt
2 Aa) = p(d).- )

Ist schlieBlich x ein Prdmaf auf R, so gilt fir beliebige Mengen Ag, 4y, ... € R:
. e =] ol
(3.10) Ayc UIAH = pldy) = Ei“(fin:‘-
nm= ==

Wegen 4o = U (4dgn 4;) und (3.6) kann 4y = U 4, angenommen werden.
Dann setze man By: = A4, Ba: = Ag ™~ Ay, ..., By: = Ay ~ (4, u...
U Any), ... und schlieBe wie beim Beweis von (3.8).

Der folgende Satz kennzeichnet die PrimaBe durch andere mit der o-Additi-
vitit verwandte Eigenschaften. Seine Formulierung wird vereinfacht durch

folgende

Bezeichnung: Es seien E, E,, E,, ... Mengen. Wir driicken durch E, t+ E
bzw. Eq + E den Sachverhalt aus, daB E,c E,c... und E = U E, baw.
Ey> Eyo ... und E = N E, gilt, daB also die Folge (Ey) isoton bzw. antiton
gegen E | konvergiert™.

3.2 Satz. Fiir einen Inhalt p auf einem Ring R betrachte man folgende Eigen-
schaften:
(a) 18t ein Pramap.
(b)  Fiir jede Folge (Ay) von Mengen aus | mit Ay + A € R gilt
lim u(ds) = u(d) (Stetigkeit von unten).

T e OO0
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(¢)  Fiir jede Folge (Ay) von Mengen aus Rmit Ap | A € Rund p(d,) < + oo

fiir alle n gilt
lim p(Ad,) = u(d) (Stetigkeit von oben),
fi —» o0
(d)  Fiir jede Folge (Ay) von Mengen aus ® mit Ay | 6 und p(dn) < + o
fiir alle n gilt
lim p(ds) =0 (0-Stetigkeit).
il =8 OO

Dann bestehen die folgenden I'mplikationen:
(a8) === (b) = (c) === (d).

Ist p auf R endlich, gilt also u(A) < + o fiir alle A € R, so sind die Eigenschaften
(a) — (d) sogar dquivalent.

Beweis. (a) = (b): Es kann 4, = § angenommen werden. Dann sind
By: = Ag \ Ay, n=2,8, ..., paarweise fremde Mengen aus R mit

=]
A=UB, und 4, = Bsvu...uB,.

i 2

Wegen der o-Additivitat von u ist daher

oo ! i
i =+ 00 f = =+ 0O
(b) = (a): Es sei (4,) eine Folge paarweise fremder Mengen aus | mit
A:=UA e Setzt man B:=4,u ... u4d, so gilt B, 44 und daher
u(A) =lim u(B,). Zufolge der endlichen Additivitdt von u ist

#(Br) = p(4;) + oo + plds)

und daher u(d) = 3 u(A4y). Somit ist x o-additiv und daher ein PramaB,
(b) = (c): Nach (3.7) gilt u(d,; ™ Ag) = p(d;) — p(dy) firallen =1,2, ....
Aus Ag | A folgt A3 \ Ay 4 Ay ™\ A, wobei alle hierbei auftretenden Mengen
in ;R liegen. Nach (b) ist somit

pldy \ A) = lim p(4; \ An) = p(4;) — lim p(d).

Hieraus folgt (c), da wegen A c A, auch u(A) < 4 co und somit u(d; “ A)
= p(4,) — p(4) ist.

(¢) = (d): Hier ist nichts zu beweisen.

(d) = (c): Aus 4, | A folgt A, . A} 0. Wegen 4, ™ 4 c A, ist aber zufolge
der Isotonie von u auch u(4, ™ A) stets endlich.

AbschlieBend werde u als endlich vorausgesetzt. Dann zeigen wir

(c) = {hé: Ist nimlich (4,) eine Folge von Mengen aus fR mit 4,1+ 4 e R,
so gilt (4, | (4, und daher folgt (bei Beachtung der Endlichkeit von p)
lim p(04,) = u(B4). Da p ein endlicher Inhalt ist, gilt weiter u(0B) = p(R)
— u(B,) firr jede Menge aus &i. Also folgt (b). 1

Bemerkung. Das Beispiel 3 dieses Paragraphen zeigt, daB ein 0-stetiger
Inhalt kein PrimaB zu sein braucht. Auf die Endlichkeitsvoraussetzung bei
der Behauptung ,,(d) = (a)'* kann also i.a. nicht verzichtet werden.
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Aufgaben

1. Fur eine endliche, nicht-leere Menge £ betrachte man das Primal
s = 2 en auf P(2). Dann ist w(4) die Anzahl der Elemente einer jeden

Menge A c 2. Man zeige, dall jedes Primall x auf P(£2) ven der Form

= Enncusm ist mit o : = pf{w)).

2. Fiir eine beliebige Menge {2 und jede Teilmenge 4 von £ definiere man:
Anzahl der Elemente von A, falls 4 endlich ist;
pd): = -+ o0, falls 4 unendlich ist.
Dann ist g ein PramaB auf 1(£2).

3. Sei y ein PramaB auf einem Ring R in 2. Es bezeichne M, die Menge
aller sogenannten u-Nullmengen, d. h. aller Mengen N e R mit u(N)=0.
Man weise folgende Eigenschaften von M, nach:

{3} H'Emu,
(b) NeMy McN, Me®R = MeN,;

(e) fiir jede Folge (Np)nex von Mengen in 9, mit T:l Npe R gilt E Npe Ny.

Teilmengen von R mit diesen Eigenschaften heiBen o-Ideale in ®R. Somit ist
M, stets ein o-Ideal. Man zeige, daB M, ein Ideal in N ist, wenn u nur als Inhalt
vorausgesetzt wird. (Vgl. §1, Aufgabe 4).

4. Jedes g-Ideal M in einem Ring N ist das o-TIdeal M, aller u-Nullmengen
eines geeigneten Primabes u auf R. Man betrachte hierzu

0,4eN
HA): = { + oo, AeR\ N
5. Sei p ein endlicher, d. h, reellwertiger Inhalt auf einem Ring R. Man zeige,
dal

d,(A4,B):=ud X B) (4, Be ®R)

eine Pseudo-Metrik auf i definiert, d. h. daB d,, alle E:genschaften einer Metrik
auf f mit einer eventuellen ﬁuanuhme besitzt: aus d 4(4,B) =0 folgt nicht
notwendig 4 = B,

6. Fiir ein PrimaB g auf einem Ring R in {2 definiere man

= {deP2): Ao Re R fir alle R e R}
und ~
g(d): = sup {u(R): Rcd, Re R} (4 e R).

Dann ist & eine Algebra in 2 mit ® c &; ferner ist i ein PrimaB auf &, welches
u fortsetzt.
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7. Fiir einen endlichen Inhalt 4 auf einem Ring ® beweise man die folgende
Verallgemeinerung der Gleichheit (3.5):

wUA) = 5 ud)— 5 uldendy)

i=1 =] 1Zi<jsn

2 mAindgn dg) — + .. (=1t p(drn ... 0 dy)
lgi<j<kzn

fiir alle n e N und alle 4;, ..., 4, R.

8. Eine Folge (un)ney von Primafien auf einem Ring % sei isoton, d. h.
pa(Ad) = ppsa(A) fiir alle 4 e R und alle ne N, Dann wird durch u(4) :
= sup uu(A), A € R, ein Pramal u auf R definiert.

mocM

§ 4. Lebesguesches PrimaB

Jetzt sei Q speziell der p-dimensionale Zahlenraum R? (p=1, 2, ...). Fiir je

gwei Punkte a= (g, ..., ap) und b= (B, ...,p,) des R mit Koordinaten

o;, f; schreiben wir a <b bzw. a<1b, wenn o, S f, bzw. o, <pf, fir alle

iG: .tl.e:,l ooy p @ilt. Nach rechis halboffenes Intervall im R? heiBe jede Menge der
stalt

(4.1) [a,b[ : = {zeRP:a = z < b},

wenn hierbei & und b Punkte des R? mit a = b sind. Geometrisch handelt es
sich um achsenparallele, ,,nach rechts hin offene’™ Parallelotope. Offenbar ist
[, b[ genau dann nicht leer, wenn @ < b ist; in diesem Falle bestimmt [a, o[
die Punkte a und b eindeutig.

Fiir jedes solche Intervall [a, b[ nennen wir die reelle Zahl

(4.2) (Br—ea1) " ... " (Ba— cn)

seinen p-dimensionalen Elementarinhalt. Er ist genau dann gleich Null,
wenn [a, b = @, wenn also nicht @ <3 b (wohl aber @ = b) gilt.

Mit 37 soll fortan die Menge aller nach rechts halboffenen Intervalle im R?,
mit F? das System aller Vereinigungsmengen von je endlich vielen Mengen
aus 3P bezeichnet werden. Die Elemente von {7 sollen p-dimensionale Fi-
guren genannt werden. Es ist 37 c §P.

4.1 Lemma. Fiir je zwei Intervalle I, Je3P ist InJ e3P und J \ [ e §P.
Jede Figur ist die Vereinigung endlich vieler paarweise fremder Mengen aus JP.
Beweis. Sei I = [a, 8] und J = [¢, d[ mit @ = b und ¢ = d; die ent-
sprechenden Koordinaten dieser Punkte seien o, fi, 70, &t (1 =1, ..., ).
Setzen wir dann :

e: = (max (x, y1), - - ., max (ap, yp)) und f: = (min (fy, &), ..., min (8y, &),

so ist ITnJ = [e f[, falls ¢ = f, oder I nJ = 0, falls nicht e = f gilt. Stets
liegt somit InJ in 3. Wegen J ~N I = J N~ InJ und I nJ e 3P kann
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also fiir den zweiten Teil der Behauptung I ¢ J sowie I 4 § angenommen
werden. Dann bestimmen I und J die Punkte a, b, ¢, d eindeutig, und es ist
c=a<b=d.

Man ersetze nun in [a, b mit @ = (x, ..., %p) und b = (fy, ..., fp) auf
alle moglichen Arten «4 durch 3¢ und zugleich f§; durch o oder aber a; durch
Bi und zugleich f; durch &, d. h. genauer, man nehme fiir die Stellen i jeder
nicht leeren Teilmenge von {1, ..., p} derartige Abanderungen wvor. Auf
diese Weise erhilt man 37 — 1 paarweise fremde Intervalle aus 3% mit J ™ [
als Vereinigung. Also ist J ™ I eine Figur, welche sich als Vereinigung end-
lich vieler paarweise fremder Mengen aus 37 darstellen 1aBt. DaB dies fir
jede Figar F =1L u...ul, € §? mit [, ..., In € I? zutrifft, folgt nun
so: Es ist

F=TLu(IN L)o(Is N Lul)u...u(Ia\ Liu...ulny)

Vereinigung von n paarweise fremden Mengen, von denen jede die Gestalt
I~ Jyu...udy besitzt, wobei I, Jy, ..., Jm Intervalle aus 37 sind. Also
geniigt es zu zeigen, daB jede solche Menge die Vereinigung endlich vieler paar-
weise fremder Intervalle aus 37 ist. Dies aber folgt aus

m
INJU...udp =0T\ Ty,
=1
indem man jedes I ™ Jy als Vereinigung endlich vieler paarweise fremder
Intervalle aus §? schreibt und das distributive Gesetz sowie den ersten Teil
der Behauptung anwendet. |

4.2 Batz. §P ist ein Ring in RP.

Beweis. Nicht evident ist nur die Eigenschaft (1.10) eines Ringes, wo-
nach mit je zwei Mengen F, G e F” auch F ™\ @ in §P liegt. Definitions-
gemal existieren Intervalle

Ity wmng Loy ALy nuny day EST

mit F=UZI und ¢ =017

i=1 f=1
Dann aber ist

FNG=U (N \1)

i=1 j=1

und somit nur zu zeigen, daB jede der Mengen N (I; ™\ I}') eine Figur ist.
fu1

Nach 4.1 ist I; ™ I stets eine Figur. Somit geniigt es zu zeigen, dal der

Durchschnitt zweier und damit je endlich vieler Figuren wieder eine Figur

ist. Sind aber F und @ zwei Figuren mit obiger Darstellung, so ist Fn & nach

dem distributiven Gesetz die Vereinigung der Mengen Iin I} (i = 1, ..., m;

i =1, ..., n), also abermals nach 4.1 eine Figur. |
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DefinitionsgemiB ist jede Figur die Vereinigung endlich vieler Intervalle
aus 37, Fir jeden Ring R in R? mit 37 ¢ R gilt daber §? ¢ R. Der Satz 4.2
besagt somit, daB §P der von 37 in RP erzeugte Ring ist.

Unsere geometrische Anschauung legt nun die Giiltigkeit des folgenden Satzes
nahe:

4.3 Satz. Es existiert genaw ein Inkalt 1 auf §® derart, daf A1) fiir jedes I € 57
gleich dem p-dimensionalen Elementarinhalt von I ist. Dieser Inhalt ist reell-
Beweis. Nach 4.1 besitzt jede Figur F € §? eine Darstellung F =L, v ... u I,

als Vereinigung endlich vieler paarweise fremder Intervalle I, ..., I, € S57.
Fiir jeden Inhalt A auf §? ist dann

AMF) = AL) + ... + Als),

d. h. 4 ist bereits eindeuntig durch seine Werte auf 3P festgelegt und reellwertig,
Zu zeigen ist also nur die Existenz von A. Hierzu definieren wir 1 zunichst nur
auf 37: fiir jedes J e 3? sei A(f) der p-dimensionale Elementarinhalt von I.
Dann gilt:

(a) Bei I = [a,b[e3?, a=(ny, ..., 0p) und b= (fy, ..., fip) mit ¢ = b und
gei y eine reelle Zahl mit oy < y < f; fur ein ¢ = 1, ..., p. Die Hyperebene
mit der Gleichung & = y zerlegt I in zwei fremde Intervalle I, = [a',b[,
I, = [a,b'[e 3P, wobei a’ bzw. b’ aus a bzw. b dadurch hervorgeht, dal man
die i-te Koordinate in y abwandelt. Aus (4.2) folgt dann A(I) = A(I,) 4 A(lg). —
Durch vollstandige Induktion ergibt sich:

(b) Zerlegt man ein I = [a, b[e 3P mittels endlich vieler Hyperebenen der
in (a) beschriebenen Art in paarweise fremde Intervalle I, ..., Iy 3%, s0
18t A1) = AIy) + ... + A(fa). — Allgemeiner gilt:

(¢) Fiir je endlich viele paarweise fremde [y, ..., Ine3Pmit Iy =1u ... ul,
edr ist A, = A(L,) + ... + A(,). Offenbar kann jedes I ; als micht
leer angenommen werden; dann existieren Punkte aj = (e, ..., #5p) und
by = (Bs1y - - ., Pip) 8us RP mit a;<3b; und Iy = [a;, 6;[{(1 =01, ...,n).
Durch Schneiden von I, mit allen Hyperebenen mit den Gleichungen & = oy
und & =8u(i=1,...,p;7=1,...,n) zerfillt I, in paarweise fremde
Intervalle I3, ..., I, € 3. Jedes I, ..., Iy zerfallt in gewisse dieser I, .. .,Ip.
Zieht man also (b) (» - 1)-mal heran, so folgt die behauptete Gleichheit.

(d) Sind nun
F=I1U san UIﬂ,=J1U . UJm

zwei Darstellungen einer Figur F e §? als Vereinigung paarweise fremder
Intervalle, so ist

M) + oo + M) =A2N) + o0 + ATm),

Es ist niamlich Iy =I; n F = TJ (I3 n J¢) eine Darstellung von I; als Ver-

i=1 g
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einigung der paarweise fremden Intervalle I3y n Jy, ..., [; o Jm. Folglich
ist nach (c):

o
AIy) =‘E.1{I,« n Jg) F=1....,m).
=1
Vertauscht man die Rollen von ¢ und 4, so erhilt man analog
fl
M) =2 A0y 0 T (i=1,...,m).
=1

Beide Gleichungen zusammen liefern 3 A(ly) = 3 A(Jy).

(e) Somit ist fiir jedes F e §P die Zahl ¥ A(I5) unabhingig von der speziellen
Darstellung
F=Lu...ul,

von F als Vereinigung endlich vieler paarweise fremder I, ..., I JP.
Durch die Festsetzung

MF): = ih) + ... + Ala)
wird also 4 zu einer auf §? definierten, reellen Funktion fortgesetzt, die wieder-
um mit A bezeichnet werden soll. Diese Funktion ist = 0 und wegen (d)
endlich-additiv. Da aullerdem @ e 3? und A(#) = 0 ist, liegt ein Inbalt mit
den gewiinschten Eigenschaften vor. | '

4.4 Satz, Der Inhalt A auf §FP ist ein Pramafl.

Beweis. Wegen der Endlichkeit von 1 geniigt es nach 3.2, die -Stetigkeit
von A nachzuweisen. Sei also (Fy) eine antitone Folge von Figuren aus §?. Wir
zeigen, daB aus der Annahme

8: = lim A(F,) = inf A(Fy) >0
folgt.
=]
N Fy + 0.

fi=1
Da Fp die Vereinigung endlich vieler paarweise fremder Intervalle I,, ...,
I'm € 37 ist, kann durch naheliegendes Verkleinern dieser Intervalle eine Figur
Gy € §P gewonnen werden mit G, (= abgeschlossene Hiille von Gy) ¢ Fy und

AFp) — AGy) = 277 6.

Setzen wir Hy: = Gy n ... n Gy, 80 ist (Hpy) eine Folge von Mengen aus
§? mit Hy > Hp4y und H, c G ¢ Fp. Wegen der Beschrianktheit von Fy
ist dann also (H;) eine Folge kompakter Teilmengen des R? mit F, > H,
5 Hpyyqp. Folglich*) ist N Hy & @ und damit wie behauptet N Fy, <= 0, falls
jedes Hy nicht leer ist. Dies aber kann wie folgt eingesehen werden: Fiir jedes
n=12...1ist

(*) MHp) = A(Fp)—6(1—=277),

*) Vgl etwa FRANE [43), Satz 23,2,
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wie durch vollstindige Induktion gezeigt werden soll. (*) ist richtig fir n = 1,
da H, = ¢, und AF,;) — A(G}) = 2714 ist. Aus der Richtigkeit von (*) fir
irgendein n folgt die Richtigkeit fiir n + 1. Hierzu beachtet man, daB Hgasy
= (p4y N Hy und somit nach (3.5)

AHp+1) = MOpi1) + AHn) — ACnia U Hp)

ist. Nach Induktionsannahme gilt A(Hjy) = A(Fy) — 6(1—27"); nach Wahl
von Gpyy gt A(Gpii) = A(Fps1) — 27716 sowie Gpiy U Hp © Fp4g U Fp
= Fyp und somit AGns1 U Hy) = A(Fy). ZusammengefaBt ergibt dies gerade

AHp4) = MFp4y) — 27716 —6{1 — 27)
= AFps1) — (1 —2-7-1),

Beachtet man noch, daB A(F,) = 4 nach Definition von 4§ gilt, so liefert (*)
die Abschitzung A(H,) = 2" 4§ > 0 und damit die noch fehlende Aussage

Hy == 0_1.

4.5 Definition. Das auf dem Ring §P der p-dimensionalen Figuren im RP?
definierte Pramaf A heifit Lebesquesches Pramap im RP oder p-dimensionales
Lebesguesches Pramaf. Es soll fortan mit AP bezeichnet werden.

Aufgabe

Man zeige, daB auf §! genau ein Inhalt u existiert, welcher den nach rechts
halboffenen Intervallen [«, [, «, f € R, « = §, folgende Werte zuordnet:

1, falls &« <= 0 = §;
0,in allen anderen Fillen,

wlle, BI) =
Ist 4 o-additiv?

§ 5. Fortsetzung eines PrimaBes zu einem MaB
Im folgenden bezeichnet {2 wieder eine beliebige Menge.

5.1 Defimtion. Jedes auf einer o-Algebra U in 2 definierte Pramafl p heifit esn
Map auf U.

Fiir jede Menge 4 € U wird die Zahl u(4) das Maf von A genannt.

Beispiele. 1. Das in § 3, Beispiel 2 definierte PramaB ist ein MaB.

2. Wihlt man fir R in §3, Beispiel 1 eine o-Algebra U in £, so ist &, ein
MaB auf U; £, heilt das durch die Einheitsmasse in w definierte Ma auf U
oder kurz Einheitsmasse in w. Diese Bezeichnung leitet sich aus der Vor-
stellung ab, ein MaBl u auf einer o-Algebra in 2 als Massen- oder Ladungs-
vertetlung auf £ zu interpretieren. Dementsprechend ist dann u(4) fir jede
Menge A € A als die auf A ,,verschmierte” Masse bzw, Ladung anzusprechen.



§ 5. Fortsetzung eines PrimaBes zu einem Maf 31

3. Sei U eine beliebige o-Algebra in einer Menge. Fiir jede Menge 4 e U sei
| A | die Anzahl ihrer Elemente. Dann ist 4 +> | 4 | ein MaB auf U. Es wird
das ZihlmaB auf 9 genannt. (Vgl. §3, Aufgabe 2.)

4. Das Lebesguesche Priamal AP ist kein Mab, da sein Definitionsbereich §#
keine ¢-Algebra ist. Beispielsweise liegt R? nicht in §P?, da offenbar jede
p-dimensionale Figur eine beschriankte Teilmenge von RP ist.

Ist g ein MaD auf einer o-Algebra U in £ und R ein Ring in 2 mit R c U,
so ist die Restriktion x von ji auf R ein PramaB. Die Bezeichnung ,,Primaf"
wird dadurch nachtriglich gerechtfertigt, dal wir umgekehrt zeigen: Zu jedem
PramalB u auf einem Ring R existiert eine g-Algebra ¥ in £ mit & ¢ ¥ und
ein MaB @ auf ¥ mit u = Resty . Offenbar geniigt es, fiirr ¥ die von R in 2
erzeugte o-Algebra U(R) zu wihlen.

5.2 Batz {Fortsetzungssatz). Jedes Pramaf u auf einem Ring R in Q kann
auf mindestens eine Weise zu einem Maf g auf die von R in 2 erzeugte o-Algebra
U(R) fortgesetzt werden.

Beweis. Fir jede Menge @ c £ bezeichne U(Q) die Menge aller Folgen
(An)new von Mengen aus R mit @ c U A,. Dann kann folgende Funktion u*
moe]

auf P(2) definiert werden:

inf{ S u(dn): (4n) € WQ)}, falls U(Q) = 0;
(6.1) uw¥Q): = n=1
+ co, falls W(Q) = 0.

Diese Funktion besitzt folgende Eigenschaften:

(5.2) p*(0) = 0;

(5.3) u* = 0;

(6.4) Q; C @: = pu¥@) EF‘{Q:}E
(5.5) | UF"} = Z;‘t['@n}

fir jede Folge (@n) von Mengen aus P(£2).
Dabei folgt (5.3) unmittelbar aus (5.1); beim Beweis von (5.2) beachte man, daB
die identische Folge @, 0, ... in U(0) liegt. (5.4) ergibt der Hinweis, daB aus
@ c @ folgt U(Qs) ¢ U(Q,). Fiir den Beweis von (5.5) kann u*(@Q,) < + oo,
also insbesondere W(Qy) + O fiir alle n = 1, 2, ... angenommen werden. Zu
beliebigem & > 0 und zu jedem n € N existiert dann eine Folge (dpm)men 8US
W(Qr) mit o
Z{I(Asm} = pu¥@a) + 27",
i -

Die Doppelfolge (4xm) n,m-1, 3, . . . liegt in U(U Qy), und es gilt somit
B*U Qn) = 3 wlAnm) = Z u*(Qn) -+ &,
woraus (5.5) folgt. '
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Entscheidend fiir das Weitere ist nun die Bemerkung, daB fiir alle 4 € i gilt:

(5.6) p¥@Q) = p¥@ n A) + u*@ n L4) fiir jedes @ e P(2)
sowie
(6.7) u¥d) = u(d).

Es kann dabei u*(Q) < + co, also U(Q) == 0 angenommen werden. Zunichst

gilt
2 #(dn) = 3 p(dn 0 A) + 3 p(dn ™ A)

fir jede Folge (Ay) aus U(Q) wegen der endlichen Additivitdt von x. Weiter
liegt die Folge (ds n A) in W@ n A) und die Folge (4s ™ 4) in W@ . 4);

folglich ist
2 uAs) = p¥Q o A) 4 p¥Q N\ A4)

fiir jede derartige Folge (4,). Hieraus folgt (5.6). Die Gleichheit (5.7) folgt
einmal aus (3.10.), wonach u(d) = u*(4) ist, und zum anderen aus der Be-
merkung, daB die Folge 4, 6, @, ... in U(A4) liegt.

Die Bedeutung des soeben Bewiesenen liegt darin, dall wir zeigen werden, dal
das System 2A* aller Mengen 4 € P(£2) mit der Eigenschaft (5.6) eine o-Al-
gebra in 2 und Resty. u* ein MaB ist. Nach (5.6) ist R ¢ U* und somit
U(R) c A*. Nach (5.7) ist dann g: = Rest y(opu* eine Fortsetzung von u zu
einem Maf auf A(R). Eine solche wird aber gesucht. Der Beweis wird also
durch den folgenden Satz und die zugehdrige Definition zu Ende gefiihrt.

5.3 Definition. Auferes Map auf einer Menge 2 heift jede numerische Funk-
tion u* auf der Potenzmenge W) mit den Eigenschaften (5.2)—(5.5). Eine Teil-
menge A von 2 heift p*-mefbar, wenn sie die Eigenschaft (5.6) besitzt.

Die auf C. CaraTtaEoporY zuriickgehende Idee des Beweises des Fortsetzungs-
satzes besteht somit darin, einem PramaB u auf einem Ring R durch die Defi-
nition (5.1) ein &uberes MaB zuzuordnen und den nachfolgenden Satz heran-
zuziehen.

5.4 Batz, Sei u* ein dufleres Mapf auf 2. Dann ist das System U* aller u*-mefi-
baren Mengen A c 2 eine o-Algebra in 2 und die Restriklion von p* auf U*
ein Mafl.

Beweis. Zunachst bemerken wir, daBl (5.6) und damit die Forderung 4  U*
fiir jede Menge A4 c £ gleichwertig ist mit

(6.6") Q) = pM@ 0 4) + p*@ N 4)  fiir alle @ e PR).

Aus der Eigenschaft (5.5), angewandt auf die Folge @ n 4,Q@ ™~ 4,6,0, ...,
folgt nimlich die Giiltigkeit der zu (5.6) dualen Ungleichung fiir alle @ € P(£2),
Aus (5.6) oder (5.6") folgt sofort, daB 2 ¢ U* ist und dab wegen der Symmetrie
in A und (A4 das System A* mit jeder Menge 4 auch deren Komplement (A
enthalt. Die folgende Uberlegung zeigt, daB U* mit je zwei Mengen 4, B auch
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A v B enthilt, dal also U* eine Algebra ist. Fiir jedes @ e P(£2) gilt ndmlich
p¥Q) = u*@ n B) + u¥@ \ B).

Ersetzt man hierin @ einmal durch @ n A, zum anderen durch @ ~ 4
= @ n [4, so erhilt man zwei neue (fiir alle @ € P(12) giiltige) Gleichungen,
die, in (5.6") eingesetzt, liefern:

pHQ) = p*@ 0 A n B) + pu¥@ n 4 n [B)
+ 4¥(@ n (4 n B) + u¥@Q n (4 n (B).
Ersetzt man hierin @ durch @ n (4 u B), so gewinnt man
(5.8) w*@n(AuB)) = pMQnAnB) + pXQnAnEB) + p*Qn (4 n B),
was zusammen mit der vorhergehenden Gleichung
#¥Q) = u*(Q n (4 v B)) + p*(@Q n ((4 v B))
= Q@ n (4 v B) +u¥Q (4 v B)

ergibt. Da @ € P(L2) hierbei beliebig war, ist also 4 v B e U*.
Nunmehr sei (4,) eine Folge paarweise fremder Mengen aus U* und A deren
Vereinigung. Wahlt man in (5.8) A = A4, und B = A4,, so ergibt sich

#HQ 0 (4; U 4g)) = p¥(Q 0 Ay) + p*(Q n Ay).
Hieraus folgt durch vollstindige Induktion

p*@ n UA:] = 5 u¥@ n A9

e ]

fiir alle @ & (£2) und n € N. Beriicksichtigt man, daB By: = U A; nach dem

bereits Bewiesenen in U* liegt und Q@ ~ By o Q@ \ 4, 3130 u*(Q ~ By)
= u¥(@ ™~ A) ist, so erhilt man:

#*(Q) = #%(Q 0 Ba) + u*(Q \ By) az HQ 0 A) + u¥Q N A)
fiir n = 1,2, .... Hieraus folgt schlieBlich unter Verwendung von (5.5)

W@ Z 3 4@ 0 An) + 4@\ A) 2 4NQ 0 A) + 4@ N A)
und damit nach der einleitenden Bemerkung sogar

W@ = 3 4@ 0 4) + 4MQ N A) = uNQ 0 4) + aNQ N 4)

fiir alle @ € P(L2). Also liegt A in U*, und U* ist dann nach Satz 2.2 eine

3 Bauoar, Wahrachelnllchkeltstheorie
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o-Algebra. Setzt man in der letzten Doppelgleichung speziell @ = A4, so folgt
noch

u¥A) = El u*(An).
Also ist Rest y+ u* ein MaB. _|

Es soll nun noch gezeigt werden, daB in vielen wichtigen Fillen das MaB g aus
Satz 5.2 eindeutig bestimmt ist. Erstmals ziehen wir dazu die Technik der
Dynkin-Systeme heran.

5.5 Batz (Eindeutigkeitssatz). Sei € ein n -stabiler Erzeuger einer o-Algebra
U in 2, in welchem eine Folge (Ep)ex von Mengen existiert mit En 4+ L.
Sind dann p, und p, Mafle auf A mit

(E) = pa(E) fiiralle Ec €
und mit '
F][E-_q] -— pg[ﬂ,] << = 0 fﬁf alle REN,
50 it py = g auf U

Beweis. Sei Ee@ mit puy(E) = us(E) < -+ co. Dann betrachte man das
System

De: ={Del: m(F n D) = u(E n D)}
Es ist offenbar 2 € . Aus D € D folgt gemil (3.7):

m(E ﬂﬂlzﬂliﬂ N E n D)= u(E)— m(E n D)

= py(E) = py(E n D) = po(E ~ (D),

also [De®; Dabei hat man zu beachten, daB aus Isotoniegriinden mit
(E) = pg(E) < + 0 auch p(E nD)< + 00 und poF n D)<+ oo gilt.
Mittels der g-Additivitit von g, und p, zeigt man analog, daB D auch die
dritte, noch fehlende Eigenschaft (2.3) eines Dynkin-Systems besitzt. Da
& n -stabil ist, so ist € € D, und somit D(E) = Dp. Nach 2.4 gilt fiir das
von € erzeugte Dynkin-System D(€) weiter: D(E) = W(€) = U. Wegen D(E)
c Dg c Y ist also Dp = Y. Somit gilt

m(E n D) = us(E n D) fiir alle D e Y.

Der an E gestellten Endlichkeitsbedingung geniigt jede der Mengen E,. Folg-
lich ist uy(Ep 0 D) = pe(Ep n D) fiirn = 1,2, ... und alle D e Y. Nach 3.2
gind x; und uy von unten stetig. Aus E, 4 2 folgt E, n D 4 D und daher

(D) = lim py(En 0 D) = lim py(Eq n D) = pg(D)

n=—+ 00 =t 00

fiir alle D e Y. Somit ist u; = ps._|
Um eine hinreichende Bedingung fiir die eindeutige Bestimmtheit des MaBes
ji aus Satz 5.2 angeben zu kénnen, definieren wir:

5.6 Definition. Ein Inhall p auf einem Ring R in Q2 heifit o-endlich, wenn eine
Folge (Ag)new von Mengen aus R existiert mit Ay + 12 sowie mit u(dy) < + ®©
fiir alle n e N.
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Beispiele, 5. Ein Inhalt x4 auf einem Ring R in (2 sei endlich, geniige also der
Bedingung u(4) < + oo fiir alle 4 € R. Die o-Endlichkeit von g ist dann dqui-
valent mit der Existenz einer Folge (4,) in | mit 4, 4 Q. Diese Bedingung
ist nicht von selbst erfiillt; man wahle etwa £2 4= 0 und R = {0).

6. Das Lebesguesche Primaf im RP ist g-endlich (und endlich). Bezeichnet
ndmlich z, fiir jedes n € N denjenigen Punkt in R?, dessen sdémtliche Koordi-
naten gleich n sind, so ist Iy : = [—y, 5[ ein Intervall ans 37;esgilt I, 1 R?.

7. Das in § 5, Beispiel 3, definierte Mal ist genaun dann c-endlich, wenn 2
abzahlbar ist.

Zusammenfassend erhalten wir

5.7 Satz. Jedes g-endliche Prdmaf u auf einem Ring R in Q kann auf genau eine
Weise zu einem Map i auf U(R) fortgesetzt werden.

Beweis, Nur die Eindeutigkeit von i ist zu beweisen. Diese folgt aber un-
mittelbar aus 5.5, da vermoge der o-Endlichkeit von u der Ring R offenbar
alle Eigenschaften des dort betrachteten Erzeugersystems € besitzt. |

Bemerkung. Auf die Voraussetzung der o-Endlichkeit von g kann in 5.7
nicht verzichtet werden. Es gentigt, wie in Beispiel 5, eine nicht leere Menge
£ und fiir R den nur aus der leeren Menge bestehenden Ring zu wihlen: Auf
WUR) = {0, 2} werden durch u(@) = »(@): = 0 und u(2): = 0 bzw. »(2): =1
zwei verschiedene MaBe u und » definiert mit gleicher Restriktion auf R.
SchlieBlich geben wir noch eine zur g-Endlichkeit eines Inhaltes aquivalente
Bedingung an:

5.8 Lemma. Ein Inhall u auf einem Ring R in Q isl genau dann o-endlich,
wenn eine Folge (By).ey paarweise fremder Mengen in R existiert mit den
Eigenschaften

(5.9) 2= U B,
,nd: =1
uw
(5.10) p(By) < 4+ @ fiir alle n e N.

Beweis. Sei u o-endlich und (4,) eine Folge in | mit 4, 4 2 und p(d,) < + o
fiir alle . Dann leistet die durch

e [An N Apg,m = 2
Bﬂ‘ o {-“!1, n=1 {ﬂ&'m

definierte Folge alles Verlangte; insbesondere sind die Mengen B, paarweise
fremd. — Ist umgekehrt (B,) eine Folge in R mit den Eigenschaften (5.9)
und (5.10), so ist

Ap:=Bu ... u By (neN)

eine Folge in R, welche gemé&l (3.8) die in Definition 5.6 genannten Bedin-
gungen erfiillt. _|

3e
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Aufgaben

1. 8¢i u = &, das durch die Finheitsmasse in einem Punkt o € Q definierte
PrimaB auf einem Ring R in 2. Unter der Voraussetzung, daB sich {w} als
Durchschnitt und @ als Vereinigung jeweils einer Folge von Mengen des Ringes
i darstellen lassen, zeige man: (1) Das zu g im Sinne von (5.1) gehdorige
adullere MaB u* ordnet jeder Menge 4 € B(Q2) den Wert 1 baw, 0 zu, je nachdem
ob @ in 4 oder in [4 liegt. — (2) Alle Teilmengen von £ sind p*-meBbar. —
(3) p* ist das MaD g, auf B(Q).

2. Man betrachte das MaB u aus § 3, Beispiel 2, etwa fiir Q = R, und beweise:
(1) Das zu u gehirige dullere Mal y* ordnet jeder Menge 4 € P(£2) den Wert 1
bzw, 0 zu, ie nachdem ob A nichtabzihlbar oder abzihlbar ist. — (2) u* ist kein
MaB, nicht einmal ein Inhalt auf 9(2). — (3) Allein die Mengen der o-Algebra
%, auf welchen u definiert ist, sind u*-meBbar.

3. Sei u ein o-endliches Mal auf einer o-Algebra U in £2, und sei u* das zu-
gehorige duBere MaB. Dann existiert zu jeder Menge @ e P({2) eine Menge
A e Y, genannt mefbare Hiille von @, mit den Eigenschaften: Q c 4, u*(@Q)
= u(A) und w(B) =0 fiir alle BeY mit Bcd Q. [Anleitung: Im Falle
#*(@Q) < + oo zeige man die Existenz einer Folge (4,) in A mit @ c A, und

wAg) = p*(Q) + n fir alle n € N. Dann leistet 4 : = F’: Ay das Verlangte.]
n=1

4. Ein MaB y auf einer g-Algebra % in @ bzw. das zugehorige — Mafraum
genannte — Tripel (@, 9, ) heiBt vollstindig, wenn jede Teilmenge einer
p-Nullmenge zu 9 gehért und somit selbst eine y-Nullmenge ist. Man zeige:
(a) Das MaB Restys u* aus Satz 6.4 ist vollstandig.

(b)  Das MaB aus § 3, Beispiel 2 ist vollstindig.

(c)  Sei Y eine o-Algebra in einer Menge {2 und sei @ ein Element aus £2 mit
{w} €Y. Der MaBraum (2, U, &) ist genau dann vollstindig, wenn % = P(£2) gilt.

5. (a) Man zeige: Jedes MaB u auf einer o-Algebra % in £ kann vervollstindigt
werden. D. h. u kann so zu einem vollstindigen MaB gg auf einer o-Algebra
Up o N in L2 fortgesetzt werden, daB jedes vollstindige Mal u * auf einer a-Alge-
bra %’ 5 A in 2, welches u fortsetzt, eine Fortsetzung von g ist. Die g-Algebra
Up heibt die u- Vervollstdndigung von U ; das Mal g heiBt die Vervollstindigung
von u. Der MaBraum (£2, Wy, uo) heiBt entsprechend die Vervollstindigung von
{Qr ﬁ, l“}*

(b)  Bestimme die Vervollstindigung des MaBraumes (2, U, &,) in der
Situation der Aufgabe 4, (c).

()  Man zeige, daB die u-Vervollstindigung U, einer o-Algebra U in 2 aus
allen Mengen 4 U N besteht mit 4 € Y und N Teilmenge einer u-Nullmenge.
Fiir alle diese Mengen gilt po(d u N) = u(4).

(d) Man kennzeichne die Mengen aus ¥y wie folgt: Eine Menge 4o c 2
lisgt genau dann in U, wenn es Mengen A4;, Az e gibt mit 4; c Agc 4»
und (4, ™~ A,)=0.
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6. Sei u ein g-endliches MaB auf einer o-Algebra U in 2; ferner sei u* das
zugehorige dulere Mal und U* die ¢-Algebra aller u*-meBbaren Teilmengen
von £2. Mit Hilfe der Aufgaben 3 und 5 beweise man: (2, U*, Resty. u*) ist
die Vervollstéindigung des MaBraumes (2, ¥, ).

§ 6. Borelsche Mengen und Lebesguesches MaB

Wir fithren nun die Untersuchungen aus § 4 weiter. Es sei also wieder 3% die
Menge aller nach rechts halboffenen Intervalle im RP, §? der Ring aller p-
dimensionalen Figuren und i? das Lebesguesche PrimaB auf §P. Wir be-
merkten bereits, dall AP g-endlich ist. Nach 5.7 kann also A7 auf genau eine
Weise zu einem MaB auf U(FP) fortgesetzt werden, welches von nun an eben-
falls wieder mit A% bezeichnet werden soll. Da jede Figur die Vereinigung
endlich vieler I e 37 ist, gilt

(6.1) €3?) = AI?).

6.1 Definition. Die Elemente der vom System 3P der halboffenen Intervalle im
R? erzeugten o-Algebra heiflen die Borelschen Mengen des RP. Dement-
sprechend heifit U(IP) die o-Algebra der Borelschen Mengen des R7P; sie wird
mit 'BP bezeichnel.

Das einleitend gewonnene Resultat kinnen wir dann wegen 4.3 wie folgt
aussprechen:

6.2 Satz. Es gibt genau ein Maf AP auf BP, welches jedem nach rechts halboffenen
I'ntervall im RP seinen p-dimensionalen Elementarinhalt zuordnet.

6.3 Definition. Das Map A? aus Salz 6.2 heifit das Lebesgue- Borelsche Map
(kurz: L-B-Maf) im RP. Fir jede Borelsche Menge B € BP wird AP(B) auch das
p-dimensionale Lebesguesche Maf} von B genannt.

Es ist zweckmaBig, diese Definition noch wie folgt zu erginzen:

Fiir jede Menge €' € B? besteht ' n B? aus allen Borelschen Teilmengen
von C' (vgl. (1.4)). Die Restriktion A%, von 4% auf ¢ n B? ist ein MaB. Dieses
wird auch das L-B-Maf auf ¢ genannt.

Das L-B-MaB 27 ist als Fortsetzung des Lebesgueschen Pramabes wie dieses
a-endlich (vgl. § 5, Beispiel 6). Allgemeiner gilt

(6.2) AP(B) < +00

fir jede beschrdnkte Menge B € P, da diese in einem geeignet groB gewahlten
Intervall I € 3%, z. B. einem der Intervalle I, aus § 5, Beispiel 6, enthalten und
somit AP(B) = AP(I) < + oo ist.

Erinnern wir uns nunmehr an die § 1 vorangestellte Frage, wie man moglichst
vielen Teilmengen des R? durch eine einheitliche Methode ein p-dimensionales
Volumen als MaBzahl zuordnen kann. Wir werden schrittweise erkennen, dab
diese Frage durch Satz 6.2 in sehr befriedigender Weise beantwortet ist: Fiir
alle Borelschen Mengen B im R? ist das p-dimensionale Lebesguesche MaB
AP(B) die gesuchte MafBzahl.
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Zunachst erscheint es wiinschenswert, tiefere Einblicke in die g-Algebra B? der
Borelschen Mengen zu gewinnen. Insbesondere erhebt sich die Frage, ob topo-
logisch interessante Teilmengen wie offene, abgeschlossene und kompakte
Mengen Borelsch sind. Die im folgenden Satz enthaltene diesbeziigliche Kenn-
zeichnung wird oft zur Definition von B? verwendet.

6.4 Satz. Es bezeichne OF bzw. €F baw. 87 das System aller offenen bzw. ab-
geschlossenen bzw. kompakien Teilmengen des R?. Dann 1st

(6.3) BP = A(D?) = A(EP) = A(R?).

Beweis. Es ist {7 c €7 ¢ Y(€?) und somit A(KP) ¢ U(EP). Jede Menge
C € €7 ist die Vereinigung einer Folge von Mengen Oy € £7; bezeichnet nim-
lich K, die kompakte Vollkugel vom Radius n um einen fest gewihlten
Punkt a € R?, so kann man z. B. firr Cy, die Menge ' n K, wihlen. Somit gilt
nach (1.3) €7 ¢ A(K?) und damit U(CP) c A(KP), also U(EP) = A(K?P). Da
die offenen Mengen die Komplemente der abgeschlossenen Mengen sind und
umgekehrt, ist weiter A(DP) = U(EP) = Y(fP). AbschlicBend zeigen wir:
AUOP) = B?. Hierzu bezeichnen wir wie iiblich als offenes beschrinktes Ine
tervall im R? jede Menge

(6.4) la,b[:= {z e RP: a<]z b},

wobei @, b Punkte des R? sind mit a < b.*) Jedes nach rechts halboffene
Intervall [a, b [ € 37 ist dann der Durchschnitt einer Folge offener, beschrankter
Intervalle, nimlich:

L&)
[a,0[ = ﬂl]amﬁ[.
wenn dabei
1 1
ay = {{:l_ﬁ:, «.,.ﬂﬁ—n] uﬂda= (ﬁl, --.,ﬂ!p]
ist. Daher gilt gemal (1.7) 37 ¢ U(DOP) und somit B? = Y(FP) ¢ W(O?P). Jede
offene Menge kann als Vereinigung abzéhlbar vieler offener, beschrinkter
Intervalle (z. B. solcher mit lauter rationalen Koordinaten der Eckpunkte)

dargestellt werden. Jedes offene, beschrinkte Intervall Ja, 5[ ist auBerdem
die Vereinigung einer Folge von Intervallen aus 3?7, nimlich:

Ja, B =”T31[am B,

wenn dabei
an: = (min (2 + -, fa), ..., min (op + - fp)

ist und e, ..., op bzw. fy, ..., fp die Koordinaten von a bzw. b bezeichnen.
Jede offene Menge ist daher die Vereinigung einer Folge von Intervallen aus

*) Eur Definition von <1 vgl. § 4.
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3P, und daher ©F c A(FP) = B?. Also folgt A(D?) ¢ B? und daher wegen
der bereits bewiesenen dualen Relation B? = U(D7)._|

Einige tieferliegende Eigenschaften des L-B-MaBes werden wir in § 8 kennen-
lernen. Dort wird sich insbesondere die Existenz nichi-Borelscher Teilmengen
des RP?, also die Aussage

BP + PRT)

ergeben. Fiir den Augenblick begniigen wir uns mit der Berechnung won
A?(B) fiir einfache Borelsche Mengen B ¢ R?,

Beispiele. 1. Jede zu einer der Koordinatenachsen des RP orthogonale Hyper-
ebene H 1st esne L-B-Nulimenge, d. h. es gilt AP(H) = 0. Sei etwa H zur i-ten
Koordinatenachse orthogonal und somit

(6.5) H={z=(§, ..., )eR?:{ =a}

fiir ein geeignetesx e R (i = 1, ..., p). H ist abgeschlossen und damit Borelsch,
Fir jedes n € N bezeichne xn bzw. y, denjenigen Punkt in R?, dessen simtliche
Koordinaten mit Ausnahme der i-ten gleich —n bzw. +n sind; die i-te Ko
ordinate sei gleich « bzw. « - 2-"(2n)'~P¢ bei beliebig gegebenem & > 0.
Dann ist offenbar

! Hc ﬂl[xﬂ-: yﬂ[
und AP([zn, yn) = 27,

Nach (3.10) erhilt man somit
AP(H) = Ell”{[tn. yal) = .
=

Da £ > 0 beliebig gewihlt war, folgt 17(H) = 0.
Insbesondere ist damit wegen der Isotonie von MaBen A?(B) = 0 fir alle Borel-
schen Teilmengen B derartiger Hyperebenen H,

2. Jede abuihlbare Teilmenge des R? ist esne L-B-Nullmenge.
Wegen der o-Additivitit von MaBen geniigt es, den Fall einer einpunktigen
Teilmenge {z} ¢ R? zu behandeln. Diese ist abgeschlossen und daher Borelsch;
ferner gibt es Hyperebenen H der Gestalt (6.5) mit {z} < H.

3. Fiir Punkte a, b € R? mit @ = b betrachte man die bereits definierten Inter-
valle [a, b[ und Ja, b[ sowie das kompakte Intervall

(6.6) [a,b]: = {zeRP:a <z = b}

und das im Gegensatz zu [a, b[ nach links halboffene Intervall
(6.7) Ja,b):={zeRP:a<lz £ b}.

Dann ist

(6.8) A7([a, b[) = AP(Ja, B) = A7([a, b]) = A*(]a, B]).
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Nach 6.4 sind zunichst die Intervalle [a, b[, ]Ja, b[ und [a, b] Borelsche Mengen.
Ahnlich wie im Beweis von 6.4 zeigt man, daB Ja, ] der Durchschnitt einer
Folge von Intervallen Ja, by, also offener Mengen ist. Abermals nach 6.4
ist dann auch ]a, b] Borelsch. Die Gleichheit (6.8) folgt nun wegen der Addi-
tivitit von MaBen gemil Beispiel 1, wenn man beachtet, daB sich aus [a, b]
alle iibrigen drei Intervalle dadurch gewinnen lassen, daB man maximal 2p
Borelsche Mengen von Randpunkten tilgt, welche jeweils in einer Hyper-
ebene mit der Gleichung & = «; bzw. & = f; enthalten sind (i =1, ..., p).
Dabei bezeichnen wieder oy baw. f; die Koordinaten von a bzw. b.

Die Wahl der nach rechts halboffenen Intervalle bei der Konstruktion von A%
ist also allein dadurch begriindet, daB diese Intervalle den einfach zu be-
schreibenden Ring §? der Figuren erzeugen.

Aufgabe

Man charakterisiere die L-B-Nullmengen wie folgt:
Eine Borelsche Menge B € B ist genau dann eine L-B-Nullmenge, wenn fiir
jedes £ > 0 eine B iberdeckende Folge (I,) offener (bzw. kompakter bzw.

o
halboffener) Intervalle I, im R? existiert mit > AP(I,) = &. [Anleitung: Man
noe]
beniitze Formel (5.1).]

§ 7. MeBbare Abbildungen und BildmaBe

Die folgenden Betrachtungen lassen sich einfacher formulieren, wenn wir eine
abkiirzende Sprechweise einfiihren: Ist £ eine Menge und % eine ¢-Algebra in
£2, so sollen das Paar

(@, %)

ein MeBraum und die Mengen aus ¥ mefbare Mengen genannt werden. *)
Ist auf U zudem ein MaB u definiert, so soll das Tripel

':'Q: m:r F'}

ein MaBraum heiBen. Dementsprechend soll (R?, B?) als der p-dimensionale
Borelsche Mefiraum und (R?, BP, AP) als der p-dimensionale Lebesgue-Borelsche
Mafiraum angesprochen werden.

Der Begriff des MeBraumes weist eine formale Analogie zum Begriff des
topologischen Raumes auf. Auch ein topologischer Raum ist ein Paar, be-
stehend aus einer Menge und einem System von Teilmengen, némlich dem
der offenen Mengen. Im Sinne dieser Analogie entspricht der folgende Begriff
der mefibaren Abbildung dem Stetigkeitsbegriff der Topologie.

*} Mefiriume werden oft auch . mefbare Riume® genannt.



§ 7. MeBbare Abbildungen und BildmaQe 41

7.1 Definition. Es seien (22, ) und (2, ) Mefriume, und es sei T: 2 - £
eine Abbildung von Q in Y. T heifit (U-U'-) mefbar, wenn gilt:

(7.1) T-1(A")e U fiir alle A" e W'.
Die U-A'-MeBbarkeit von T' driicken wir symbolisch auch durch
T:(2,%) - (2,%)

aus; wir sprechen dann auch von einer meBbaren Abbildung des ersten MeB-
raumes in den zweiten. Mit Hilfe der in (1.5) eingefiihrten Bezeichnung schreibt
sich (7.1) in der Form:

(7.1) T-YUA) c U.

Beispiele. 1. Jede konstante Abbildung T: 2 — £ ist Y-A'- melbar.

2. Jede stetige Abbildung T: R? -» R%p,q=1,2,...) ist B?-BPmebbar,
kurz: ist Borel-mefbar. Nach 6.4 ist das System £ aller offenen Teilmengen
des R7 ein Erzeuger von 87, Wegen der Stetigkeit von T gilt T-Y0) € D7 ¢ B?
fir alle O € £9. Die MeBbarkeit von T folgt daher aus dem néchsten Satz.

7.2 Batz. Es seien (2, U) und (£, W) Mefriume; ferner sei €' ein Erzeuger
von W', Eine Abbildung T: Q — (2 ist genau dann mefbar, wenn gill:

(7.2) T-YA') e ¥ fiir alle A’ € ©.

Beweis, Das System £' aller Mengen @'e P(L2') mit T-YQ') € Y ist eine
o-Algebra in ', Folglich gilt %' ¢ Q' genau dann, wenn & ¢ Q' ist. A’ ¢ Q°
ist gleichbedeutend mit der MeBbarkeit von T'; € c ' ist gleichbedeutend
mit (7.2). |

Uber das Zusammensetzen meBbarer Abbildungen gilt:

7.8 Satz. Sind Ty: (02, %) > (2p, U) wnd To: (820, o) - (23, Us) mefbare
Abbildungen, so ist die zusammengesetzte Abbildung Ty o Ty U,-Us-mefbar.

Beweis. Die Behauptung folgt aus der fiir alle 4 c £, also speziell fiir
A e U, giiltigen Formel
(Tg 0 Th)7Hd) = TTTF'(4)).

Nunmehr sei eine Familie von MeBraumen ((£2;, %)) s und eine Familie

(T'4)¢ ¢ 1 von Abbildungen Ty: 2 — £ einer Menge 2 in die einzelnen Men-
gen £ gegeben. Dann ist offenbar die von U T71(¥) in 2 erzeugte o-Algebra

el
die kleinste o-Algebra %, beziiglich welcher jedes 7' %-2-meBbar ist. Wir be-
zeichnen diese o-Algebra mit W(T; ¢ € I), setzen also

(7.3) WT;iel): =AU I (W));

iel



