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Vorwort. 
Als ich im Jahre 1928 mein 25jähriges Professorenjubiläum beging, 

legten mir einige meiner ehemaligen Schüler den Plan zu einem dreibändigen 
Lehrbuch der höheren Mathematik vor, das sich auf nachgeschriebene Kolleg-
hefte stützen sollte. 

Dieser Plan ist erst jetzt zur Ausführung gekommen. Ich machte bei der 
Sichtung des Materials die Beobachtung, daß meine Hörer Fragen, die ich 
selbst für weniger wichtig hielt, oft mit großer Hingebung viel weiter verfolgt 
haben. Vielleicht wird gerade hierdurch die Lesbarkeit und Brauchbarkeit 
des Buches erhöht. Der Vortragende weiß oft nicht genau, nach welcher 
Richtung die Interessen der Hörer eingestellt sind. Manches hält er für be-
sonders schön und interessant, was die jungen Köpfe geradezu abstößt. Es 
ist überhaupt kein schlechtes pädagogisches Prinzip, den Lernenden über 
die Lehrmethoden etwas mitreden zu lassen. 

D r e s d e n , Weißer Hirsch, 1933. 
G e r h a r d Kowa lewsk i . 
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Vektorrechnung und analytische Geometrie. 
§ 1. Definition und Bezeichnung der Vektoren. 

Wenn man im Räume von einem Punkte A geradlinig zu einem Punkte B 
übergeht, so beschreibt oder durchläuft man die Strecke AB. Sie hat den 
A n f a n g s p u n k t A und den E n d p u n k t B. In dem Streckensymbol AB 
steht immer an erster Stelle der Anfangspunkt, an zweiter Stelle der Endpunkt. 
Der Endpunkt wird in den Figuren gewöhnlich durch eine Pfeilspitze markiert. 
Zwei Strecken AB und A1B1 heißen ä q u i v a l e n t , wenn man die eine in 
die andere durch Parallelverschiebung überführen 
kann, d. h. wenn ABBXA t die Ecken eines Paral-
lelogramms sind, wie man sie beim Durchlaufen ^ 
des Randes der Reihe nach antrifft (vgl. Fig. 1). 
Die Äquivalenz der Strecken AB, A1B1 wird | 
durch die Gleichung 

AB = A& 
ausgedrückt. 

Alle mit einer bestimmten Strecke AB äqui-
valenten Strecken betrachten wir als Einzeler-
scheinungen eines Vektors. Jede zu AB äquivalente Strecke gilt als Re-
p r ä s e n t a n t dieses Vektors. Ein Vektor i s t , so könnte man kurz sagen, 
eine Strecke, der alle Para l le lversch iebungen e r laub t sind. Es 
kann vorkommen, daß diese Freiheit eingeengt wird, daß man z. B. nur Ver-
schiebungen auf der Geraden AB erlaubt. Dann spricht man von gebun-
denen Vektoren. 

Vektoren werden gewöhnlich durch große oder kleine deutsche Buch-
staben bezeichnet. 

Wenn man im Räume eine Trans la t ion (Parallelverschiebung) vor-
nimmt, die den Punkt A in B, den Punkt C in D überführt usw., so sind die 
Strecken AB, CD,... alle äquivalent. Bei einer Translation beschreiben alle 
Punkte des Raumes äquivalente Strecken. Es gehört also zu jeder Translation 
ein Vektor. Die Translationen können wir als anschauliche Korrelate der 
Vektoren betrachten. Ein Vektor ist, anschaulich gesprochen, eine Translation. 

K o w a l e v s k I , Höhere Mathematik. I. 1 



2 Vektorrechnung und analytische Geometrie. 

§ 2. Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl. 
SC sei ein Vektor und k eine positive oder negative Zahl. Dann soll 

ftSl einen Vektor bezeichnen, der die | k |-fache Länge *) von 81 hat und die 
gleiche oder entgegengesetzte Richtung, je nachdem k positiv oder negativ 
ist. So entsteht der Vektor 391, indem man 91, ohne die Richtung zu ändern, 
auf die dreifache Länge bringt, -j 91 hat dieselbe Richtung wie 91, aber nur den 
dritten Teil der Länge. (— 5)91 wäre ein Vektor von derselben Länge wie 591, 
aber von entgegengesetzter Richtung. Ist also AB ein Repräsentant von 591, 
so wird BA den Vektor (— 5)91 darstellen. (— 1)91, wofür man auch kurz — 91 
schreibt, ist der Vektor BA. 

Wenn man den Vektor 91 zuerst mit und dann mit kt multipliziert, 
so kommt dasselbe Ergebnis heraus wie bei direkter Multiplikation mit 
Â ftg. Die Länge von 91 wird zuerst mit | kt \ und dann noch mit | k2 | multi-
pliziert, also im ganzen mit | kt | | kt | oder | |. Wenn kt und k2 beide 
positiv sind, bleibt beidemal die Richtung des Vektors erhalten. Ist einer 
der beiden Faktoren negativ, so tritt einmal eine Umkehrung der Richtung 
ein, ebenso wie bei direkter Multiplikation mit der negativen Zahl Äxft2. Sind 
endlich kx und k2 beide negativ, so erfolgt beidemal eine Umkehrung der 
Richtung, d. h. die Richtung ist schließlich dieselbe geblieben, ebenso wie 
bei direkter Multiplikation mit der positiven Zahl kxkt. Man kann dieses 
einfache Rechnungsgesetz durch die Formel 

(I) * . (* !«) = < M . ) « 
ausdrücken. Soll der Vektor 91 mit der negativen Zahl k multipliziert werden, 
so kann man ihn, da k = (— 1) | k | ist, zuerst mit | k | und dann mit — 1 
multiplizieren. Da wir statt (—1)® kurz —S3 schreiben, so ist also bei 
negativem k 

m = - | k | 91. 
Alle Vektoren, die zu einem gegebenen Vektor 91 parallel sind, können 

in der Form a:9I dargestellt werden. Ist SB ein solcher Vektor, so wird offenbar 
58 = x9l sein, wenn man unter x das Längenverhältnis der Vektoren 91,58 
versteht (Länge von 58 dividiert durch Länge von 91) und dieses Längen-
verhältnis mit dem Pluszeichen oder Minuszeichen versieht, je nachdem die 
Vektoren gleiche oder entgegengesetzte Richtung haben. In dieser einfachen 
Überlegung steckt die Wurzel der analytischen Geometrie auf einer Geraden. 
Wenn man auf einer Geraden einen Anfangspunkt 0 und einen Grundvektor 
OE ein für allemal wählt, so gehört zu jedem Punkt P der Geraden ein Orts-
vektor OP, der sich in der Form xOE schreiben läßt. Die Zahl x kann zur 
Kennzeichnung des Punktes P dienen und heißt die Abszisse dieses Punktes. 
Die analytische Geometrie auf der Geraden, deren Gegenstand vor allem die 
Punktgruppen auf der Geraden bilden, operiert mit dieser zahlenmäßigen 
Kennzeichnung der Punkte. 

*) |A| ist der absolute Betrag von k. 



§ 3. Addition und Subtraktion der Vektoren. 3 

§ 3. Addition und Subtraktion der Yektoren. 
Wenn zwei Vektoren 2tx und 9I2, repräsentiert durch die Strecken A1BI 

und A2B2, vorliegen, so wird die Summe +.2t2 folgendermaßen gebildet: 
Man geht von irgendeinem Punkte P aus und wählt zunächst den Punkt Q 
derart, daß PQ = A1B1 ist, sodann den Punkt R derart, daß QR = ATBT ist. 
Man stellt also aus A1B1 und A2B2 durch Translationen einen S t reckenzug 
her. Kennzeichnend für einen Streckenzug ist der Umstand, daß die zweite 
Strecke im Endpunkt der ersten beginnt. Bei Streckenzügen, die aus drei 
Strecken bestehen, fängt die dritte Strecke dort an, wo die zweite aufhört. 
Ähnliches gilt für n-gliedrige Streckenzüge. Hat man nun aus ALBL und ATB% 

durch Translationen den Streckenzug PQ, QR gebildet, so heißt PR die 
schl ießende St recke (vgl. Fig. 2). Sie repräsentiert die Summe 2^ + 2t2. 
Richtung und Länge von PR sind offenbar unabhängig von der Wahl des 
Anfangspunktes der Konstruktion. Wenn man will, kann man ihn mit A t 
zusammenfallen lassen. Dann hat man die Strecke A2B2 durch Translation 
nach dem Endpunkt von AIBI zu bringen. 

Wenn man bei der Summenbildung 2tx und 2ta vertauscht, so muß man 
zuerst einen Punkt S wählen derart, daß PS = ATBT ist. Dann wird (vgl. 
Fig. 2) SR = A1B1 sein. Es kommt also beidemal dieselbe schließende Strecke 
PR heraus, d. h. es gilt die Gleichung 

(II) 91* + 2tx = 2tx + 2t2. 
Die Addition der Vektoren ist k o m m u t a t i v . 

Wenn drei Vektoren 9l1, 2t2, 2t, vorliegen und man wählt die Punkte 
P, PLF P2 derart, daß 

PPT = 9T,, P J \ = P2P3 = 21, 
ist, so folgt offenbar aus 

PP2 = 21, + 9L2, P2P3 = % 
die Gleichung 

PP3 = («I + + 2T,, 
ebenso aber aus 

PP1 = 2t!, P,P3 = St2 + 2t, 
die Gleichung 

PPM = «X + («2 + 2t3). 
Hiernach ist also 

(III) (2t1 + 2 t 2 )+2 t , = 2t1 + (2t2 + 2l,). 
Man sagt auf Grund dieser Beziehung, die Addition der Vektoren sei assozia-
t iv . Da (21, + 2l2) + 2l3 und 2tx + (2t2 + 2t,) übereinstimmen, bezeichnet 
man beide Ausdrücke mit 2tx + 2t2 + 2t,. Ähnliches gilt bei mehr als drei 
Summanden. 

Wir wollen hier noch zwei Rechnungsregeln besprechen, die sich auf 
die beiden bisher behandelten Operationen beziehen. Sie kommen in Frage, 

1* 



4 Vektorrechnung und analytische Geometrie. 

wenn es sich um die Multiplikation einer Vektorensumme mit einer Zahl oder 
um die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahlensumme handelt. 

Wenn PQ = 51, QR =. 33, also PR = 21 + fö ist, so zeigt ein Blick 
auf Fig. 3, daß die Gleichung 

(IV) A(2l + 93) = A3T + k35 
gilt. Hat nämlich k den positiven Wert kt und ist PQX = ktPQ, PRX = ktPR, 
so wird von selbst QxRj = kxQR sein. Es gilt also die Gleichung 

Hat k den negativen Wert k2 und ist PQ2 = k2PQ, PR2 = k2PR, so wird 
von selbst QtR2 = k,QR sein. Es gilt also die Gleichung 

ktPQ + hQR = k2PR. 
Die andere Rechnungsregel, die bei der Multiplikation eines Vektors 

mit einer Zahlensumme in Frage kommt, lautet 
(V) ( « 1 + a ; l ) « = a r 1 a + x 1 a . 

Sind xu x2 beide positiv, so braucht man nur zu bedenken, daß der Vektor 
a^St die a^-fache, der Vektor x2% die ayfache Länge von 21 hat. Da die 
Richtung beider Vektoren mit der von 21 übereinstimmt und die Vektoren 
beim Addieren einfach aneinandergesetzt werden, so ist klar, daß der Summen-
vektor die + a n f a c h e Länge und dieselbe Richtung wie 21 hat. Sind 
jüj, x2 beide negativ, so gilt zunächst die Gleichung 

( - X l - * , ) « = ( - Xj)2i + ( - « , ) « . 
Multipliziert man beiderseits mit — 1 und wendet die vorhin bewiesene 
Rechnungsregel an, so ergibt sich die behauptete Gleichung. Ist xx positiv 
und x2 negativ oder umgekehrt, so kann man die Nummern 1 und 2 eventuell 
vertauschen und bewirken, daß + x2 und — xx dasselbe Zeichen haben. 
Dann ist nach den bisherigen Feststellungen 

(*!+ *S)H + (-«i)a = ®,a. 
Addiert man auf beiden Seiten ^21 und bedenkt, daß (— a^JSl und rcl2l als 
Summe einen N u l l v e k t o r (Vektor von der Länge Null) ergeben, den man, 
wo er als Summand auftritt, ohne weiteres fortlassen kann, so findet man die 
Gleichung (V). 
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Über die S u b t r a k t i o n der Vektoren ist nicht viel zu sagen. Die Dif-
ferenz 81 — 93 wird einfach als Summe der beiden Vektoren 21 und — 95 
erklärt. Läßt man 2t und 93 beide von demselben Punkte 0 ausgehen, so daß 
81 = OP, 93 = OQ ist, so wird —"¡8 = QO, also (unter Benutzung von (II)) 

81 + (_ 93) = QO + OP = QP. 
Der Vektor 81 — 93 geht also vom Endpunkt der subtrahierten zum Endpunkt 
der andern Strecke. 

§ 4. Basisdarstellung der Yektoren. 
81, 93, £ seien drei Vektoren, die n ich t k o m p l a n a r sind. Damit 

meinen wir, daß sie sich nicht durch Translationen in eine gemeinsame Ebene 
bringen lassen. Wenn man drei solche Vektoren durch Parallelverschiebungen 
nach demselben Ursprung bringt (8t = OA, 93 = OB, © = OC), so fallen sie 
nicht in eine Ebene, d. h. es gibt keine Ebene, welche die Punkte O, A, B,C 
enthält. 

Nun sei SS ein beliebiger Vektor. Wir können ihn nach 0 verschieben, 
so daß SS = OP wird. Die durch P zu OC gezogene Parallele schneidet die 
Ebene OAB in einem Punkte Q (vgl. Fig. 4) gerade deshalb, weil OC nicht 
in die genannte Ebene fällt. Die durch Q zu OB p 
gezogene Parallele trifft die Gerade OA in einem 
Punkte R, weil OB nicht in dieser Geraden ent-
halten ist. Dadurch, daß wir OA, OB, OC als 
nichtkomplanar voraussetzen, wird zugleich aus-
geschlossen, daß zwei von diesen Strecken der-
selben Geraden angehören oder, wie man zu sagen 
pflegt, kol l inear sind. Deshalb konnten wir auch 
von der Ebene OAB reden. 

Offenbar ist jetzt 
OP = OR + RQ + QP. 

Die drei Strecken, in die OP hier zerlegt erscheint, sind parallel zu OA, OB, OC 
und können in der Form xOA, yOB, zOC geschrieben werden. Es gilt also 
die Darstellung 

(1) SS = zSI + 2/93 + zC. 
Jeder Vektor SS läßt sich somit aus den drei Grundvektoren 8t, 93, E aufbauen. 
Diese Darstellung bezeichnen wir als Bas i sda r s t e l lung des Vektors SS. 
Die Vektoren 81, 93, IS bilden die Basis. Die einzige Bedingung, der sie unter-
liegen, ist die, daß sie nicht komplanar sein dürfen. 

Wenn der Vektor SS mit 8t und 93 komplanar ist, so fällt OP in die 
Ebene OAB. Die Punkte P und Q rücken zusammen, und man hat 

OP = OQ = OR + RQ, 
d. h. 

SS = x8t + yS&. 



6 Vektorrechnung und analytische Geometrie. 

Jeder mit 21 und $8 komplanare Vektor läßt sich also aus den beiden Grund-
vektoren 51, 33 aufbauen. Diese dürfen nicht kollinear sein, sind aber sonst 
keiner Bedingung unterworfen. Wenn man mit zwei beliebigen Zahlen x, y 
den Vektor s2t -f y'H3 bildet, so ist er mit 21 und 93 komplanar. In der Tat 
wird xOA = OA', wobei A' der Geraden OA angehört, ebenso yOB = OB', 
wobei B' auf der Geraden OB liegt. Wenn man aber OA', OB' zu einem 
Streckenzug zusammenschiebt, so bleibt man in der Ebene OAB. 

Wenn der Vektor 93 mit 21 kollinear ist, also dieselbe oder die entgegen-
gesetzte Richtung wie 21 hat, so wird 

93 =x2 t . 
Die einzige Bedingung, die der Vektor 2t erfüllen muß, ist die, daß seine 
Länge nicht null sein darf. 

Wir kehren jetzt zu der Darstellung (1) zurück, um die Bemerkung zu 
machen, daß 93 nur auf eine Weise in der Form (1) ausgedrückt werden kann. 
Wäre nämlich 

*2t + y93 + zG = x"& + y'%3 + z'G, 
so hätte man 

(x - x')<ä = (y' - y)% + (z' - z)G. 
Wir stützen uns dabei auf die Rechnungsregel (V) und benutzen zugleich, 
daß man einen Nullvektor in einer Summe fortlassen kann. Die neue Glei-
chung kommt dadurch zustande, daß in der alten beiderseits die Vektoren 
— x' 21, —j/93, — z& addiert werden. Wäre nun x — x' =f= 0, so ergäbe sich 

1 
durch Multiplikation mit unter Benutzung der Rechnungsregel (I) 

2t = — — , 93 + G. 
X — X X — X 

Diese Gleichung würde aber bedeuten, daß 2t mit 93 und (5 komplanar ist, 
was wir gerade ausschließen. Es muß also x — x' = 0 sein. Ebenso folgt 
y — y' — 0, z — z' = 0. Damit ist die Eindeutigkeit der Basisdarstellung 
bewiesen. 

Genau ebenso ergibt sich, daß ein mit 2t und 93 komplanarer Vektor 
nur auf eine Weise in der Form x2l + 2/93 ausgedrückt werden kann und ein 
mit 2t kollinearer Vektor nur auf eine Weise in der Form z2t. Vorausgesetzt 
wird dabei, daß 2t und 93 nicht kollinear sind, und im letzten Falle, daß 2t 
kein Nullvektor ist. Nullvektoren werden, wie wir bei dieser Gelegenheit 
bemerken wollen, durch eine Null dargestellt. Die Gleichung 93 = 0 besagt, 
daß 93 ein Nullvektor (Vektor von der Länge 0) ist. 

Wenn man einen Vektor 93 in der Form (1) dargestellt hat, so heißen 
die drei Zahlen x, y, z seine K o o r d i n a t e n in bezug auf die Basis 2t, 93, 6. 
Die drei Summanden a;2l, i/93, zG werden als die K o m p o n e n t e n von 93 
bezeichnet, z2I als die 2t-Komponente, 3/93 als die 93-Komponente, z(S als die 
6-Komponente. Durch die Basisdarstellung sind wir zu einer zahlenmäßigen 
Kennzeichnung der Vektoren gelangt. Jedem Vektor entspricht, wenn wir 
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eine Basis 21, S8, (S zugrunde legen, ein geordnetes Zahlentripel x, y, z und 
umgekehrt. Die Vektoren des Raumes sind, so können wir sagen, auf die 
Gesamtheit der geordneten Zahlentripel abbildbar. 

Läßt man alle Vektoren von einem festen Punkt 0 ausgehen und ist 
21 = OA, SB = OB, © = OC und SB = OP, so werden x, y, z als die Koordi-
n a t e n des Punktes P in bezug auf die Grunds t r ecken OA, OB, OC be-
zeichnet. Man erhält diese Koordinaten, wenn man den Ortsvektor OP des 
Punktes P mittels der Basisvektoren OA, OB, OC darstellt: 

OP = xOA + yOB + zOC. 
Hiermit ist die Grundlage für die analytische Geometrie des Raumes ge-
wonnen. Besonders wichtig ist der Fall, wo die Grundstrecken OA, OB, OC 
die Länge 1 haben und paarweise aufeinander senkrecht stehen. Gewöhnlich 
wählt man die Strecken so, daß sie ein Rech t s sys t em bilden, also so zu-
einander liegen, wie das rechte Bein, das linke Bein und der Oberkörper 
eines breitbeinig sitzenden Menschen (vgl. Fig. 5). 

P 

Wenn OA, OB, OC orthogonale Einheitsstrecken sind, heißen x, y, z die 
r ech twink l igen ca r tes i schen Koord ina t en des Punktes P. Die 
Geraden OA, OB, OC werden als die Koord ina t enachsen bezeichnet und 
als x-Achse, y-Achse und z-Achse voneinander unterschieden. Auf jeder 
dieser Achsen gibt es eine positive Richtung, die von O nach A oder B oder C 
hinweist. Man zeichnet gewöhnlich nur die positiven Hälften der Achsen, 
die von O über A,B,C hinausführen. Die Komponenten des Ortsvektors OP 
sind nichts anderes als die Projektionen von OP auf die Koordinatenachsen 
(vgl. Fig. 6). Man sieht in der Tat sofort, daß OS = RQ, OT = QP ist, also 

OP = OR + OS + OT. 
Die x- Koordinate des Punktes P läßt sich offenbar auch als die mit einem 
gewissen Vorzeichen versehene Länge der Strecke OR erklären, und zwar 
ist dieses Zeichen + oder —, je nachdem OR (von O nach R durchlaufen) 
der positiven oder der negativen Richtimg der ar-Achse folgt. Ähnliches gilt 
für y und z. Die positiven Achsenrichtungen sind durch beigesetzte Pfeile 
markiert. 
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Will man analytische Geometrie in einer Ebene treiben, so braucht 
man nur zwei in der Ebene liegende Grundstrecken OA, OB. Der Ortsvektor 
OP jedes Punktes der Ebene läßt sich in der Form xOA -f- yOB ausdrücken. 
x, y sind die Koordinaten des Punktes P. Auch hier ist der Fall besonders 
wichtig, wo OA und OB zueinander orthogonal sind und die Länge 1 haben. 
Man spricht dann von rech twink l igen ca r t e s i s chen Koord ina t en . 
x heißt gewöhnlich die Abszisse, y die Ord ina t e des Punktes P. 

§ 5. Homogene Koordinaten für die Punkte einer Ebene und einer Geraden. 
Wenn eine Ebene « vorliegt und 0 ein Punkt außerhalb tx ist, so kann 

man durch 0 drei beliebige nichtkomplanare Strecken OA, OB, OC legen. 
Jede von 0 ausgehende Strecke OP kann in der Form xOA + yOB + zOC 
dargestellt werden. Sie schneidet, genügend verlängert, die Ebene tx in einem 
Punkte P*. Die drei Zahlen x, y, z werden als homogene K o o r d i n a t e n 
des Punktes P* bezeichnet. Es ist klar, daß zwei Geraden OP und OPx dann 
und nur dann denselben Schnittpunkt mit tx haben, wenn OP und OPt kol-
linear sind, d. h. 0P1 = kOP. Ist nun 

OP1 = x^A + yxOB + zxOC , 
so wäre also nach den Rechnungsregeln (IV) und (I) 

xtOA + y1OB + ztOC =kxOA + kyOB + kzOC. 
Hieraus folgt, da OA, OB, OC nicht komplanar sind, 

x1 = kx, yl = ky, zl = kz. 
Man sieht also, daß die homogenen Koordinaten bis auf einen Faktor k fest-
liegen. Daß hier ein solcher willkürlicher Faktor hineinkommt, hat die Be-
nennung „homogene" Koordination veranlaßt. 

Die Schnittpunkte der Geraden OA, OB, OC mittx, die wir mit A *, B*, C* 
bezeichnen, nennt man die G r u n d p u n k t e der Ebene tx. Die Koordinaten 
von A* sind proportional zu 1, 0, 0, die von B* zu 0,1, 0, die von C* zu 0, 0,1. 
Der Punkt von tx, dessen Koordinaten proportional zu 1, 1,1 sind, wird als 
E i n h e i t s p u n k t bezeichnet. Setzt man 

OA + OB + OC = OE, 
so ist er der Punkt E*, in welchem die Gerade OE die Ebene « trifft. Sind 
A*, B*, C*, E* bekannt und hat man den Punkt O, BO lassen sich OA, OB, OC 
bis auf einen Proportionalitätsfaktor bestimmen. Es ist nämlich OA = aOA*, 
OB = bOB*, OC = cOC* und andererseits OE = XOE*. Also muß folgende 
Gleichung stattfinden: 

aOA* + bOB* + cOC* = XOE*. 
Man ersieht hieraus, daß sich a, b, c zueinander verhalten wie die Koordinaten 
des Vektors OE* in bezug auf die Basis OA*, OB*, OC*. Damit sind 
OA, OB, OC bis auf einen Proportionalitätsfaktor, der hier offenbar belanglos 
ist, festgelegt. 
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Auch auf einer Geraden kann man in ganz entsprechender Weise homo-
gene Punktkoordinaten einführen. Wir wollen hierauf näher eingehen, um 
gleichzeitig zu zeigen, wie mit Hilfe der homogenen Koordinaten das Un-
endlichferne erfaßt werden kann. Entsprechendes gilt natürlich für die Ebene. 
Um auf der Geraden g homogene Koordinaten einzuführen, benutzen wir 
einen Punkt 0, der außerhalb der Geraden liegt, und zwei Strecken 
OA und OB in der Ebene 0, g, die nicht kollinear sind. Jede von O aus-
gehende Strecke OP = xOA + yOB trifft in ihrer Verlängerung die Gerade g 
in einem Punkte P*, als dessen homogene Koordinaten x und y definiert 
werden. Sie sind nur bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt, weil OP 
mit einem beliebigen Faktor versehen werden kann. Wenn OP zu der Geraden g 
parallel wird, rückt i3* ins Unendliche. Wir betrachten in diesem Falle die 
Größen x, y als die homogenen Koordinaten des unend l i ch f e rnen P u n k t e s 
oder, wie wir kürzer sagen wollen, des F e r n p u n k t e s der Geraden g. 

Wir wollen noch einmal zu der Ebene <x zurückkehren, um zu zeigen, 
daß sich die rechtwinkligen cartesischen Koordinaten dem hier eingeführten 
allgemeineren Koordinatenbegriff unterordnen. In der Ebene « seien die 
rechtwinkligen Achsen Cj, Ct) gezeichnet. 0 sei 
ein Punkt außerhalb der Ebene ct. Wir wählen 
die beiden ersten Grundstrecken OA, OB so, daß 
sie die Länge 1 haben und den positiven Achsen-
richtungen C%, Ct) folgen. Als dritte Grundstrecke 
benutzen wir OC (vgl. Fig. 7). Dann ist nach 
der Definition der cartesischen Koordinaten j, t) 

CP* = %OA + t)OB, 
mithin 

OP* = OC + CP* = lOA + \)OB + OC. 
Die homogenen Koordinaten von P* sind nach der oben gegebenen Definition 
die Faktoren x, y, z, welche in der Basisdarstellung einer mit OP* kollinearen 
oder, wie wir auch sagen, einer zu OP* proportionalen Strecke OP auftreten. 
Sie sind also proportional zu 5, i), 1. Wir nennen diese besondere Art homo-
gener Koordinaten homogene car tes i sche Koord ina ten , j, t) sind dem-
gegenüber die inhomogenen cartesischen Koordinaten. Da x, y, z sich von 
j, t), 1 nur um einen Proportionalitätsfaktor unterscheiden, so ist 

x y_ 
z ' 

Man stelle sich nun vor, daß der Punkt P* auf der Geraden CP* ins Unend-
liche fortrückt. Dann wird die Gerade OP* in eine Parallele zu dieser Geraden 
übergehen und wird also in die Ebene OAB fallen. Eine auf dieser Parallelen 
liegende Strecke OP läßt sich in der Form xOA +yOB darstellen. Der 
Faktor 2 der dritten Grundstrecke ist null. Der unendlich ferne Punkt oder 
Fernpunkt der Geraden CP* hat also die homogenen Koordinaten x, y, 0. 
Die beiden ersten, x und y, sind proportional zu den Koordinaten j , t) des 

Fig. 7. 
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Vektors CP*, also eines beliebigen Vektors auf der betrachteten Geraden. Man 
nennt zwei solche Zahlen R i c h t u n g s k o e f f i z i e n t e n dieser Geraden. Alle 
zu CP* parallelen Geraden der Ebene <% haben denselben Fernpunkt. Die 
Fernpunkte der Ebene a sind, wie man sieht, dadurch gekennzeichnet, daß 
die dritte homogene cartesische Koordinate verschwindet. 

§ 6. Übergang zu einer nenen Basis. 
Wir haben gesehen, daß alle Vektoren sich aus drei nichtkomplanaren 

Grundvektoren 81, 58, © aufbauen lassen. Für jeden Vektor 93 gibt es drei 
Zahlen x, y, z, welche die Gleichung 

93 = zSI + i/93 + zC 
herbeiführen. 31, 93, G nannten wir auch die Basisvektoren und x, y, z die 
Koordinaten des Vektors in bezug auf die Basis 9t, 33, G. 

Es entsteht nun die Frage, wie sich die Koordinaten x, y, z ändern, 
wenn man statt 91, 83, G eine neue Basis 91', 83', CS' einführt. Wir wollen 
wissen, wie die in der Gleichung 

93 = x"$V + 2 / ' » ' 
auftretenden Faktoren x', y', z' mit x, y, z zusammenhängen. 

Wenn man die Vektoren 91', S3', G' auf die Basis 91, 83, G bezieht, so 
erhält man drei Gleichungen von folgender Gestalt: 

91' = ax9l + + yxG, 
83' = «29l + &S3 + y2G, 
G' = a39l -f /93 83 + y3 G. 

ai> ßu Vi sind die Koordinaten des neuen Basisvektors 9t' in bezug auf 
91, 83, G, ebenso <xt, ßt, yt die des Vektors 83' und a3 , ß3, y3 die des Vek-
tors G'. Setzt man diese Ausdrücke in x' 81' + y'S3' + z'G' ein, so ergibt sich 
unter Benutzung der Rechnungsregeln (I), (II), (III), (IV), (V) 

93 = K z ' +<x2y' + a3z') 9t 
+ (ßi*'+ ß2V' + ß3z') 93 
+ (yix> + + y3z')G-

Da die Basisdarstellung eindeutig ist, muß 
x = a1x' + <x2y' + <x3z', 
y = ß^'+ ßty'+ ß3z', 
Z = Ylx' + yty' -f y3z' 

sein. Man nennt eine solche Beziehung zwischen x, y, z und x', y', z' eine 
l i nea r e T r a n s f o r m a t i o n . Unser Ergebnis läßt sich also dahin aus-
sprechen, daß beim Übergange zu einer neuen Basis die Vektorkoordinaten 
eine lineare Transformation erfahren, sich linear transformieren. 

Aus demselben Grunde werden Gleichungen von folgender Form be-
stehen : 
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(1) 

x' = a^ + a2y + a3z, 
y' = btx +bty + b3z, 
z' = CjZ + c2y + c3z. 

Diese lineare Transformation nennt man die Umkehrung der andern. 
Auch die Gleichungen, die 81, 93, E mit 81', 93', 5 ' verknüpfen, kann man 

als lineare Transformation ansehen. Nur werden hier nicht Zahlen, sondern 
Vektoren linear transformiert. Wir wollen uns in diesem Zusammenhang 
mit dem wichtigen Begriff der Matr ix und der Mul t ip l ika t ion der Matr i -
zen bekanntmachen. Zu diesem Zweck betrachten wir drei Tripel nicht-
komplanarer Vektoren 

»i, Uj, ll3; 83,, aS2, SS3; fB lt SB,, 2B3. 
Beziehen wir die Vektoren U„ 1I2, U3 auf die Basis SBIf SS2, SS3, so entstehen 
Gleichungen von der Form 

' U i - a u B j + fluBj+au»,, 
Mt = « n 8 i + fl««».+an8., 
U3 = a 3 i®i + a 3 2 B 2 + a M ® 3 . 

Beziehen wir 83,, 332, $ 3 auf die Basis SB,, 2B2, 2B3, so gelangen wir zu Dar-
stellungen von folgender Gestalt: 

f SSi = ¿112Bi + ¿12 282 + ¿i3 SB,, 
(2) { » , = fttl2Bi+&«,©,+&„©„ 

{ 833 = ¿312Bi + ¿«SB, + ¿MSS3 . 
Endlich finden wir, wenn Ui, U2, U3 auf die Basis SB,, 282> SB3 bezogen werden, 

Ui = c „ 2 B i + c 1 2 2 B a + c 1 3 2 B 3 , 
U2 = c 2 1 3 8 ! +c 2 2 3S 2 + c2 32B3 , 
U3 = c31 SBi + c32 2S2 + c33 

Andererseits erhalten wir durch Einsetzen der Ausdrücke (2) in die Gleichun-
gen (1) folgendes Ergebnis: 

f Ux = (Zaltbrl) SB, + (Eaub,2)SB2 + { E a M ^ , 
(3*) j U2 = (Za»,b,i) 23i + (Za2,b,z)28a + ( £ ^ , ¿ , 3 ) 2 S 3 , 

l U3 = (Za3,btx)^i + (Za3,b,2W2 + (Zas,b,3)2S3. 
Bei der durch E angedeuteten Summation durchläuft der Index die Werte 
1, 2, 3. 

Wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung müssen nun die Koeffi-
zienten in den Gleichungen (3) und (3*) übereinstimmen. Man faßt diese 
Übereinstimmung gewöhnlich in eine einzige Gleichung zusammen, die man 
folgendermaßen schreibt: 

(3) 

(cn cw c13\ /Iaubtl, Zaub,2, ZajAjX 
c2i c22 c2 3J = ( ^ £ , ¿ , 1 , Za2,b,2, Za2rb,s\. 
C31 c32 c3J \Ea3,btl, Eas,b,2, Ia3,bJ 

Auf jeder Seite dieser Gleichung steht eine sogenannte dreireihige Matr ix . 
Zwei solche Matrizen gelten dann und nur dann als gleich, wenn jedes Element 



12 Vektorrechnung und analytische Geometrie. 

der einen dem entsprechenden Element der andern gleich ist. Eine Gleichung 
zwischen zwei dreireihigen Matrizen stellt also eine Zusammenfassung von 
neun gewöhnlichen Gleichungen dar. 

Die Elemente c erscheinen hier in besonderer Weise aus den Elementen 
a und b aufgebaut. Wir wollen die Zeilen der Matrix («11 «Ii «is\ 

°21 fl22 «23] 
a n a32 a s J 

mit av, at., a3. bezeichnen, die Spalten der Matrix 

( h i h*\ 

h i h i 2̂3 J 
b31 b32 ¿33/ 

mit b. l tb.2,b.3 . Ferner wollen wir aelha + aetha + a
e3b3a = a

s-b-a • 

setzen und diesen Ausdruck die Z u s a m m e n s e t z u n g der Zeile ae. mit der 
Spalte b.a nennen. Diese Zusammensetzung kommt dadurch zustande, daß 
man jedes Element der Zeile ae. mit dem entsprechenden Element der Spalte 
b.a multipliziert und die Summe dieser Produkte bildet. Unter Benutzung 
dieser Symbole schreibt sich die Gleichung (4) in folgender Weise: 

( c n ci2 c13\ i a ^ b ^ , a v b . 2 , a v b . 3 \ 

c21 c22 c83l = I a t . b . 2 , a2.&.3 | . 

c3i c32 c z J \ a 3 . b . l t a 3 . b . t , a3.b.J 

Man sieht jetzt deutlicher, wie die Elemente cea aus den Elementen a und b 
entstehen. cea ist nichts anderes als die Zusammensetzung der g-ten Zeile 
der Matrix (5) mit der <r-ten Spalte der Matrix (6). Um die erste Zeile der 
Matrix (4*) zu erhalten, muß man die erste Zeile von (5) mit den Spalten 
von (6) zusammensetzen. Die zweite Zeile von (4*) ergibt sich, wenn man 
die zweite Zeile von (5) mit den Spalten von (6) zusammensetzt, und die 
dritte Zeile von (4*), wenn man dasselbe mit der dritten Zeile von (5) macht. 

Weil nun die lineare Transformation (3) nichts anderes ist als die Auf-
einanderfolge der linearen Transformationen (1) und (2) oder, wie man auch 
sagt, das P r o d u k t dieser beiden Transformationen, pflegt man die Matrix (4) 
das P r o d u k t der Matrizen (5) und (6) in dieser Reihenfolge zu nennen und 
dieses Produkt dadurch zu symbolisieren, daß man zuerst die Matrix (5) und 
rechts daneben die Matrix (6) aufschreibt. Man hat also 

(a n a n a i i \ / h i b u h s \ ß i - b - i , a v b . 2 , a^b.A 
a2l a2i «23)1^21 b22 ¿23] =( a2-6-11 12-&-2. ^ - a l -
a3i a3t a3V h t h J \<i3-b-i, a 3 . b . t , a3.b.J 

Dies ist die wichtige Multiplikationsregel für Matrizen. Sie belehrt uns 
darüber, in welcher Weise sich lineare Transformationen zusammensetzen. 
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§ 7. Volumprodukt dreier Vektoren. 
Wir betrachten drei Vektoren 2t, 23, E, die wir uns durch Translationen 

nach demselben Ursprung 0 gebracht denken, so daß 
2t = OA, 93 = OB, E = OC 

ist. Als Volumprodukt der Vektoren 21, 93, G bezeichnen wir den Jnhalt 
des durch OA, OB, OC bestimmten Parallelepipeds, genommen mit dem 
Plus- oder Minuszeichen, je nachdem OA, OB, OC ein Rechtssystem oder ein 
Linkssystem bilden. Als Symbol für das Volumprodukt soll [2193E] benutzt 
werden. Es sei daran erinnert, daß OA, OB, OC ein Rechtssystem bilden, 
wenn sie so zueinander liegen, wie das rechte Bein, das linke Bein und der 
Oberkörper eines breitbeinig sitzenden Menschen. Man halte sich an Fig. 5, 
die das sogenannte Koord ina tcnmännchen darstellt, das in der Ecke 
jedes Rechtssystems OA, OB, OC wohnt, sein rechtes Bein auf OA, sein linkes 
auf OB stützt und den Rücken gegen OC lehnt. Koordinatenmännchen heißt 
dieses Wesen, weil die rechtwinkligen cartesischen Achsen auch ein Rechts-
system bilden. 

Das Volumprodukt [2193E] hat die Eigenschaft, nur sein Zeichen zu 
wechseln, wenn man zwei der beteiligten Vektoren vertauscht. Wenn nämlich 
OA, OB, OC ein Rechtssystem bilden, so sind die Tripel OB, OA, OC und 
OC, OB, OA und OA, OC, OB Linkssysteme. Läßt man zwei solche Ver-
tauschungen aufeinander folgen, so findet ein zweimaliger Zeichenwechsel 
statt und das Volumprodukt bleibt völlig ungeändert. 93, E, 21 entsteht aus 
21, 93, E dadurch, daß man zuerst unter Vertauschung von 2t und 93 zu 
93, 21, E übergeht und dann unter Vertauschung von 21 und E zu 93, E, 21. 
Es ist daher 

[93E2I] = [2193E]. 
Man nennt diese Aussage den Ver tauschungssa tz . Er stellt fest, daß bei 
zyklischer Vertauschung der beteiligten Vektoren das Volumprodukt un-
geändert bleibt. Gegenüber der Tatsache, daß das Volumprodukt bei Aus-
wechselung zweier Vektoren nur sein Zeichen ändert, bedeutet er nichts 
Neues. Auf Grund dieser Zeicheneigenschaft sagt man, das Volumprodukt 
sei eine a l te rn ie rende Größe. 

Man überzeugt sich leicht, daß die Volumprodukte 
[2I93E], [93E21], [E2193] 

denselben Wert V haben und die Volumprodukte 
[21E93], [932IE], [E9321] 

den Wert — V. Es sind hiermit alle sechs Anordnungen oder Permutationen 
der Vektoren 21, 93, E erschöpft. Sie zerfallen hier in zwei Klassen nach über-
einstimmenden Volumprodukten. Wenn man in einer Permutation zwei 
Vektoren auswechselt, entsteht eine Permutation der andern Klasse, weil 
das Volumprodukt sein Zeichen ändert. Zwei Permutationen derselben 
Klasse hängen stets durch eine gerade Anzahl solcher Auswechselungen 
(Transpositionen) zusammen, zwei Permutationen verschiedener Klassen stete 
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durch eine ungerade Anzahl. Es ist klar, daß man jede Permutation durch 
Transpositionen in jede andere überführen kann, weil es auf solche Weise 
möglich ist, jedes Element an eine beliebige Stelle zu bringen. Man kann 
diese Überführung auf vielerlei Arten machen, indem man zunächst ins Blaue 
hinein Transpositionen vornimmt und dann systematisch auf das Ziel losgeht. 
Wie man es auch einrichten mag, immer wird die Anzahl der Transpositionen 
bis auf ein Vielfaches von 2 dieselbe sein. Derselbe Satz gilt auch für Per-
mutationen mit mehr als drei Elementen. 

Wenn man in dem Volumprodukt [2193G] einen der drei Vektoren mit 
einem Zahlenfaktor versieht, so multipliziert sich das Volumprodukt mit 
diesem Faktor. Da [2193©], [93591], [E2I93] gleiche Werte haben, genügt es, 
die angegebene Eigenschaft für den dritten Vektor festzustellen, also zu 
zeigen, daß 

(1) [3t, S3, AE] = A[2t93E] 
ist. Im Falle A > 0 hat das Tripel 91, 93, AG denselben Charakter wie 9t, 93, G. 
Außerdem ist klar, daß das Volumen des Parallelepipeds OA,OB,OC sich 
mit A multipliziert, wenn man die Strecke OC auf die A-fache Länge bringt. 
Andererseits bilden 9t, 93, — E, nach gemeinsamem Ursprung verschoben, ein 
Parallelepiped desselben Inhalts wie 91, 93, G. Beide Tripel sind aber von 
entgegengesetztem Charakter. Mithin ist 

[2t, 93, — G] = — [9193®]. 
Im Falle k < 0 wird — k positiv sein. Daher hat man 

[9t, 93, AG] = - [2t, 93, - AG] = ( - 1)(-A)[2193G] = A[2t93E]. 
Damit ist der Beweis unserer Behauptung vollkommen erledigt. Im Falle 
k = 0 wird sie trivial. 

Wenn in einem Volumprodukt einer der drei Vektoren eine Summe ist, 
so zerlegt sich das Produkt dementsprechend in zwei Summanden. Auch 
hier genügt es, den Beweis beim dritten Vektor durchzuführen und zu zeigen, 
daß 

(2) [2t, 93, Gt + G2] = [9t93Gx] + [9t93E2] 
ist. Wären 91 und 93 kollinear, so würden sich alle drei Volumprodukte auf 
Null reduzieren und die Gleichung wäre erfüllt. Nehmen wir also an, daß 
2t und 93 nicht kollinear sind, und sei E ein dritter Vektor, der mit 2t, 93 ein 
nichtkomplanares Tripel bildet. Wir können jetzt Ex und E2 auf die Basis 
9t, 93, E beziehen und demgemäß schreiben 

Ex = ^2t + yx93 + ZxE, 
E2 = ara9t + yt 93 + z2 E. 

Nach unsern Rechnungsregeln wird dann 
Ex + E2 = fo + » , ) « + (Vl + y2)93 + zt+ z2)E. 

Hierbei haben wir uns besonders auf die Regel (V) gestützt. 
Nach Einsetzung der obigen Ausdrücke haben wir es mit Volumpro-

dukten von der Form [9t, 93, z9t + j/93 + zE] zu tun. Ist nun OA =91, 



§ 7. Volomprodukt dreier Vektoren. 15 

OB = 58, OP = a;2l + yi8 + z® und OQ = zE, so gelangt man offenbar von 
Q nach P unter Zurücklegung einer Strecke, die gleich xSi + j/93 ist, also 
parallel zur Ebene OAB läuft. Die durch OA, OB, OP und durch OA, OB, OQ 
bestimmten Parallelepipede sind daher inhaltsgleich. Sie haben zur Basis 
das Parallelogramm aus OA und OB und zur Höhe die von P und Q auf dieses 
Parallelogramm gefällten Lote, welche beide gleich lang sind. Da sich OP 
und OQ auf derselben Seite der Ebene OAB befinden, werden die Tripel 
OA, OB, OP und OA, OB, OQ von gleichem Charakter sein. Es folgt also 

[OA, OB, OP] = [OA, OB, OQ], 
d. h. 

[ » , 8 , * « + ? ® + z g ] = [ « , » , *6]. 
Hiernach ist nun 

[21, 93, <5x3 = [91, 93,z1(5] = z 1 [ W ] , 
[21, 93,E2] = [2I, 33,z2E] = Z2[2I93E], 
[2t, S3, E1 + E2] = [21, 33, (z, + z2)E] = (zt + za)[2I33E], 

woraus sich die behauptete Gleichung unmittelbar ergibt. 
Wir wollen nun zwei Vektorentripel U1( U2, U3 und 33,, 8 2 , S3, be-

trachten, die durch folgende Gleichungen verknüpft sind: 
11,. = anSJj + alt 8 2 + a13SS3, 
U2 = an 8X + a2282 + a2383, 
U3 = a31 + ö32 ®2 + «33 

Dann ist nach der Eigenschaft (2) und (1) 
[UXU2U3] = 2TK93,, a 2 , 8 a , a , t 8 t 3 = ^ „ « „ « „ [ 8 , » . » , ] . 

Wenn q,o, x nicht alle verschieden gind, so verschwindet [®e 8033 r]. 
Man braucht also die Summation nur über alle sechs Permutationen von 
1 ,2 ,3 zu erstrecken. Ist q,o, x eine ge rade Permutation, d .h . von der-
selben Klasse wie 1, 2, 3, so wird 

[ 8 , 8 . 8 , ] = [ 8 ^ , 8 , ] , 
ist Q,a,x eine u n g e r a d e Permutation, so hat man 

[ 8 , 8 . 8 J = - P W B J . 
Wenn man unter sgn(g, a, x) die positive oder negative Einheit versteht, je 
nachdem q, a, x und 1 ,2 ,3 derselben Klasse oder verschiedenen Klassen 
angehören, so kann man schreiben 

[ S ^ . S , ] = [8 1 8 a 8 3 ] sgn( e ,<r , r ) . 
Setzt man diesen Ausdruck ein, so wird 

(3) [ U ^ U a ] = [ 8 x 8 , 8 , ] 27sgn(e, er, r ) a l t a u a u . 
Wir stoßen hier auf den wichtigen Begriff der D e t e r m i n a n t e . Man nennt 
die Summe, die in obiger Formel als Faktor von [8x8383] erscheint, die 
Determinante der Matrix 

au au au\ 
a21 a2t aM I 
ail a3i flSJ / 
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und benutzt dafür ein ähnliches Symbol wie für die Matrix, nur mit senk-
rechten Strichen statt der Klammern. Es ist also 

(4) 
«11 «12 «13 
«21 «22 «23 
a3X «32 fl33 

= Esgn (Q, a, T) alta2<Ja3t. 

Was an dieser Formel noch stört, ist die augenscheinliche Bevorzugung der 
ersten Indizes, die auf der rechten Seite in ihrer natürlichen Anordnung 
stehenbleiben, während die zweiten Indizes permutiert werden. Diese Bevor-
zugung läßt sich leicht beseitigen. Man hätte gleich zu Anfang schreiben 
können 

[ H i l l , « , ] = i ^ l U U s g n t e , er, r) 

1 
= Zaet, aaa, a„> [Sßc/ Sß^] sgn(g, er, t ) 

1 
= ZaeQ, aaa, a„, sgn(g, a, r) sgn(p', a', t')[®iSS29S3]. 

Hierbei durchläuft sowohl Q, a, r als auch Q', a, r ' alle sechs Permutationen 
von 1, 2,3. Es ergibt sich auf diese Weise folgende Darstellung der De-
terminante: 

o„ a, , a, 
(4*) 

X11 "12 "13 
i21 a22 a32 
«31 "32 «33 

Wenn SSl7 ®3 drei orthogonale Einheitsvektoren sind, die ein Rechts-
system bilden, so sind ael, ae2l ae3 die cartesischen Koordinaten des Vektors Ue. 
Da nun [S?1®2®3] = 1 wird, so erhalten wir aus Formel (3) 

1 
= g ì 27 sgn (9, a, r) sgn (Q', a' x') aee. aaa. aT 

[U1U2U3] = 
"11 "12 "13 
«21 «22 «23 

31 "32 "33 
Das V o l u m p r o d u k t d r e i e r V e k t o r e n i s t also g le ich de r D e t e r -
m i n a n t e i h r e r c a r t e s i s c h e n K o o r d i n a t e n , die man kurz die K o o r d i -
n a t e n d e t e r m i n a n t e nennt. 

Man kann auch die allgemeine Formel (3) leicht in Worte kleiden. 
Wenn man unter S3a, SS3 drei nichtkomplanare Vektoren versteht, so sind 
«jn «f2i «e3 die Koordinaten des Vektors Uc in bezug auf die Basis S31, SS2> 
Die Determinante dieser Koordinaten ist nach (3) gleich dem Quotienten der 
beiden Volumprodukte [U l t U2, U3] und [SSj 5ß2 SS3], d. h. es gilt die Gleichung 

«11 a, , a, 
(3*) [ u . U s i y 

[Sß1 ss2 SS3I 

*11 
«2 
«1 

12 "13 
a. 

a,, a 31 "32 "33 
Auch die Matrix der a könnte man symbolisch als den Quotienten aus 

den beiden Vektorentripeln U l t U2, U3 und SSj, SS2, S53 betrachten. Jede 
Matrix läßt sich auf unendlich Viele Weisen als Quotient zweier Vektoren-
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tripel auffassen. Man kann nämlich das Nennertripel 8$lt ®2, 8 3 beliebig 
wählen, nur darf es nicht aus komplanaren Vektoren bestehen. Das Zähler-
tripel bilden dann die Vektoren 

U<> = aei » i + ae2 8 2 + ac3 8 , . (ß = 1, 2 ,3 ) . 
Man kann die Elemente a leicht durch die Vektoren U und S8 ausdrücken. 
Nach den Regeln (1) und (2) hat man nämlich 

[ Uc 8 2 8 3 ] = a e i [$i 8 2 8 3 ] , 
[»iUeS83] = ae!![S81S82Sß,], 
[ 8 i « i l l , ] = ^ [ 8 i » « » . ] , 

wobei auch die Eigenschaft benutzt worden ist, daß ein Volumprodukt ver-
schwindet, wenn darin ein Vektor mehrfach auftritt. Z. B. hat man 

[Uc as2 SS3] = fljif»!»,»,] + + a ^ [ 8 1 8 1 » , ] , 
die beiden letzten Glieder sind aber gleich Null. 

§ 8. Haupteigenschalten der Determinanten. 

Aus Formel (3*) in §7 lassen sich die wichtigsten Eigenschaften der Deter-
minanten unmittelbar ablesen. Man muß sich nur vor Augen halten, daß 
zwischen den beiden Vektorentripeln Uj, U2, 1I3 und Sß1, SS2, ®3 die Beziehung 

U1 = a i i8 1 +a 1 2 S8 2 + a135ß3, 
U2 = a^S?! + a22 8 2 + Ö2383, 
U3 = a31 S3X + a32 Sß2 + a33 Sß3 

besteht. Wenn man zwei Vektoren U vertauscht, so läuft dies hinaus auf 
eine Vertauschung zweier Determinantenzcilen. Da hierbei [UiU2U3] nur 
sein Zeichen wechselt, so gilt folgender Satz: 

Wenn man in einer Determinante zwei Zeilen vertauscht , 
wechselt sie nur ihr Zeichen. 

Dasselbe gilt, wenn man zwei Spalten der Determinante vertauscht. 
Es müssen dann, damit die Ausdrücke U erhalten bleiben, die entsprechenden 
Vektoren $ ausgetauscht werden. Dabei schlägt das Zeichen von [ 8 X 8 2 8 3 ] 
um, also nach Formel (3*) auch das der Determinante. 

Wenn man die Elemente ael, ae2, ae3 mit dem Faktor k versieht, so 
tritt offenbar an die Stelle des Vektors Up der Vektor AUC- Wie wir aus 
der Regel (1) wissen, multipliziert sich dann [UiU2U3] ebenfalls mit k. Es 
gilt also folgender Satz: 

Wenn man in einer Determinante alle Elemente einer Zeile 
mit dem F a k t o r k versieht, multipliziert sich die Determinante 
mit k. 

Derselbe Satz gilt für die Spalten der Determinante. Wenn man nämlich 
fße durch & - 1 S3e ersetzt und zugleich die Elemente der g-ten Spalte mit dem 
Faktor k versieht, bleiben die Ausdrücke Ult U2, U3 offenbar ungeändert. 
Da [ 8 X 8 2 8 3 ] den Faktor kr1 erhält, so tritt zur linken Seite der Gleichung 
(3*) der Faktor k, folglich auch zur rechten Seite. 

K o w a l e w a k l , Höhere Mathematik. I . 2 
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Wenn man die Elemente ael,ae2,aeS durch aol + Xaal, ae2 + Xaa2, 
ae3 + Xdos ersetzt, so bedeutet dies nichts anderes als die Umwandlung von 
Ue in Ue + Alla. Da hierbei [UjUa U3] ungeändert bleibt, so gilt dasselbe 
von der Determinante. 

Die D e t e r m i n a n t e b l e i b t u n g e ä n d e r t , wenn m a n zu e i n e r 
Zeile die m i t ?. m u l t i p l i z i e r t e n E l e m e n t e e ine r a n d e r n Zei le 
a d d i e r t . 

Ersetzt man die Elemente alg, a.2e, as„ durch ale + Aa1(J, a 2 j + Aa2o, 
a3e + Aa3<T und zugleich den Vektor durch SS„ — AS3C, so bleiben die 
Ausdrücke U^ U2, U3 ungeändert. Auch [SSj SS3 ] ändert sich nicht. Dasselbe 
gilt also von der Determinante, d. h. der obige Satz überträgt sich auf die 
Spalten. 

Daß alle drei Sätze, die wir zunächst für die Zeilen der Determinante 
ausgesprochen haben, auch für die Spalten in Kraft bleiben, beruht auf einer 
allgemeinen Eigenschaft der Determinanten, die wir jetzt an Hand der Formel 
(4*) des vorigen Paragraphen beweisen werden. 

Zwei Matrizen 

«11 «12 «w\ fiu hn bis\ 
«21 «22 «23) ) I ^21 2̂2 2̂3 I 
«31 «32 «33/ 31 h t h j 

nennen wir zueinander s p i e g e l b i l d l i c h , wenn die Relationen bQa = a„e be-
stehen. Die eine Matrix entsteht aus der andern durch Spiegelung an der 
Hauptdiagonale, auf welcher die Elemente a u , a22, a33 bezw. 6 n , b2i, ba3 liegen. 
Solche Matrizen haben, wie wir uns jetzt überzeugen werden, gleiche Deter-
minanten. Nach Formel (4*) ist die Determinante der a-Matrix in der Form 

1 
31 Z sgn (o, CT, r) sgn (Q, CT', r') aQQ,aBa.a„, 

darstellbar, die 6-Matrix in der Form 
1 

3 j % sgn (q', ct', t ' ) sgn (t>, a, t ) bQ-tba,abt,T . 

Bei der Summation durchläuft sowohl Q, CT, t als auch Q', ct', r ' alle Permu-
tationen von 1, 2, 3. Da betg = aeg>, ba>a = aaa>, bz>r = a„> ist, so stimmen 
beide Summen vollkommen überein. Es ist also 

«11 «12 «13 «11 «21 «31 
«21 «22 «23 = «12 #22 «32 
«31 «32 «33 «13 «23 «33 

Man nennt diesen Satz auch den Umklappungssatz. Die eine Matrix entsteht 
aus der andern durch Umklappen um die Hauptdiagonale. 

Offenbar sind die Zeilen der einen Determinante die Spalten der andern. 
Hierauf beruht es, daß Sätze, die von Zeilen handeln, sich unmittelbar in 
Sätze über Spalten der Determinante verwandeln. 
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Wir wollen, ehe wir weitergehen, noch zwei Folgerungen der bisherigen 
Determinantensätze hervorheben, die sich ebensoleicht direkt mit Hilfe der 
Formel (3*) beweisen lassen. 

W e n n in e iner D e t e r m i n a n t e zwei Zeilen oder zwei S p a l t e n 
ü b e r e i n s t i m m e n , i s t die D e t e r m i n a n t e gle ich Null. 

Vertauscht man nämlich die beiden übereinstimmenden Zeilen oder 
Spalten, so hat man dieselbe Determinante vor sich. Andererseits schlägt 
aber bei einer solchen Operation das Zeichen um. Beides läßt sich nur dann 
miteinander vereinigen, wenn die Determinante verschwindet. 

W e n n in e iner D e t e r m i n a n t e alle E l e m e n t e e iner Zei le 
oder e iner S p a l t e Nullen s ind, i s t die D e t e r m i n a n t e e b e n f a l l s 
g le ich Null . Der in allen jenen Elementen enthaltene Faktor Null tritt 
nämlich vor die Determinante. 

Nun kommen wir zu dem sogenannten Addi t ionssa tz . Wenn die 
Elemente a u , <i12, a13 Binome sind, also 

«11 = « U + « Ü > «12 = « 1 2 + «12» « 1 3 = « 1 3 + « 1 3 • 

so ist der Vektor 
Hi = «ii SSi + «12 ®a + «l» ®3 

die Summe der beiden Vektoren 
n ; = + « ; 2 E 2 + «;3S33, 

M i ' = « Ü 8 i + f l u ® . + « » « » • 
Infolgedessen ist 

[UiUaU3] = [U;U 2U 3 ] + [Ui 'UjUj] . 
Andererseits hat man 

[UxUaUal 
[83, S2SS3] 

« 1 1 «12 « 1 3 

= « 2 1 «22 « 2 3 

« 3 1 « 3 2 « 3 3 

ebenso aber auch 

und 

Also folgt 

[Ui U2U3] 
[Sii SßaS3s] 

[ur u 2 u 3 i 
SB2 »3] 

« 1 1 « 1 2 « 1 3 

« 2 1 « 2 2 « 2 3 

« 3 1 «32 « 3 3 

M rt tt 

«11 «12 «IS 
« 2 1 «22 « 2 3 

« 3 1 « 3 2 « 3 3 

« 1 1 « 1 2 « 1 3 «11 
t 

« 2 2 
t 

« 3 3 
tt 

«11 « 1 2 
9 t 

« 1 3 

« 2 1 « 2 2 « 2 3 = « 2 1 « 2 2 « 2 3 + « 2 1 « 2 2 « 2 3 

« 3 1 « 3 2 « 3 3 « 3 1 « 3 3 « 3 3 « 3 1 «32 « 3 3 

Entsprechendes gilt, wenn in der zweiten oder dritten Zeile Binome stehen. 
Es besteht somit folgender Satz: 

2* 
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Zwei D e t e r m i n a n t e n , die n u r in der g-ten Zeile ve r sch i eden 
s ind , werden a d d i e r t , indem man die be iden abwe ichenden 
Zeilen z u s a m m e n f a ß t . 

Dasselbe gilt für die Spalten. 
Nun kommen wir zu dem berühmten M u l t i p l i k a t i o n s s a t z der 

Determinanten. SBj, 2B2, 2B3 seien drei nichtkomplanare Vektoren. Außerdem 
sollen zwei andere Vektorentripel ©j, S32, $ 3 und Ult U2, U3 durch die Glei-
chungen 

95j = ¿»uSBi 4- £>12282 + b13 2B3, 
«2 = &ai28i + ¿22 202 + ¿23203 , 
®3 = ¿3l2öl + ¿32 Sß2 + ¿33 5B3 

und 
Uj = au S?! + a12 SS2 + al3 Sß3 , 
U2 = a^ffij + a22SS2 + a^aSs , 
U3 = «31 + «32 ®2 + «33 ®3 

erklärt sein. Es ist dann, wie wir wissen, 
[9SX SS3] = [28i2822S3]5 

und 

Dabei stellt A die Determinante der a und B die Determinante der b dar. 
Aus beiden Gleichungen folgt 

[UjUjUa] = [ S B Ä S S y ^ ß . 
Drückt man die Vektoren U direkt durch 2Bi, 3B2, 2B3 aus, so ergeben sich 
Gleichungen von der Form 

H, = c„2Bi + c12S®2 + c132B3, 
U2 = CüxSBj + c22SB2 + c23 2B3, 
«3 = CsiSBi + C32SB2 + CS32B3. 

Wir wissen, wie die Koeffizienten c mit den a und b zusammenhängen. Cga ist 
die Zusammensetzung der p-ten Zeile der Matrix 

«11 «12 «13 \ 
«21 «22 «23 ) 
«31 «32 «33 / 

mit der <r-ten Spalte der Matrix 
¿11 ¿12 ¿i3 \ 
¿21 ¿22 ¿23 I» 
¿31 ¿32 ¿33' 

d. h. 
= aQlb*> + ag2b2a + O^bja, 

wofür wir kurz 
cea = ae. b.a 

schrieben. Bedenkt man nun, daß 


