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III. Theorie der Flächenmetrik 

Einleitung 
Die Flächentheorie zerfällt in zwei Teile. Die i n n e r e Geo-

me t r i e der F l ä c h e n untersucht die bloß von ihrer M e t r i k 
abhängigen Eigenschaften, d. h. jene differentiellen Eigen-
schaften der Flächen, die nur von ihren i nne ren Maßve r -
h ä l t n i s s e n abhängen, welche durch geodätische Messungen 
in der F l ä c h e n h a u t feststellbar sind. Die ä u ß e r e Geome-
t r i e der F l ä c h e n zieht auch noch den U m g e b u n g s r a u m 
heran, in den die Flächenhaut in bestimmter Weise e inge-
b e t t e t i s t , und untersucht die von der Art dieser Einbettung 
abhängigen K r ü m m u n g s e i g e n s c h a f t e n der Flächen. 

In diesem ersten Teilband der Flächentheorie soll haupt-
sächlich die e l e m e n t a r e m e t r i s c h e Geomet r i e der F l ä -
chen (einschließlich der Theorie der Abbildungen von Flä-
chen aufeinander) dargestellt werden. Die Elemente der 
Krümmungstheorie bilden den Hauptgegenstand des an-
schließenden zweiten Teilbandes der Flächentheorie. 

A. Flächenmetrik 

1. Gaußsche Darstellung der Flächen im dreidimen-
sionalen euklidischen Raum. Die Differentialgeometrie 
bedient sich zur analytischen Beschreibung zweidimensio-
naler F l ä c h e n (genauer: F l ä c h e n s t ü c k e 0 ) im drei-
dimensionalen euklidischen Räume der von Carl Friedrich 
Gauß (1827) eingeführten P a r a m e t e r d a r s t e l l u n g . 

Wir haben in (I. 2) die Begriffe der J o r d a n k u r v e und der 
g l a t t e n K u r v e kennengelernt. Das zweidimensionale Ge-
genstück dazu ist der Begriff der J o r d a n f l ä c h e und der 
g l a t t e n F läche . 
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Unter einem a b g e s c h l o s s e n e n J o r d a n s c h e n F l ä -
c l i e n s t ü c k (oder einer Jordanfläche 0) versteht man das 
u m k e h r b a r e i n d e u t i g e u n d s t e t i g e A b b i l d e i n e s a b -
g e s c h l o s s e n e n e b e n e n B e r e i c h e s SB, den wir stets als 
e i n f a c h z u s a m m e n h ä n g e n d voraussetzen. Dieser Be-
reich 33 kann z. B. das Rechteck iR (« it 5S &, c ^ v ^ d ) 
der auf cartesische Koordinaten u, v bezogenen (w, v)-Ebene 
ji(u, v) sein, die wir als P a r a m e t e r e b e n e n bezeichnen. 
Die cartesischen Koordinaten x, y, z der Punkte P(x, y, z) der 
(abgeschlossenen) Jordanfläche 0 sind dann in dem gemein-
samen Definitionsbereich 31 der (w, t>)-Ebene n erklärte, reelle, 
eindeutige und stetige Funktionen der beiden Parameter u, v 

(1.1) x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), 

welche die Eigenschaft besitzen, daß verschiedenen Para-
meterpaaren (u, v) 4= (m\ v') stets verschiedene Raumpunkte 
P (x, y, z) + P' (%', y', z') entsprechen. Die Gleichungen (1.1) 
nennt man eine G a u ß s c h e P a r a m e t e r d a r s t e l l u n g d e r 
J o r d a n f l ä c h e 0 mit den Gaußschen Parametern u, v (Bild 1). 

Beispiel 1 : Die Formeln 

(1.2) x = anu + a12v, y = a21u+a22v, 2 = 0 

bilden für A = ctua22 — ana2i + 0 jeden Bereich SS der (u, v)-
Ebene umkehrbar eindeutig und stetig auf einen dazu a f f i nen 
Bereich 0 der Ebene z = 0 ab; sie sind daher eine Gaußsche 
Parameterdarstellung der (x, j/)-Ebene. Durch die Formeln (2) 
werden für die Punkte P(x, y) der (x, i/)-Ebene lediglich a f f i ne 
(schiefwinkelige) K o o r d i n a t e n (u, v) eingeführt. Die Funktionen 
(2) sind nämlich eindeutig und stetig; wegen A =)= 0 sind sie auch 
eindeutig nach den Gaußschen Parametern (affinen Koordinaten) 
w und v auflösbar mit dem Ergebnis: 

(1.3) U = ? M X - e » y i 

Jeder (einfach zusammenhängende) Bereich 0 der Ebene z = 0 
ist damit eine Jordanfläche. 
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Beispiel 2: Die Formeln 
(1. 4) x = u, y = v, z = uv 
bilden jeden Bereich S3 der («, w)-Ebene umkehrbar eindeutig und 
stetig auf einen Bereich 0 von Punkten P(x, y, z) des h y p e r -
b o l i s c h e n P a r a b o l o i d s z = xy ab, der eine Jordanfläche ist. 
Das Paraboloid als Ganzes ist, weil es n i c h t a b g e s c h l o s s e n , 
sondern o f f e n ist, ebenso wie die unbegrenzte Ebene (2), eine 
o f f e n e J o r d a n s c h e F l ä c h e . 

Bild 1. Fläche <P mit «-Linien und u-Linien eines Gaußschen Parameternetzes 
mit ihrem Parameterbereich (Rechteck SR) in der («, v)-Ebene 

Beispiel 8 : Die Formeln (Bild 2) 
(1. 5) x = r cos« C O S D , y — r sinw cosv, z = r sin« 
bilden das halboffene Rechteck 9t' (0 ^ u < 2n, - nß < v < + n/2) 
der (it, i;)-Ebene umkehrbar eindeutig und stetig auf die im Nord-
und Südpol punktierte K u g e l 
(1. 6) x2 + y* + 22 = r2 

ab, jeden abgeschlossenen Teilbereich von 3t' also auf einen Be-
reich der Kugel, der den Nord- und Südpol nicht enthält und den 
Nullmeridian u = 0 nirgends überschreitet. J e d e s so lche a b g e -
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schlossene Stück der Kugel is t daher ein Jo rdansches 
F lächens tück . 

Die Gaußschen Paramete r (u, v) in (5) sind die geogra-
phischen Koord ina ten auf der Kugel; u ist die geographi-
sche Länge undt> die geographische Brei te des Kugelpunktes 
P(x, y, z). 

Die weggelassenen Randpunkte des Rechtecks 9J' mit den 
Parametern (u = 2n, v = beliebig) liefern dieselben Kugel-
punkte P(T COSV , 0, T sinv) wie die beibehaltenen Randpunkte 
(u = 0, v = beliebig), nämlich die Punkte P des Nul lmeridians . 
Dem Nordpol N (0,0, + 1) und Südpol <5(0,0, — 1) entsprechen 
je unendlich viele Randpunkte des (halboffenen) Parameterrecht-
ecks 9t', nämlich die Punkte (u = beliebig, v — + n/2) und 
(u = beliebig, v = — n/2). Nord- und Südpol heißen daher sin-
guläre Punk te des gewählten Gaußschen P a r a m e t e r s y -
stems der geographischen Koordinaten. Die Kugelfläche als Ganzes 
ist trotzdem eine überall reguläre geschlossene Jo rdansche 
Fläche. 

Allgemein heißt jede Fläche, die sich topologisch,d . h. s te t ig 
und umkehrbar e indeut ig auf die Kugel abbilden läßt, eine 
geschlossene Jo rdanf l äche vom topologischen Typus der 
Kugel. 

Der Begriff der Jordanfläche muß für die Zwecke der Diffe-
rentialgeometrie noch weiter eingeschränkt werden. Um die 
Methoden der Differentialgeometrie auf Jordanflächen an-
wenden zu können, muß man in dem Bereiche 33 (it, v) stetige 
Differenzierbarkeit der Funktionen (1) voraussetzen, d. h. 
man muß die Existenz und Stetigkeit der folgenden sechs 
partiellen Ableitungen verlangen: 

xu{u, v), y„(u, v), tu(u, v) | 
xv(u, v), yv{u, v), zv(u, v) j ' 

Ein solches J o r d a n s c h e s F l ä c h e n s t ü c k 0 , dessen Gauß-
sche Parameterfunktionen (1) in S3(tt, V) e i n m a l s t e t i g 
d i f f e r e n z i e r b a r sind, heißt ein einmal stetig differenzier-
bares oder ein g l a t t e s F l ä c h e n s t ü c k (eine glatte Fläche). 
Die Ebene (2), das Paraboloid (4), die Kugel (5) sind Beispiele 
von solchen (offenen bzw. geschlossenen) glatten Flächen. 
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Bemerkung 1 : M e h r f a c h d i f f e r e n z i e r b a r e und a n a l y -
t i s c h e F l ä c h e n . Neben den glatten Flächen, bei denen die drei 
Funktionen (1) nach u und v einmal stetig differenzierbar sind, hat 
man in der Differentialgeometrie auch zwei- oder m e h r f a c h 
s t e t i g a b l e i t b a r e F l ä c h s n zu studieren; z . B . erfordert das 

Bild 2. Kugel mit Parallelkreisen (w-Linien) und Meridianen (¿.'-Linien) 
als Gaußsehen Parameterlinien (geographische Koordinaten «, v). 

Loxodrome der Kugel 

Studium der F l ä c h e n k r ü m m u n g die E x i s t e n z und S t e t i g -
k e i t der zwei ten A b l e i t u n g e n der Funktionen (1). Ein zwei-
mal s t e t i g d i f f e r e n z i e r b a r e s F l ä c h e n s t ü c k wird daher auch 
als s t e t i g g e k r ü m m t bezeichnet. 

Oft setzt man die Funktionen (1) sogar als a n a l y t i s c h voraus, 
indem man annimmt, sie seien in der Umgebung der Stelle (w0, i;0) 
in Potenzreihen nach u — u0 und v — v0 mit gemeinsamem Kon-
vergenzbereich 33 entwickelbar. Die F l ä c h e heißt dann a n a l y -
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t i sch . A n a l y t i s c h e F l ä c h e n s t ü c k e sind in 83 be l i eb ig o f t 
s t e t i g a b l e i t b a r . 

Bemerkung 2 : K o m p l e x e a n a l y t i s c h e F l ä c h e n . Werden 
in der Gaußschen Parameterdarstellung (1) einer Fläche 0 kom-
plexe V a r i a b l e u, v und komplexe a n a l y t i s c h e F u n k t i o -
nen x(u, v), y(u, v), z(u, v) als Koordinaten zugelassen, so erhält 
man ein komplexes analytisches Flächenstück (auf dem dann,, 
bei Zählung reeller Parameter, oo4 komplexe Punkte liegen). 

Sind die drei Funktionen (1) reel l a n a l y t i s c h , so kann man 
sie nach den Prinzipien der Funktionentheorie analytisch ins Kom-
plexe fortsetzen. Man erhält dann eine komplexe analytische 
Fläche, welche einen (für reelle Werte w, v entstehenden) reel len 
a n a l y t i s c h e n F l ä c h e n z u g enthält, den wir kurz als eine reelle 
analytische Fläche bezeichnen. Das trifft z. B. bei reellen alge-
braischen Flächen zu, wie bei der Ebene (2) oder der Kugel (5). 

Wir fassen die cartesischen Koordinaten (x, y, z) in (1) zu 
dem O r t s v e k t o r £ des F l ä c h e n p u n k t e s P(x,y,z) zu-
sammen, der dann ebenfalls von den Parametern u und v 
abhängt, und schreiben die Fläche v e k t o r i e l l in der 
Gestalt 

(1. 8) j = i(u, v) = x(u, v)ei + y(u, v)e2 + z(u, u)e3 , 

wobei elt e2, e3 die Einheitsvektoren der Koordinatenachsen 
des (rechtshändigen) cartesischen Koordinatensystems sind. 

Bemerkung 8 : Es ist oft zweckmäßig, die Koordinaten (x, y, z) 
mit (xlt x2, x3) zu bezeichnen; die Gaußsche Flächendarstellung 
(8) lautet dann 

3 
(1.9) j = t(u,v) = £ Xj(u,v)ej. 

¿=i 
Erteilt man ( B i l d l ) dem P a r a m e t e r v einen f e s t e n 

W e r t v = v0 = fest, so stellt (8) bei v a r i a b l e m u eine auf 
der Fläche 0 liegende R a u m k u r v e (eine « -Linie der 
Fläche) dar, vorausgesetzt, daß der entstehende Vektor 
£ (u,v0) nicht konstant ist. Ebenso entsteht fürw = u0 = fest, 
aberu = variabel eine u-Linie auf der Fläche, vorausgesetzt, 
daß £(w0, v) nicht konstant ist. Diese beiden Parameter -
linien kreuzen sich in einem bestimmten P u n k t e P 0 des 
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Flächenstückes 0 , der eindeutig durch die beiden festen 
Parameterwerte w0, bestimmt wird, und dessen Ortsvektor 
£(Mo> uo) ist- Wir bezeichnen dann (u0, v0) als die beiden 
Gaußschen Parameter oder Gaußschen Koordinaten des 
Flächenpunktes P0. 

Ähnlich wie das Rechteck SR der (u, v)-Ebene n netzförmig von 
den Geraden u — u0 = const (u-Linien) und v = t>0 = const («-Li-
nien) überdeckt wird, so wird auch im Räume das Flächenstück <P 
von den (i. a. krummen) Linien u = u0 = const (v-Linien) und 
v — v0 = const («-Linien) netzförmig überzogen. Die Gaußschen 
Parameterlinien u = const, v = const überdecken also das Flächen-
stück mit einem i. a. k r u m m l i n i g e n K o o r d i n a t e n n e t z . Die 
Parameter (u, v) heißen daher auch k r u m m l i n i g e K o o r d i -
n a t e n auf der Fläche. 

2. Zulässige Parameter. Reguläre Parameternetze. 
Drei den Ortsvektor 

f X = x(u, v), 
(2.1) i = i(u,v)\y=y{u,v), 

[ z = z(u,v) 
bestimmende, in einem Bereich 93 (w, v) um die Stelle (u, v) 
eindeutige und stetig ableitbare Koordinatenfunktionen, 
x(u, v), y(u, v), z(u, v), von denen wir in Zukunft annehmen 
wollen, daß sie an allen Stellen (u, v) des Parameter-
bereiches nach u und v e i n m a l s t e t i g d i f f e r e n z i e r b a r 
seien, liefern nicht immer eine (glatte) Fläche; es kann 
u. U. auch bloß eine (glatte) R a u m k u r v e oder ein P u n k t 
entstehen. Entscheidend dafür ist der R a n g r der F u n k -
t i o n a l m a t r i x 

(2.2) W = 

3a; Sy 32 
du du 3u . _ ;; xu yu Z, 
3x 3y 5z '' " x„yv zv 
dv dv dv 

in der Umgebung 33 (u, v) der Stelle (u, v). 
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Drei Fäl le sind möglich: 
1. Bang r = 0. Dann sind in SU alle sechs Matrizenelemente 

Null, d. h. x, y, z sind Konstanten und (1) stellt einen festen 
Punkt P(x, y, z) dar. 

2. Bang r = 1. Dann verschwinden zwar nicht alle Glieder, aber 
alle zweireihigen Unterdeterminanten der Matrix 2Ji, d. h. es 
verschwinden die drei Funktionaldeterminanten 

^ ' 3(u,v) 3(u,v) d(u,v) 
wobei aus je zwei dieser Gleichungen (3) die dritte folgt. Nach 
den Lehren der Analysis bestehen dann zwischen den drei 
Funktionen (1) drei Beziehungen der Gestalt 
(2. 4) h{y, z) = 0, U(z, x) = 0, f3(x, y) = 0, 
wobei gleichfalls aus je zwei der Gleichungen (4) die dritte 
folgt. Daher ist das von (1) dargestellte Raumgebilde der Schnitt 
von irgend zwei der drei achsenparallelen Zylinder (4), also 
eine bestimmte (glatte) Baumkurve. 

3. Bang r = 2. Dann ist wenigstens eine der drei Funktional-

determinanten in (3) nicht Null, z. B. ^ o. 
3(u,v) 

Nach dem Fundamentalsatz über implizite Funktionen ist 
dann das System der beiden ersten Gleichungen in (1) in einer ge-
wissen Umgebung S8 (w, v) der Stelle (w, v) nach w und v eindeutig 
auflösbar, also 
(2.5) w = u{x, y), v = v(x, y), 
und die Funktionen (5) sind stetig nach x und y ableitbar. 
Nach der dritten Gleichung von (1) ist dann z eine in dieser Um-
gebung S3(w, v) eindeutige und einmal stetig ableitbare Funktion 
von x und y: 
(2. 6) z = z(u, v) = z[u{x, y),v(x, y)] = f(x, y), 
d. hTdie Darstellung (1) oder (1. 1) liefert in diesem Falle in 
S3 (u, v) eine (glatte) Fläche <P. 

Daraus folgt 
Satz 1: Notwendig und hinreichend dafür, daß die in dem 

Bereiche 93 (u, v) stetig ableitbaren Funktionen (1) die Gauß-
sche Parameterdarstellung einer glatten Fläche liefern, ist, 
daß die Funktionalmatrix (2) in S3(w, v) den Rang r = 2 hat. 
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Man schreibt dann: 

I 4= D. (2 .7) S P - d (-x>y 'z ' ) 
3 (w, v) 

yu ^u 
Vv ev 

Bemerkung 1: Man nennt (6) eine explizite Darstellung 
der Fläche 0 . Auf diese Darstellungsart haben Euler und die 
Mathematiker vor Gauß die analytische Beschreibung und Diffe-
rentialgeometrie der Flächen gegründet. 

Daneben gibt es noch die implizite Darstellung 
(2. 8) F{x, y,z) — 0 
der Fläche die man aus der Gaußschen Darstellung in (1.1) 
erhält, indem man aus den drei Gleichungen von (1.1) die beiden 
Parameter u und v eliminiert. 

Bemerkung 2: Man kann auch umgekehrt aus der Euler -
schen expliziten Darstellung z = z(x, y) einer glatten Fläche 0 
eine Gaußsche Parameterdarstellung gewinnen, indem man 
(2.9) x = u, y = v, z = z(u,v) 
setzt. Tatsächlich hat dann die Funktionalmatrix 

(2.10) 2J? - 3 ( X ' y ' z ) 1 0 zu 

0 1 «„ 3(M, f) 
stets den Rang 2. 

Durch den Punkt P(u,v) der Fläche £ = £(«, V) mit 
den Gaußschen Parametern u, v geht eine « - L i n i e (u = va-
riabel, v = fest) und eine u-Linie (u = fest, v = variabel). 
Die TangentenveJctoren jM und £„ dieser Parameter-
linien im Punkte P(u, v) der Fläche (1) erhält man nach 
(II. 2. 2) durch Ableiten des Ortsvektors £ = j(m, V) nach dem 
Kurvenparameter u bzw. v, d. h. es ist 

/O 1 1 \ ¿W ~ (m, vfa + yu{u, v)e2 + zu (u, «j)es, 
' So = M m > v)h + Vv (w, v)e2 + zv (u, v)e3. 

Diese beiden Tangentenvektoren sind genau die Zeilenvekto-
ren der Funktionalmatrix 2JI in (2). Ihr A u ß e n p r o d u k t ist 
der V e k t o r 
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dessen Koordinaten die drei Unterdeterminanten zweiter 
Ordnung der Matrix 35i sind. 

Die Voraussetzung (7) besagt dann, daß in keinem Punkte 
P(u, v) des Flächenstücks 0 das Außenprodukt (12) der bei-
den Tangentenvektoren %u(u,v) und tcV(U,v) verschwinden 

Dann ist gewiß auch =f= 0 und £„ =f= o, d. h. u und v sind 
dann auf den Parameterlinien der Fläche im Sinne von ( I I . 2) 
z u l ä s s i g e P a r a m e t e r ; darüber hinaus sind aber die Tan-
gentenvektoren xu und j„ der Parameterlinien wegen (13) 
auch n i c h t p r o p o r t i o n a l , d .h . die beiden P a r a m e t e r -
l i n i e n b e r ü h r e n s i c h n i c h t , sondern schneiden sich in 
jedem Flächenpunkte P(u, v) unter einem Winkel 95, der 
weder 0 noch n ist. 

Wir nennen Gaußsche Parameter u, v, die auf der Fläche 0 
der Bedingung (7) oder (13) genügen, zulässige Parameter . 
Die w-Linien und die i;-Linien bilden dann auf dem glatten 
Flächenstück 0 ein reguläres Parameternetz , dessen 
v i e r e c k i g e (i. a. k r u m m l i n i g e ) M a s c h e n keine ver-
schwindenden oder gestreckten Winkel aufweisen (dessen 
Seiten sich nicht berühren). 

Zusammenfassend gilt also (Bild 1): 

Satz 2 : Ein Flächenstück 0 der Gaußschen Darstellung 
J = J(M, V) ist glatt, wenn es durch zulässige, d.h. solche 
Gaußsche Parameter (u,v) beschrieben werden kann, in 
deren Definitionsbereich, 93 (u, v) überall j (u, v) nach u und v 
stetig ableitbar und 

ist. Durch jeden Punkt PQ(u0, v0) von 0 läuft dann genau eine 

darf: 
(2 .13 ) [Em. SO] =1= 0 • 

( 2 . 1 4 ) te» Er] =1= 0 
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u-Linie (v — vg) und genau eine v-Linie (u = u0). Diese Para-
meterlinien überziehen das Flächenstück 0 mit einem regulä-
ren Parameternetz, dessen Netzmaschen vier weder ver-
schwindende noch gestreckte Winkel aufweisen. Die Punkte 
P(u,v) eines durch zulässige Parameter darstellbaren glatten 
Flächenstücks 0 heißen reguläre Flächenpunkte. 

3. Einführung neuer zulässiger Gaußscher Koordina-
ten. Eine g la t te F l ä c h e 0 (gemeint ist damit stets ein 
g la t tes F l ä c h e n s t ü c k 0) mit abgeschlossenem Para-
meterbereich 93 (w, v) vom Ortsvektor 

(3.1) i = V) 

mit 
(3. 2) [in{u, v), s„(w, v)] =f= o 

sei auf die zulässigen (alten) Gaußschen Parameter (u, v) be-
zogen. Neue zulässige Gaußsche P a r a m e t e r (ü, v) hän-
gen dann mit den alten (u, v) durch stetig ableitbare Glei-
chungen 
(3.3) ü = ü(u,v), v = v(u,v) 

zusammen, die (wegen der eindeutigen Beschreibung der 
Flächenpunkte P sowohl durch die alten als auch die neuen 
Parameter) e indeut ig nach (u, v) auf lösbar sein sollen. 
Nach dem Fundamentalsatz über implizite Funktionen-
systeme ist dafür notwendig und hinreichend das Nichtver-
schwinden der F u n k t i o n a l d e t e r m i n a n t e 

(3.4) = 
' 3(u,v) \vu 

Die (im Kleinen eindeutige und stetig ableitbare) Auflösung 
(Umkehrung) von (3) lautet dann: 

(3 .5) u = u(ü,v), v = v(ü,v), 

wobei ebenfalls die Funktionaldeterminante 

2 S t rubecker , Differentialgeometrie I I 
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(3.6) D = 1 = I + 0 3 (u, v) 3 (M, v) D 
3 (U, V) 

ist. Die Gaußsche Darstellung der Fläche 0 lautet dann in 
den neuen Parametern (w, v) nach (1) und (5) 

(3. 7) j = £(w, v) = %[u(ü, «), «(w, w)] = »). 

Die neuen Parameterlinien, nämlich die «-Linien (ü = va-
riabel, v = fest) und die v-Linien (ü = fest, v — variabel), 
bilden dabei auf der Fläche 0 wegen der Voraussetzung (4) 
wieder ein reguläres Parameterne tz . Die Tangenten-
vektoren EJJ(M,«) und (ü,v) der neuen Parameterlinien sind 
nämlich 
(3.8) I 5 = S«' «« + S, • »5. If = S , ' « f 

und ihr Außen produkt ist dabei wegen (2) und (6) 

(3.9) [ E 5 , S i ] = | ^ | - [ S . , S , ] # = o . 

Bemerkung 1: Je nachdem dabei die (in u und v stetige) 
F u n k t i o n a l d e t e r m i n a n t e 

(3.10) ^ > 0 oder « < 0 
3(lt, V) d(u,v) 

ist, haben die Vektorenp&are j„) und (j„, j i) auf der Fläche <2> 
denselben oder verschiedenen Sinn; entsprechend sind die Gau fi-
schen Koord ina tensys teme (u,v) und (ü,v) dann auf der 
Fläche gleich oder entgegengese tz t or ien t ie r t . 

Bemerkung 2: Aus den vorstehenden Überlegungen folgt, daß 
die zulässigen Pa rame te r ände rungen (3) der Eigenschaft (4) 
eine Gruppe bilden. Bei der Zusammensetzung zweier (regulärer) 
Parameteränderungen (u, v) || (ü, v) und (5, v) || (u, v) multipli-
zieren sich ihre Funktionaldeterminanten: 
,g ^ 3(M, v) _ 3(u, v) _ 3(5, v) 

d(u,v) d(Ü,v) 3(U,V) 
Bemerkung 3: Der Sonderfal l einer neuen Bez i f fe rung 

der Pa rame te r ska l en entsteht, wenn in den Formeln (3) der 
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Parameter ü nur von u und der Parameter v nur von v abhängt, 
also 
(3.12) ü = ü(u), v = ü(t>), 
gilt, und dabei 

( 3.13) d(u,v) du av 
ist. Das N e t z der P a r a m e t e r l i n i e n bleibt dann als Ganzes u n -
g e ä n d e r t , nur die B e z i f f e r u n g e n der Parameterlinien (die 
P a r a m e t e r s k a l e n ) ä n d e r n s ich. Die alten Skalenwerte 
w und v werden dabei durch die neuen Werte ü und v ersetzt. 

4. Flächenkurven. Flächentangenten. Tangenten-
ebene. Wählt man auf der glatten Fläche 0 mit dem Orts-
vektor 
(4.1) i = i(u, v) = x(u, v) ex + y(u, v) e2 + z{u, v) e3 

die Parameter u und v als stetig ableitbare Funktionen eines 
Parameters t, indem man setzt 
(4.2) u=u(t), v = v(t), 

so bilden die entstehenden Punkte P(u(t), v(t)) eine F l ä -
c h e n k u r v e k mit dem Ortsvektor 

(4.3) S = S(«(Q.«(Q) = S(Q. 

Als T a n g e n t e n v e k t o r dieser Flächenkurve h erhält man 
nach (II. 2. 2) durch Ableiten von j(£) nach dem Parameter t 
den Vektor 
, . d£{t) _ du(t) dv(t) 

v
 dt - l u ~2f

 +
 ~ i r 

oder 
(4.5) ¿(0 = £ « - « ( 0 + £ . • » ( ' ) • 

Wegen (2.13) ist j( i) k e i n N u l l v e k t o r und daher t ein 
z u l ä s s i g e r K u r v e n p a r a m e t e r auf der Flächenkurve h, 
wenn (und nur wenn) 
(4.6) («(<), «(0) + ( 0 , 0 ) 
ist. Die Kurve (3) ist dann eine glatte Flächenkurve. 
2» 
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Wegen der in (I. 4. Bern. 1) erwähnten Invarianz des ersten 
Differentials gegen Parameteränderungen schreibt man die 
Formel (4) gern statt in Ableitungen in Differentialen, indem 
man mit dt =)= 0 multipliziert; der T a n g e n t e n v e k t o r von k 
nimmt dann die Gestalt 

(4. 7) dl = iu du + dv 
an. Zur Festlegung der T a n g e n t e n r i c h t u n g genügt es 
sogar, die D i f f e r e n t i a l e du und dv nur als V e r h ä l t -
n i s g r ö ß e n (du:dv) zu erklären, die wegen (6) n i c h t 
g l e i c h z e i t i g v e r s c h w i n d e n dürfen: 
(4.8) (¿M:i«)H=(0:0). 

Jedes h o m o g e n e W e r t e p a a r (du, dv) oder jedes W e r t e -
v e r h ä l t n i s (du:dv) kennzeichnet eine eindeutig bestimmte 
T a n g e n t e n r i c h t u n g (7) der Fläche im Punkte P(u,v). 
Insbesondere liefern die Verhältnisse 

(4. 9) (du: dv) = ( 1 : 0 ) bzw. (du: dv) = (0:1) 

die Tangentenrichtungen TCu(u, v)du an die w-Linie bzw. 
j „ (u, v) dv an die t;-Linie im Punkte P (u, v). Die Längen dieser 
Tangentenvektoren dj: hängen dabei natürlich von der (will-
kürlichen) Wahl der homogenen Größen du und dv selbst ab. 

Aus den Darstellungen (4), (5), (7) folgt, daß der Tangen-

tenvektor i(t) = oder = jcdt der durch den Punkt 
P(u,v) der glatten Fläche (1) gehenden Flächenkurve j(<)eine 
(nichttriviale) lineare Kombination der Tangentenvektoren 
£« und %v der Parameterlinien ist und daher mit ihnen in 
einer Ebene liegt, die wir als die Tangentenebene r der 
Fläche 0 im Punkte P (u, v) bezeichnen. 

Bemerkung 1 : Ist dann 3E = (X, Y, Z) der Ortsvektor eines 
laufenden Punktes (X, Y, Z) der Tangentenebene T, SO sind die 
drei Tangentenvektoren H — $(«, v), jM(u, v) und %v(u,v) kom-
planar, und man erhält als Gleichung der Tangentenebene r 
der Fläche j = j (u, v) im Punkte P (u, v) 
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(4.10) [X - E, s« , J,] = 0 oder (3E - s ) fe«. E„] = 0, 
d. h. ausführlich 

X — x(u,v) xu(u,v) xv(u,v) • 
(4.11) | Y — y(u,v) yu{u,v) yv(u,v) = 0. 

] Z — z(u, v) zu(u,v) 2„(u, v) 
Bemerkung 2: Eine Gle i chung der Gestalt 

(4.12) f(u, v) = c = konst. 
zwischen den Gaußschen Parametern u und v liefert im Para-
meterbereich 33(«, v) der (u, t))-Ebene eine K u r v e . Wegen der 
umkehrbar eindeutigen Abbildung, die zwischen der Parameter-
ebene 7I (u, v) und der Fläche j(m, V) besteht, beschreibt die Glei-
chung (12) zwischen den Parametern (u, v) auch auf der Fläche 
eine K u r v e , die stetig ableitbar, d. h. mit stetiger Tangente ver-
sehen ist, wenn die Funktion /(«, v) stetige Ableitungen fu(u, v) 
und fv(u, v) hat. Jene Stellen («, v) von (12), an denen fu und /„ 
gleichzeitig verschwinden, heißen s i n g u l ä r e P u n k t e der 
K u r v e (12) und sollen aus der Betrachtung ausgeschlossen 
werden. 

Da längs der Flächenkurve (12) neben / (u, v) = c auch 
(4.13) df (u, v) = fu(u, v) du + f„(w, v) dv = 0 
ist, gilt für die T a n g e n t e n r i c h t u n g dieser Flächenkurve 
(4.14) du-.dv = fv (u, v): — fu (u, v). 

5. Normalenvektor der Fläche. Die metrischen Funda-
mentalgrößen E, F, G und W. Punkte mit isotropen 
Flächennormalen und isotropen Tangentenebenen. Nach 
(4.10) steht der wegen (2.13) nicht verschwindende Vektor 
(5 .1) 31 = SR(u,v) = [ J , > E J + O 

auf der Tangentenebene r und damit auf allen Flächentan-
genten — £ = a£u + /?£» des regulären Flächenpunktes 
P(u,v) normal. 9£ ist daher ein Normalenvektor der 
Fläche 0 im Punkte P(u, v). 

Der Normalenvektor 3fi==[ju, der Fläche bildet in 
reellen F lächenpunk ten P zusammen mit den beiden 
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r e e l l e n Parameterrichtungen j t t u n d j „ e i n p o s i t i v e s D r e i -
be in ; denn wegen (1) hat das Spatprodukt [£u£„9i] einen 
positiven Wert: 

(5. 2) [SuS,5R] = [S b e,] • [juEti] = [ lulvf = 9 ? 2 > 0 . 

Nach der Identität von L a g r a n g e (II. 1. 22) erhält man 
für das L ä n g e n q u a d r a t ÜJi2 des N o r m a l e n v e k t o r s (1) 
ausführlicher 

(5. 3) = [ui*]2 = lllt - {luhf — EG — F2 — W2. 
Dabei haben wir mit G a u ß (1827) gesetzt: 

(5.4) 
E = 
F = 
G = 

E(u,v) 
F(u,v) 
G(u, v) 

= FU(u,v) =xl + yl + zl, 
= iu (W, V) •Zv(u,v)=xuxv+yuyv + zuzv, 
= J?(M, V) =xl+yl+zl 

und 

(5. 5) \W2 = EG — F2, d. h. W = W(u, v) = }/EG - F2. 

Die n u r v o m F l ä c h e n p u n k t e P(u,v) a b h ä n g i g e n 
G r ö ß e n E(u,v), F(u,v), Q(u,v) heißen die Gaußschen 
Fundamentalgrößen 1. Ar t der Flächentheorie. Sie beherr-
schen, wie sich zeigen wird, die Metrik der Fläche und 
heißen daher auch die metrischen Fundamentalgrößen 
der Fläche i(u, v). 

Die Größen 

(5. 6) E = Eu
2 = | £ u |« und G = E« = | |2 

sind identisch mit den L ä n g e n q u a d r a t e n der T a n g e n -
t e n v e k t o r e n ju und £„ der Parameterlinien. Daher ist für 
r ee l l e F l ä c h e n und ree l l e r e g u l ä r e P a r a m e t e r n e t z e 
stets 

(5.7) E(u,v)>Q und G ( w , v ) > 0 . 


