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III. Theorie der Flichenmetrik

Einleitung

Die Flachentheorie zerfillt in zwei Teile. Dieinnere Geo-
metrie der Flichen untersucht die bloB von ihrer Metrik
abhéngigen Eigenschaften, d. h. jene differentiellen Eigen-
schaften der Fliachen, die nur von ihren inneren MaBver-
haltnissen abhingen, welche durch geodétische Messungen
in der Flachenhaut feststellbar sind. Die 4ulere Geome-
trie der Flidchen zieht auch noch den Umgebungsraum
heran, in den die Flichenhaut in bestimmter Weise einge-
bettetist, und untersucht die von der Art dieser Einbettung
abhéngigen Kriimmungseigenschaften der Flichen,

In diesem ersten Teilband der Flichentheorie soll haupt-
séchlich die elementare metrische Geometrie der Fl4-
chen (einschlieBlich der Theorie der Abbildungen von Fli-
chen aufeinander) dargestellt werden. Die Elemente der
Kriimmungstheorie bilden den Hauptgegenstand des an-
schlieBenden zweiten Teilbandes der Flachentheorie.

A. Flichenmetrik

1. GauBsche Darstellung der Flichen im dreidimen-
sionalen euklidischen Raum. Die Differentialgeometrie
bedient sich zur analytischen Beschreibung zweidimensio-
naler Flachen (genauer: Flachenstiicke @) im drei-
dimensionalen euklidischen Raume der von Carl Friedrich
GauB (1827) eingefiithrten Parameterdarstellung.

Wir haben in (L 2) die Begriffe der Jordankurve und der
glatten Kurve kennengelernt. Das zweidimensionale Ge-
genstiick dazu ist der Begriff der Jordanfliche und der
glatten Flache.
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Unter einem abgeschlossenen Jordanschen Fli-
chenstiick (oder einer Jordanfliche @) versteht man das
umkehrbar eindeutige und stetige Abbild eines ab-
geschlossenen ebenen Bereiches B, den wir stets als
einfach zusammenhéngend voraussetzen. Dieser Be-
reich B kann z. B. das Rechteck R (a = u<b, cSv<4d)
der auf cartesische Koordinaten , v bezogenen (u, v)-Ebene
7(u, v) sein, die wir als Parameterebene st bezeichnen.
Die cartesischen Koordinaten z, y, z der Punkte P(z, y, 2) der
(abgeschlossenen) Jordanfliche @ sind dann in dem gemein-
samen Definitionsbereich R der (u,v)-Ebene 7 erklirte, reelle,
eindeutige und stetige Funktionen der beiden Parameter u, v

(1.1) z=z(u,v), ¥y =y, v), z==z2(u,v),

welche die Eigenschaft besitzen, dall verschiedenen Para-
meterpaaren (u, v) & (u', ') stets verschiedene Raumpunkte
P(z,y,2) &= P («,y, ¢') entsprechen. Die Gleichungen (1.1)
nennt man eine Gaullsche Parameterdarstellung der
Jordanfliche @ mitden GauBschen Parameternu,v(Bild1).

Beispiel 1: Die Formeln
(1.2) T=auu+ v, ¥=ayu+ ayuv, 2=0

bilden fiir A = ay,855 — G505 & 0 jeden Bereich B der (u, v)-
Ebene umkehrbar eindeutig und stetig auf einen dazu affinen
Bereich @ der Ebene z= 0 ab; sie sind daher eine GaufBsche
Parameterdarstellung der (z, y)-Ebene. Durch die Formeln (2)
werden fiir die Punkte P(z, y) der (z, 4)-Ebene lediglich affine
(schiefwinkelige) Koordinaten (%, v) eingefithrt. Die Funktionen
(2) sind némlich eindeutig und stetig; wegen 4 == 0 sind sie auch
eindeutig nach den GauBschen Parametern (affinen Koordinaten)
% und v auflgsbar mit dem Ergebnis:

= G2, %12 =_ bt
1. 38) U= —Fr——ry, v A:c—}-Ay.

Jeder (einfach zusammenhingende) Bereich @ der Ebene z =0
ist damit eine Jordanflache.
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Beispiel 2: Die Formeln
1.4 T=u, Y=, 2=1uv

bilden jeden Bereich B der (u, v)-Ebene umkehrbar eindeutig und
stetig auf einen Bereich @ von Punkten P(z, y,2) des hyper-
bolischen Paraboloids z = zy ab, der eine Jordanfliche ist.
Das Paraboloid als Ganzes ist, weil es nicht abgeschlossen,
sondern offen ist, ebenso wie die unbegrenzte Ebene (2), eine
offene Jordansche Fléche.

z = J
v =leut v-Linien
v-Linien

d

P
v,
° /F?uo,vox u-Linien

R

c
0] a Up b u

Bild 1. Fliche ¢ mit »-Linien und »-Linien eines GauBschen Parameternetzes
mit ihrem Parameterbereich (Rechteck R) in der (, v)-Ebene

Beispiel 3: Die Formeln (Bild 2)
(1. 5) Z = 7 COSYU COSV, Y = rsinu cosv, 2 = rsinv

bilden das halboffene Rechteck R’ (0 <u < 2, —n/2 <v << 4 7/2)
der (u, v)-Ebene umkehrbar eindeutig und stetig auf die im Nord-
und Siidpol punktierte Kugel

(1. 6) 24yt =1t

ab, jeden abgeschlossenen Teilbereich von R’ also auf einen Be-
reich der Kugel, der den Nord- und Siidpol nicht enthilt und den
Nullmeridian « = 0 nirgends iiberschreitet. Jedes solche abge-
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schlossene Stiick der Kugel ist daher ein Jordansches
Flachenstiick.

Die GauBschen Parameter (u, v) in (5) sind die geogra-
phischen Koordinaten auf der Kugel; u ist die geographi-
sche Lange und vdie geographische Breite des Kugelpunktes
P(z, y, 2).

Die weggelassenen Randpunkte des Rechtecks R’ mit den
Parametern (u = 2x, v = beliebig) liefern dieselben Kugel-
punkte P(r cosv, 0,7sinv) wie die beibehaltenen Randpunkte
(u = 0, v = beliebig), nimlich die Purkte P des Nullmeridians.
Dem Nordpol N (0,0, 4+ 1) und Siidpol §(0,0, — 1) entsprechen
je unendlich viele Randpunkte des (halboffenen) Parameterrecht-
ecks ', namlich die Punkte (u = beliebig, v = + #/2) und
(u = beliebig, v = — #/2). Nord- und Siidpol heiBen daher sin-
gulire Punkte des gewihlten GauBschen Parametersy-
stems der geographischen Koordinaten. Die Kugelfliche als Ganzes
ist trotzdem eine iiberall regulire geschlossene Jordansche
Fliche.

Aligemein heiit jede Fliche, diesichtopologisch, d. h. stetig
und umkehrbar eindeutig auf die Kugel abbilden 148t, eine
geschlossene Jordanfliche vom topologischen Typus der
Kugel.

Der Begriff der Jordanfliche muf fiir die Zwecke der Diffe-
rentialgeometrie noch weiter eingeschrinkt werden. Um die
Methoden der Differentialgeometrie auf Jordanflichen an-
wenden zu kénnen, muB man in dem Bereiche B(u, v) stetige
Differenzierbarkeit der Funktionen (1) voraussetzen, d. h.
man mub die Existenz und Stetigkeit der folgenden sechs
partiellen Ableitungen verlangen: h

(L. ; Zy (u, v), Yulu, v), 2,(u,v) 1
) |t wv(“: U)a yv(ua 1)), zv(uy ’l)) I‘ ’

Ein solches Jordansches Flichenstiick @, dessen Gauli-
sche Parameterfunktionen (1) in B(u,v) einmal stetig
differenzierbar sind, heiBt ein einmal stetig differenzier-
bares oder ein glattes Flachenstiick (eine glatte Fliche).
Die Ebene (2), das Paraboloid (4), die Kugel (5) sind Beispiele
von solchen (offenen bzw. geschlossenen) glatten Flidchen.
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Bemerkung 1: Mehrfach differenzierbare und analy-
tische Flichen. Neben den glatten Flichen, bei denen die drei
Funktionen (1) nach « und v einmal stetig differenzierbar sind, hat
man in der Differentialgeometrie auch zwei- oder mehrfach
stetig ableitbare Flachen zu studieren; z. B. erfordert das

Bild 2. Kugel mit Parallelkreisen (u-Linien) und Meridianen (v-Linien)
als GauBschen Parameterlinien (geographische Koordinaten w, v).
Loxodrome der Kugel

Studium der Flichenkrimmung die Existenz und Stetig-
keit der zweiten Ableitungen der Funktionen (1). Ein zweil-
mal stetig differenzierbares Flachenstiick wird daher auch
als stetig gekriimmt bezeichnet.

Oft setzt man die Funktionen (1) sogar als analytisch voraus,
indem man annimmt, sie seien in der Umgebung der Stelle (u,, v,)
in Potenzreihen nach v — u; und v — v, mit gemeinsamem Kon-
vergenzbereich B entwickelbar. Die Fliche heiBt dann analy-
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tisch. Analytische Flichenstiicke sind in B beliebig oft
stetig ableitbar.

Bemerkung 2: Komplexe analytische Flichen. Werden
in der GauBschen Parameterdarstellung (1) einer Fliche @ kom-
plexe Variable u,v und komplexe analytische Funktio-
nen x(u, v), y(u, v), 2(u, v) als Koordinaten zugelassen, so erhilt
man ein komplexes analytisches Flichenstiick (auf dem dann,
bei Zahlung reeller Parameter, co® komplexe Punkte liegen).

Sind die drei Funktionen (1) reell analytisch, so kann man
sie nach den Prinzipien der Funktionentheorie analytisch ins Kom-
plexe fortsetzen. Man erhilt dann eine komplexe analytische
Flache, welche einen (fiir reelle Werte u, v entstehenden) reellen
analytischen Flachenzug enthilt, den wir kurz als eine reclle
analytische Fliche bezeichnen. Das trifft z. B. bei reellen alge-
braischen Flachen zu, wie bei der Ebene (2) oder der Kugel (5).

Wir fassen die cartesischen Koordinaten (z, ¥, 2) in (1) zu
dem Ortsvektor ¢ des Flichenpunktes P(z,y, 2) zu-
sammen, der dann ebenfalls von den Parametern 4 und v
abhingt, und schreiben die Fliche vektoriell in der

Gestalt

(1.8) t=ru,v) =xz(uv)e; + y(u, v)ey + z(u, v)es,

wobei e;, ey, ¢; die Einheitsvektoren der Koordinatenachsen

des (rechtshandigen) cartesischen Koordinatensystems sind.
Bemerkung 3: Es ist oft zweckmiBig, die Koordinaten (z, y, 2)

mit (2, €, #4) zu bezeichnen; die GauBsche Flichendarstellung
(8) lautet dann

1.9) £ = £, 0) = é’l 251 V).

Erteilt man (Bild1) dem Parameter v einen festen
Wert v = v, = fest, so stellt (8) bei variablem u eine auf
der Fliche @ liegende Raumkurve (eine #-Linie der
Flache) dar, vorausgesetzt, dal der entstehende Vektor
1 (u, v,) nicht konstant ist. Ebenso entsteht fiir u = u, = fest,
aber v = variabel eine p-Linie auf der Fliache, vorausgesetzt,
daB r(ug, v) nicht konstant ist. Diese beiden Parameter-
linien kreuzen sich in einem bestimmten Punkte P, des
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Flichenstiickes @, der eindeutig durch die beiden festen
Parameterwerte u,, v, bestimmt wird, und dessen Ortsvektor
£(ug, vo) ist. Wir bezeichnen dann (ug, v,) als die beiden
GauBschen Parameter oder GauBischen Koordinaten des
Flachenpunktes Py,

Abnlich wie das Rechteck % der (u, v)-Ebene x netzférmig von
den Geraden u = u, = const (v-Linien) und v = v, = const (u-Li-
nien) tiberdeckt wird, so wird auch im Raume das Flichenstiick @
von den (i.a.krummen) Linien u = %, — const (v-Linien) und
v = v, = const (u-Linien) netzformig iiberzogen. Die Gaullschen
Parameterlinien ¥ = const, v = const iiberdecken also das Flachen-
stiick mit einem i, a. krummlinigen Koordinatennetz. Die
Parameter (u, v) heilen daher auch krummlinige Koordi-
naten auf der Fliche.

2. Zuliiséige Parameter. Regulire Parameterneize
Drei den Ortsvektor '

z = z(u, v),
21 =i y=yu9),
z =2z (u,v)

bestimmende, in einem Bereich B(u, ») um die Stelle (u, v)
eindeutige und stetig ableitbare Koordinatenfunktionen,
z(u, v), y(u, v), 2(u, v), von denen wir in Zukunft annehmen
wollen, dall sie an allen Stellen (u,v) des Parameter-
bereiches nach « und v einmal stetig differenzierbar
seien, liefern nicht immer eine (glatte) Fliche; es kann
u. U. auch bloB eine (glatte) Raumkurve oder ein Punkt
entstehen. Entscheidend dafiir ist der Rang r der Funk-
tionalmatrix

§ 222y 2
(2 2) EIR = a(w’y’i): I ou ou du — i Ty Yu 2u “
dwv) lawdya &Yl
"ov v

in der Umgebung B(u, v) der Stelle (u, v).
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Drei Fille sind moglich:

1. Rang r = 0. Dann sind in 9% alle sechs Matrizenelemente
Null, d. h. z, y, z sind Konstanten und (1) stellt einen festen
Punkt P(z, y, 2) dar.

2. Rang » = 1. Dann verschwinden zwar nicht alle Glieder, aber
alle zweireihigen Unterdeterminanten der Matrix 9, d. h. es
verschwinden die drei Funktionaldeterminanten

oy, 2) _ 4 2@ _, 2>y _
3 a(u,v)FO’ a(u,v)ﬁo’ A(u, v) =0,
wobei aus je zwei dieser Gleichungen (3) die dritte folgt. Nach

den Lehren der Analysis bestehen dann zwischen den drei
Funktionen (1) drei Beziehungen der Gestalt

2.4 H@2)=0, f1z,2)=0, f3(z,y) =0,
wobei gleichfalls aus je zwei der Gleichungen (4) die dritte
folgt. Daher ist das von (1) dargestellte Raumgebilde der Schnitt
von irgend zwel der drei achsenparallelen Zylinder (4), also
eine bestimmte (glatte) Raumkurve.
3. Rang » = 2. Dann ist wenigstens eine der drei Funktional-
o(z, y)
3u,v) T
Nach dem Fundamentalsatz iiber implizite Funktionen ist
dann das System der beiden ersten Gleichungen in (1) in einer ge-
wissen Umgebung B (u, v) der Stelle (u, v) nach % und v eindeutig
auflésbar, also
(2.5) u=uxy), v=r(y),
und die Funktionen (5) sind stetiz nach z und y ableitbar.
Nach der dritten Gleichung von (1) ist dann 2 eine in dieser Um-
gebung B (u, v) eindeutige und einmal stetig ableitbare Funktion
von z und y:

(2.6) 2 =2(u,v) = 2[u(z, 9), v(z, )] =1(2, ),

d. h."die Darstellung (1) oder (1.1) liefert in diesem Falle in
B (u, v) eine (glatte) Fliche @.

Daraus folgt

Satz 1: Notwendig und hinreichend dafir, daf die in dem
Bereiche B(u, v) stettg ableitbaren Funktionen (1) die Gaup-
sche Parameterdarstellung einer glatten Fliche liefern, ist,
dafi die Funktionalmatriz (2) in B (u, v) den Rang r = 2 hat.

determinanten in (3) nicht Null, z. B,
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Man schreibt dann:

oz, y, 2 Ly Yu 2y |
@0 m=ZEEI-RRD 40

Bemerkung 1: Man nennt (6) eine explizite Darstellung
der Fliche &. Auf diese Darstellungsart haben Euler und die
Mathematiker vor Gaufl die analytische Beschreibung und Diffe-
rentialgeometrie der Flachen gegriindet.

Daneben gibt es noch die implizite Darstellung
2.8) F(z,y,2) =0

der Fliche @, die man aus der Gaufschen Darstellung in (1. 1)
erhilt, indem man aus den drei Gleichungen von (1. 1) die beiden
Parameter % und v eliminiert.

Bemerkung 2: Man kann auch umgekehrt aus der Euler-
schen expliziten Darstellung 2 = z(z, y) einer glatten Fliche &
eine GauBsche Parameterdarstellung gewinnen, indem man

2.9 r=u, y=v, z=2(u,v)

setzt. Tatsichlich hat dann die Funktionalmatrix
o(x, y, z) 10 zu\

(2.10) _ T = 3 (u, v) 01z,

stets den‘Ra,ng 2.

Durch den Punkt P(u,v) der Fliche ¢ = g(u,v) mit
den GauBschen Parametern u, v geht eine u-Linie (u = va-
riabel, v = fest) und eine v-Linie (4 = fest, v = variabel).
Die Tangentenvektoren g, und t, dieser Parameter-
linten im Punkie P(u,v) der Fliche (1) erhdlt man nach
(IL 2. 2) durch Ableiten des Orisvektors ¥ = t(u, v} nach dem
Kurvenparameter u bzw. v, d. h. es st

@.11) Tu = Tu(u, v)ey + Yulu, v)ey + 24 (u, v)egy,

) Ty =Ty (U, v)ey + Yo (4, v)eg + 2, (4, v)es.
Diese beiden Tangentenvektoren sind genau die Zeilenvekto-
ren der Funktionalmatrix 9% in (2). IThr Aufenprodukt ist
der Vektor
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3y, 2) 3(z, 2 (=, 9)
@.12) [zw ] =a(u, o) T 2w, v) 2 d(u,v) O

dessen Koordinaten die drei Unterdeterminanten zweiter
Ordnung der Matrix IN sind.

Die Voraussetzung (7) besagt dann, daf in keinem Punkte
P(u, v) des Flachenstiicks @ das AuBenprodukt (12) der bei-
den Tangentenvektoren g,(u,v) und r.(u, v) verschwinden
darf:

(2.13) [tu, £.] == 0.

Dann ist gewil auch g, &= 0 und g, =0, d. h.  und v sind
dann auf den Parameterlinien der Fliche im Sinne von (II. 2)
zuldssige Parameter; dariiber hinaus sind aber die Tan-
gentenvektoren g, und g, der Parameterlinien wegen (13)
auch nicht proportional, d. h. die beiden Parameter-
linien beriihren sich nicht, sondern schneiden sich in
jedem Fldchenpunkte P(u,v) unter einem Winkel ¢, der
weder 0 noch  ist.

‘Wir nennen GauBsche Parameter , v, die auf der Fliche @
der Bedingung (7) oder (13) geniigen, zuldssige Parameter.
Die u-Linien und die v-Linien bilden dann auf dem glatten
Flichenstiick @ ein regulires Parameternetz, dessen
viereckige (i.a. krummlinige) Maschen keine ver-
schwindenden oder gestreckten Winkel aufweisen (dessen
Seiten sich nicht beriihren).

Zusammenfassend gilt also (Bild 1):

Satz 2: Ein Fldchenstiick @ der GaupBschen Darstellung
T = 1(u, v) ist glatt, wenn es durch zuldssige, d.h. solche
Gaupfsche Parameter (u,v) beschrieben werden kann, in
deren Definitionsbereich B (u, v) dberall x(u, v) nach u und v
stettg ableitbar und

(2.14) [ go] 0
ist. Durch jeden Punkt Py(uqg, vy) von @ liuft dann genau eine
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u-Linte (v = v,) und genau eine v-Linie (u = u,). Diese Para-
meterlinien iiberzichen das Flichenstiick @ mit einem requli -
ren Parameternetz, dessen Nefzmaschen vier weder ver-
schwindende noch gestreckte Winkel aufweisen. Die Punkte
P(u,v) eines durch zuldssige Parameter darstellbaren glatten
Flichenstiicks @ heifen reguldre Flichenpunkte.

3. Einfiihrung neuer zuléssiger Gaulscher Koordina-
ten. Eine glatte Flache @ (gemeint ist damit stets ein
glattes Fliachenstiick @) mit abgeschlossenem Para-
meterbereich 8 (u, v) vom Ortsvektor

(3.1) t =1z(u,v)
mit
(3. 2) [gu(u, v), To(u, )] =0

sei auf die zuldssigen (alten) GauBschen Parameter (u, v) be-
zogen. Neue zuldssige GauBsehe Parameter (%, v) hin-
gen dann mit den alten (u, v) durch stetig ableitbare Glei-
chungen

(3.3) % =u(u,v), 0=70v(u0)

zusammen, die (wegen der eindeutigen Beschreibung der
Flachenpunkte P sowohl durch die alten als auch die neuen
Parameter) eindeutig nach (u,v) auflésbar sein sollen.
Nach dem Fundamentalsatz iiber implizite Funktionen-
systeme ist dafiir notwendig und hinreichend das Nichtver-
schwinden der Funktionaldeterminante

a(u, v)
a(u v)
Die (im Kleinen eindeutige und stetig ableitbare) Auflésung
(Umkehrung) von (3) lautet dann:

(3.5) = u(%,v), v=0v%,v),

wobei ebenfalls die Funktionaldeterminante

(3. 4)

@
=|5 o+
l

2 Strubecker, Differentialgeometrie II
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d(m,v) 1
3 (4, 7) a(u@) :*:0
3 (u, )
ist. Die GauBsche Darstellung der Flache @ lautet dann in
den neuen Parametern (#, ) nach (1) und (5)

@7 t=rtluv)=gu@?), v )] =i@,?9).

Die neuen Parameterlinien, nimlich die %-Linien (% = va-
riabel, ¥ = fest) und die v-Linien (% = fest, v = variabel),
bilden dabei auf der Fliche @ wegen der Voraussetzung (4)
wieder ein regulires Parameternetz. Die Tangenten-

vektoren r; (#,%) und g; (%,v) der neuen Parameterlinien sind
namlich

(3-8) ta=ltu Uzt Vs =L, %1 & V5
und ihr AuBenprodukt ist dabei wegen (2) und (6)

3.9) 5o 53] = 3 g - B Bl 0.

Bemerkung 1: Je nachdem dabel die (in » und v stetige)
Funktionaldeterminante

(3. 6) D=

o(u, v)
a(u, 7) a(#, )
ist, haben die Vektorenpaare (Zy, £,) und (zz, £5) auf der Fliche ¢
denselben oder verschiedenen Sinn; entsprechend sind die GauB-

schen Koordinatensysteme (u,v) und (%, 7) dann auf der
Fliche @ gleich oder entgegengesetzt orientiert.

Bemerkung 2: Aus den vorstehenden Uberlegungen folgt, da8
die zuldssigen Parameterinderungen (3) der Eigenschaft (4)
eine Gruppe bilden. Bei der Zusammensetzung zweier (regulérer)
Parameteranderungen (u, v) || (&, ) und (&, 9) || (&, ) multipli-
zieren sich ihre Funktionaldeterminanten:

3(#, 7). a(u, Py __3(m,v)
3(u,v) 3(@, ) o(u,v)’

Bemerkung 8: Der Sonderfall einer neuen Bezifferung

der Parameterskalen entsteht, wenn in den Formeln (3) der

(3. 10)

(3. 11)
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Parameter % nur von v und der Parameter 7 nur von v abhingt,
also

(8.12) = uu), v="19(v),

gilt, und dabei @5 diw 5w
o(u, v u(u) dv (v

(3.13) S = du +0

ist. Das Netz der Parameterlinien bleibt dann als Ganzes un-
%eﬁ.ndert, nur die Bezifferungen der Parameterlinien (die

arameterskalen) dndern sich. Die alten Skalenwerte
w und v werden dabei durch die neuen Werte % und 7 ersetzt.

4. Flichenkurven. Flichentangenten. Tangenten-
ebene, Wihlt man auf der glatten Fliche @ mit dem Orts-
vektor
(4.1) ¢ =1z, v) = v)e, + yu,v)e; + 2(u, v)eg
die Parameter « und v als stetig ableitbare Funktionen eines
Parameters {, indem man setzt

4. 2) u=u(t), v=uv(),

so bilden die entstehenden Punkte P(u(t), v(f)) eine Fli-
chenkurve k mit dem Ortsvektor

(4.3) t = r(u(), v(9) = ().

Als Tangentenvektor dieser Flichenkurve k erhilt man

nach (II. 2. 2) durch Ableiten von z(¢) nach dem Parameter ¢
den Vektor

o A
oder
(4.5) Tl =tu-u(®) + g 000).

Wegen (2. 13) ist 1(f) kein Nullvektor und daher ¢ ein
zuldssiger Kurvenparameter auf der Flichenkurve k,
wenn (und nur wenn)

(4. 6) ((), ¥®) = (0, 0)
ist. Die Kurve (3) ist dann eine glatte Flichenkurve.

2%
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Wegen der in (1. 4. Bem. 1) erwéihnten Invarianz des ersten
Differentials gegen Parameteranderungen schreibt man die
Formel (4) gern statt in Ableitungen in Differentialen, indem
man mit df 5= 0 multipliziert; der Tangentenvektor vonk
nimmt dann die Gestalt

4.7 dr =gy du+ g, dv

an. Zur Festlegung der Tangentenrichtung geniigt es
sogar, die Differentiale du und dv nur als Verhilt-
nisgréBen (du:dv) zu erkliren, die wegen (6) nicht
gleichzeitig verschwinden diirfen:

(4. 8) (du:dv) == (0:0).

Jedeshomogene Wertepaar (du, dv) oder jedes Werte-
verhéltnis (du:dv) kennzeichnet eine eindeutig bestimmte
Tangentenrichtung (7) der ¥Fliche im Punkte P(u,v).
Insbesondere liefern die Verhaltnisse

(4.9) (du:dv) = (1:0) bzw. (du:dv) = (0:1)

die Tangentenrichtungen g,(u,v)du an die u-Linie bzw.
L ,(%,v)dv an die v-Linie im Punkte P (u,v). Die Lingen dieser
Tangentenvektoren dy hingen dabei natiirlich von der (will-
kiirlichen) Wahl der homogenen Gré8en du und dv selbst ab.

Aus den Darstellungen (4}, (5), (7) folgt, daB der Tangen-

tenvektor £(f) = d_zgt) oder dy = gdt der durch den Punkt

P(u,v) der glatten Flache (1) gehenden Flachenkurve g (¢)eine
(nichttriviale) lineare Kombination der Tangentenvektoren
z, und g, der Parameterlinien ist und daher mit ihnen in
einer Ebene liegt, die wir als die Tangentenebene v der
Flache @ im Punkte P (u, v) bezeichnen.

Bemerkung 1: Ist dann X = (X, Y, Z) der Ortsvektor eines
laufenden Punktes (X, Y, Z) der Tangentenebene 7, so sind die
drei Tangentenvektoren ¥ — g(u,v), £, (%, v) und g,(u, v) kom-
planar, und man erhilt als Gleichung der Tangentenebene ¢
der Fliche ¥ = ¢ (u,v) im Punkte P (u, v)
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(4.10) (€ — & tw 8] = 0 oder (X — ) [tw 2] =0,
d. h. austiihrlich
P X — x(u, v) 2y (u, 0) 3,(u,v)

(4.11) LY —y(u, 0} yulu,0) yo(u,v) = 0.
D Z—z2(u,v) z,(u,v) z,(u,0)

Bemerkung 2: Eine Gleichung der Gestalt
(4.12) f(u, v) = ¢ = konst.

zwischen den GauBschen Parametern u und v liefert im Para-
meterbereich B (u, v) der (u,v)-Ebene eine Kurve. Wegen der
umkehrbar eindeutigen Abbildung, die zwischen der Parameter-
ebene 7 (u, v) und der Fliche g(u, v) besteht, beschreibt die Glei-
chung (12) zwischen den Parameterun (u, v) auch auf der Fléiche
eine Kurve, die stetig ableitbar, d. h. mit stetiger Tangente ver-
sehen ist, wenn die Funktion f(u, v) stetige Ableitungen f, (u, v)
und f,(u, v) hat. Jene Stellen (%, v) von (12), an denen f, und f,
gleichzeitig verschwinden, heiBen singulire Punkte der
Kurve (12) und sollen aus der Betrachtung ausgeschlossen
werden.

Da langs der Flichenkurve (12) neben f(u, v) = ¢ auch

(4.13) af (u, v) = fu(u, v) du + fo(u,v) dv=0
ist, gilt fiir die Tangentenrichtung dieser Flichenkurve
(4. 14) du:dv = fy, (u,v) : — fy (4, V).

5. Normalenvektor der Fliche. Die metrischen Funda-
mentalgroBen E, F, G und W, Punkte mit isotropen
Flichennormalen und isotropen Tangentenebenen. Nach
(4. 10) steht der wegen (2. 13) nicht verschwindende Vektor

(5.1) R =N, v) = [gw, ) + 0
auf der Tangentenebene T und damit auf allen Flachentan-
genten ¥ — ¢ = ayg, + Pr, des reguliren Flichenpunktes
P(u,») normal. M ist daher ein Normalenvektor der
Flache @ im Punkte P(u, v).

Der Normalenvektor R = [r,, £,] der Fliche bildet in
reellen Flichenpunkten P zusammen mit den beiden
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reellenParameterrichtungen ¢, und g, ein positives Drei-
bein; denn wegen (1) hat das Spatprodukt [r,z,M] einen
positiven Wert:

6.2) [t = [tuto] " [tulo] = [t = N2> 0.

Nach der Identitit von Lagrange (II. 1. 22) erhélt man
fir das Liangenquadrat N2 des Normalenvektors (1)
ausfithrlicher

(5.3) M = [Lur,]® = tuty — (k) = EG — F* = W2
Dabei haben wir mit GauB (1827) gesetzt:

E = E(u,v) = gu(u, v) =25 + ya + @,
(0.9 |F = F(u,v) = £, (4,9) - £, (4,9) = T Ty + Yu Y+ 2420,
G = G(u,v)=1s(u, v) =zi+ Y+ =

und

6-5) | W2 =EG — F?, d.h. W = W(u,v) = JEG — F*.

Die nur vom Flachenpunkte P(u,v) abhéngigen
GroBen E(u,v), F(u,v), G(u,v) heiBen die GauBschen
FundamentalgroBen 1. Art der Flachentheorie. Sie beherr-
schen, wie sich zeigen wird, die Metrik der Fldche und
heiBen daher auch die metrischen FundamentalgriBen
der Fliche g(u, v).

Die GroBen
(. 6) E=ti=|tuPudG=1 =]z
sind identisch mit den Lingenquadraten der Tangen-
tenvektoren g, und g, der Parameterlinien. Daher ist fiir

reelle Flachen und reelle reguldre Parameternetze
stets

(5.7 Eu,v)>0 und G(u,v)>0.



