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Yorwort.

Mit dem vorliegenden siebenten Band ist die zweite Auflage
des Werkes zu Ende gefilhrt. Der Verfasser ist sich wohl bewuSt,
daB auch jetzt noch das gesteckte Ziel nur annihernd erreicht ist.
Die ungeheure vorhandene Literatur zu bewiltigen, ibersteigt die
Kraft des einzelnen. Viele Liicken muBten bleiben. Wenn weitere
Literatur zu Hinden kommt, werden an so manchen Stellen die
Zeitangaben fiir das erstmalige Auftreten der einzelnen Bestandteile
der Schulmathematik, besonders auch in der Fachwortergeschichte,
etwas heraufgesetzt werden konnen. Jede Mitarbeit, Erginzung und
Verbesserung, wire dringend erwiinscht.

Die Verzeichnisse sind moglichst gedrungen, aber eingehend
gehalten.

Eine besondere Geschichte der Differential- und Integral-
rechnung ist mehrfach angeregt worden. Besser als sie mein treuer
Mitarbeiter H. WIELEITNER in seinen eigenen Verdffentlichungen in
der Sammlung Schubert (vgl. Bd. I, Vorwort S. V Anm. 3) und in
knapperer Form in der Sammlung Goeschen (Nr. 226, 875, Geschichte
der Mathematik, Neue Bearbeitung) gegeben hat, kiénnte sie aber
gegenwirtig kaum dargestellt werden. Uberhaupt sind die Werke
WiererrNers fiir alle sieben Binde die notwendige KErginzung,
indem dort die historischen Zusammenhinge in dem Gesamtverlauf
der Entwicklung der Mathematik, wie die Lebensarbeit der einzelnen
Gelehrten, schirfer hervortreten, als das in einer systematischen Dar-
stellung der Fall sein kann. Auf die neuere Verdffentlichung Wie-
LEITNERS ,Die Geburt der modernen Mathematik® (zwei Hefte der
Sammlung ,Wissen und Wirken* bei G. Braun, Karlsruhe i. B.) sei
besonders hingewiesen.



v Vorwort.

Mit selbstloser Hingabe und regster Aufmerksamkeit haben bei
der Drucklegung H. WierertNer und J. Ruska, in den trigono-
metrischen Teilen auch K. Scmoy, die Arbeit des Verfassers unter-
stitzt und gefordert. Der Tod G. ExesTROMS war ein schwerer Ver-
lust; die Béinde V—VII hitten sicher so manche Verbesserung von
ihm erfahren. Dem scharfen Auge meines Amtsgenossen K. LEwWENT,
der die Hauptkorrekturen mit ausgezeichneter Genauigkeit las,
werden nur wenige Druckfehler entgangen sein. Diese vielseitige,
wertvolle Hilfe mit Dank abzugelten, fehlen mir die zureichenden
Worte. Von dem Erfolg des Werkes gebiihrt ihnen ein guter Teil.

Berlin, im August 1924.

Johannes Tropfke.



Inhalt.

Stereometrie. Verzeichnisse.

Stereometrie .
A. Geschichtlicher Uberblzck

B. Besonderer Teil . .

1. Die gera.den Linien und d1e Ebenen im Raum

2. Die Volumen- und Oberﬂhchenberechnungen
a) Allgemeines . . o
b) Parallelepipedon und Pnsma
¢) Die Pyramide .
d) Zylinder und Kegel .
e) Die Kugel und die a.llgememen Rota.tlonskmpex
f) Allgemeine Koérper. Das Cavavierische Prinzip., Die

Smpsonsche Regel

Verzeichnis I: Namen und Schriften
Verzeichnis II: Sachliches

Seite
3~ 54
3— 8
9— 54
9— 14
14— 54
14— 16
16— 20

20— 29
29— 34
35— 42
42— 54
55-—100
101—128






STEREOMETRIE. VERZEICHNISSE

TROPFKE, Geschichte. VIL. 2. Aufl. 1






Stereometrie.

A. Geschichtlicher Uberblick.

Die Stereometrie ist die jiingere Schwester der Planimetrie.
Beide entspringen den in praktischer Erfahrung gesammelten Kennt-
nissen, deren Umfang sich ganz allmihlich vergroBerte. Das Be-
diirfnis nach riumlichen Betrachtungen wird anfangs ein geringeres
gewesen sein als das fir geometrische Uberlegungen. Aber all-
mihlich lernte der Landmann die Erntehaufen, die in bestimmten
Formen auf dem Felde aufgestapelt standen, in rohem MaBe ab-
schiitzen, der Techniker suchte sich einen Uberschlag zu machen
itber die Menge des Baumaterials, das zu einem Mauerwerk von
verschiedener Gestalt mit vorgeschriebenen Abmessungen erforderlich
war usw. Ks entstanden praktische Berechnungsvorschriften, iiber
deren Genauigkeit die Rechner mehr oder weniger unterrichtet
waren. Himmelsbeobachtungen, deren Wichtigkeit fiir die Zeit-
einteilung und Zeitangabe sehr frith erkannt wurde, forderten
stereometrische Untersuchungen an der Kugel. Nach und nach
verdichtete sich der wachsende Bestand solcher Kenntnisse und
bildete sich, wohl zumeist unter der Hand besonders befihigter
Minner, zu einer wirklichen Theorie aus.

Dieser hypothetische Entwicklungsgang der Stereometrie spiegelt
sich in den geschichtlichen Urkunden, so spirlich sie besonders fiir
die iltere Zeit sind, in der Tat wieder.

Die wirkliche Uberlieferung beginnt, wie wir fast bei allen
Kapiteln der Mathematik bemerken konnten, mit jenem uralten
dgyptischen Papyrus, der als Rechenbuch des ArmEsTI4®! (zwanzigstes
bis siebzehntes Jahrhundert v. Chr) bezeichnet zu werden pflegt.
Der Charakter dieser Schrift ist der eines Recheniibungsbuches; sie
laBt daher keine Anspriiche an systematische Zusammenstellung des
gegebenen Stoffes stellen, wenigstens soweit Planimetrie und Stereo-
metrie in Betracht kommen. Die gew#hlten Aufgaben sollen nur

1*



4 Geschichilicher Uberblick.

die eingeschlagenen Rechenmethoden erliutern. Der Verfasser legt
kein Gewicht darauf, etwa die Kreisberechnung selbst vor der Be-
rechnung von Korpern mit kreisrunder Grundfliche vorzunehmen.
Trotzdem gewihren die gestelllen Aufgaben einen tiefen Einblick
in den damaligen Bestand der Mathematik; wir haben aus ihnen
in den vorstehenden Kapiteln ofters, besonders in der ebenen Geo-
metrie, wertvolle Schliisse fiir die Geschichte der Mathematik ziehen
konnen. Auffallend ist, daB uns der Verfasser fiir das Gebiet der
Stereometrie fast ganz im Stich 1aBt. Die einzigen von ihm ge-
lieferten stereometrischen Ubungsbeispiele! beziehen sich auf die
Ausmessung von Fruchtspeichern, deren Gestalt uns nicht einmal
genauer bekannt ist; bei einzelnen ist eine kreisférmige Grundfiiche
anzunehmen. Unser Befremden 16st sich, wenn wir annehmen, daf
zur Zeit des AmmEes die Stereometrie in dem oben angedeuteten
Anfangsstadium begriffen war. Freilich legen jene gewaltigen Bauten
der Agypter, deren einige noch vor der Zeit des AEMES hergestellt
worden waren, Zeugnis dafiir ab, daB dem alten Techniker gewisse
Grundformen stereometrischer Gebilde, wie sogar die der Pyramide,
geljufig waren. Aber noch mogen fiir diese in der Baukunst bereits
bekannten Korperformen sich nicht so feststehende Berechnungs-
vorschriften entwickelt haben, daB sie aus den engsten Fachkreisen
heraus einer groBeren Offentlichkeit zuginglich waren. Solche durfte
Anves bei seinen Recheniibungen nicht als bekannt voraussetzen,
wie er es bei der so hiufig nitig werdenden und gewiB viel geiibten
Ausmessung von Erntehaufen, wie er es vor allem bei den plani-
metrischen Formeln (vgl. Bd, IV, S. 127—128) tun konnte.

Wie weit die #gyptische Stereometrie allmihlich vorgedrungen
war, ist schwer zu begrenzen. Man kann annehmen, daB sie die
Volumenberechrungen an Wiirfeln, an geraden, eckigen und runden
Siulen genau ausfithren konnte, daB sie fiir die Pyramide, den
Kegel, vielleicht auch fiir die Kugel Niherungsformeln gefunden
batte. Die genauen Formeln fir die letzteren Korper sind erst
spatere griechische Entdeckungen, wie geschichtlich feststeht. Ein
gutes Bild der #agyptischen Leistung scheinen uns die Schriften
Herons zu geben (erstes Jahrhundert v. Chr). Wir haben ofters
(vgl. Bd. I, S.150; II, S.136; IIL, S.36; IV, S.127f; V, S.5f)
auf die Eigentiimlichkeit der fithrenden griechischen Mathematiker
hingewiesen, daB sie die technische Anwendung ihrer hohen theo-
retischen Resultate ginzlich itbergehen. Das strenge, starre System

1 Avc. Esenvonr, S, 98 ff.1482,
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ibrer Mathematik schien ihnen nur um seiner selbst willen da zu sein,
seine vermeintliche Wiirde vertrug sich nicht mit praktischer Uber-
tragung. Der Theoretiker fiihlte sich erhaben iiber den Techniker.
Wenn nun die Schriften des Alexandriners Hrron gerade den ent-
gegengesetzten Standpunkt einnehmen und nur auf die praktische
Berechnung Wert legen, so scheinen sie sich damit so von dem
griechischen Geiste zu entfernen, daB wir in ibnen die alte agyp-
tische Wissenschaft wiederzufinden glauben, die der Verfasser an der
Quelle durch eigenes Studium hatte kennen lernen kdnnen. Natiirlich
hat HeEron die ihm bekannten neueren griechischen Entdeckungen
mit aufgenommen. Der Archimedische Wert fiir # (vgl. Bd. 1V, S.205)
hat bei ihm den alten #gyptischen Wert glatt verdringt, da er
ebenso bequem, aber um vieles genauner war. Die neue griechische
Theorie der spitzen Koérper und der Kugel ist verwertet; kaum
haben sich Andeutungen erhalten, wie man vordem rechnete. Zu
diesen Spuren gehtrt eine Niaherungsformel fir den Kegelstumpf,
die einen Zylinder mit dem Mittelkreis als Querschnitt zugrunde
legt.? Die unmittelbar nach Verwendung dieses Notbehelfs gebrauchte
genaue Kegelstumpfformel® verriit die griechische Verbesserung des
altigyptischen Verfahrens. Dieselbe Niherungsmethode mit dem
Mittelkreis befolgte HERON noch bei einer Reihe anderer, unbekannter
Korper, die er midog (Fab),* xotme (Kufe?),® Bovric (Butte?)® u. a.
nennt. Die Anzabhl solcher Korperarten, iitber deren Aussehen kaum
Vermutungen moglich, ja deren Namen uns dunkel sind, ist bei
Heron merkwiirdig groB. Vielleicht gelingt es einmal der spiiteren
Sprachforschung, Genaueres hieriiber in Erfahrung zu bringen, viel-
leicht ist eine Verbindung mit jenen unbekannten Fruchtspeicher-
formen des AEMEs nachzuweisen.

Von der babylonischen Stereometrie weil man so gut wie nichts.
Aus einem Kkleinen Text, dessen Ubersetzung aber noch ganz un-
klar ist,” geht nur hervor, da man einen Wall mit trapezformigem
Querschnitt zu berechnen wuBte. Andere verdffentlichte Texte be-
diirfen erst der Entratselung. Zahlreiches Mathematische ist iiber-
haupt noch nicht gedruckt.

Der mathematisch-wissenschaftliche Geist der Griechen vertiefte
die aus Agypten bezogenen praktischen Kenntnisse zu einer wirk-

2 Herown, Stereom., I, cap. 15, ed. Hemera 57458 §, 12, 7. 27 ff. — 3 Daselbst
cap. 16, 8. 14, — ¢ Stereom., II, cap. 23, 24, ed. Hesere 5, S. 100. — & Da-
selbst I, eap. 51, 8, 54; II, cap. 8, 7, S. 86, 90. — & Dagelbst I, cap. 52, S. 56;
11, cap. 9, S.92. — 7 A. Unanap, Zur babylonischen Mathemaiik!"*?, Orientalist.
Lit.-Ztg. 19, 1916, Sp. 363 f,



6 Geschichtlicher Uberblick.

lichen Lehre, in der Stereometrie aber erheblich spiter als in der
Planimetrie. Der Aufschwung begann mit der Perspektive. Ein
Maler, AcatHARCHOS, stellte zur Zeit der letzten Tragddien des
A1scHYLOS (1 456/455 v. Chr.,) eine perspektivische Bithnendekoration
her und schrieb auch eine Abhandlung iitber die neue Kunst.®
Anaxacoras, der um 463 nach Athen kam, erfaite das darin
liegende mathematische Problem und bearbeitete es wissenschaftlich-
theoretisch. DEMOERIT erweiterte um 430/400 seine Untersuchungen.
Die Lehre der Perspektive schuf so die Anfinge einer stereo-
metrischen Betrachtungsweise, die sich schlieflich frei weiter ent-
wickelte. Etwa gleichzeitig mit Demoxrir nahm HipPoRRATES
von Caios stereometrische Untersuchungen auf; er ist der erste,
der auf eine Liosung des inzwischen gestellten Wiirfelverdoppelungs-
problems hinweist (Bd. III, S. 66). Zur Zeit Pratons (429—348
v. Chr., Athen) gab es indes noch keine eigentlichen Lehrgebiude
der Stereometrie;® er kimpft in seinen Schriften fiir ihren Aufbau
und bedauert die Unwissenheit seiner Zeitgenossen: ,Hinsichtlich
der Messungen von allem, was Liinge, Breite und Tiefe hat, legen
die Griechen eine in allen Menschen von Natur vorhandene, aber
ebenso lacherliche wie schmihliche Unwissenheit an den Tag¢ —
in derben Ausdriicken fihrt er fort: ,nicht wie es Menschen, son-
dern wie es Schweinen geziemt, und ich schimte mich daher nicht
bloB iiber mich selbst, sondern fiir alle Griechen.®10

Was an ihrem Teil lag, haben PraTton, seine Zeitgenossen und
Schiiler das Versiumte nachgeholt, besonders die wunteritalische
Schule um ArcEYTAS, von PrartoNn als ,sogenannte’ Pythagoreer be-
zeichnet. Kannten die fritheren Pythagoreer, d.i. die engere Schule
des PyrEaGoRas, von den regelmiBigen Korpern nur die Formen
des Wiirfels und des Tetraeders, vielleicht noch das Dodekaeder
(vgl. S.48) — alle weitergehenden Berichte sind legendenhaft —,
so fiigte THEATET (t 369 v. Chr.) das Oktaeder und Ikosaeder hinzu
und bildete erst eine Theorie aller fiinf Kérper aus.'! Dabei be-

8 Vitruv, Vorwort zum 7. Buch der Architectura, ed. F. Kronx, Leipzig 1912,
S. 146, Z. 21. Vgl. Ericu Fraxg, Plalo und die sogenannten Pythagoreer, Halle
1928, S. 191, 284 ff, — 9 Eva Sacnms, Die fiinf platonischen Korper. Philolog.
Untersuchungen, Heft 24, Berlin 1917, 8. 146—160. — 10 Pratow, Gesetze,
Buch VII, cap. 21, 819D, ed. Stauiavm, X, 2, Gotha 1859, 8.3879: ... x«xi
80058 poi TovTo otx avSodmvov, dihé Tpdy Twdy slvae uahiov Joeuudrow,
foytvdny 8 oly még Suevtod wovov A& xol dnép énéviwy ‘EAljvev. Ahuliche
Klagen im Sfaat, lib. VII, 258, ed. Staiisaum, III, 2, Gotha u. Erfurt 1859,
S.157ff, — M Eva Sacas? S. 76 f.
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nutzte er eine kurz vor ihm erschienene Schrift des Eupoxos vox
Kx~tpos (410—356 v. Chr.) iber die stetige Teilung (zous#). THEATETS
Arbeiten sind im dreizehnten Buch der Elemente Evurrins wieder-
gegeben. ArcHYTAS VON TARENT (430—365 v. Chr,) beherrschte be-
reits in iiberraschender Weise die Grundlagen der Stereometrie.
Er kannte nicht nur Sitze iiber das gegenseitige Schneiden von
Ebenen, sondern wufite auch Bescheid mit der Entstehurng von
Zylindern und Kegeln, benutzte z. B. die bei der Durchdringung
solcher Korper gebildeten Kurven zu einer scharfsinnigen Losung
des Wiirfelverdoppelungsproblems, das damals gerade eine brennende
Tagesfrage war (vgl. Bd. IL, S. 185; III, S. 66). Sein ilterer Zeit-
genosse DemoxriTos ist der Entdecker jenes Satzes, daB die Pyra-
mide ein Drittel des Prismas von gleicher Grundfliche und Hohe
ist; einen ausreichenden Beweis gab indes erst Eupoxos. Dem
letzteren ist auch wohl die Abfassung eines stereometrischen Lehr-
buches zuzuschreiben, dem sich Evkrip wahrscheinlich ziemlich eng
anschloB. Weisen wir noch auf die Leistungen des begabtesten
Schiilers PraTons, MExarcEMos (um 350 v. Chr.) hin, des Erfinders
der Kegelschnitte, und erwiigen wir, daB seine Ableitungen an diesen
Kurven mit stereometrischen Betrachtungen verbunden wurden (vgl.
Bd. VI, 8. 129, 180), so erhalten wir eine Ahnung von dem ge-
waltigen Aufschwung, den die Stereometrie in kaum einem halben
Jahrhundert genommen hatte.

Nunmehr beginnen auch die Quellen unmittelbarer Uberlieferung
zu flieBen. Die mathematischen Stellen in Schriften des ArisToTE-
LES (384—322 v, Chr.), die fiir die Planimetrie ziemlich ergiebig
waren, geben fiir die Stereometrie noch #uBerst wenig. Es wird
erwihnt, daB Lote auf derselben Geraden in denselben Punkten in
einer Ebene liegen, daB ein Schnitt durch den Mittelpunkt einer
Kugel einen grofiten Kreis gibt. AmristoreLes zeigt auch Kenntnis
der regelmiBigen Korper.!? Ein eigentliches Lehrgebiude der Stereo-
metrie konnen wir ihm aber nicht entnehmen. Das ilteste Lehr-
buch einer sphirischen Stereometrie,’V8 zusammengestellt durch
AvroLYRos vON Prrane (um 333 v. Chr), und dann vor allem
Evkrips (um 325 v. Chr.) Elemente liegen uns tatsichlich vor. Die
letzteren enthalten eine vollstindige Lehre der elementaren Stereo-
metrie, itber die auch unser modernes Schulpensum nur in einzelnen

12 Hesera, Mathematisches xu Aristoteles'®™, S, 25,
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Punkten hinausgeht. An Erweiterungen verdankt man ARCHIMEDES
(287—212 v. Chr., Syrakus) die Berechnung des Kugelvolumens und
der Kugeloberfliche, ferner die Aufstellung der halbreguliren Viel-
flache und die Bestimmung der Volumina fiir gewisse Rotations-
korper. Durch ihn ist der Hohepunkt griechischer Stereometrie
erreicht. Hypsikres (um 190 v. Chr) und Parpros (um 295 n. Chr)
fiigen eine Anzahl rechnerischer Relationen zwischen den Funda-
mentalsticken der fiinf regelmiBigen Korper hinzu; bei Papros
findet sich auch zum erstenmal die Aufstellung des sogenannten
Gowpinschen Theorems von den Rotationskérpern.

Weder die Inder noch die Araber, sonst so gelehrige Schiiler,
kamen in der Stereometrie iiber die Forschungen der Griechen
hinaus. Erst die Neuzeit brachte, mit dem Auftreten der Infinitesi-
malrechnung, durch KerLER (1571—1630) und CavarLIERI (1591—1647)
neue Methoden und neue Resultate. Die Theorie der regelmiBigen
Korper wurde durch die Krpnerschen Sternpolyeder fortgefiibrt.
Die von NEwrtoNn und Lrieniz begriindete Integralrechnung lieferte
die allgemeine Liosung des Kubaturproblems. Mit dem Ende des
siebzehnten Jahrhunderts begann auch eine analytische Geometrie
des Raumes (vgl. Bd. VI, S. 113) sich zu entwickeln, der sich, haupt-
sichlich im neunzehnten Jahrhundert, eine projektive Raumgeometrie
gegeniiberstellte.

Das Wort Stereometrie begegnet uns zuerst unmittelbar nach
dem Tode Pratons bei Prrrirros von Orus;!® Praton kennt es
bestimmt noch nicht.'* Bei ArisToTELEs (384—322 v. Chr)
erscheint es nur einmal.’® Es geht unverindert in die lateinische
(Bokrrus)!¢ und deutsche Sprache (1477, deutsche UbersetzungV 1%
des tractatus quadrantis von RoBERTUS ANcricus)!? iiber.

13 Vgl. Eva Sacms?, §.155. — 14 Daselbst 8.147. — 16 Ayalvrxdr ot e,
18, Akademieausgabe!®, I, S. 78 rechts, Z. 88. — 16 Boirius, Aristoteles anal.
poster. 1,7, S. 258, — 17 M, Currze, Abh. Gesch. Math. 9, 1899, S. 45: Stereo-
metrie ift, mwann wir ains Dings lenge, praite ond tieffe fudgen.



