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Yorwort.

Die am SchluB eines jeden Bandes angehingte Vergleichstafel
der Seiten- und Anmerkungszahlen der zweiten und dritten Auflage
ermdglicht die Benutzung des groBen Namen- und Sachverzeichnisses
am Ende des Band VII der zweiten Auflage.

Der letzte Band der dritten Auflage wird ein neues vervoll-
stindigtes Namen- und Sachverzeichnis aller Biande bringen.

Weihnachten 1931 starb HriNricHE WIELEITNER, seit drei Jahr-
zehnten mein treuer Berater und Freund; die gesamte mathematisch-
historische Forschung leidet an dem schweren Verlust. Fiir ihn
halfen bei der Drucklegung dieses Bandes seine jungen Mitarbeiter
Kurr Vogen-Miinchen und Jos. E. HorMann-Nordlingen. Bereit-
willigst hatte sich J. Ruska wieder zur Verfiigung gestellt, so be-
lastet er mit seinen eigenen Arbeiten auch ist. Dieser vielseitigen,
wertvollen Unterstiitzung wire das Gelingen zu danken.

Berlin, Januar 1933,
Der Verfasser.
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A. Die algebraische Ausdrucksweise.

l. Allgemeiner Uberblick.

Keine Wissenschaft kann sich eines so michtigen Hilfsmittels
rithmen, wie es die Mathematik in der Algebra besitzt. Die Philo-
gophie versuchte ihr nachzuahmen; doch trotz der Beteiligung des
GroBmeisters LEipyiz blieb ihre Formelsprache in den Kinder-
schuhen. Nur der Chemie gliickte es, in ihren Konstitutions-
ausdriicken dem Vorbilde etwas nahezukommen. Wiahrend aber die
chemische Formel uns allein eine Anschauung des inneren Zusammen-
hangs fiir den durch sie dargestellten Stoff liefert, also uns nur
einen Tatbestand vorfiihrt, erfand sich die Mathematik Operations-
zeichen, die der Formel gleichsam Leben einhauchen und sie zu
dem edlen Werkzeug machten, das in der Hand des genialen Mathe-
matikers den Meiflel zu staunenswerten Wunderwerken bildet. Aber
dieser MeiBel ist nicht das tote Eisenstiick des technischen Kiinstlers;
eigenes Leben birgt er und wirkt, selbst geschaffen, auf das
Schaffende befruchtend zuriick. Wie plétzlich wuchs die Lehre des
Unendlichen nach tausendjahriger, langsamer Entwicklung, die oft
einem Stillstand gleichkam, zu glinzenden, alles iiberstrahlenden
Leistungen empor, als ein LeiBniz ihr den Algorithmus der Diffe-
rential- und Integralrechnung erdachte! Wie oft wurde die Frage
aufgeworfen, was fiir Erfolge die Altmeister griechischer Mathematik
zn verzeichnen gehabt hitten, wenn sie im Besitz unserer Ziffern-
und Formelsprache gewesen wiren! Nichts regt den Geschichts-
forscher mehr an, als die Betrachtung der allmihlichen Entwicklung
solcher Hilfsmittel, die der menschliche Geist ersann, um sich der
in unzuginglicher Erhabenheit thronenden, dem Irdischen in ihrer
ganzen FKille stets verborgenen Wahrheit zu nihern. TLangsam,
nur sebhr langsam sind diese Hilfsmittel dem Menschen zu dem
geworden, was sie ihm heute sind. Unzahlig vieler Feilenstriche
hatte es bedurft, manche plotzlich auftretende Scharte muBte wieder
ausgewetzt werden, bis der Mathematiker die schneidige Waffe in
der Hand hatte, mit der er einen siegreichen Angriff auf die sich
ihm entgegenstellenden Probleme machen konnte.

1‘



4 Dre algebraische Ausdrucksweise.

Die Geschichte der algebraischen Sprache und Schrift liefert
uns durchaus kein einheitliches Bild. Eine Zusammenfassung un-
bewuBter und bewuBter Neuerungen, scheint auch sie unter dem
groBen Gesetz der Lebewesen zu stehen, dem Prinzip vom Uber-
leben des Tiichtigeren. Praktische Neuerungen verschaffen sich von
selbst Geltung, ungeeignete sinken nach langerem oder kiirzerem
Gebrauch in die Vergessenheit zuriick. Die Gewohnheit ist der
groBte Gegner des Fortschritts. Wie hartnickig war der Kampf,
ehe die Dezimalteilung zur Geltung kam, ehe die Proportionsform
durch die Gleichung verdrangt wurde, ehe die indisch-arabische Ziffer,
der allgemeine Buchstabe eine Weltmathematik einleiten konnte!

Uberblicken wir die Geschichte der algebraischen Aus-
drucksweise in groBen Ziigen, so konnen wir im wesentlichen
drei Stufen der Entwicklung unterscheiden, die freilich ineinander
iibergreifen: die rhetorische, die synkopierte und die symbolische
Algebra.?!

In der ersten Periode herrscht das Wort. Die Rechnung
wird ohne Benutzung von Zeichen auseinandergesetzt; nur oOfters
wiederkehrende Redewendungen bilden sich als Fachausdriicke heraus.
Auf dieser untersten Stufe stehen die Griechen bis in die ersten
Jahrhunderte n. Chr., die Ostaraber, die Perser, die Westaraber bis
zum dreizehnten Jahrhundert, die mittelalterlichen Mathematiker,
wie LEONARDO von Pisa (+ 12507), Jorpanus NEMORARIUS (+ 12877)
und ihre Schiiler bis zu REecroMonTanus (1436—1476). Bei den
Arabern wird die Vermeidung jeglichen Zeichens so weit getrieben
daB selbst die Zahlen durch Worte ersetzt werden.?2

Der Ubergang zur nachsten Periode liegt auf der Mand.
Hiufig gebrauchte Ausdriicke werden im Text abgekiirzt; die ge-
wihlten Abkiirzungen entziehen sich jedoch noch nicht dem Satzbau.
Der bedeutendste Vertreter dieser Entwicklungstufe ist der griechische
Arithmetiker DiopHANTOS von Alexandria (zweite Hilfte des dritten
Jahrhunderts n. Chr.); die 4o« unrixe’'?* sind zugleich das einzige
Werk aus der ilteren uns erhaltenen Literatur. Seine groBartigen
Leistungen erscheinen fast unvermittelt in der Geschichte der Algebra;
itber Arbeiten von Vorgingern, die uns die Entstehung der Dio-
phantischen Schreibart und Methode erkliren kénnten, schweigt die

1 NesseLuann'®6 8, 302. — 2 Vgl. F. Woercke, Recherches sur Uhistoire des
sciences math. chex les orientauz, Journal Asiat. 4, 1854, S. 849—350, auch
selbstindig, Paris 1855, S. 2. In Tabellen jeder Art, magischen Quadraten u. i.
wenden dagegen die Araber die Ziffern oder die semitisch-griechischen Buch-
stabensymbole an.



Allgemeiner Uberblick. 5

Uberlieferung und 1aBt den Vermutungen iiber die Bildung einer
Algebra in Griechenland freien Spielraum.? Fiir die unbekannte
Zahl (md7j90c povedwv éAoyov = unbestimmte Menge von Einheiten),
den @ptduds an sich, schreibt DiorEANT ein Zeichen, shnlich einem
SchluBsigma mit einem Merkstrich ¢’, im Plural ¢3; es steht dies ¢’
demnach an der Stelle des heutigen x. Nach einigen soll ein Schluf-
sigma darum genommen worden sein, weil es der einzige griechische
Buchstabe ist, der nicht beim Zahlenschreiben von den Griechen
benutzt wurde, also allein von allen noch zur Verfiigung stand.
Nach anderen — und dies diirfte die ansprechendere Erklirung
sein — ist ¢’ kein SchluBsigma, sondern eine Ligatur fiir ep, die
ersten beiden Buchstaben des Wortes ¢g:Fudg. Konstante GroBen
driickt DioprANT nicht durch die einfachen Zahlen allein aus, sondern
fiigt ihnen die Benennung ,Einheiten® (uowddsc, abgekiirzt u%) hinzu.
So liest man ¢ ¢ modern als 10z, ¢3 ie als 1lz, u% 1 als 30,
p? ce als 15. Die Koeffizienten werden nachgestellt. Beachtenswert
ist, daB erstens diese Abkiirzungen nicht durchgéngig benutzt, sondern
hin und wieder auch ausgeschrieben werden, zweitens, daB sie

3 Vergleiche auch den griechischen, wohl in Agypten entstandenen Papyrus
Michigan 620, der Fragmente dreier algebraischen Aufgaben — Gleichungen
mit mehreren Unbekannten (s. Bd. ILI, B. 3) — enthilt, die ein noch etwas
schiirferes symbolartiges algebraisches Rechnen zeigen. Es steht noch nicht
fest, ob dieser Papyrus vor- oder nachdiophantisch ist. Fr. E. RoBeins, P.
Mich. 620: A series of arithmetical problems, Class. philology, 24, 1929, S. 321
bis 329; — L. C. Karrinsky and Fr. E. Rossins, The introduction of algebraic
equations in Greece; Science 70 (1929), S. 8311—314. — K. VoaEL, Dic algebraischen
Probleme der P. Mich. 620. Class. philology 25, 1930, S. 373—38175; Eine neue
Quelle dliester griechischer Algebra, Z. math, nat. Unt. 62 (1931), S. 266—271,
— Vgl. ferner den Wiener Papyrus 19996. H. Gerstineer, H. OrLrACHER,
K. VoaEL, Eine stereometrische Aufgabensammlung im Papyrus Graecus Vindo-
bonensis 19996. Griech. liter. Papyri I. Papyrussammlung Nationalbibl. Wien.
Wien 1932. — Diese Papyrusstiickchen sind um so wichtiger, als sie uns
wirklich die Originalschreibart der damaligen Zeit tberliefern. Bei den er-
haltenen Diophanthandschriften (die iilteste, Madrid, stammt aus dem 13. Jahr-
hundert) weiB man nie genau, ob sie uns die streng originale Zeichenschrift
des Dropuant wirklich wiedergeben. In den 1000 Jahren kann von Abschrift
zu Abschrift Abweichung sich eingeschlichen oder absichtlich hineingebracht
sein. Das ¢-dhnliche Zeichen fiir &geduos hat im P. Mich. 620 einen kleinen
schriigen Strich > oben rechts; ohne diesen heift es dgoyu7 und bedeutet dann
wie das gleichzeitig auftretende povédec die bekannten Einbeiten. Statt des
diophantischen Ivot¢ eloiv wird yiyverae benutzt und mit |/ abgekiirzt, so daB
geradezu von einem Gleichheitszeichen gesprochen werden kann. Dasselbe
Zeichen hat auch der Wiener Papyrus 19996; hier finden sich noch Zeichen
fiir yiverar (= es ergibt sich) und Aowréy (Rest). — 4 T. L. Hearn, Diophantus
of Alexandria'?, cap. III, S. 32—317.
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durch rechts oben darangeschriebene Endungen dem Satzbau gemif
dekliniert werden konnen. Sie besitzen folglich nicht den Charakter
von Symbolen, sondern sind die nur angedeuteten Fachworter selbst.
Als Beispiel sei die Gleichung 10z 4 30 = 11z 4 15 angefiihrt,
die bei DioraanT folgendermaBen aussieht:

gc® dpee ¢ P A Yoot slolv g% re povdor 1E,°

wortlich iibersetzt: ,also 10 Zahlen (und) 30 Einheiten sind gleich
11 Zahlen (und) 15 Einheiten“. Hier zeigt uns ¢¢* und ggo die
Biegung, povdo: das ausgeschriebene Wort stutt u® Das Wort
yound“ ist weggelassen, so daB einfaches Aneinanderschreiben zweier
GrioBen die Rechnungsart des Addierens andeutet, wie schon bei
den Stammbriichen des AmwmEes (vgl. Bd. I, S. 150—154). Das ab-
kiirzende g (= loog, gleich) wird oft geradezu als Gleichheitszeichen
benutzt.

Andere Diophantische Abkiirzungen sind 6% (= ddwauig, Quadrat)
fir 2 #° (= x0fog, Wiirfel) fir #2, 00° (= dvvapodivepg)® fir z*,
0x% (= dvvaudxufog) fiir z8 xx® (= xvufdxvPog) fir 28 TFiir Briiche
sind besondere Bezeichnungen vorhanden. Den Stammbruch der un-

bekannten Zahl % nennt DIOPEANT dgtduosrdy; dhnlich bezeichnet
er —:T mit dvvepostdy usf, -;T mit »vfoxvfBootdy. Als Symbol dient

eine y-shnliche Ligatur, so daB 67« die Abkiirzung fiir % darstellt
300
mﬁ
Die Subtraktion wird durch das Wort Aeiwe: (Aeipig, das Negative;
(Gregensatz ¥mopfic, das Positive) angegeben; abgekiirzt wird Asiys
(bzw. Asépeg oder Aewdiv) meistens durch ein 4, und zwar ein um-
gekehrtes s, so daB es nicht mit der Zahl 1" = 700 verwechselt
werden kann. Dies Zeichen lafit sich vielleicht auch als eine Ligatur
fiur Ac erkliren, deren Benutzung schon fiir HEroN (um 100 v. Chr.)
wahrscheinlich gemacht wird.” Die Notwendigkeit, eine Multiplikation
anzudeuten, fillt weg, da nur Zahlenkoeffizienten auftreten. Die

und etwa

durch 0%+ 7, #hnlich % durch ¢’y7 ausgedriickt wird.

5 Nach NEsseLMANN!#2¢, 8, 301; etwas abweichend DiorranTus, ed. TANNERY 124,
Leipzig 1893, S. 80. — € Dies schon bei Herox (erstes Jahrhundert v. Chr.?). —
Vermessungslehre, ed. ScrOnNe1%%, S, 48, Z. 11, 19, 21 — festzustellende Auf-
treten des Wortes dvrapodvvous, das iiber die dreidimensionale Geometrie
hinausfiihrt, 1Bt leise Andeutungen iiber die frithere Bildung einer griechischen
Algebra erkennen. — 7 Hzron, Vermessungslehre!®%, 8.156, Z.8 u. 10 und
die Anmerkung. Vgl. P. Taxnery, Sur le symbole de soustraction chex les Greces,
Bibl. math. 5,, 1904, S. 5—S8.
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Division wird mit dem Worte & pooip oder pogiov (udgeov =
Teil, Bruch) vorgeschrieben. Die Zeile
0% T dslpee ¢ %0 pogiov 0% & uP «f Asiwer o3 L8

wo I=T,20=24,a=1, =12,
deckt sich sonach mit unserem algebraischen Bruch:
T2® — 24z

2t + 12 — 1%

Abgesehen von diesen Kiirzungen sind bei DioprANT simtliche
algebraischen Herleitungen und Operationen ausfithrlich mit Worten
beschrieben.

Diopaants Algebra steht nicht mehr im Anfangsstadium der
Entwicklung, so wenig wir auch von einer vordiophantischen Algebra
wissen; im Keime babnt sich eine echte Zeichensprache an. Leider
fehlten nach DioraanT fithrende Geister, die auf seinen Bahnen
fortschritten. Die Araber, denen sonst in der Mathematik eine so
hohe Rolle zufiel, blieben, selbst nachdem sie DiopmanTs Werk
kennen gelernt hatten — wum 970 n. Chr. verfaBte ABU 'Lward’
(940—998, Bagdad) einen Kommentar dazu® —, beinahe durch-
gingig bei ihrer rein rethorischen Form stehen. Nur eine arabische,
anonyme Schrift in lateinischer Ubersetzung ist bekannt, die fiir
2?, # und die Konstanten Buchstabenabkiirzungen (¢ = census = 22;
r = radix = z; d = dragma® = Miinze, Konstante) benutzt; die
gleichzeitige Verwendung eines Punktes bei negativen Zahlen und
die Schreibung der Briiche verrit indischen Einschlag (vgl. S. 11).2°

8 NesseLmaNNI®®, §. 299: Dropnantus, Lib. IV, Aufg. 42, ed. Tannery!!?# S. 286.
— 9 NesseLmany!28, S, 274, — 10 B. Boncompaany, Della vita e delle opere di
Gherardo Cremonese, Roma 1851, 8. 36ff.; F. WokrckE, Recherches?, Journ.
Asiat. 4;, 1854, S. 313f. ,,In scribendo enim haec regula temeatur, numero cen-
suum littera ¢, numero radicum littera r, deorsum virgulas habentes, subterius
apponantur., Dragma vero sine Uiteris virgulas habeant, quotiens haec sine
diminutione proponuniur. Verbi gratia, duo census, tres radices, 4 dragmae

sic figurentur 234 Duae tertiae census, tres quartae radicis, quatuor quintae

crd
unius dragmae hoc modo figurentur
2 3 4
3 4 5
¢ 7 d

(Beim Schreiben mége folgende Regel behalten werden, der Zahl der z?
werde der Buchstabe ¢, der Zahl der Wurzeln der Buchstabe 7, unterstrichen,
darunter beigefiigt werden, dragma kdnnen Striche ohne Buchstaben er-
halten, so oft solche Aufgaben ohne Subtraktion gestellt werden. Beispiele:

4
222 + 3z + 4 und % x? + %z + = d. Tritt Subtraktion auf, so benutzt der
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Eine andere anonyme persische Handschrift aus dem 15. Jahr-
hundert bildet in genauer Nachahmung DiormanTs Potenzsymbole
bis z9 bzw. %11 Die Araber wurden maBgebend fiir diejenigen,
die unmittelbar oder mittelbar aus ihren Arbeiten schopften, wie
fir LeoNarDo von Pisa (1228, Liber abbaci), JorDANUS NEMORARIUS
(+ 1237?), ja bis zu den Zeiten REcroMonTANS (1436--1476). Erst
im fiinfzehnten Jahrhundert wird der Schritt wieder getan, den
wir iiber ein Jahrtausend frither bei DiopmanT vollzogen sahen.
Langsam stellen sich immer gebriuchlicher werdende Abkiirzungen
ein. @anz allmihlich macht sich aber auch ein neues Prinzip
geltend und leitet damit die dritte Entwicklungsstufe ein: es
erscheinen symbolartige Zeichen, Bei Luca Pacrorr (1494) wird
fir plus und minus § und # gebraucht, und dieselben Ab-
kiirzungen galten noch lange nach ihm in Italien und Frank-
reich; in Deutschland aber treten die Zeichen + und — auf, zum
erstenmal in Handschriften aus der Zeit um 1480 und im Druck
bei Jomannes WipmMaN von Eger (Rechenbuch 1489'2%) (siehe S.15).
Ebenso spielen in der deutschen Behandlungsform der Algebra, die
unter dem Namen der Cof bekannt ist, eigenartige Potenzsymbole,
die die italienischen Fachausdriicke, bzw. Abkiirzungen ersetzen,
eine Hauptrolle (vgl. Potenzlehre). Ihre Erfinder und Benutzer sind
sich des Wertes einer solchen Neuerung wohl bewuBt und empfehlen
angelegentlichst!? den Gebrauch dieser sogenannten Charaktere.}® Die

Verfasser daruntergesetzte Punkte: ,,duo census minus iribus radicibus, duo
census minus quatuor dragmis, quinque radices minus duobus censibus, quinque
radices minus quatuor dragmis sie notantur

2 2 5 5
(4 c r r
3 4 2 4
7 d e d

Beispiele: 2! — 3z, 2% — 4, 5z — 22%, bx — 4. Vgl. auch Canror, 19
S. 803—804. Maglich ist auch, daB der lateinische Ubersetzer diese Neuerungen
erst hineingebracht hat. — " F. Woercke, Recherches?, 8. 374—380. —
12 M. Stirer, einer der bekanntesten Vertreter der Cof (1486/87 Eflingen —
1567 Jena), fordert geradezu seinen Leser auf, bei der Lektiire der Ars
magna™ des Italieners Carpano, des damals bedeutendsten algebraischen
Werkes, die hier gebriuchliche Ausdrucksweise in die ,,cossischen Zeichen
umzusetzen: Assuescas, signa etus, quibus ipse utitur, transfigurare ad signo
nostra. Quamvis enim signa quibus ipse utitur, uetustiora sint nostris, tamen
nostra signa (meo quidem tudicio) illis sunt commodiora (Gewshne dich daran,
die von ihm gebrauchten Zeichen in die unsrigen umzusetzen. Wenn auch
seine Zeichen die dlteren sind, so sind doch die unsrigen, wenigstens meiner
Meinung nach, die bequemeren); Arithmetica integra, 1544123, Appendix, S. 306,
Z. 14f. — 13 Car. Ruvorrr, Cof von 1525%%, Buch I, Kap. 5, Bl. Dij r°: fLernt
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im Bd.III, Anh.I gegebene Ubersicht zeigt, wie sich nach und nach
unsere modernen Zeichen und Schreibarten einstellten. Das groBe
Verdienst des franzosischen Mathematikers Fr. VieTa (1540—1603;
Paris, Staatsheamter) ist es, in Gleichungen auch statt der Zahlen-
koeffizienten Buchstaben eingefithrt zu haben (siehe S. 46, 53), die
eine wesentliche Zusammenziehung allgemeinerer Herleitungen er-
moglichten. Bis zum siebzehnten Jahrhundert ist die langatmige
Ausdrucksweise dlterer Schriftsteller noch nicht ganz iiberwunden.
Wesentliche Fortschritte verdankt die algebraische Schreibart den
Englindern Tr. HarrI1OT (1560—1621) und W. OucrTRED (1574—1660;
Landpfarrer). Erst in DescarTEs (1596—1650), LE1BN1Z (1646 —1716),
NewToN (1642—1727) und Euvrer (1707—1783) erscheint der Gipfel
erklommen. Eine Algebra ist geschaffen, die es gestattet, ohne ein
verbindendes Wort mathematische Gedankenginge in einer jedem
Fachmann verstindlichen Form vorzufithren: die mathematische,
internationale Kurzschrift ist endlich erfunden.

Wir haben in kurzen Strichen diejenige Entwicklung der Algebra
verfolgt, die in gerader Linie bis zur Gegenwart fiihrt. Wir hitten
bei rein geschichtlicher Behandlung des Stoffes noch auf andere
Versuche, algebraisches Rechnen zu erfinden, einzugehen gehabt.
Diese Versuche, wie diejenigen der gelehrten Inder oder der spiteren
Westaraber, blieben durchaus nicht in den Anfiingen stecken, sondern
brachten es sogar bis zum Ausbau einer symbolischen Algebra,
der sich freilich eine Weiterentwicklung bis auf die Jetztzeit nicht
anschloB. Schon bei dem iltesten Kulturvolk, den Agyptern, kann
man die Benutzung mathematischer Hieroglyphen nachweisen, aller-
dings immer in dem Sinne, daB sie Wortbedeutung haben und auch
in nicht mathematischen Texten vorkommen, so daB man schlieBlich
doch nur von einer ,rhetorischen Algebra sprechen kann. Im Papyrus
Rhind (Bd. I, S. 72f), der ein altigyptisches mathematisches Lehrbuch,
nach noch #lteren Vorlagen von einem Schreiber AamES ausgearbeitet
(etwa aus dem siebzehnten bis zwanzigsten Jahrhundert v. Chr.), enthilt,
werden u. a. schon Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten
behandelt. Die Hieroglyphe fiir das Wort ,,Unbekannte“ ‘}°, gelesen
etwa acha, frither hau (= Haufen), wird wie unser = verwendet. Ein
Schriftzeichen, das ausschreitende Beine darstellt, gilt als Zeichen
der Addition, wenn die Beine in der Richtung der abgebildeten Tier-
und Menschenkdpfe zu gehen scheinen (eigentlich das Verbum ,herein-

die jalen der cofs ausfprechen vnnd durdy ire darafter erfennen ond {dyreiben;
vgl. ferner StirELs Neubearbeitung der RupoLrrschen €of!3%8, Konigsberg i. Pr.
1553, BL 62 v°,
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gehen),* bei entgegengesetzter Richtung als Zeichen der Sub-
traktion.!® Ferner ist ein Wortzeichen fiir die Gleichheit,!® ein solches
fir die Differenz,'” in anderen Papyri sogar eines fiir die Quadrat-
wurzel !® nachzuweisen. Auch die Methodik hat schon einen hohen
Stand: den Losungen der einzelnen Aufgaben wird eine Ausrechnung
(Beweis, Probe: §3m-t, gelesen etwa seschmet) beigefiigt.’® Noch weiter
hinauf, bis in das dritte Jahrtausend v. Chr., reichen altbabylonische
Funde, Tontifelchen mit Zahlentabellen und Rechnungen, auf denen
man Zeichen fiir die vier Rechenoperationen, Ideogramme fiir
Quadrat und Cubus, fir Nenner, fir Resultat deuten kann,?° Keil-
schrifttifelchen aus derselben fernen Zeit,?! enthalten Aufgaben
deren rechnerische Durchfiihrungen Zahlenfolgen zeigen, wie wir sie
bei der Losung quadratischer Gleichungen hinschreiben.

Zu einer wirklichen Algebra gelangten die Inder. Unsere ge-
schichtliche Kenntnis der indischen Mathematik setzt bedeutend spiter
ein als man allgemein glaubt. Es ist sehr wahrscheinlich (vgl. Bd. I
S.24—26), daB die indische Mathematik in der Hauptsache auf griechi-
scher Mathematik anfgebaut ist; die Kenntnis Diophantischer Algebra
kann bestimmt nachgewiesen werden. Die Uberlieferung ist aller-
dings fiir Griechenland bei dem groBen Niedergang der mathe-
matischen Wissenschaft in den nachchristlichen Jahrhunderten sehr
diirftig; sogar bei DiorEANT beklagen wir den Verlust eines erheb-
lichen Teils seiner Schriften. Somit kann man nicht genau wissen,
wie weit die Inder griechische Mathematik iibernahmen und wo
ihre eigenen Fortschritte einsetzen. Griechische Mathematik drang
iibrigens auch bis China, fand dort sogar viel frither fruchtbharen
Boden als in Indien. Manches mag dann auch von dort wieder
nach Indien zuriickgeflossen sein; war doch der Handelsverkehr
schon im Altertum ein ausgedehnterer, als man gewohnlich annimmt.

14 Nur in einem Beispiel, Aufgabe Nr. 28; sonst wird die Addition durch ein-
faches Nebeneinandersetzen ausgedriickt. Vgl. K. VoaEL, Grundiagen!®® S, 12,
— 15 Eisexvonr!®! 8. 22—23. — 16 Ein m in der Bedeutung ,ist soviel wief
Eisextonr!®L S, 23, K. VogeL!'®2 S. 9, Anm. 85. — 17 Eisenrosr!®l, 8, 26. —
18 Berliner Papyrus 6619. Vgl. H. v. Scuack-Scnackensure, Z. f. dgypt. Sprach-
und Altertumskunde 88, 1900, S. 185f.; ferner im Kahunfragment VIII, 401931
und wiederholt im Papyrus Moskau, vgl. W. W. Struve, Mathematischer Papyrus
des Staatlichen Museums der Schinen Kiinste in Moskau, Quellen und Studien
A 1, Berlin 1930, S. 81. — 19 Vgl. VoeEer, Grundlagen®t®, S.10. — 20 H. V. Hir-
PRECBT, The Babylonian Ezxpedition'!, 8. 23—24. Vgl. G. Remsner, Sitzgsb.
Ak. Wiss, Berlin 1896, S. 425/6; M. SimoN, Geschichte der Mathematik im Alter-
tum in Verbindung mit antiker Kullturgeschichte, Berlin 1909, S. 114. —
21 Q. NEUGEBAUER, Beitrage sur Geschichte der babylonischen Arithmetil. Quellen
und Studien B 1, 1930, S. 120—130.
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Die chinesischen Zeitdatierungen diirften wohl aber noch nicht auBer
allem Zweifel stehen.

Die Hauptvertreter der Glanzperiode der indischen Mathematik
sind ARYABHATA (geb. 476 n. Chr.) und BRarMAGUPTA (geb. 598 n. Chr.).
AryABHATA nennt die bekannte GroBe rapaka (Rupie; mit Zeichen ver-
sehene Miinzen), die unbekannte gulika (Kiigelchen).?? Bei BRAERMAGUPTA
heiBt die letztere allgemein: yavat favat (quantum tantum)?® ein Aus-
druck, der schon in der ilteren indischen Mathematik nachweisbar
ist;2* die Anfangssilben 7@ und ya dienen nun unmittelbar als Sym-
bole. Die Addition geschieht durch einfaches Aneinandersetzen der
ri und ya, die Subtraktion durch ein dem Subtrahendus iibergesetztes
Piinktchen. Hierbei sieht man sofort den ungeheuren Fortschritt
gegeniiber der Diophantischen Algebra. Wihrend DiorHaNT nur
mit Differenzen, die einen positiven Wert ergeben, rechnet, wird das
indische Piinktchen direkt zum Kennzeichen einer rein negativen
Zahl, so daB hier also zum erstenmal in der Geschichte der Mathe-
matik der Gegensatz zwischen Positiv und Negativ in Zeichen um-
gesetzt ist. Auch fir die Potenzen der unbekannten GréBe sind
Abkiirzungen vorhanden. Varga ist im Indischen ein Ausdruck fiir
eine Gruppe gleichartiger Dinge, dann im besonderen fiir Quadrat,
bzw. Quadratzahl (griech. dtweueg); ghana heibit Korper (griech. x680g).%
Die Anfangssilben dieser Worter dienen dem indischen Mathematiker
als Potenzsymbole. Er bildet die Reihe

va = x?, va gha = b,
gha = 8, va va gha ghata = 7,
va va = i va va va = 28,
va gha ghata = x?b, gha gha = x°.26

Dabei tritt ein weiterer wesentlicher Unterschied gegen DropmaNT
hervor. Die Kombination der Bezeichnungen fiir die 2. und 3. Potenz
ist bei diesem Jvverpudxvfoc und gleichwertig mit der 5. Potenz; bei
den Indern ist jedoch wa gha die 6. Potenz. Der Grieche addiert,
wie wir heute sagen, die Exponenten, der Inder multipliziert sie. Es

22 Agryasaata, ed. L. Roper!!® §. 403, Strophe XXX, §. 427—429, —
23 Brammacurra, Cutfaca, ch. XVIII, sect. III, ed. CoLesrooke!!!!, S, 344,
Der indische Fachausdruck ydvet tavat ist bis jetzt bei keinem arabischen
Mathematiker als von den Indern iibernommen nachweisbar; im Arabischen
ist dieses Wortpaar iiberhaupt nicht iiblich. Vgl. Rusga®®? 8. 60. — 24 Etwa
300 n. Chr. B. Darra, The Jaina School'®, 8. 119, — 26 BrIskAra,
Lilavati, ch. I, sect. II, ed. CoLesrooke!', §.8, Anm.5, S.10, Aom. 1. —
26 Dagelbst’!!l, §. 10, Anm. 3. Die vollen Waorter will B. DaTra®5® auch
schon um 300 n. Chr. nachweisen kénnen. The Jaina School'®, 8. 137 u.
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bedarf im Indischen erst des besonderen Zusatzes ghata, wie in
23 = va gha ghate, um die Addition zu bewirken (vgl. S. 134).

Ein Zeichen der Multiplikation ist in bka (bhavita, das Hervor-
gebrachte), das dem Multiplikator nachgesetzt wird, vorhanden. Als
Wurzelzeichen wird der Anfangsbuchstabe ¢ des Wortes carani?2°
(= irrational) benutzt, so daB r« 3 ¢ 450 ¢ 75 ¢ 54 die Summe
3 F VY450 + V75 + V54 und c18 ¢ B8 die Differenz Y18 — /3
bedeutet.?” Mehrere Unbekannte werden durch die Farbworter unter-
schieden; so wird die zweite bei BrRarMAGUPTA mit ka (kalaka, die
schwarze), die dritte mit »7 (nilaka, die blaue), die vierte mit p7 (pi-
taka, die gelbe) usw. bezeichnet.?® Ein Gleichheitszeichen fehlt, wenn
auch ein entsprechender Fachausdruck (fulyau, im Gleichgewicht sein)
zuweilen gebraucht wird. Die Gleichheit wird angedeutet durch ein-
faches Ubereinandersetzen der beiden Glieder der Gleichung. Unsere

Rechnung:
1. 102 —8 =221
2. —9=2z'—=10z

schreibt BRAEMAGUPTA:%?
ya va 0 yz 10 ra 8
{ = _ ,d.h.0w2+10m—8=1w2+ Om—'—l

ya va 1 ya 0 ra 1

und:

9
. . h. —9=12>— .
2'{yava1yd10 , &.h 9 22— 10z

Ein Beispiel mit mehreren Unbekannten lautet bei ihm:3°
ya 197 kz 1644 ni 1 ra O
ya O0FkaoO nt 0 ri 6302,
modern:
1972 — 1644y — 24+ 0 =024 0y + 0x + 6302.
Noch weitere Fortschritte in der algebraischen Schreibweise
finden sich in dem sogenannten Rechenbuch von Bakhshali.3* Man
hielt dies auf Birkenrinde hergestellte Schriftstiick frither fiir viel

alter; die erhaltene Abschrift sollte aus dem siebenten bis neunten
Jahrhundert stammen, nach der Sprache und dem VersmaB glaubte

27 BrammacueTAllll) cap. 12, S. 342. — 28 Brammacupral'V, Gapite, ch. XVIII,
sect. V, S.348, Anm. 1, S. 855; Brisgara, Vijaganita''l, ch. I, sect. IV, 8. 139,
Anm. 1. Wahrscheinlich stammt die Benutzung der Farbenbezeichnungen aus
China. — 29 Braumacupra, Cuffaca, ch. XVIII, sect.1V, 49, ed. CoLEBROOKE! !,
S. 346—347. — 30 Cap. XVIII, seet. V, Nr. 551111 §, 352; G. R. Kave, Indian
mathematics11??, Tafel 26—(«), Nr. 4. — 3! R. Hoernre!!15, 17, Bombay 1888,
S. 33—48, 215—279. B. Darra, The Bakhshdali Mathematics''?, S, 1—60.
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man neben anderen Griinden die Entstehung der Urschrift auf das
dritte nachchristliche Jahrhundert ansetzen zu diirfen. Neuere
Forscher (G. R. Kayr, vgl. I, S. 28—26) entnehmen vor allem aus
der fortgeschrittenen algebraischen Form unter Widerlegung der
frither vorgebrachten SchluBfolgerungen, daB es nicht vor dem zwolften
Jahrhundert entstanden sein kann.

In der Wiedergabe der im Rechenbuch von Bakhshali auf-
tretenden Rechnungen erkennen wir den Beginn eines Uberganges
von der synkopierten zur symbolischen Algebra. Gruppen zusammen-
gehoriger Zahlen, die wir heute in Klammern einschlieBen, werden
durch ein geradliniges Rechteck eingerahmt. Als Gleichheitszeichen
dient die Silbe pka (Anfang des entsprechenden Wortes phalain =
gleich) oder dr (von dyr$ya = gibt)®?; dadurch wird es moglich, Glei-
chungen nicht in zwei Zeilen, wie bei BrRaARMAGUPTA, sondern in
eine Zeile zu schreiben. Die Addition wird durch yu (von yuta),
die Subtraktion durch ein unserem Pluszeichen #hnliches Kreunz
(wahrscheinlich ein % statt ka von lkanita oder ksaye = vermindert),
die Division durch bkd (von bhdga oder bhdjita = geteilt) angedeutet.
Einfaches Aneinandersetzen der Zahlen oder der Zusatz gu (von guna
oder gunita = vervielfaltigt)’® bezeichnet die Multiplikation. Erinnern
wir uns der Bd. I, S. 159 erwihnten indischen Art, Briiche zu
schreiben, so konnen wir die Ausdriicke

‘? Z yu | pha 12 und ES) 3? pha 20

34

bhi 36 |°°

ferner 1

-

1 1
1 1
+ 3 4

DO i

1

1

+ 5
entziffern und lesen sie als 4+ 7 =12, bzw. £.32 =20 und

36

A-PA+HA-PU+4 ,
bekannte Zahl $anye gebraucht. Sanya bedeutet das Leere; wir
lernten es als indisches Fachwort fiir die Ziffer Null (vgl. Bd.I, S.9)
kennen, Der Inder will also die Stelle der Unbekannten so lange
leer gelassen haben, bis sie durch Ausrechnen gefunden ist. Nur
folgerichtig erscheint uns demnach auch das Symbol, das fiir die
unbekannte Zahl in der Regel eintritt, ein kleiner Kreis, der zugleich
auch als Zifferzeichen fiir die Null gebraucht wird.*® Wurzelzeichen

ist ma (von mula = Pllanzenwurzel).

Fiir die Einheit wird rapae, fir die un-

32 B. DaTraV7 8, 29, — 33 B. Darral®7, S.39. — 34 HorrNiLE!1%, S. 84, rechts
Z.19, 8. 85, links Z. 39. — 35 B. Darralll? 8, 40 Anm, — 38 B. Datra!''? S, 23f.
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(1) ? yu m@ | ist zu lesen als Yz 4+ 5 37 und
11 5 yu ma 4 11 T+ ma 2
11 1 11 1|

als Y11 +5=4 uad Y11 —7=2.%

Bei mehreren Unbekannten wird nicht die Farbbezeichnung
benutzt, sondern die Ordnungszahlen pra (von prathama = erste), dv:
(von dvitiya = zweite), tr (von trizya = dritte), ca (von caturtha = vierte)
und pafic (von paficama = fiinfte).?®

Es wurde bereits erwéhnt (S. 4, 7), daB die Araber die symbo-
lische Algebra der Inder nicht iibernahmen, sondern zur alten rhe-
torischen Form zuriickkehrten. Erst in verhiltnism#Big spiter Zeit
begannen westarabische Gelehrte, einen hoheren Standpunkt ein-
zunehmen. Die Entwicklung dieser neuen Zeichensprache ist noch
nicht geschichtlich verfolgt; wir sehen sie in ziemlicher Vollkommen-
heit bei dem Andalusier ALQALASADT (+ 1477 oder 1486) verwertet.
Ein uns erhaltenes Werk Aufhebung des Schleiers der Wissenschaft des
Gubar (Gubar, Staub, hier im Sinne von ,Rechnen®, vgl. Bd. I,
S. 28, 331.) zeigt Zeichen fur die Unbekannte mit ihren Potenzen, fiir
die Quadratwurzel, fiir die Subtraktion u. a. m. In der Benutzung
eines Gleichheitszeichens und einer Schreibart fiir Proportionen, die
ahnlich der unsrigen ist, in der Erfassung des Exponentenbegriffes
geht ArQArLASADT sogar iiber die Inder hinaus.4®

2. Geschichte der modernen Zeichen und Symbole.

~ Die zuletzt geschilderten Entwicklungsepochen der Algebra
trugen zu ihrem modernen Ausbau nichts bei. Die heutige Form
der algebraischen Symbolik nimmt ihren Antang erst im fiinfzehnten
Jahrhundert. Ihre Ausbildung ging verhiltnismiBig langsam vor sich.
Die in Bd. III, Anh. I beigefiigte Zusammenstellung wird am besten
imstande sein, dieses allmihliche Wachstum zu veranschaulichen;
sie gibt uns in geschichtlicher Folge das erste Auftreten der ein-
zelnen Zeichen, Symbole usw., iilber die dann im besonderen an den
angefithrten Stellen gesprochen wird. Demselben Zweck soll auch
eine in Bd. III, Anh. IT gegebene Sammlung charakteristischer Auf-
gaben aus Werken der verschiedensten bedeutenderen Mathematiker
dienen.

37 B. Datral!, 8. 68, — 38 B, Darra’'’, §, 41, Anm. 1. — 39 B. Darral',
S. 25. — 40 Vgl. F. Worrckr, Recherches™?, S. 352—353, 364.
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Das groBite Verdienst um die einheitliche Festsetzung der mathe-
matischen Symbole hat LemNiz:*! er erkannte scharf und klar, von
welcher Bedeutung geschickt gewihlte Zeichen sind, und schuf selbst
eine groBe Reihe von ihnen, deren Entwicklung und immer bessere
Formgebung wir in seinen Schriften historisch deutlich verfolgen
konnen.

Die neu gegriitndeten mathematischen Zeitschriften4? sorgten in
Deutschland fiir Vereinheitlichung und allgemeine Annahme der
geeignetsten Symbole; die auslindischen Mathematiker schlossen sich
mehr oder weniger schnell an, so daB die algebraische Zeichenschrift
international wurde.

Der Ursprung der Zeichen 4 und — liegt im Dunkeln.
Das Pluszeichen tritt in dem Rechenbuch’2% des JomanNEs WiDpMaAN
aus KEger (Leipzig, 1489; unpaginiert, Blatt [ (6) r?) zuerst im Druck
auf. Es wechselt hier das Zeichen 4 beliebig mit dem Wort ,jund*
ab; der Preisangabe 9 fl } vit 1 + | Sdjilling folgt unmittelbar
die Ausfibrung der Addition } vfi ot }. Ja das Pluszeichen
erscheint auch da, wo gar keine Addition vorliegt, wie in der Uber-
schrift (Blatt o (7) r%: XRegula augmenti + decrementi. Zwei Seiten
nach der zuerst hervorgehobenen Stelle (also Blatt [ (7) r% wird das
Minuszeichen benutzt; es wird erklirt mit: was — ift 8 ift minus,
Dabei wird auch die Definition des 4 nachgeholt: das + das ift
mer. Das Wort plus selbst kommt bei Wipmax iiberhaupt nicht
vor, minus auBer an der angefiihrten Stelle nur noch einmal, wo es
kaum im Sinne von unserem Minuszeichen steht. Im Bamberger
Rechenbuch’40? fehlt auch das Wort plus; minus erscheint aber wieder-
holt in unserer Bedeutung (z. B. Bl (23) v°, (24) r°). Die Verwendung
der Zeichen + und — macht in den aunfgestellten Rechnungen den
Eindruck, als ob diese aus der kaufméinnischen Praxis hervorgegangen
seien und Ubergewicht und Untergewicht andeuteten. So heiBt
3 Czentner — 11 1b, 3 €3. + 50 Ib (Blatt [ (7) r°), daB an vollen 3 Zent-
nern 11 & fehlen, bzw. 50 & iiber 3 Zentner zuviel sind.

Das Zusammenziehen einer ganzen Reihe solcher Ausdriicke
1a8t die Geschicklichkeit Wipmans erkennen, mit diesen Zeichen
zu rechnen; der freie Gebrauch in verschiedenen anderen Aufgaben
verrat geradezu, daB ihm das + nicht mehr einen Wortersatz oder,

M Fr. Casort, Leibnix, The Master-builder of Mathematical Notations, Isis T,
1925, S. 412—429; D. Mannke, Leibnix als Begrinder der symbolischen Mathe-
matik, Isis 9, 1927, 8. 279—293. — 42 Acta Eruditorum, Leipzig 1708, S. 271;
Monstum de charactertbus olgebraicis. Miscellanea Berolinensia, Berlin 1710,
S. 155—160. Der letztere Artikel stammt von Leisniz selbst.
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in Gemeinschaft mit dem —, nur eine kaufm#innische Bezeichnung
darstellt, sondern beide Zeichen ihm bereits wirkliche Symbole ge-
worden sind. So stellt er in einer spiteren Aufgabe (Blatt o (7) v°)
die Frage, wieviel Pfund Anis jemand gekauft hatte, der bei einem
Preise von 12 . fir das Pfund 37 & von seiner Barschaft iibrig
behilt, bei einem Preise von 15 - aber 44 3 zu wenig besitzt, und
schreibt vor: So mad)f nad) der Regel alfo jubtrahir 12 von 15
pleyben 3 vnd das ift der teyler darnad) addir 4+ ond — zcu fam
wirt 81 die dividir mit 3 Pummen 27 [b, In einer anderen Auf-
gabe (Blatt pij r% vgl. Bd. III, Anh, II, Nr. 41%) wird der Wert von
6 €yern — 2 Pfennigen mit dem ebenso groBen Wert von 4 Pfennigen
+ | &y verglichen, um daraus den Preis eines Eies zu berechnen.
WibpmaN schreckt also selbst vor negativem Gelde nicht zuriick.
Die Verwendung des Minuszeichens erscheint oft ganz modern, wie
in den beiden Beispielen: 3t drey gefellen teyli 100 §I vfi der erft fol
habft 1 — 1 ond der ander 1 — 1 Und der drit } — 1 (BL B (2) v* unten);
18 — B von 164 (BL. D (7) v Z. 14).

Bei der Abfassung seines Rechenbuches hat Wipmanx nach-
weislich eine Reihe von Manuskripten benutzt,*® die noch heute in
dem Sammelbande der Dresdener Bibliothek C. 80 vorhanden sind.
Unter diesen befindet sich eine deutsche Algebra, geschrieben im
Jahre 1481,4 in der bereits das Minuszeichen (gelesen minner) auf-
tritt,45 statt des Pluszeichens aber das Wort ond gebraucht wird
(vgl. Tafel S.17 und Bd. III, Anh. IT, Nr. 37%). iinner wird hier schon
in streng algebraischem Sinne als Vorzeichenwort, nicht nur als
Rechenzeichen verwendet. So wird bei dem Beispiel, modern ge-
schrieben, (8 — 2z)-(6z + 5) das Ergebnis 182 — 1222 4 15 — 10«
zusammengefaBt in

18z und 15 minner 122% und minner [Ox 46

(fir « und z? erscheinen die Zeichen der Tafel S. 141). Auch das
Zeichen — wird in diesem algebraischen Sinne verwertet, tritt dann
aber zuweilen hinter das zu bezeichnende Glied. So lautet z. B,
eine Rechnung4’ in heutige Schreibart iibertragen (ftund zeigt wie
unser mal die Multiplikation an, vgl. Bd. I, S. 105):

3z Bnd 5z ftund 2% — 4z fz0 fprid) 322 ftund 222 madt 6z*
pnd fpridh 5z ftund 222 madht 1023 Bnd fprid) 4« das ift — ftund
43 B. WarrLer, Zur Geschichte der deutschen Algebra wm fiinfsehnien Jahr-
hundert. Programm, Zwickau 1887, S. 5fff — 44 E. Warrier, Abh. Gesch.
Math. 97482 1899, S. 539, FuBnote 3. — 45 WarpLEr, Programm*?, 8. 4, Z. 27.

— 46 Dagelbst Z. 29. — 47 Codex Dresden 80, fol 368 v°, Z.7 v.u., von
WAPPLER, a. 8. 0. nicht abgedruckt.
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3z madyt 1222 — Bnd mad)t aber 4z ftund 5z daz ift 2022 —
madyt alg 6z* Bnd 1023 minner 1223 vnd () 2022 seud) ein pon dem
andern fo bleybet 6z* — 22° vnnd minner 20a2,
Es wird also gerechnet:
(822 4 Hx)-(22% — 41)
302.22? = 62
52 -22% = 1043
— 4 32® = 122% —
(=) 4z-52z = 2022 —
62 + 102° — 122% — 2022
6zt — 228 + — 20z2

In einer in demselben Dresdener Sammelband C. 80 vorhandenen
lateinischen Algebra ist nicht nur der Gebrauch des Minuszeichens,
sondern auch der des Pluszeichens nachweisbar*® (vgl. Bd. I11, Anh. II,
Nr. 38), und zwar werden 4 und — fast ausschlieBlich als Rechen-
zeichen benutzt. Nur selten ersetzt das 4 einmal das Wort ef im
Text.#® Umgekehrt wird aber noch sehr hiufis das Wort et als
Rechenzeichen ausgeschrieben.®® Das Wort minus wird nie benutzt;
wenn das Zeichen — nicht gewihlt wird, werden Umschreibungen mit
Formen von subtrahere und religuum o. 4. verwendet.

Eigenhindige Zusitze Wrpmans am Rande oder auf freien
Seiten zu beiden Abhandlungen zeigen seine Gewandtheit, mit beiden
Zeichen in algebraischen Summen und Differenzen cossischer GréBen
(vgl. S. 16) zu rechnen. Unter Zugrundelegung dieser Schriften hat
WipMax an der Universitdt Leipzig Vorlesungen iiber Algebra ge-
halten. Eine Leipziger Handschrift (Codex Lips. 1470) stellt das
Kollegienheft eines seiner Horer aus dem Jahre 1486 dar, wie die oft
auffallende Ubereinstimmung der beiden Handschriften beweist.5!

In einer alteren Miinchener Handschrift (Nr. 14908) aus der
Mitte des fiinfzehnten Jahrhunderts werden die Zeichen 4 und —
noch nicht gebraucht. Eine in diesem Sammelbande enthaltene
deutsche Algebra Regule de la cosa secundum 6 capitula, die anscheinend
nach italienischem Vorbild gearbeitet wurde, verwendet die Worter
ond 52 und mynder,’® zuweilen minus® an Stelle der Zeichen 4 und

48 WarrLer?S, 8. 13f. — 49 Z. B. WarpLEr?S, S.15, Z. 4 v. u.: + a 2¢ sublrahere;
Z.2 v.u.: +suntgd; S.16, Z. 6u. d. — 60 Z, B. WarrLEr®, 8. 13, Z. 27T:
33+636e9 ¢; S.15, Z. 1: 5 ef 33 u. . — © E, Waprerrer, Zur Geschichte der
Mathematik, Z. Math. Phys. 45, 1900, Hist.-lit. Abt. 8. 7. — 52 Ed. M. Currze®’,
Abh. Gesch. Math. 17, 1895, 8. 50, Z. 22, §. 58, Z. 5, 8. 57, Z. 15 u. 6. —
53 Daselbst S. 52, Z. 21 u. . — 54 Daselbst S. 55, Z. 8 u. 6.
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—, ebenso ein angeschlossenes deutsches Schriftstiick, das die Unter-
schrift eines Frater FripEricus (1461) tragt.’® Hingegen sind in
einer spiteren Wiener Handschrift (Nr. 5277) Regule cose uel Algobre
(um 1500), die CaHR. RupoLrr danach fiir seine Algebra von 1525835
ausgiebig benutzte, die Zeichen 4 und — schon so abstrakte Rechen-
zeichen, daB die Multiplikationsregel fiir algebraische Binome einfach
in der Form gefaBt wird:5®

+ per + vel — per — furgit 4
4+ p —opel—p 4 crescit —,

d.i. 4 mal 4 oder — mal — gibt 4 ; 4 mal — oder — mal 4 gibt —.

ReacroMonTANUS (1436—1476), der in seinen Briefen schon eine
ziemlich stark ausgebildete symbolische Schreibweise verwendet, be-
hilt bei vorkommenden algebraischen Rechnungen das Wort et bei;
minus ersetzt er durch ein verschnorkeltes 7, das fast wie 4 zun
lesen ist (vgl. Tafel S. 17 und Bd. III, Anh. II, Nr. 369).

Genaueres iiber die Zeichen + und — erfahren wir auch nicht
aus einem Rechenbuch des Wiener Universititsprofessors GEorRG von
PrurBacH (1423—1461), das, vielfach handschriftlich verbreitet, im
Jahre 1492 zum erstenmal zum Druck kam und sehr viel Neu-
auflagen erlebte. Zwar 1t PEurBacH bei Auseinandersetzung der
Regula falsi Bemerkungen fallen, die man dahin deuten kann, daB
er die Kenntnis eines Additions- und Subtraktionszeichens hat; so
fordert er an einer Stelle, daB man eine Zahl hinschreibe cum signo
denotante ipsum (numerdm) fuisse additum vel diminutum (mit einem
Zeichen, welches anzeigt, daB die Zahl selbst addiert oder subtra-
hiert werde) oder cum signo additionis vel diminutionis,5? ohne indes
diese Zeichen selbst zu benutzen. Aber es ist auBerordentlich
zweifelhaft, ob das Originalbemerkungen PeurBACHS sind. Man kann
annehmen, daB hier spitere Zusitze vorliegen, die ein Herausgeber
des PeurBacmschen Buches sich erlaubt hat; einmal fehlen namlich
in verschiedenen Auflagen diese Bemerkungen ginzlich, dann ist die
gebrauchte Redewendung die beliebte Ausdrucksweise in verschiedenen
Rechenbiichern des beginnenden sechzehnten Jahrhunderts, als die
Zeichen 4 und — lingst benutzt wurden.

56 Daselbst S.50, Z.7,4. — 56 Codex 5277 "%}, fol. 2 Mitte. — 57 Nach P.TreuTLEIN,
Die deutsche Cof, Abh. Gesch. Math. 2, 1879, 8. 29; Verfasser hat verschiedene
Ausgaben des PeurBacmschen Rechenbuches eingesehen, ohne die von TrEUTLEIN
angefiihrten Bemerkungen zu finden. J. W. L. Graisaer, On the early history
of the signs + and — 11383 Messenger of Math, 51, 1921, § 134—136, 8. 95 stellt
fest, daB es sich um die Ausgabe Wittenberg 1536 handelt.

2*
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Sonach 148t sich nur behaupten, daf im zweitletzten Jahrzehnt
des fiinfzehnten Jahrhunderts unsere modernen Zeichen 4 und —
in Gebrauch kamen; hinzugefiigt kann werden, daB sie deutsche
Erfindungen sind.

Der Italiener Lieonarpo von Pisa (1228, Liber abbaci) verwendet
das Wort ¢f beim Addieren® und ménus beim Subtrahieren bereits
ganz fachgemaB. ¥r sagt z. B.:. radizx de 4 et ex radice de 13
(scil. compositum) fir V4 + V13, radiz de 4, minus de radice de 13
fir Y4 — V18,5 oder kiirzer: Si uis muliiplicare radicem de 5, et radicem
radicis de 10 per radicem de 6 et radicem radicis 12 (Wenn du mul-

tiplizieren willst /5 + J/10 mit 16 + /12).% (Siehe auch Bd. III,
Anh. IT, Nr. 26¢). Nach ihm erschienen in Italien und in Werken,
die aus italienischen Quellen schopften, ausschlieBlich die Worter
plus und menus. N. CEUQUET (Lyon und Paris; + um 1500) benutzte
in seinem Triparty (1484, Manuskript?!®) die iiberstrichenen Anfangs-
buchstaben p, m;¢' ebenso verfuhr Luca Pacionr in der Summa
von 1494,%2 wihrend Wipman, wie oben erwihnt, lingst + und —
in seinem Rechenbuch eingefiihrt hatte. Andere deutsche Rechen-
meister ahmten Wipman nach und verkalfen in ihrem Lande diesen
Zeichen zu immer weiterer Verbreitung; so GRaMMATEUS!2 1518,
der deutsche Bearbeiter des INITIUS ALGEBRAS um 1524,% RuDOLFF
1525 (Cop)83%, StIFEL (1544123 15451421, 15531338 u. a. Das Rechen-
buch von GraMMATEUs (15181582) st das alteste gedruckte, das
das algebraische Rechnen mit beiden Zeichen lehrt. Dieselbe Rolle
spielt fir Holland, allerdings 20 Jahre spéter, eine Arithmetik von
GIEL VAN DER HOECKE. %4

68 An einer Stelle erscheint plus, aber nicht als Fachwort; Seritts 1'%, S. 411,
Z. 1f.: Multiplicaui 1 plus de § unius numert per unum plus de § etusdem; et
prouencrunt 73 . . .: ergo wis multiplicare % rez, uno addito, per % rei plus uno ...
(Ich habe 1, vermehrt um £ einer Zahl, multipliziert mit 1, vermehrt um $
derselben Zahl, und es ergeben sich 73 ...: also muBt du multiplizieren
32+ 1 mit 32 +1...); auch 8. 414, Z. 28. — 59 Daselbst I, S. 8357 unten.
— 60 G8.369, Z. 13 v. u. — 6! Le Triparty'®®, z. B. S. 655ff. — 62 Summa?®
I, dist. VIII, tract. I, fol. 112 v%. — 63 Die Algebra des Initius Algebras:
Algebrae Arabis Arithmetics viri clarissim? Liber ad Yiem geometrum magistrum
suum, herausgeg. von M. CurizE, Abh. Gesch. Math. 13, 1902. — Die lateinische
kurze Urschrift wurde wahrscheinlich von ANDrEAS ALEXANDER vor 1524 deutsch
bearbeitet. Vgl. G. Exesteom, FEin verschollener Cossist aus dem Anfang des
16. Jahrhunderts, Bibl. Math. 3,, 1902, S. 355—360. — A. a. 0., S. 500: ... vnd
werden foldhe quantitet eigentlidy verjeidhnet mit der affirmirung und negierung,
daf ift mit dem signo minus und plus dann fo einem FHeichen wird 3ugefest das
Beidyen +, bedeut, das fie ift quantitas addita, wird aber dem signo jugefchrieben
das Jeidhen —, bedentet, das es ift quantitas diminuta. — €4 Een fonderlinghe
excellent Boe, Antwerpen 1537. Vgl. D. E. Suita, Rara arithmetica''?, S. 1831
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In England benutzt RoBErt REcorRDE 15576 zuerst die neuen
Zeichen. Erst OveaTRED 16311¢8° und Harrror 163186 verhalfen
ihnen aber zur allgemeinen Anerkennung. In Frankreich war hierfiir
von Bedeutung der Pariser Nachdruck®” (1551) der kleinen Algebra,
die JoHANNES ScHEYBL seinen 6 ersten Biichern Euknips von 1550
anschloB;% doch gaben den Ausschlag fiir die endgiiltige Annahme
erst die Druckschriften von Ramous (1555, 15691%%) und Viera
(157911097 15917 u. spiter).

In Portugal fanden sie Eingang durch ein Algebrabuch des
aus Deutschland gebiirtigen Marco AUREL 1552,7! in Italien 1608
durch den deutschen Jesuit CaR. Cravivs,’? dem B. Cavarierr 1647
folgte.”

Mit groBer Zahigkeit hielt sich das italienische p, m bis zum
17. Jahrhundert. Carpano (1501—1576), dessen Ars magna 15457
in einer deutschen Stadt, Niirnberg, gedruckt wurde, der auf seinen
grofen Reisen auch Deutschland besucht hatte, verwendet nur p:
und m:,’™ ebenso sein bekannter Gegner TarTaGLIAT®® (1500 Brescia
— 1557 Venedig), nur daB des letzteren @742 etwas verschnorkeltere
Linienfithrung hat. Sogar BoMBELLI folgt in seiner Algebra von 157275
noch der Schreibart seiner #lteren Landsleute, die auch bis nach
Portugal gedrungen war,® wo der gelehrte PEpro Né¥Ez (1502—1578)
an der Universitit Coimbra wirkte (siehe die Beispiele in Bd. ITJ,
Anh.II, 54). In Jom. Bureos Logistica (Liyon 1559)I7 wird auch
immer noch P, M benutzt.

65 The whetstone of witte (Wetftein des Iifes), London 1557)17. — 66 Artjs
analyticae praxis, London 1631. — 67 Algebrae compendiosa facilisque descriptio,
qua depromuntur magna Arithmetices miracula, Paris 1551, — 68 FEuclidis
Megarensis . .. sex libri priores de Geomelricis principijs Graece et Latine .

Algebrae porro regulae, propter numerorum exemplo passim propositionibus
adiecta, his lbris praemissae sunt, eadenque demonstratee, Basel 1550. —
89 Arithmeticae libri tres, Paris 1555. — 70 In artem analylicem isagoge,
Turonis 1591. — M Libro primero de Arithmelica Algebratica, Valencia 1552.
Vgl. Fu. Casor1, A History of mnotations. Vol. 1. Notations in elementary
mathematies, Chicago-London 1928, 8. 160, Anmn. 1. — 72 Algebra Christophori
Clavit Bambergensis e societate Jesv, Romae 1608. Das Imprimatur ist vom
1. X. 1607, das Vorwort Idus Martii 1608. — 73 Exercitationes geometricae
sex, Bononiae 1647. — 74 Artis magnae sive de regulis algebraicis liber unus,
Niirnberg 1545%%, auch in der Ausgabe von 1570, wihrend in den Opera, Lugd.
1663, IV15%8 S, 221—302, P. und #%. gebraucht wird. — 74° Gen. Tratt. I,
Teil 2, fol. 85 v® u. 6. Dasselbe Zeichen wird auch als Miinzbezeichnung
(pizzoli) gebraucht (Zratt. T, Teil 1, fol. 36 r" u. 0.). — 78 [’Algebra, Bologna
1572 (1579 nur Titelauflage). Vgl. H. WieLerrner?®®, S. 78, Anm. 3. —
76 Peoro Nulgz, Libro de algebra en arithmetica y geometria, Anvers 1567,
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Uber die Entstehung der Zeichen + und — sind die ver-
schiedensten Vermutungen im Umlauf.?” Aus den italienischen
Zeichen $ und #% konnen sie sich nicht gut gebildet haben, wenn-
gleich in dem # einiger Verfasser der horizontale Strich stark
bhervorgehoben und mit dem m zur Verschmelzung gebracht er-
scheint. Schwieriger wire jedenfalls das 4 aus dem p zu erkliren.
Als Beleg konnten immerhin die Wipmanschen Defivitionen: das -
das ift mer, und: was — ift das ift minus herangezogen werden.
Naher liegt die Annahme, daB das Additionskreuz aus einer Ligatur
fiir et entstanden ist. In nichtmathematischen Schriften aus dem
vierzehnten und finfzehnten Jahrhundert findet sich vielfach an
Stelle des et ein Zeichen, das einem umgekehrten t #hnlich ist.?®
Vgl. auch 8. 17,6 die Ligatur fir ez In einem aus Deutschland
stammenden mathematischen Manuskript von 1456 sieht das fiir plus
gebrauchte Wort ef schon fast wie 4+ aus.’ — Das Minuszeichen, das
naturgemif mit dem Pluszeichen verwandt ist, soll durch Weglassen
des Vertikalstriches kiinstlich gebildet worden sein. Diese Hypothese
hat etwas Gezwungenes an sich; es ist nicht ausgeschlossen, daB das
Minuszeichen eine eigene Entstehungsgeschichte hat. In kaufm#nni-
schen Kreisen des 15. Jahrhunderts war es bei Gewichtsangaben und
tibrigens auch bei Preisangaben iiblich, die nichsthéhere runde Zahl
zu nennen und die vorhandene Abweichung mit dem Worte minus
daneben zu setzen; so heiBt es z. B. im Bamberger Rechenbuch von
1483140%: 4 Str, minus 9 @& statt des ungefiigeren 3 Ztr. 91 #. Eine
Aufgabe lautet (in heutigem Deutsch): Ein Sack Pfeffer wiegt 21 Ztr.
minus 9 @ und kostet je 1 @& 8 Schilling minus 3 Heller; man soll fiir
den Sack 33 # abziehen. Was kostet das alles?®® Wog nun eine
Warensendung nicht ganz 4 Ztr., sondern 9 # weniger, so mag man
dies auf der Kiste oder in dem Begleitschreiben durch 4 Ztr. — 9 # an-
gedeutet haben, wobei der Strich zunichst rein als Trennungsstrich
aufzufassen ist. Wir konnen hier die Wipmanschen Ausdriicke
(S. 15): 3 Csentner — 11 [b usw. zum Vergleich heranziehen. Da
alle kaufminnische Praxis aus Italien stammt, ja auch die von
deutschen Kaufleuten gehandelten Waren vielfach von Italien aus
eingefithrt wurden, so konnte man mit demselben Recht solche Be-
zeichnungen wie 4 Z — 9 Pf auch als italienische Sitte vermuten, und

77 Canror, 22, S. 230ff. u. S. 820. — 78 Vgl. W. Warrensacu, Anleitung
xur lateinischen Paldographie''®s, 4. Aufl., Leipzig 1886, Anhang S. 14. —
19 D. E. Smirs, Rara arithmetica'', S. 456, Z. 3—4. — 80 Bamberger Rechen-
buch™4% Bl. (24) °.
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dann liegt wieder der Gedanke nicht fern, daB der Strich ein Uber-
bleibsel des 7% ist und dieses durch die in der Regel nicht wissen-
schaftlich gebildeten deutschen Kaufleute schlieflich in einen ein-
fachen Strich aufgelost wurde. FEiner gleichen Erklirung des Plus-
zeichens, das WipMaN in obigen Ausdriicken ganz shnlich gebraucht,
widerspriache, daB bei ihm das 4, wie wir gesehen haben, an anderen
Stellen geradezu fiir et und ,und“ verwendet wird. In der von
WibpmaN benutzten lateinischen Algebra des Dresdener Manuskripten-
bandes C. 80 kommt -+ fiir ,et® so hiufig vor, daB die Entstehung
des - aus ,et¢ nahezu sichergestellt ist.8!

Mit allen derartigen Erklarungsversuchen muf man sehr vor-
sichtig sein. Mogen auch geschichtliche Ableitungen bei einigen
Zeichen gelungen sein, wie bei dem Prozentzeichen %/, (I, S. 201),
bei dem Wurzelhaken (vgl. diesen) usw., so ist zweifellos die Mehr-
zahl der algebraischen Zeichen ein Ergebnis willkiirlicher Erfindung,
und es ist meist miiBig, hinterher die Frage zu stellen, was sich
der Erfinder und die ersten Benutzer dabei gedacht haben. Die
Zeit ist voriiber — zum mindesten seit Erfindung des Buchdruckes —,
daB sich solche Symbole gleichsam unbewuBt, etwa aus Anfangs-
buchstaben der zugehdrigen Operation, allmihlich entwickeln; dazu
pimmt vom sechzehnten Jahrhundert an die Algebra selbst einen
zu raschen Aufschwung.

In den Schriften von J. Fauvimaser (1680—1635, Ulm) und
seinen Schiillern werden dem Minuszeichen Punkte zur besseren
Unterscheidung von einem Gedankenstrich zugesetzt --, 1525,%2 erst-
malig bei Riese’?%3 in der spiteren englischen Schule umgekehrt
dem Divisionsdoppelpunkt ein Strich zwischengeschoben, da der ein-
fache Doppelpunkt als Proportionssymbol (siehe dieses) benutzt wird.
So erscheint bei J. PELL®3 (S, 80), dann bei W. JoxEs 1706 in seiner
Synopsis palmariorum matheseos dasselbe Zeichen + fiir die Division,84
das bei FavruaBeR fiir die Subtraktion galt.
~ Das Minuszeichen ~, das P. HErrGoNe™? im Cursus mathe-
maticus von 1634 benutzt, hat sich nicht fortgeerbt.

81 So WarpLes®s, S. 21, Z. 4 v. u.: pro luero + lueri lucro; S. 21, Z. 18:
+ remanet valor 1 cosae; besonders 8. 17 unten. — 82 Vgl. J. W. L. Gra1snzr,
The Mess. of Math. 51, 192211382 § 36, Solche und andere Abarten riithren
meist von der mangelhaften Einrichtung der Druckereien oder von Fliichtig-

keiten bei der Korrektur her. — 83 Vgl. Watus, Algebral®®®; Opera math.
1 1

Vol. 11182 §, 138, — 84 Synopsis®, 8. 17T u.: b a® = ca® = i
[
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Das Doppelzeichen 4 erscheint erstmalig bei GirarD (+ 1632,

Niederlande) in seinen ZTables 1626,%% allerdings noch mit dem

Zwischenwort ow:
+
ou

OuvaBTRED (Clavis mathematicae 163119%%) 148t auch dieses fort und
schreibt (vgl. S#36) z. B. die Losung einer quadratischen Gleichung:

Z + .Zq .
?_Vq-T—IE-—A.

Thm folgt 1655 Wallis®¢, 1706 W. JonNEs in der Synopsis palmariorum
matheseos.®” Verbreitung fand das + besonders durch F. W.v. OrreL
(1746),%8 der es signum ambiguitatis nennt, und A. CaeNonr (1786,
Trigonométrie).®® VieTa (1540—1603) verstand unter a = 5% sowohl
a—>b als auch b —a, je nachdem & >% oder a < b ist. Ihm
folgten DEscartes (1638),°! FErmaT (1638),%2 GirarDp (1629, Tabulae
sinuum 5 usw.), VAN SCHOOTEN (1649),°3 BarTHOLINUS (1651)%* u. a.
Den absoluten Wert einer GrioBe kennzeichnet 1841 WEIERSTRASS
mit |2].%® Zuweilen setzte DEscArTEs (1637, Géométrie) wenn er
das Vorzeichen eines (Gleichungsgliedes unentschieden lassen wollte,
diesem einen einfachen Punkt vor. In der Originalausgabe der
Géoméirie®® schreibt er:

86 Hollindische Ausgabe, s’Gravenhage 1629, Bl K (7) v°1*47. A.v. Brausuinr,
Die Entwicklung der Zeichen- und Formelsprache in der Trigonometrie, Bibl.
math. 1, 1900, S. 66. — 88 Vgl, Algebral®®® cap. 19; Arithmetica infinitorum
(1655)1%8, prop. CXI. — 87 W. Jones, Synopsis palmariorum matheseos: or,
a new wntroduction to the mathematies, London 1706, z. B. S. 119, 128 usw. —
88 Fr. W. von Oreper, Analysis triangulorum, Dresd. et Lips. 1746, —
89 A. Cacenowr, Trigonometria piana e sferica, Paris 1786; zugleich franzdsisch
Traité de Trigomométrie rectiligne et sphérique, traduit par N. M. CHomprf., —
99 Isagoge, 15917, BL 2 v0%. — 81 (Wuwres, 2, Paris 18981843 §, 426, —
92 (Buvres''®, 11, 8. 157. — 93 Duscartes, Geometria, lat. Ubersetzung von
F. van ScHooTEN, mit Erliuterungen, Leiden 1649, Anhang S. 330. Weitere
Ausgaben, vermehrt und mit Zusiitzen von ScHooTEN, DEBEAUNE, BARTHOLINTS,
Houopg, v. Hevraer, pE Wirt, Amsterdam 1659—61; Amsterdam 1683 mit zwei
weiteren Abhandlungen von Huveens; Frankfurt a. M. 1695. Deutseh von
L. ScuLesiNgEr, Berlin 1894; 1923, — 94 Er. BarrmoniNus, Francisci & Schoolen
Principia matheseos universalis sew introductio ad geometriae methodum Renati
Descartes, Leiden 1651; auch in DEscartes’ Geometria v. 1659—61%3, 2, S. 4, Z. 4.
— 95 K. Weierstrass, Mathematische Werke, Ausg. d. PreuB. Akademie 1. Berlin
1894, 8. 67. (Ohne Einfilhrung: Abhandlung aus 1841) — 96 Dgscartes, La
Géométrie, Leiden 1637. Anhang zum Discours de la méthode. -Facsimile-Aus-
gabe mit englischer Ubersetzung von D. E. Sxure und Marcia L. Larraw,
Chicago-London 1925. Fuwres, éd. Apam et Tannerv, 6, Paris 1903, S. 457.
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4+ zt* . prx.qx.r 00
fiir unser
2t + 023 L pax®+ gz +1r=0.
F. van ScroorEN fithrte 1649 das Zeichen & fiir -+ ein® und
schrieb demgemiB g fiir .98

Die Zeichen 4 und — haben doppelte Verwendung; einmal
sind sie Operationszeichen fiir die Addition und Subtraktion, dann
aber auch Vorzeichen, durch die positive und negative GroBen
unterschieden werden sollen. Der erste, der die scharfe Trennung
ihrer Bedeutung fordert, ist Wirkins (1800)%: er gebraucht sie nur
als Operationszeichen; eine negative GroBe schreibt er @, ohne Strich
ist ¢ immer positiv.,

Bei den Zeichen der Addition und Subtraktion haben Er-
orterungen nach ihrem Werden und Entstehen vielleicht noch eine Be-
rechtigung, wahrscheinlich aber schon nicht mehr bei dem Multi-
plikations- und Divisionszeichen. Das Bediirfnis nach solchen
Zeichen empfanden die Mathematiker sofort, als sich die symbolische
Algebra im Anfang des sechzehnten Jahrhunderts weiter ausbildete.
Schon in der deutschen Algebra des Dresdener Sammelbandes C. 80 43 47
(vgl. S. 16 und Bd. III, Anhang IT, Nr. 37%) wird dem Bediirfnis,
neben den Additions- und Subtraktionswortern $nd und minner auch
ein Multiplikationswort verwenden zu kénnen, durch Benutzung des
Wortes ftund abgeholfen (vgl. S. 15; I S.105); ein Ersatzzeichen tritt
aber nicht auf. Micmaen StireL (1486/87 EBlingen — 1567 Jena;
lutherischer Prediger an verschiedenen Orten) stellte (154514%1) den
Zeichen 4 und — zwei neue als gleichwertig an die Seite, AT fiir
die Multiplikation, D fir die Division,!® indem er einfach die
Anfangsbuchstaben der entsprechenden Worter wihlte. Merkwiirdiger-
weise benutzte er aber selbst die Zeichen nicht. Vielleicht hatte
er in seinem Hauptwerk, der Arithmetica integra von 1544123) den
neuen Gedanken noch nicht gefat. In der Deutschen Arithmetik
(1545) aber, die sich offenbar an einen weniger wissenschaftlichen
Leserkreis wendet, wollte er dem Studierenden nicht zu viel zu der
schon ungewohnten, damals eifrig bearbeiteten CoB (S. 8) zumuten
und beschrinkte sich daher auf den bloBen Vorschlag. In seinem
dritten Werke von 15531338 gab er andrerseits nur eine neue Be-
arbeitung eines ilteren, damals vergriffenen Lehrbuches der CoB,

97 DrscArTES, Geometria 1649°% S, 291, — 98 Daselbst 8. 291 am Rand. —
99 WiLkiNs, Die Lehre von den entgegengesetzten (Irifen, Braunschweig 1800.
Vgl. Fv. Casory, Hist. Notations I, S, 247. — 100 M. Stirkr, Dentfche Arithmetica4?,
Bl 74 v°.



