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Vorwort.

Eine systematische Liniengeometrie, die auch die ana-
Iytischen Methoden boriicksichtigt, ist seit Plickers Original-
werk ,Neue Geometrie des Ranmes, gegrtindet auf die Be-
trachtung der geraden Linie als Raumelement“ (I, 1868;
II, 1869) in deutscher Sprache nicht erschienen (Sturms
Liniengeometrie 3 Binde 1892, 1893, 1896, ist rein syn-
thetisch); auch in anderen Sprachen giebt es nur Mono-
graphieen tiber einzelne allerdings ausgedehnte Teile der
Liniengeometrie (namentlich Koenigs, Géométrie réglée,
1895). So bin ich der Aufforderung, eine ,Liniengeometrie®
zu schreiben, gerne nachgekommen, da mir diese Aufgabe
lohnend schien.

Entsprechend den Zwecken der ,Sammlung Schubert“
sind die ersten beiden Abschnitte ganz elementar gehalten,
d. h. es wurde hier von Linienkoordinaten gar nicht, von
projektiver Geometrie sehr milsiger Gebrauch gemacht. In
den letzten Abschnitten wachsen die Anforderungen an den
Leser etwas; doch ist die Darstellung immer noch Studierenden
hoherer Semester zuginglich.

Den Hauptgegenstand des vorliegenden ersten Bandes
bilden die linearen Komplexe und Kongruenzen und die
linearen Mannigfaltigkeiten solcher Komplexe samt den An-
wendungen, welche dieser Teil der Liniengeometrie gestattet.
Die Gebilde hoheren Grades, die dabei aufireten, dienen
zugleich als Vorbereitung ftr den zweiten Band, der haupt-
sichlich die algebraischen Liniengebilde hoheren als des
ersten Grades und die infinitesimale Liniengeomeirie be-
handeln soll. Da der angewandten Mathematik neuerdings
im Universititsunterricht mehr Aufmerksamkeit geschenkt



IV Vorwort.

wird, habe ich den Kreis der Anwendungen moglichst weit
gezogen, z. B. die Beziehungen der Liniengeometrie zur
graphischen Statik berticksichtigt.

Um die Darstellung von anderen Blichern miglichst
unabhingig zu machen, habe ich einen Abschnitt ,Imaginire
Elemente“ eingeschaltet, damit der Anfinger Gelegenheit hat,
sich diese nun einmal unentbehrlichen Theoriecen und Aus-
drucksweisen nicht durch blofse Gewdhnung, sondern durch
Einsgicht in ihre Berechtigung anzuneignen. Ahnliche Rtick-
sichten bewogen mich zur Einschaltung des § 80. Allerdings
habe ich mich in der Theorie des Imaginiiren auf das engste
Gebiet beschriinkt, in dem ein relativer Abschluls erreicht
werden kann, nimlich auf die Gesetze des Verbindens und
Schneidens, glaube aber hier einige Vereinfachungen erzielt
zu haben.

Alle Gebilde suchte ich miglichst der Anschauung zu-
ghinglich zu machen. Die Anschaulichkeit hingt weniger
davon ab, ob die analytische oder die synthctische Methode
benutzt wird (denn die abstrakte Allgemeinheit der projek-
tiven Geometrie ist ebenso unanschaulich als die analytische
Geometrie), als vielmehr davon, ob es gelingt, die Gebilde
in metrisch ausgezeichneter Weise zo erzeugen. Dies isi
freilich nur in den elementaren Gebieten zu erreichen; hier
soll man es aber auch verlangen. Man hat sich z. B. auf-
fallend wenig darum gekimmert, wie denn ein Strahlennetz
ohne reelle Brennlinien eigentlich ,aussiebt*. Die Sitze 105
bis 110 und Fig. 47 fullen diese Lucke aus.

Inhaltlich Neues findet sich in den §§ 43, 54 593, 59,
60, 68, 83,B. Aufserdem wurden manchmal neue Beweise
alter Stitze gegeben und Bekanntes in einzelnen Punkten
ergiinzt: So durfte die geometrische Bedeutung tetraedrischer
Linienzeiger in dieser Vollstindigkeit (Satz 47) noch nicht
ausgesprochen sein und die Diskussion der imaginiren Tan-
genten zweiter Art einer Fliche zweiter Ordnung (§ 72)
explicite nicht gegeben sein. Die Untersuchung der Achsen-
kongruenzen der Komplexnetze wurde mit Berlicksichtigung
aller speziellen Fille geftihrt, was weder bei Pliicker noch
bei Ball (Theory of the Screws, 1900) geschieht, aber not-
wendig ist, wean man ftir die Anwendungen auf Mechanik
und die Beurteilung jedes einzelnen Falles von Bewegungs-
freiheit dritten Grades sicheren Boden gewinnen will,



Vorwort. v

Den bequemen Ausdruck Grafsmanns ,Zeiger ftir
nKoordinaten“ (dementsprechend ,Zcigersystem, ,Linien-
zeiger® u. s. w.), halte ich einer grifscren Verbreitung wert
und habe ihn ebenso angenommen, wie cinige zweckmiilsige
Bezeichnungen Sturms. leh habe die Gelegenheit benutzt,
in den Ubungsaufgaben den Leser auf weitere Litteratur
avfmerksam zv machen, zu deren Erwiihnung im Text kein
Anlafs war. Andere Biinde der ,Sammlung Schubert* warden
mit S. S. zitiert.

Zwischen synthetischer und analytischer Methode wurde
nach Bedarf abgewechselt. Denn die ,Reinheit der Methode“
befriedigt nur in den grundlegenden Disziplinen. Spiiter
wirkt sie ermfidend und eoll durch diejenigen Hilfsmittel
abgeldst werden, dic am raschesten und nattirlichsten weiter-
fthren.

Innsbruck, am 26. Februar 1902.

Konrad Zindler.
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Einleitung,

Der Geg‘enstahd der Liniengeometrie.

Die Mannigfaltigkeit der Geraden des Raumes ist eine
vierfache, d. h. die einzelne Gerade hingt von vier
Konstanten oder Parametern ab. Bestimmen wir z. B. eine
Gerade durch ibre Schoittpunkte S, §' mit zwei festen
Ebenen, so. erhalten wir jede Gerade nur einmal, und jeder
der Pankte S, S’ braucht zur Bestimmung in seiner Ebene
wieder zwei Zeiger (Koordinaten). Oder wenn wir die
analytische Darstellung

r=uaz-}q, y=0bz48

in einem Parallelzeigersystem mit den laufenden Zeigern
#, v, z zu Grunde legen, so konnen wir a, b, o, g als die
vier Parameter der Geraden betrachten. Innerhalb dieses
vierfachen Gebietes¥*) giebt ¢s nun einfache, zweifache,
dreifache Gebiete, analog wie es innerhalb des dreifach
ausgedebnten Punktraumes einfache und zweifache Gebiete
(Kurven und Flichen) giebt. Die cinfachen Gebiete gerader
Linien heifsen Regelflichen, die zweifachen Strahlen-
systeme, hiufiger Strahlenkongruenzen (auch Linico-
kongruenzen oder Kongruenzen schlechtweg), die dreifachen
Linienkomplexc oder Komplexe. Z. B. bilden die siimt-
lichen Normalen einer Fliche eine Strahlenkongruenz, die
simtlichen Tangenten dersclben einen Komplex (sehr spezieller
Art). Auch aus der obigen analytischen Darstellung erhalten

*) Statt ,Mannigfaltigkeit® werden wir hilufig den kiirzeren
Ausdruck ,Gebiet* gebrauchen.

Zindler, Liniengeometrie, 1



2 Einleitung.

wir Komplexe, wenn wir die Wahl der vier Parameter
dadurch beschrinken, dafs wir ihnen eine Bedingung

fa,b,0,8)=10

auferlegen. Zwei solche Bedingungen sondern Kongruenzen,
drei sondern Regelflichen aus. Vier unabhingige Be-
dingungen sondern nurmehr eine diskrete Anzahl gerader
Linien aus, analog wie sich drei Flichen im allgemeinen
nur noch in einer endlichen Anzahl von Punkten schneiden.

Die Untersuchung der einfachen, zweifachen und drei-
fachen Geraden-Mannigfaltigkeiten bildet nun den Gegen-
stand der Liniengeometrie im engeren Sinn; eine
Erweiterung wird dieser Stoff am Schlufs des § 43 erfahren.
Daneben gestattet die Liniengeometrie Anwendungen auf
Mechanik, graphische Statik und Bewegungslehre, mit denen
wir uns auch befassen werden.



I. Abschnitt.

Das Nullsystem und das Strahlengewinde.

§ 1. Die Schraubenbewegung.

Es sei P ein Punkt einer Kreiscylinderfliche mit dem
Halbmesser r, N seine senkrechte Projektion auf die Achse a
des Cylinders, P’ seine senkrechte Projektion auf eine zn «
senkrechie Ebene ¢ (Fig. 1). Wenn sich dann £ so bewegt,
dals der von P’ beschriebene Kreishogen und die von N
beschriebene Strecke zu allen Zeiten im selben Verhiltnis
stehen, so beschreibt P eine Schraubenlinie. Es ist am
einfachsten, sich die Bewegung von N, also auch von P’
gleichf§rmig zu denken; es sei 7 die Geschwindigkeit von
N, w die Winkelgeschwindigkeit des Punktes P’, also rw
seine absolute Geschwindigkeit. Wenn man die Ebene ¢ von
derjenigen Seite betrachtet, nach der = gerichtet ist, so kann
die Drehung von P’ noch im positiven oder negativen
Drehungssinn erfolgen, demgemifs w zweierlei Vorzeichen
haben. lm ersten Fall heilst die Schraubenlinie rechts-
gewunden oder rechtsgingig (sie steigt, von der Aufsen-
geite des Cylinders betrachtet, nach rechts), im zweiten
linksgewunden oder linksgingig*) Diese Festsetzung
ist vom Sinne, in dem die Schraubenlinie s durchlaufen wird,
unabhiingig; denn drehen wir den Cylinder der Fig. 1 so um,
dafs seine Basis nach oben zu liegen kommt, so bleibt s

*) Danach sind z. B. die Korkzieher und die allgemein gebriuch-
lichen Schraubenniégel .rechtsgewunden“. Dieser Sprachgebrauch ist
in der Maschinenlehre iiblich; in der theoretischen Geometrie ist die
Bezeichnung mitunter umgekehrt.

1.



4 1. Das Nullsystem und das Strahlengewinde.

rechtsgewunden. Es sei P, der Schnitt von s und ¢, ¢ die
Zeit, welche der Punkt von P, bis P gebraucht bat; das
anf dem Cylinder gelegene Dreieck P, P'P kidnnen wir in
eine Ebene abwickeln und erhalten ein rechtwinkliges Dreieck
mit den Katheten:

P,P'=rwt, P'P=n1t;
die Neigung 3 der Schraubenlinie ist also bestimmt durch

T

1) tgd— o
Da w fir rechtsgewundene
Schranbenlinien positiv, fiir
linksgewundene negativ ist,

T wird & im ersten Falle spltz,
im zweiten stumpf, d. b. wir
haben unter ¢ immer den

h Winkel zu verstehen, den der
Geschwindigkeitsvektor des
Punktes P, mit der im Sinn

der positiven Drehung ge-
a zogenen Kreistangente bildet.
Wenn P’ einen vollen Xreis
beschrieben hat, so ist
P, P'=2rn geworden, also
2r7t =rwt und die zu-
gehorige Zeit

{— 27
\ w
P'P igt gleich der Gang-
P hohe %2 geworden; also ist
1A
R 2rT
Fig. 1. 2) h= P

Dorch die Achse ¢« und die Tangente T eines ihrer
Punkte ist s vollkommen bestimmt. Wenn s rechtsgewunden
ist, so ist es auch diejenige Schraubenlinie, die durch T als
Achse und a als Tangente bestimmt ist. Hiernach nennen
wir ein Paar windschiefer Geraden, die nicht auf-
einander senkrecht stehen, selbst rechts- oder links-
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gewunden, je nachdem es die beiden Schraubenlinien sind,
die bestimmt werden, wenn man die eine Gerade als Achse,
die andere als Tangente nimmt.

Wenn ein geometrisches Gebilde sich mit der gleich-
formigen Winkelgeschwindigkeit w um a dreht und gleich-
zeitig lings a mit der gleichformigen Geschwindigkeit = fort-
schreitet, so sagt man, das Gebilde vollfithre eine gleich-
formige Schraubenbewegung oder Schraubung um die
Achse a. Da man sich jeden Punkt des Raumes mit dem
beweglichen Gebilde fest verbunden denken kann, so gelangt
man zur Vorstellung, als ob der ganze bewegliche Raum R
in einem zweiten ruhenden Raum eine Schraubung vollzige.
Jeder Punkt P von R beschreibt dabei eine Schraubenlinie,
deren Ganghthe nach 2) von seiner Lage unabhiingig ist,
deren Neigang nach 1) mit wacksendem » abnimmt; blofs
die Punkte von a beschreiben ¢ selbst. Wir nennen die
ganze Schraunbung rechts- oder linksgewunden, je nachdem
es ibre einzelnen Schraubenlinien sind. Dabei hiingen die
Bahnen der Punkte nicht von den absoluten Werten 7 und w,
sondern nur von ihrem Verhiltnis

T
3) " =
und von der Lage der Achse ab; I heifst der Parameter
oder die Steigung der Schranbung. Fir r=1 wird
tgd ==f, also:

Satz 1: Die Steigung der Schraubung ist gleich
der Tangente der Neigung derjenigen Schrauben-
linien, die auf dem Cylinder mit dem Halbmesser
eins liegen.

§ 2. Das Nullsystem.

Wir denken uns den Raum in einer Schraumbung um a
begriffen und fassen einen bestimmten Zeitpunkt ins Auge;
die Normalebene der Bahn, dic ein Punkt 2 zu dieser Zeit
hat, nennen wir aus einem spiiter zu besprechenden Grunde
seine Nullebene ». Hierdurch ist jedem Punkt des Raumes
eine durch ibn gehende Ebene zugeordnet. Denken wir uns
die Normalebene wiihrend der Schraubung mitgefthrt, so
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bleibt sie ftir jeden Zeitpunkt Nullebene des Punktes 2.
Jene Zuordnung ist also vom gewithlten Zeitpunkt unabhingig.
v enthilt die Normale NV des Punktes P auf a. Versuchen
wir umgekehrt, wenn » gegeben ist, einen Punkt P zu finden,
dessen Nullebene » ist. Wenn » 1 a, so ist ihr Schnittpunkt N
mit a der gesuchte Punkt. Andernfalls legen wir in » durch
N die Gerade gla; nur auf g haben wir P za suchen.
Sein Abstand » von N muls die Bedingung 1) erfiillen,
wobei & durch die Normale von » bekannt ist. Wenn wir
vorldufig beiderseits nur die absoluten Werte dieser Gleichung
berticksichtigen, so ist durch sie » eindeutig bestimmt. Aber
es giebt auf ¢g zwei symmetrisch zu N gelegene Punkte
dieses Abstandes; derjenige ist der gesuchte, dessen Normale
zu ¥ gegen a ebenso gewunden ist, wie die gegebene
Schraubung. P heifst der Nullpunkt von ». Die Zuord-
nung ist also gegenseitig eindeutig; nur die zu a parallelen
Ebenen haben noch keine Nullpunkte erhalten. Diese Liicke
wird sich alsbald schliefsen.

Satz 2: In einer Schraubung sei jedem Punkt
die Normalebene seiner Bahn zugeordnet. Die so
definierte geometrische Verwandtschaft ist gegen-
seitig eindeutig und heifst Nullsystem.

Die Achse a der Schraubung heilst auch Achse des
Nullsystems, der Parameter f der Schranbung auch Para-
meter (Steigung) des Nullsystems. Das Nullsystem hingt
von der Lage der Achse und von f ab; also giebt es, da
es o * Gerade giebt, fiilnffach unendlich viele Null-
systeme. Aus der Entstehungsweise eines Nullsystems
geht hervor, dafs es bei einer Drehung um @ in sich selbst
tibergeht, d. h.: Dreht man einen Punkt samt seiner Null-
ebene um @, so bleibt die Ebene fortwihrend Nullebene des
Punktes. Man sagt, M ,gestatte“ eine Drehung um a.
Ebenso gestattet es eine Schiebung lings a, daher auch eine
Schranbung, die irgendwie aus solchen Drehungen und
Schiebungen zusammengesetzt ist, also nicht nur diejenige
Schranbung, durch welche es definiert wurde, sondern:

Satz 3: Ein Nullsystem gestattet eine beliebige
Schraubung um seine Achse.

Hiernach kann man sich eine anschauliche Vorstellung
machen, in welcher Weise durch %@ die Punkte und Ebenen
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des Raumes einander zugeordnet sind. Man kann sich dabei
auf die Punkte P einer Geraden g beschriinken, welche
senkrechi in NV schneidet. Denn jeden anderen Punkt des
Raumes kann man darch eine passende Schranbung in einen
Punkt von g tberfithren. Wir denken uns a der bequemerer
Ausdrucksweise halber lotrecht, schreiben die Gleichung 1)
in der Form

f
13) tg\‘}_T

und ersehen daraus: Wenn » von Null bis o wiichst, be-
wegt sich P aof ¢ von N ins Unendliche; dabei werden die
zugehorigen Schraubenlinien der Schraubung immer flacher,
dagegen die Nullebenen immer steiler gegen die Horizontal-
ebene.

§ 3. Uber die Bewegung einer Geraden.

Eine Gerade ¢ bewege sich irgendwie im Raume und
der Geschwindigkeitsvektor a eines ihrer Punkte A sei auf
ihr senkrecht; 3 sei der Geschwindigkeitavektor eines zweiten
Punktes B auf g, g, eine Nachbarlage von g, ¢' die durch
A zu g, gezogene Parallele, endlich & die Normalebene von
¢ in B. Dann konnen wir g nach g, so ﬂberfuhren, dafs
wir ¢ zuerst darch blofse Drehung um A nach g’ bringen,
dann durch eine Parallelverschicbung nach g¢,; der Ge-
schwindigkeitsvektor von B wird beim ersten Schritt in ¢
liegen, weil er die Kugelfliche aus A durch B bertihren
mafs, beim zweiten Schritt zu « parallel, also ebenfalls za ¢
senkrecht sein. Aus diesen beiden Vektoren setzt sich 3
zusammen, liegt daher aunch in ¢, falls es nicht etwa ver-
schwindet. Wir wollen diese Uberlegung durch einen
analytischen Beweis ergiinzen, d. h. zeigen:

Satz 4: Wenn bei ciner Bewegung einer Geraden
die Bahntangente eines ihrer Punkte auf ihr senk-
rech; steht, so tritt dasselbe ftir alle ihre Punkte
ein.*

%) Dieser Satz diirfte zuerst von Chasles (,Propr. géom. rel. au
mouv. inf. petit ...% Comptes R. Bd. 16, 1843) ausgesprochen sein.
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Wir verlegen den Ursprung eines- rechtwinkligen Zeiger-
systems nach A, die z-Achse in die Gerade g; ein zweiter
Punkt B auf ¢ habe den Zeiger z =r. Bei der Bewegung
von ¢ wird 4 eine Kurve

4) =), y=v(@®, r=20
mit der Tangente « in A beschreiben und B eine Kurve
5) =00, p=%, ), 5= 5, O+

mit der Tangente g in B.
Dabei mfiissen zufolge der
Lage des Zeigersystems
alle sechs Funktionen ¢,
Y, x fir ¢t =0 verschwin-
den, wenn wir die Zeit ¢
vom Beginn der Bewegung
an zdhlen. Aber aufser-
dem muls

¥ (0)=0
sein; denn die Richtungs-
cosinus von « sind pro-

portional ¢ {t), ¥’ (1), 1" (1)
und nach Voraussetzung
ist cos (e, Z) == 0. Zu be-
5
dt
fiur ¢ =0 verschwindet.
Weil die Punkte A und B wihrend der Bewegung ibre
Entfernang r beibehalten, ist

(Pr— @)+ W, — )’ + (r 4 2, — 2)°=1%;
durch Differentiation nach ¢ erhalten wir:
P—9) (@ 1— )+ — ) W —¥)
+e+xn—x1) &—2)=0;
setzen wir hierin ¢ —= 0, so kommt:
r[x, (0) — 2" (0)] =0,

2, (0)=0.

weisen ist, dals auch

Fig. 2.

also ist
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§ 4. Das Strahlengewinde.

Ein Punkt P hat bei einer Bewegung im Raume in
einem bestimmten Augenblick o Bahnnormalen undzwar, wenn
» die Normalebene seiner Bahn ist, alle Strahlen des Btischels
(P, v). Wir definieren:

Die Gesamtheit der Bahnnormalen aller Punkte
des Raumes bei einer Schraubung heilst Strahlen-
gewinde oder Gewinde.

Mit jedem Nullsystem ist also nach Satz 2 zugleich ein
Gewinde definiert; indem wir niimlich in jedem Ponkte P
des Raumes alle Strahlen auffassen, die dorch ihn gehen
und in seiner Nullebene v liegen, erhalten wir ein Gewinde.
Wir fragen, ob durch P noch ein Strahl s des Gewindes
aufserhalb » gehen kann? Ein solcher mfifste in der Null-
ebene eines seiner Punkte liegen; dann stinde dic Bahn-
tangente dieses Punktes Q auf s senkrecht, daher*) nach
Satz 4 auch die Bahntangente von P. Dies ist aber nur
moglich, wenn & in » liegt. Zugleich folgt ans Satz 4, dals
die Bahntangente jedes Punktes { eines Gewindestrahls s
auf s senkrecht steht; daher ist s in der Nullebene » jedes
seiner Punkte @ enthalten. Bewegt sich @ aof s so dreht
sich » um s, wobei es nach Satz 2 ausgeschlossen ist, dals
v friher in dieselbe Lage zarlickkehrt als Q. Es giebt oo ®
Punkte im Ranme; durch jeden gehen oo ! Strahlen des Ge-
windes, die ein ebenes Buschel bilden. Andererseits tritt
jeder Strahl bei jedem seiner Punkte als Strabl des zu-
gehorigen Buschels auf. Es giebt also doch nur o ? Ge-
windestrahlen.

Satz 5: Die Strahlen eines Gewindes bilden
eine dreifach unendliche Mannigfaltigkeit. Durch
jeden Punkt des Raumes geht und in jeder Ebene
des Raunmes liegt davon ein lincares Blschel.

Den letzten Teil des Satzes miissen wir noch beweisen:
Ist zunichst die Ebene ¢ parallel zur Achse ¢, so wiiklen
wir in ibr eine Gerade g parallel zu a. Alle Punkte von ¢
haben, da das Nullsystem eine Schiebung lings g gestattet,

*) Der in § 3 vorgesehene Fall, dafs 3 verschwindet, kann hier
nicht eintreten, weil bei eiger gleichfirmigen Schreubung fiberbaupt
kein Punkt in Rube bleibt.
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parallele Nullebenen; sie schneiden ¢ in einem Parallelbiischel,
dessen Strahlen dem Gewinde angehoren. Aulserdem giebt
es in ¢ keinen Gewindestrahl; denn fur jeden seiner Punkte
mitfste, da dorch ihn noch ein zweiter Gewindestrabl in ¢
ginge, diesc Ebene die Nullebene sein, Ist ¢ nicht zu a
parallel, so kennen wir in ¢ einen Biischel von Gewinde-
strahlen, dessen Scheitel der nach § 2 ihr zugeordnete Null-
punkt ist; aus demselben Grunde wie frilher kann kein
anderer Strahl von ¢ dem Gewinde angehdren. Somit ist
Satz 5 vollstiindig bewiesen und wir kdnnen jetzt auch den
Ebenen, die parallel za a sind, also in § 2 noch keinen
Nullpunkt erhielten, einen solchen zuordnen. Da nimlich
fur eine solche Ebene & der Scheitel des Biischels der Ge-
windestrahlen, der sonst zngleich der Nullpunkt ist, in be-
stimmter Richtung in unendliche Ferne riickt, so haben wir
den unendlich fernen Pankt V' dieser Richtung als Nullpunkt
von ¢ zu betrachten. Es giebt aufserdem keinen Gewinde-
strahl dorch 17; denn legen wir durch einen solchen s eine
Ebenec &, so enthilt & zwei parallele Gewindestrahlen,
niulich ¢ vad die Schnittlinie mit ¢, was unmioglich ist, da
¢' thren Nullpupkt im Endlichen hat. Aus § 2 geht hervor,
dafs jetzt anch umgcekehrt jedem unendlich fernen Punkte (vor-
Liufiz mit Ausnahme desjenigen U der Achsenrichtung) eine
Nuilehene zugeorduet ist. Wenn aber eine Ebene, immer
parallel zu einer beliebigen Ausgangsstellung, ins Unendliche
rlickt, so rlickt ibr Nullpunkt immer in der Achsearichtung
ins Unendliche; wir haben daher den Punkt U als Nullpunkt
der unendlich fernen Ebene zu betrachten. Damit stimmt
tiberein, dafs I/ der einzige unendlich ferne Punkt ist, durch
den keine im Endlichen liegenden Gewindestrahlen gehen.
Is sind also jetzt die Pankte und Ebenen des Raumes auns-
nabmslos (einschliefslich der unendlich fernen Elemente)
cinander gegenseitiz eindentig in einem Nullsysteme zu-
geordnet. Kin Gewindestrahl heifst auch Leitstrahl des
zugehvrigen Nullsystems.

§ 5. Die Paare polarer Geraden.
Fassen wir zwei Punkte P, P’ einer Geraden g auf
(Fig. 3), die dem Gewinde nicht angehort, so gehen ihre
Nullebenen nicht durch g, schneiden sich also in einer zu g
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windschiefen Geraden ¢'. Alle Strahlen des Blschels (2, ¢),
ebenso des Buschels (£’, ¢') sind Gewindestrahlen, ins-
besondere auch QP und QP’, wenn Q ein beliebiger Punkt
auf ¢' ist. Der Ort der Gewindestrablen durch Q ist ein
ebenes Strahlbischel, das durch die beiden Strablen Q2P
und Q /P’ vollrommen bestimmt ist; ,
also ist Qg die XNullebene von Q, 9 g
ebenso Q'¢ von (', so dafs auch um- /
gekehrt ¢ als Schnitt der Nullebenen ¢’ P
zweier beliebigen Punkte Q, Q' auf ¢’
bestimmt ist. Zwei so gegenseitig
zugeordnete Gerade heilsen Polaren
des Nullsystems oder Gewindes. Jeder P
Strahl durch Q, der g schneidet, ge- ¢
hort dem Gewinde an; dies gilt fiir Fig. 3.
jeden Pankt Q auf g; also:

Satz 6: Alle Strahlen, dic zwei zugeordnete
Polaren schneiden, gehéren zum Gewinde.

Die Nullebene cines Punktes einer der beiden Geraden
ist also die Verbindungsebene mit der anderen. Wir fassen
dies mit einem Ergebnis des § 4 zusammen:

Satz 7: Wenn ein Punkt eine Gerade g be-
schreibt, so dreht sich seine Nullebene um eine
Gerade ¢’, die mit g zusammenfillt oder zu ihr
windschief ist, j¢ nachdem g ein Strahl des mit
dem Nullsystem verbundenen Gewindes ist oder
nicht; die Rollen von ¢ und o' sind vertauschbar.

Die Nullebenen zweier Punkte /), P' sind, wie aus der
Erzengungsweise des Nullsystems durch Schraubung unmittel-
bar hervorgeht, nur dann parallel, wenn die Verbindungs-
linie g von P und P’ zur Achse « parallel ist. Dann rlickt
¢’ ins Unendliche und ist durch die Stellung des Parallel-
Ebenenbuschels repriisentiert, das die Nullebenen von g
bilden; ¢ heifst alsdann ein Durchmesser des Nullsystems.
Der Satz 7 behiilt also auch in diesem Falle scine sinngemifse
Geltung; nur tritt an Stelle einer eigentlichen Drehung eine
Parallelverschiebung, Wenn dagegen cin Punkt eine unend-
lich ferne Gerade g’ beschreibt, so dreht sich die Nullebene
im eigentlichen Sinne um den polaren Durchwnesser g. Nur
fiir die unendlich fernen Geraden der Parallelebenen zu e,
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die als Gewindestrahlen zu betrachten sind, tritt an Stelle
der Drehung eine Parallelverschiebung. Die Achse ist der
einzige Durchmesser, fir den die zugeordnete Stellung auf
ihm senkrecht stebt.

Satz 8: Wenn ein Strahl des Gewindes eine
Gerade g schneidet, so schneidet er auch ihre
Polare ¢'.

Denn er liegt zugleich mit ¢’ in der Nullebene seines
Schnittpunktes mit g. Es sei &, &' ein zweites Polarenpaar,
wobei # weder ¢ noch ¢’ schneiden mige. Ein Strahl s,
der g, ¢' schoeidet, ist ein Gewindestrahl; schneidet er auch
k, so schneidet er nach Satz 8 anch 4. Nun bilden die
Strahlen s, welche drei gegebene g, ¢, 2 schneiden, eine
Regelschar R zweiter Ordnung (vergl. Reye, Geom. d. Lage, L.
Vortr. 10). Da alle auch von A’ geschnitten werden, ist A’
ein Strahl der Leitschar &', der auch g, ¢’, » angehren. Man
sagt, vier Gerade haben hyperbolische Lage, wenn sie
derselben Regelschar zweiter Ordnung angchoren.

Wenn g und % sich schneiden (Fig. 4), muls in der
Nullebene o des Schoittpunktes S sowohl g’ als A’ liegen;
also schneiden sichk auch
diese beiden in einem
Punkte 7', dessen Null-
ebene = sowohl ¢ als A
enthiilt. Die vier Geraden
liegen so, dals sie sich
zu je zweien schoeiden,
wobei die Verbindungs-
linie der Schnittpunkte
mit der Schnittlinie der
Verbindungsebenen identisch ist. Wir wollen diese Lage
unter dem Namen ,hyperbolische Lage® ecinbegreifen (wenn
nitig als ,spezielle hyperbolische Lage* von der ,all-
gemeinen“ unterscheiden). Die Gesamtheit der Geraden,
welche g, %, ¢’ schneiden, zerfillt hier in die beiden Strahl-
buschel (S, o) und (7, z). Also konnen wir sagen:

Satz 9: Zweil beliebige Paare zugeordneter
Polaren eines Nullsystems haben hyperbolische
Lage.

Wir lassen jetzt . mit a zusammenfallen; wenn dann
eine Gerade s sowohl / als 2’ schneidet, so heilst das soviel,
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als dafs sie & senkrecht schneidet. ' enthilt jetzt eine
unendlich ferne Gerade /' und ist daher ein hyperbolisches
Paraboloid B, von dem die eine Leitebene auf der Achse
senkrecht steht, die andere zu ihr parallel ist;*) P ist also
gleichseitig und jede der beiden Haupterzeugenden wird
von allen Geraden der anderen Schar senkrecht geschnitten.
Die Achse ist die eine Haupterzengende; die andere enthilt,
da sie von g, g’ senkrecht geschnitten wird, den kirzesten
Abstand dieser beiden Geraden, also:

Satz 10: Der klrzeste Abstand zweier Polaren
eines Nullsystems schneidet die Achse senkrecht.

Drei Strahlen bestimmen eine Regelschar. Gehtren alle
drei einemn Gewinde an, so fassen wir eine Gerade ¢ der
Leitschar a2uf; dann gehtrt ihre Polare ¢’ nach Satz 8 auch
zur Leitschar. Daraus folgt in Verbindung mit Satz 6:

Satz 11: Wenn drei Strahlen einer Regelschar %
einem Gewinde angehiren, so gehort jeder Strahl
von R dem Gewinde an.

§ 6. Das Nullsystem als reciproke Verwandtschaft.

Aus Satz 7 und Ende des § 4 ergiebt sich, dals durch
ein Nullsystem jedem ,Raumelement“  nimlich einem Punkt,
einer Geraden oder einer Ebene stets wieder ein Raum-
element und zwar bezw. eine Ebene, eine Gerade oder ein
Pankt zugeordnet wird und zwar so, dafs, wenn der Punkt
eine Gerade durchliuft (die Ebene um eine Gerade sich
dreht), die entsprechende Ebene sich um die entsprechende
Gerade dreht (der . zogeordnete Punkt die entsprechende
Gerade beschreibt). Wenn der Punkt Q in der Nullebene »
des Punktes P liegt, so ist Q P ein Strahl des zugehorigen
GGewindes; also geht anch umgekehrt die Nullebene von Q
durch P. Den Punkten des Feldes » entsprechen also die
Ebenen des Blindels P, ferner den Geraden des Fcldes die
Geraden des Btindels. Wenn also g in v liegt, geht ¢’ durch
P. Wenn endlich zwei Gerade g, % sich schneiden, so
schneiden sich auch die entsprechenden (§ 5).

. *) Fiir Leser, die mit der Geometrie der Lage nicht vertraut sind,
sei bemerkt, dafs der wichtige Satz 10 in § 8 nochmals bewiesen
werden wird.
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Wenn ein Punkt in einer Ebene liegt oder ein Punkt
in eciner Geraden oder eine Gerade in einer Ebene oder
enllich, wenn zwei Gerade sich schneiden, so sagt man
in zllen diesen Fiillen, die beiden Raumelemente seien in-
cident. Unter Benutzung dieser Ausdrucksweise kinnoen
wir die cben ausgesprochenen Einzelsitze in den einen Satz
zusammenfassen :

Satz12: Wenn zwei Raumelemente incident sind,
so sind die in einem Nullsystem entsprechenden
auch incident.

Welcher Art diese Incidenz ist, bestimmt sich aus der
Art der Raumelemente von selbst. Das Nullsystem gehirt
also zu den aus der projektiven Geometrie bekannten ,reci-
proken Verwandtschaften* oder ,Korrelationen®; wir werden
spiiter noch darauf zurlickkommen (§ 406).

$ 7. Analytische Darstellung des Nullsystems.

Wir knotipfen unmittelbar an § 2 an und winschen,
wenn die Zeiger z, y, 2 eines Punktes P gegeben sind, die
Gleichung seiner Nullebene hinschreiben zu konnen. Wir
lasscn die Z-Achse eines rechtwinkligen Zeigersystews erster
Art mit der Achse a des Nullsystems zusammenfallen. Die
Gleichung eciner Ebeue durch # hat die Form:

6) AG—o+B@n—y+CL—2)=0,
wobei & n, { ihre laufenden Zeiger sind. Soll sie die Null-
ebene von P sein, so missen A4, B, C proportional den
Richtungs-Cosinus der Bahntangente von F’ bei der Schravbung
sein; diese Cosinus milssen wir also berechnen. Durch die
¥ Schraubung sei P nach der Zeit ¢
» in die Lage P, = (z,y, ) ge-
' kommen. P’ = (z, y, 0) und
P|==(z,, y,, 0) seien die Projek-
o/ tionen von P und P, auf die X Y-
4 Ebene. Dann ist P, aus P' darch
Drehung in der X ))-Ebene um den
Winkel #=wt bervorgegangen (§ 1).
G Wenn also 7, a die Polarzeiger von
X P’ in der X Y-Ebene sind (Fig. 5),

Fig. . r,, a, von P, so ist
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rn=ra=c+4f8

&, =7, €0s ¢, =7 (€0S & €08 7 — 8in & sin J)

y=7, sing, = r (8in @ cos 3 -} cos & sin )
oder

z,=u=xcos g—ysing, y,=zsin g+ ycosB;
aufserdem ist die Hohe von P tiber der X Y-Ebene um ¢
gewachsen. Der Zusammenhang der Zeiger von F und P,
wird also dargestellt durch:

2, =z coswt—y sin wt
7 | y,= xsin wt - ycos wt
2, = "—{—-‘rt

Diese Gleichungen stellen die Bahokurve des Punktes /
dar, in z,, y,, 2, als laufenden Zeigern und mit ¢ als Para-
meter. Fur ¢ ==0 wird, wic es sein mufs, P, = P. Wollen
wir also drei Grofsen kennen, die den Richtungs-Cosinus der
Bahntangente in P proportional sind, so missen wir nach
¢t differenzieren und bhierauf ¢ =0 setzen. Dies crgiebt:

(d.z:l ) — e ((ly, ) — dz, Y
e ), 0 T )T T T

Diese drei Grofsen bhaben wir fir A, I3, C in Gleichung 6)
einzusetzen und erhalten mit Beriicksichiicung von Gleichung 3)
als Gleichung der Nullebene von P:
8) rp—§y+E{{—2)=0.

Wir betrachten jetzt 7 und o als mit einem Vorzeichen he-
haftete Grifsen; aber es bestiitigt sich, dafs das Nullsystem
nur von ihrem Verhiiltnis £ abhingt. Wenn beide gleich-
zeitig ibr Vorzeichen umkehren, geschieht die Schraubung
im entgegengesetzten Sinn, aber in denselben Bahnen wie
fruher. Es entspricht einem positiven f eine rechtsgewundene,
einem negativen cine linksgewundence Schraubung.

§ 8 Die Lage der Polarenpaare.

Da wir durch eine passende Drehung um dic Achsc a
des Nullsystems und eine Schiebung lings dersclben es
dahin bringen konnen, dafs der kiirzeste Abstand einer Ge-
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raden ¢ von a in die X-Achse fillt, so konnen wir uns auf

die Geraden ¢ beschriinken, welche die X-Achse senkrecht

schneiden. Eine solche ist durch den X-Zeiger ¢ ihres

Schnittpunktes S und durch ibren Neigungswinkel » gegen

die X Y-Ebene bestimmt. Uber die Z#blung dieses Winkels

getzen wir folgendes fest: Durch die positive Seite der

z X-Achse ist in der YZ-Ebene (und

in jeder zu ibr parallelen) ein posi-

tiver Drebhungssinn fixiert. Wenn

nun g, die Projektion von ¢ auf
g, o g \ !

die Y Z-Ebene ist (Fig. 6), so ver-

g stehen wir unter dem Neigungs-

winkel » von g mit der X Y-Ebene

3 ¢ den Winkel (Y, g,). Wenn ¢ und

T 5 gegeben sind, stellen wir uns die

Aufgabe, die Polare ¢' zu finden.

Fig. 6. Die Gleichungen der Geraden g sind

z
r=—¢, —=tanv.
¥

Die Zeiger eines ihrer Punkte P sind also
¢y y.tany

und nur von der einzigen Veriinderlichen y abhiingig. Setzen
wir sie in Gleichung 8) ein, so erhalten wir als Nullebene
yon P:

9) cn 4t —y(E -} ttany) = 0.

Aus dieser Gleichung konnen wir durch Wahl von y noch

die Gleichung der Nullebene eines beliebigen Punktes von g

berechnen; insbesondere wollen wir die Nullebene ¢ von §

finden und die Nullebene &' des unendlich fernen Punktes U

von g. Wir setzen y — 0 und erbalten als Gleichung von e:
L c

10) 7T

Um die Gleichung von &' zu finden, schreiben wir Gleichung 9)

zuniichst in der Form:

ﬁ"j—fg—@-{-ttanv):o.
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Lassen wir jetzt y unendlich werden, so nihert sich die
Ebene der Grenzlage

11) £§=—"Ianyv,

der Nullebene von U. Die Ebene 10) enthilt, wie es sein
mufs, die X-Achse, die Ebene 11) ist auf ihr senkrecht.
Die Schnittlinie beider ist nach § 5 die gesuchte Polare g'.
Ubrigens findet man aus der Form der Gleichung 9), dafs
die gemeinsamen Punkte der Ebenen 10) und 11) fir jeden
Wert y in der Ebene 9) liegen, weil ihre Zeiger die Be-
standteile ¢y - f{ und & 4 ftany fur sich zu Null machen;
also drebt sich diese Ebene um die Schnittlinie der beiden
anderen. Hiermit ist der erste Teil des Satzes 7 neuerdings
und unabhingig von § 3 ff. bewiesen worden, ebenso der
Satz 10. Denn die Gleichungen 10) und 11) stellen eine
Gerade ¢’ vor, die, wie g, die X-Achse senkrecht schneidet;
sind ¢’, »' ihre analogen Bestimmungsstiicke, so ist:

. = =tan, §=¢,
durch Vergleich mit 10) und 11) finden wir
tan ' = — i, ¢=—Ttany,

£
oder symmetrischer:

12) c==—Ftanv

¢==—ftan»,

wodurch dic Bezichung zwischen den vier Bestimmungs-
sticken der Geraden g, ¢' ausgedriickt ist. Wir entnehmen
daraus noch:

13) c:c¢'==tan": tan v,

Wir fragen, wann ¢’ mit ¢ zusammenfiillf. Hierzu mufs
¢’ = ¢ sein, also auch nach Gleichung 12)

¢==—TFftanw

Fir die Gewindestrablen s, deren Bestimmungssticke wir
durch den Index s kennzeichnen, gilt also
Cs

14) tany, = — T

Zindler, Liniengeometrie. 2
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Vergleichen wir die rechten Seiten dieser Gleichung und der
Gleichung 1), so finden wir (mit Riicksicht auf die Ande-
rungen in der Bezeichnung), dafs ibr Produkt — 1 ist. In
b3

der That ist » um 3

grofser als &, wenn ¢ in die
Lage s kommt.

Wir wollen uns einen anschaulichen Uberblick tiber die
Verteilung der Polarenpaare verschaffen, indem wir die
Gerade g das Biischel (S, &) beschreiben lassen (Fig. 7) und
die Bewegung von ¢' verfolgen. Da ¢, U die entsprechen-
den Elemente von S, ¢ sind, kinnen wir aus Satz 12 folgern,
dafs ¢’ das Strahlbtischel (¢, U) beschreibt, d. h. in der Nall-
ebene von S parallel zur Lage s von ¢ sich bewegt. Diesen
Umstand und die quantitativen Eigenschafien der Bewegung
konnen wir auch aus Gleichung 12) entnehmen. Aufser s
betrachten wir noch die zwei ausgezeichneten Lagen, in
denen g parallel zur Y- oder Z-Achse wird und nennen sie
p und ¢g. Je nachdem [ positiv oder negativ ist, wird g,
die Drehung im positiven Sinn von der Lage p aus be-
ginnend, zuerst die Lage ¢ oder s durchschreiten; dies entnimmt
man aus der Gleichung 14) oder unmittelbar aus der geo-
metrischen Bedeutung des Vorzeichens von t (§ 7). Um die
Vorstellungen zu fixieren, denken wir uns [ positiv. Wihrend

¥ von O bis —;5 wichst, nimmt ¢’ nach Gleichung 12) ab

von O bis —o. Auch bei weiterer Drehung entsprechen
sich die nebeneinander stehenden Intervalle des folgenden
Schemas:

v 4

0 bis% 0 bis— oo

T
o n 4w, ¢

V) 5 T ¢c , 0

Diese Verhiiltnisse sind in der Fig. 7 ersichtlich gemacht, wo
die ansgezeichneten Lagen von g und die entsprechenden
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von ¢’ eingezeichnet sind. Ferner sind die Winkel, welche
» beschreibt, durch Bogen angedeutet, die gleiche Ziffern
tragen, wie die entsprechen- z

den Strecken, welche der
Schuittpunkt (¢', X) durch-
lanft; ¢’ liegt im Unpend-
lichen.

Wenn der kiirzeste Ab-
stand von ¢, ¢' diese Ge-
raden in N, N' schneidet,
die Achse in M, so ent-
nehmen wir noch aus Fignr =

7 oder aus Gleichung 13) ¥ 2
den: Fig. 7.

Satz 13: Je nachdem die Projektionen von g, ¢
auf die YZ-Ebene in verschiedenen oder in den-
selben Quadranten liegen, liegt M innerhalb oder
aufserhalb NN’

§ 9. Das Strahlengebiisch.

Wir baben uns bisher stets eine eigentliche Schraubung
gedacht. Wenn jedoch die Schiebungskomponente z ver-
schwindet, so haben wir eine blofse Drehung um a. Es
leuchtet unmittelbar ein, dafs die Bahnnormalen simtlicher
Raumpunkte in diesem Fall aus allen oo® Geraden besteben,
die a schneiden, Man nennt ihre Gesamtheit ein ,spezielles
Gewinde* oder ein Strahlengebtisch und a seinen Triiger.
Ihm entspricht kein eigentliches Nullsystem mehr. Denn die
Naullebene jedes Achsenpunktes wird unbestimmt, die aller
anderen Punkte geht durch die Achse. Die Nullpunkte der
Ebenen darch die Achse werden unbestimmt, die aller
anderen Ebenen liegen im Schnitt mit der Achse. Die
gegenseitige Eindeutigkeit der Zuordnung htrt also auf.
Aber dieses ansgeartete Nullsystem wird immer noch durch
die Gleichung 8) dargestellt (f= 0).

Wenn andererseits die Drehungskomponente « ver-
schwindet, so wird ! unendlich. Dividiert man vorher
Gleichung 8) durch f, so erhilt man fir diesen Fall die

2%
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Gleichung £ — 2z =0; in der That stellt sie noch immer die
Normalebenen der Bahnen aller Punkte dar; denn es liegt
eine Schiebung in der Richtung der Z-Achse vor. Das Ge-
winde besteht jetzt ans allen oo® Strahlen, die zar X Y-Ebene
parallel sind und kann als ein Strahlengeblisch aufgefafst
werden, dessen Triiger die unendlich ferne Gerade dieser
Ebene ist.

§ 10. Bestimmungsweisen eines Gewindes oder
Nullsystems.

Ein Gewinde ist eindeutig bestimmt:

a) Durch die Achse a und einen Strahl s (der zu
a windschief sein mufs). Denn wihlen wir den klirzesten
Abstand von a und s als X-Achse eines wie in § 8 liegen-
den Zeigersystems, in der wir die positive Richtung will-
kiirlich fixieren konnen, so sind damit », und ¢, gegeben,
und man kann f aus Gleichung 14) berechnen. '

Wenn von einem Nullsystem ein Polarenpaar g,9' (mit
dem kiirzesten Abstand N N') gegeben ist, so muls a die
Strecke NN’ senkrecht (in M) schneiden. Aufserdem ist
noch die Bedingung 13) zu erfillen. Man kann also die
Richtang von a innerbalb eines Biischels willkurlich wiihlen,
wodurch auch die Ebene bestimmt ist, von der aus die
Winkelzihlung erfolgt. Alsdann ist M nach Gleichung 13)
dadurch eindcutig bestimmt, dafs man NN’ im Verbiltnis
tan » :tan » zu teilen hat (vergl. anch Satz 13). Zieht man
eine Treffgerade von g¢,9’ hinzu, so ist man hiermit beim
Fall a) apgckommen. Ein Nullsystem ist also auch ein-
deutig bestimmt:

b) Durch ein Polarenpaar und die Richtung von a,
die dem Buschel der Richtungen g,9' entnommen
sein mufs. :

Es giebt also o! Gewinde, in denen g¢,9' polar sind.
Wihlt man eine dritte Gerade A (zu g und ¢’ windschief),
so ist A’ durch Satz 9 auf die Regelschar beschrinkt, der
9,9’k angehiren, kann also ebenfalls gerade noch ! Lagen
einnehmen. Man wird also A’ innerhalb der Regelschar will-
kitrlich wiihlen diirfen. Dann ist aber ein Gewinde bestimmt.
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Denn wenn d der kiirzeste Abstand von g,¢’ ist, d, von A/,
so mufs a nach Satz 10 der kilrzeste Abstand von d,d, sein.
Wenn d,d, sich schneiden, ist a die gemeinsame Senkrechte
im Schoittpunkte. Ein Nullsystem ist also auch eindeutig
bestimmt :

¢) Durch zwei Polarenpaare in hyperbolischer
Lage.

Insbesondere kann man A’ mit % identisch wiihlen. Dann
ist vom Gewinde anfser g,9’ ein Strahl & gegeben, und man
kann zu jedem Punkte 7 des Raums die Nullebene kon-
straieren. Zuniichst kann man nimlich (Fig. 8) den Null-
punkt Q der Ebene (F,s)=—¢ finden, indem man in dieser
Ebene aufser s noch den durch die Schnittpunkte mit g,¢'

g,

& [

bestimmten (iewindestrahl s, kennt. Man kennt also durch
P den Gewindestrahl /°Q und denjenigen, der g, ¢’ schneidet.
Dual kann man zu jeder Ebene ¢ des Raums (Fig. 9) den
Nullpunkt A kenstruieren. Zuniichst kann man nimlich die
Nullebepe ihres Schuoittpunktes S mit s finden, indem man
durch S aufser s noch den Gewindestrahl s, kennt, der g,g'
schneidet. In & erhillt man einen Gewindestrahl ¢ als Schnitt
mit der Ebene (s,5,) und einen zweiten ¢, durch die Schnitt-
punkte von ¢,¢' mit &. Ein Nullsystem ist also auch be-
stimmt durch:

d) Ein Polarenpaar und einen Leitstrahl
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§ 11. Anordnung der Gewindestrahlen.

Es ist wichtig, sich eine mdglichst anschauliche Vor-
stellung vom Strahlengewinde zu machen. Da aber eine
Mannigfaltigkeit von o® Geraden unzerlegt schwer vor-
stellbar ist, so ist es forderlich, Zerlegungen in Teilmannig-
faltigkeiten vorzunehmen. Eine besonders anschauliche
wollen wir noch besprechen: Wir denken uns der leichteren
Ausdrucksweise halber die Achse a lotrecht; wenn dann
MN = ¢ der kiirzeste Abstand eines Gewindestrabls s von a
ist, wobei M auf a4, N auf s liegt, so ist die Neigung von s
gegen die Horizontalebene y durch Gleichung 14 bestimmt.
Beschreibt man um e einen Kreiscylinder mit dem Halb-
messer ¢, 80 berlthrt s diesen Cylinder; und alle Cylinder-
tangenten, die mit s die gleiche Neigung gegen y haben und
gegen a gleich gewunden (§ 1) wie s sind, gehoren eben-
falls zum Gewinde. Diese Neigung wiichst mit wachsendem
Cylinderhalbmesser nach Gleichung 14. Die oo Gewinde-
strahlen lassen sich also zu je o als Tangenten von oo?
Kreiscylindern anordnen; in jedem Punkte eines Cylinders
bertihrt ein Gewindestrahl und steht auf der Bahntangente,
die der Punkt vermige der zugehorigen Schraubung hat,
senkrecht. Die oo® Gewindestrahlen, die denselben Cylinder
bertihren, lassen sich also wieder zu je co! als Tangenten
von oo! Schranbenlinien anordnen, welche die Bahnschrauben-
linien der Cylinderpunkte tiberall senkrecht durchschneiden,
also mit ihnen entgegengesetzt gewunden sind. Man sagt,
eine Schraubenlinie (tberhaupt eine Kurve) sei in einem
Gewinde enthalten, wenn ihre Tangenten dem Gewinde an-
gehtren. Je nach der Windung der in ihm entbaltenen
Schraubenlinien kann man das Gewinde selbst rechts oder
links gewunden nennen; also:

Satz 14: Ein Strahlengewinde ist entgegengesetzt
gewunden wie die Schraubung, durch die es definiert
wurde.

Wir haben in Fig. 10 drei von den koaxialen Cylinder-
flichen dargestellt, sie durch eine Ebene durch a geschnitten
und die Parallelbtischel von Gewindestrahlen, die lings der
so entstandenen Cylindererzengenden bertthren, durch kurze
Striche angedeutet. Dreht man dieses System von o«? Ge-
raden um q, so erhiilt man simtliche Gewindestrahlen. Da nach
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Gleichung 3 einem positiven f rechtsgewundene Schrauben-
linien entsprechen, so stellt Gleichang 8 fiir £ > 0 ein links-
gewundenes Gewinde dar. :

/7 7 77
§

§ 12. Das Moment zweier Stibe und zweier Geraden.

Man nennt allgemein Strecken, an denen nur jhre Linge,
Richtung und Sinn in Betracht kommt, Vectoren. Sie sind
parallel zu sich selbst frei beweglich, ohne ihre Bedeutung
zu #ndern. Dagegen ist z. B. eine Kraft, die an einem
gtarren Korper angreift, an eine bestimmte Wirkungslinie
gebunden. Eine Strecke, bei der die Linge, die Gerade auf
der sie liegt und der Durchlaufungssinn in Betracht kommen,
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nennen wir mit H. Grassmann d. J. (vergl. Ges. W. I, b,
S. 438) einen Stab. Ein Stab ist also nur lings dieser
Geraden, seines ,Trigers® frei verschiebbar, ohne seinen
Wert zu #ndern. .

b) Unter dem Moment zweier Stibe a,b versteht
man das Produkt ibrer Lingen, ihres klrzesten Abstands
und des sinus des Neigungswinkels ihrer Triger. Das
Moment wird also Null, wenn die Triger sich schneiden
(oder parallel sind). Um es aber auch dem Vorzeichen nach
definieren zu konnen, nehmen wir auf der Linie des klirzesten
Abstandes AB (wobei A auf a, B auf b liegt), willkiirlich
eine positive Richtung an, wodurch zugleich in den hierzu
senkrechten Ebenen ein positiver Drehungssinn®) und daher
der Winkel (a,d) fixiert ist (vergl. § 8). Dann verstehen wir
unter dem Moment der beiden Stiibe, wenn a und b zogleich
ihre Mafszahlen sind:

15) M (a,b) = — a. b. AB. sin (,b).

Der Grund des Minuszeichens wird aus Satz 15 ersichtlich
werden. Das Moment ist davon unabhingig, wie im kiirzesten

#) Als positiven Drehungssion in einer Ebene betrachten wir den-
jenigen, der, von der positiven Seite ihrer Normalen aus gesehen, der
Uhrzeigerbewegung entgegengesetzt ist, also mit dem Drehungssinn
der Erde um ihre Achse, vom Nordpol aus gesehen, fibereinstimmt,
ferner mit dem Sinn der Bewegung der Erde in der Ekliptik, von der
Nordseite der Ekliptik aus gesehen, auf der sich die meisten Kultur-
linder das ganze Jabr hindurch befinden. Unter dem Winkel (a,b)
zweier Richtungen (Halbstrahlen) der Ebene versteht man nun den
Winkel der itberstrichen wird, wenn man einen Halbstrahl nus der
Richtung ¢ im positiven Drehungssinn in die Richtung b dreht; es

ist also
X (ba)=2r— X (a}).
‘Wo nur trigonometrische Funktionen in Betracht kommen, kann man

setzen:
4 (b!a) == & (a' b)v

und man kommt mit Winkeln zwischen Null und 2= (ausschliefslich
der oberen (renze) aus. Es ist nicht immer nitig, einen positiven
Drebungssinn einzufilhren oder, was auf dasselbe hinauskommt, die
Reihenfolge der Winkelschenkel zn beachten, weil viele Ergebnisse hier-
von unabhingig sind, 2, B. alle jene, in denen nur der cos der Winkel
auftritt. Wir sprechen dann von absoluter Winkelzihlung. Sie
brauncht sich nur von Null bis = (einschliefslich beider Grenzen) zu
:gstrecik;n. Wir werden sogleich ein Beispiel ibrer Verwendung haben
atz 15).
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Abstand die positive Richtung fixiert wurde; denn bei
Anderung derselben wechseln die letzten beiden Faktoren
ibr Vorzeichen. Aus demselben Grund ist

M(b,a) = M (a,b).

Wenn dagegen der eine Stab in den entgegengesetzten ver-
kehrt wird, indert das Moment sein Vorzeichen, weil sich
der Winkel (e¢,b) um = indert. Wir haben uns bisher die
positive Richtung in den Triigern der Stibe durch diese
selbst fixiert gedacht, so dafs die Zablen ¢,b positiv waren.
Eine etwaige andere Festsetzung hat auf das Moment keinen
Einflufs. Denn wechselt die postive Richtung im Triger von a,
8o wechselt sowohl a als sin (a,b) sein Vor-
" zeichen. Aus Fig. 11 sieht man,*) dafs das
Moment der Stibe a, b positiv bleibt, so
lange der Drehungssinn, den der Stab b
in Bezug auf a bestimmt, positiv ist.**) In-
dem wir den Begriff der Windung zweier
Geraden (§ 1) auch auf Stiibe Ubertragen,
konnen wir auch den letzten Teil des
folgenden Satzes aus Fig. 11 entnehmen. Fig. 11.

Satz 15: Das Moment zweier Stibe stimmt dem
Vorzeichen nach mit dem Drehungssinn tiberein,
den der eine Stab in Bezug auf den anderen be-
stimmt; das Moment zweier rechts gewundenen
Stibe ist positiv, wenn sie einen absolut spitzen
Winkel bilden.

Die tibrigen Fiille ergeben sich hicraus von selbst.

¢) Unter dem Moment zweier Geraden verstehen
wir das Moment zweier Einheitestiibe auf diesen Geraden:
damit es also auch dem Vorzeichen nach bestimmt sei.
missen auf den Geraden positive Richtungen fixiert sein.
Unter dem Moment cines Stabes in Bezug auf eine

* In Fig. 11 ist die Strecke AB nach rechts vorn unten gehend
zu denkén. Dann liegt, wenn A B > 0, X (a,b) im vierten Quadranten.
Also ist M (a,b) > 0, Dia Stitbe sind rechts gewunden.

**) Man denke sich in b eine Kraft, die einen Kiorper um die
Achse g dreht. Je nachdem der Sipn dieser Drehung positiv oder
pegativ ausfillt, sagen wir, der Stab b bestimme in Bezug auf den
Stab a einen positiven oder negativen Drehungssinn. Der Drehungs-
sinn, den der Stab a in Bezug auf b bestimmt, bat dasselbe Vorzeichen.
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Achse verstehen wir das Moment des Stabés in Bezug auf
einen Einheitsstab anf der Achse; unter dem Moment
eines Stabes ST in Bezug auf einen Punkt P ver-
stehen wir das Moment des Stabes in Bezug auf eine Achse,
die durch P senkrecht auf die Verbindungsebene PS T gelegt
ist; es ist also gleich dem doppelten Dreieck PST. Diese
Definitionen sind nattirlich den Bediirfnissen der Mechanik
angepalst.

d) Das Volumen eines Tetraeders ABCD be-
trachten wir als positiv oder negativ, je nachdem das Drei-
eck ABC, von D aus gesehen, flir einen inneren Punkt den
positiven oder negativen Umfahrungssinn ergiebt.*) Es #ndert
also sein Vorzeichen, wenn man zwei benachbarte oder tiber-
haupt zwei beliebige Symbole vertauscht (vergl. Baltzer,
Determin. § 1), ebenso bei eyklischer Vertauschung der vier
Symbole. Dagegen ist

ABCD = CDAB.

Oder wenn man die Stibe AB, CD mit m, n bezeichnet
und durch Nebeneinandersetzen den durch sie bestimmten
Tetraederinbalt ausdtlickt, so ist anch dem Vorzeichen nach

mn=nm.

Verschiebt man eine Kante eines
Tetraeders in sich selbst, ohne ihre
Linge zu 4ndern (Fig.12; BC=BC(),
go iindert sich sein Inhalt nicht; denn
es hat weder die Hshe aus D noch
die zugehtrige Grundfiiche ihre
Grifse gelindert, Verschiebt man
zwei Gegenkanten 4.A’, BB' eines
Tetraeders (Fig. 11), bis ihre An-

fangspunkte in die Fufspunkte ihres

*) Mébius hat znerst (1827) ein Vorzeichen des Tetraederinhalts
eingefihrt; vergl den Baryc. Cale., § 19 (Ges. W., Bd. I) und ,Uber
die Bestimmung des Inh. eines Polyeders“, § 18 (Ges. W. Bd. II). Er
nimmt den Drehungssinn des Uhrzeigers als den positiven, betrachtet
dagegen von 4 aus die Fliche BCD; also hat trotzdem bier und bei
Mobius jedes Tetraeder A BCD dasselbe Vorzeichen. Fiir die hier
getroffene Festsetzung spricht anfser dem Satz 16 noch der Umstand,
dafs das Tetraeder ABCD positiv ist, wenn A in den Ursprung,
B, C, D der Reihe nach in die positive X-, Y-, Z-Achse eines Zeiger-
systems erster Art fallen.

Fig. 12.
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kiirzesten Abstands fallen, so sieht man, dafs der sechsfache
Tetraederinhalt 6 V' dem absoluten Betrag nach gleich dem
Moment der Stibe AA4’, BB’ ist. Denn 6 V ist auch gleich
dem Inhalt eines Parallelepipeds, dessen Grundfiiche das
durch a, &' (6’3} b durch A) bestimmte Parallelogramm und
dessen Hohe AB ist. Aber diese Gleichheit gilt auch dem
Vorzeichen nach; denn aus der Definition des Vorzeichens
des Tetraederinhalts geht hervor, dals es mit dem des
Drehungssinnes tibereinstimmt, den der Stab 44’ in Bezug
auf die Achse BB’ bestimmt. Durch Vergleich mit Satz 15
finden wir also:

Satz 16: Das Moment der Stibe 4A', BB’ ist
auch dem Vorzeichen nach gleich dem sechsfachen
Inhalt des Tetraeders AA'BR.

¢) Hieraus kbnnen wir einen analytischen Ausdruck flir
das Moment zweier Geraden g,, g, ableiten, wenn ¢, durch
einen ihrer Punkte P, =(§,, n,,{,) und ihre Richtungs-
winkel a,, §,, 7,, analog g, durch P, =(§, 7,, £;) und
@, £, 7, gegeben ist. Liegen zunichst auf den Ge-
raden zwei beliebige Stibe P, P{ und P, P}, so ist der
sechsfache Tetraederinhalt gegeben durch (vergl. Baltzer,
Determ. § 15):

1 & 9 &,

, , 1 g! ’ 4

16) 6P, P| PPy = | §; :77: C:
1 & 7 &

Dafs diese Gleichung auch dem Vorzeichen nach gilt, erkennt
man am einfachsten an einem Spezialfall: Nimmt man P,
im Ursprung, P, P,, P, bexw. auf der X-, Y-, Z-Achse
eines rechtwinkligen Systems erster Art in den Abstinden
eins vom Ursprung an, so wird 6 P, P; P, P; = -} 1; anderer-
seits wird anch die Determinante

1 000
1100
1 010 =71
1 0 01
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Da der Tetraederinhalt sein Vorzeichen nicht #ndert, solange
bei Bewegung seiner Eckpunkte mit Beibehaltung ihrer Reihen-
folge niemals eine Ecke die Ebene der drei anderen durch-
schreitet, und auch die Determinante unter dieser Voraus-
setzung nie verschwindet, mufs die Ubereinstimmung der
Vorzeichen immer gelten, sobald sie in einem speziellen Falle
gilt.*) Also ist (Satz 16):

1 ) & ) , ™ 5
0 él'—gl T — W C'|_C1 .
0 & —§ n—n

&
0.8, —& nh—m, §’z—f»'

ﬁI(P1P1'7 I)2P;)=

Sind insbesondere P, P, und P,P, zwei Einheitsstibe,
so ist

£, —§& =cosa,, § —§=cosq, us w,; also
§ —E&, ecosq, cosa,

17) Mgy, ) =| 17 CO3F co8f, |
L,—L, cosy, cosy,

wobei (§,, ,, £,) und (&,, 7,, 1,) je ein beliebiger Punkt auf
g, und g, ist.

Ubungsaufgaben:

1. Es ist der eigentliche Inhalt des Satzes 7 fiir den
Fall explicite auszusprechen, dafs ¢ die unendlich ferne
Gerade einer zar Achse parallelen Ebene ist.

2. Wie berechnet man, wenn eine Ebene A& -}- By
<+ CL+ D=0 gegeben ist, ihren Nullpunkt mit Hilfe der
Gleichung 8)?

3. Die Gleichung 8) darf sich zufolge der Eigenséhaften
des Nullsystems nicht dndern, wenn man das Zeigersystem

*) Es ist also zu beachten, dafs die Recihe der Einser als erste
Kolonne (oder Zeile) geschrieben werden mufs, hieranf die Reste der
Zeilen (oder Kolonnen) entsprechend der Reihenfolge der Eckpunkte.
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um die Z-Achse dreht oder lings ibr verschiebt; dies ist
unmittelbar zu bestitigen.

4. Die zur Fig. 7 analoge Figur fiir ein negatives f ist
zu zeichnen.

5. Es ist im Anschlufs daran ¢' zu einer gegebenen
Lage von g zu konstruieren.

6. Was geschieht, wenn man in § 10 bei der Be-
stimmungsweise b) die Achsenrichtung senkrecht zu ¢ wihlt
oder parallel dazu?

7. Bei der Bestimmungsweise § 10, c¢) ist unmittelbar
wie bei d) zu jedem Punkt die Nollebene und umgekehrt
zu konstruieren.

8. Wieso kann in § 10 die Bestimmungsweise a) als
ein Spezialfall vor d) aufgefalst werden?

9. Wie findet man bei § 10, d) am schnellsten die
Achse ?

10. Wie hilft man sich, wenn d, d, bei § 10, ¢) zu-
sammenfallen ?

11. Wenn « die (lotrecht ge-
dachte) Achse eines Nullsystems ist
(Fig. 13), d der ktirzeste Abstand
eines Gewindestrahls /, » seinc Nei-
gung gegen die Horizontalebene, so
ist (, d) die Nullebene von /°. Nach
Gleichung 14) gilt dic DBeziehung:
d.cotv— — f. Hahen d,. », fir
einen anderen Gewindestrahl /, durch
D’ die entsprechende DBedeutung, so
mufs auch d, cot », == — [ sein.
Also ist

d,cotv,==d . cotr.
Dies ist unmittelbar zu bestiitigen.

12. Wenn man ein Tetraeder durch eine Ebene £ nach
einem Parallelogramm schneidet (wie?) und dann eine Kante,
die zu £ parallel ist, in sich selbst verschiebt (§ 12), so
verschiebt sich das Parallelogramm kongruent mit sich selbst
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in E; auch hieraus kann man die Unverinderlichkeit des
Tetraederinhalts entnehmen (Prinzip von Cavalieri).

18. Fir alle in einem Nullsystem enthaltenen Schrauben-
linien ist der Quotient aus dem Querschnitt des Schrauben-
cylinders und der Hthe des Schraubenganges konstant
(Silldorf, Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. 20).

13a) Drei Punkte ABC und drei der Reihe nach durch
gie gehende Ebenen a, 8, y hestimmen ein Nullsystem, wenn
die Ebene (4, B, C) durch den Punkt (a, 8. #) geht.



I1. Abschnitt.

Anwendungen auf Bewegungslehre,
Mechanik und graphische Statik.

§ 13. Momente von Kriiften.

Wenn ein starrer Korper um eine Achse a beweglich
ist, und es greift eine Krafi £ an ihm an, zuniichst lings
einer Wirkungslinie, die a senkrecht im Abstande AB—=d
kreuzt (Bezeichnongen und Zeigersystem sind dieselben wie
im § 12), so spielt das Produkt kd in der Theorie der
Drehung des Korpers bekanntlich*) eine analoge Rolle, wie
die Kraft in der Theorie des beweglichen Massenpunktes;
es heilst Moment der Kraft * beziglich der Achse a. Wenn
in a eine positive Richtang fixiert ist, so ist hiermit auch
ein positiver Drehungssinn um a gegeben, und dann ziihlt
man das Moment positiv oder negativ, je nachdem die Drehung,
die seine Kraft hervorbringt, im positiven oder negativen
Sinn erfolgt. Trigt man auf e eine Einheitsstrecke .1 £ nach
der positiven Richtung ab, so ist das Moment (auch dem
Vorzeichen nach) gleich dem sechsfachen Tetraeder A EB B’
(wenn k= BB'), weil es gleich einem Parallelepiped mit
AE als Héhe und AB.BE' als Basis ist.

Liegt & beliebig gegen a, so kommt fir die Drehung
um a nar die Komponente von % in Betracht, die durch
Projektion auf eine zu a senkrechte Ebene entsteht, und man
versteht unter dem Moment von % aof o das Moment dieser

%) In § 13 erinnern wir an gewisse Sitze der Mechanik, von denen
wir die einfachsten als bekannt voraussetzen.



