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Crfter Adb{dhnitt,

Die Projectionslehre.

WolfPs befdyr, Geometrie, 1






§ 1.

%ir nefmen 3wei unendlide, auf einanber novinal ftehende
Gbenent an, um gegen fie die Lage von Punften und Raumgrs-
fent au beftimmen. Diefe Cbenen nennen wir Projections-
ebenen, ifre Durdfdnittslinie vie Adhfe. Die eine der Pro-
jectiondebenen begeichnen wir dburd) P’,. die anbere duvd) P”, bdie
Achfe durch P. Bumweilen ift nodh) eine dritte Projectionsebene
ndthig; fie wirb normal auf jeder von ben beidben erften gedadt,
und wir begeichnen fie dburd) P". Jn der Folge find beftandig
swet Projectiondebenen voransdgefest; der britten werden wir be-
fonbers ermdhnen, wenn fie erforberlid ift.

§ 2

Wird durd) einen Punft eine Linie gedacdht, welde normal
fteht auf einer Projectiondebene, fo Heift ber Punft, in weldem
pie Projectiongebene und bie Linie fid) {dhneiven, die Projec-
tion jened Punfted in diefer Projectionsebene.

Puntte begeichnen wiv hier durd) Budjftaben ded Fleinen la-
teinifhen Alphabets, Und ift ein Punft durd) a begeihnet, fo
begeichnen wir feine Projection in P! durd) a’, feine Projection
in P” durdy a”, feine Projection in P™ purdy a".

Fig. 1. §. 3.

Die Gbene, welde durd) einen Punft a und durd) feine
Projectionen a’ und a” geht, ift normal auf jeber vou den Pro-
jectiondebeen P! und P”.

Gie ift novmal auf P/, weil fie durd) die Linie aa’ geht,
weldpe normal fteht auf P'; und fie ift novmal auf P”, weil fie
burd) die Linic aa” geht, weldye normal auf P” ijt,

1*
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8. 4.

Die Adfe ift novmal auf der Ehene, weldhe duvch einen
Puntf a geht und durdh) feine Projectionen a' und a”.

Denn auf bdiefer Ehene ift jede der Projectionsebenen nor-
mal, mithin aud) ihre Durd)fdnittslinie.

§ 5.

BWird von jevem bder Punfte a’' und a” eine Normale auf
bie Adhfe gefillt, fo treffen diefe Novmalen denfelben Punft a®
ber Achfe.

Die Adhfe {teht normal auf der Cbene aa’'a”, alfo audh auf
den Qinien a’a® undb a”a° in weldhen jene Gbene von ten Pro-
jectionsebenen gefdhnitten wird. Alle Linien, weldhe von a' aus-
gefen, und normal auf ver Achfe find, fallen in einanver, alfo in
a’a’; ebenfo falfen alle Qinien, weldhe von a” ausdgehen und
novmal ftefen auf per Adhfe, in a”a’ Darin liegt ber Sas,

§. 6.

Die Linie a’'a’ fteht normal auf der Projectionsebene P,
unb die Linie a”a’ normal auf der Projectionsebene P’.

Die Projectionsebenen ftehen normal auf einander; daher ift
jebe Linie, weldhe in ber einen Projectiondebene liegt, und normal
ftebt auf ber Adfe, novmal auf der anberen Projectionsebene.

§ 1.

Dag Vieved aa’'a’a” ift ein Redhted.

Die Qinien aa’ und a”a ftehen normal auf der Projec-
tiondebente P, bie Linien aa” und a’a® normal auf P”; barvaus
folgt, bafi bie gegeniiberftehenben Seiten bes Bieredd parallel find,
unb feine Winfel rechte.

§. 8.

Den Punft der Adyfe, in weldhem fie von ben Normalen
getroffen wird, bdie von den Projectionen a’ unb a” auf fie ge-
bacdht werben fonnen, begeidnen wir durdy a’.

Die Linten aa’ und aa” nennen iir die projicivenden
Linien, die Linien a’a’ und a®a” die Ordinaten, den Punft
a’ pen Anfangspunft ver Orbinaten besd Punftes a.

§. 9.

Die projicivenve Linie eines Punfted a, weldhe zu der ei-

nen Projectionsebene gehidrt, und die Ordinate deffelben Punt-
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ted a, welde in ber anbeven Projectiondebene liegt, {ind einan-
ber gleid).

Denn diefe Linien find gegenitberjtehende Seiten des Redht-
edd aa’a’a”.

§. 10.

Die projicivende Linie aa’ ift pavallel mit der Projections-
cbente P", bdie projicivende finic aa” parallel mit der Projec-
tiongebene P'.

Denn die projicivende Linie aa” ift parallel mit der Linie
a”a’ in ber Projectionsebene P, und die projicivende Linie aa”
ift pavallel mit der Linie a’a® in ber Projectionsebene P'.

8. 11,

1) Qft ber Punft a® gegeben, fo ift badburd) eine Ehene
gegeben, in welcher der Punft a fid) befinvet,

Denn der Punft a liegt in der Cbene, welde in dem
Punfte a® novmal fteht auf ber Achfe.

2) 3t eine von ben Orbinaten a’a’ ober a®a” eines Punt-
te8 a gegeben, {o ijt badburch eine Linie gegeben, in welder der
Punft a fid) befinbet.

Denn der Punft a liegt in ber Linie, welde in a’ normal
fteht auf P, ober in a” auf P".

8) ©ind beive Ordinaten a’a’ und a®a” eines Punttes a
gegeben, fo ift baburd) ber Punft a felbjt beftimmt,

Die Chene a'a®a” ift normal auf jeber. vonm bden Projec-
tiondebenen; veshalb fallen die Linien, weldhe in a’ undb a” be-
steblich auf P' und P" novmal ftehen, in jene Cbene. Die Li-
nien f{dueiden fid), und weil der Punft a in jeber von ihnen
liegt, fo ift e8 ihr Durd)fdynittspunit.

8. 12.

Qiegt ein Punft in der einen Projectionsebene, {o fllt feine
Projection in biefer Projectionsebene mit ihm ufammen, bdie
projicivende Linte, weldye jur andberen Projectionsebene gehirt,
fallt in bie erfte Projectionsebene, uud feine Projection in ber
anberen Projectiongebene befindet fich in ver Acfe; liegt ein Punt
in ber Adfe, {o fallen feine beiven Projectionen mit ihm zufam-
men. Umgelefrt: befindet fich in der cinen Projectionsebene die
Projection eined Punftes in ver Adfe, fo liegt der Punft in der
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anbevent Projectionsebene; liegen Dbeide Projectionen eines Punt-
teg in ber Adfe, fo befinvet {ich der Punft felbft in der AUdhfe.
§. 13.

Die Linien, in welden eine Cbene bdie Projectionsebenen

fdyneivet, nennen wir die Sdnitte der Chene.
§. 14.

Die Sdnitte einer Cbene {ind entweder beide pavallel mit
per Adfe, oder ed fchneiden beibe bie Achfe, und zwar in Hem-
felben Punft, ober fie fallen beive mit ter Adyfe zufammen.

Denn wenn drei Cbenen fid) {dhneiden, fo fallen entweder
bie bret Durd)fchnittslinien in einander, ober fie fdhneiven fich
fammtlid) in einem Punit, oder ed {ind je ywei von ihnen pavallel.

§. 15,

Gine Gbene begeidhnen wiv fier durd) einen Vudiftadb des
grofen lateinifhen Alphabets. Jft eine Ebene durcd) A begeidh-
net, fo begeiduen wir ihren Sdnitt in P' durd) A’, thren Sdnitt
in P burd) A", ihren Sdnitt in P durd) A™. Und {dnei-
ben die Sdnitte einer Chene A dieiAchfe, fo begeidhnen wir den
PBuntt, in weldem das gefdhieht, durd) A°.

§. 16.

1) Die Lage einer Cbene ift durd) ihre Schnitte beftimmt,
wenn diefelben pavallel mit der Achfe find ober fie {dhneiven.

Denn man hat al8dann jwei parallele ober el fidh fchnei-
penbe Linien, durd) telde die Ebene geht.

2) Die Rage einer Cbene ift durd) ihre Schnitte nidht be-
fimmt, wenn {ie mit der Achfe jufammenfallen.

Denn alddann ift nur eine Linie gegeben, durd) welde bdie
Gbene geht.

3) Tallen die Sdnitte einer Cbene in bie Achfe, und ift
nod) ihr Sdhnitt in der dritten Projectiondebene gegeben, fo ift
bie Qage ber Cbene beftimmt,

Denn man fennt al8damt zwei fih fdhneidenbde Linien, duvrdh
welche die Ebene geht.

§ 17,

1) Steft eine Chene normal auf bder einen Projections-
ebente, und {dyneidet fie bie andere, fo ift ihr Sdnitt in ver an-
beren Projectiondebene novmal auf der Adyfe.
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Die Cbene und bie anbere Projectiondebene ftehen normal
auf ber erften Projectionsebente, deshalb ift ihre Durdfdnitts-
linie, b. 5. der Sdmitt in ber anveven Projectionsebene, normal
auf ber erften Projectionsebene, fomit novmal auf ber Adfe in ifr.

2) Qit ein Schnitt einer Chene novmal auf der Adfe, fo
fdhmeivet bdie Gbeme bie anbeve Projectiondebene und fteht auf
perfelben normal,

Diefer Schnitt ift normal auf der anderen Projectionseberne,
bedhalb fdhneidet bie Cbene, weldhe durch ifhn geht, die anbdere
Projectiondebene, und fteht novmal auf derfelben.

3) ©teht eine Gbene normal auf beiden Projectiondebenen
ober, wad daffelbe fagt, normal auf der Adfe, fo find ifhve bei-
ben Sdnitte normal auf der Adfe.

Folgt aus 1)

4) Sind beibe Sdhnitte einer Chene normal auf der Achfe,
fo ift pie Cbene novmal auf jeber der Projectionsebenen und auf
ber Adfe.

Aus 2).

5) Jit eine Gbene parallel mit einer Projectionsebene, o ift
ihr Schnitt in ber anberen Projectiondebene paralfel mit ver Achfe.

Denn bie Chene und bie mit ihr pavallele Projectiongebene
werden pon der anberen Projectionsebene in pavallelen Linien ge-
fdmitten.

6) 3t ein Schnitt einer Cbene paralfel mit der Adfe, und
fteht die Gbene novmal auf der Projectiondebene, fo ift fie mit
ber anbeven Projectionsebene parailel,

Denn die Ebene und bie anbere Projectiondebene ftehen vann
in parallelen Linien normal auf der erfteren Projectionsebene.

7) Steht eine Chene {dhief auf dev einen Projectionseberne,
und fchneivet {ie vie Achfe, fo ift ihr Schnitt in der anbveren Pro-
jectiongebene fchief auf der Adhfe.

Der Schnitt in der erfteven Projectionsebene f{dneivet bdie
Achfe. Daher {chueivet auc) ver Schnitt in ber anbderen Pro-
jectiongebene die Adfe. Diefer Schnitt fteht fdhief auf der Achfe;
bennt wollte man aunehmen, er fei novmal auf ifr, Jo miifite die
Gbene auf ber erfteren Projectionsebene ovmal {tehen.

8) Gteht ein Schnitt einer Cbene fohief auf der Adfe, fo
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fdneivet die Gbene bie anbere Projectiondebene und jteht fdhief
auf derfelben,

Daf die Cbene die anbere Projectionsebene {dhneidet, er-
hellet leidht; baf fie auf ihr fdyief fteht, folgt indivect aug 1).

9) Steht eine Gbene novmal auf ber einen Projections-
ebene und fdyief auf der anbdeven, {o ift ifhr Scnitt in der erfte-
ren Projectiondebene {chief auf der Achfe, der in der anveren auf
ber Achfe normal.

Aué 7) und 1).

10) Steht der eine Schnitt einer Ehene fdhief auf ver Adhfe,
ber anbeve normal, fo ftefht die Cbene normal auf ber erfteren
Projectiondebene und fcdhief auf ver anbdeven.

Aus 2) und 8).

11) Steht eine Cbene jdhief auf beiven Projectiondebenen
und f{dneidet fie die Adfe, fo find ifhre beiben Schnitte {dhief
auf der Adhfe; ift aber bie Ebhene parallel mit der Achfe, fo {ind
beive Sdpnitte mit der Adhfe parallel.

Dag Crftere folgt aus 7), das Anbere inbirect.

12) ©tehen beive Sdnitte einer Chene fdhief auf vder Adbfe,
ober find beibe mit der Adfe pavallel, fo fteht die Cbene fdhief
auf beibent Projectiondebenen, {dhneidet im exftern Fall die Achfe,
und ift im anbern mit ihr pavallel.

Dag Critere folgt aus 8), das Anbere inbdivect.

§. 18.
Die Projectionen einer geraden Linie werben gebilvet durd
bie Projectionen ihrer fdmmitlihen Punfte.

§. 19.

1) ©teht eine gerabe Linie normal auf einer Projections-
cbene, fo ift ihre Projection in bdiefer Projectionsebene ein Puntt,
Cr fallt mit vem Punft jufammen, in weldhem bdie Rinie bie
Projectionsebernte fdhneivet.

Denn bdie proficivenven Linien jdmmtlicher Punfte der Linie
fallen in die Linie felbit.

2) 3t die Projection einer geraben Linie ein Puntt, fo fteht
bie Linie normal auf der Projectionsdebene.

Denn die projicivenden Linien fammtliher Punfte ber Linie
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und diefe Puntfte felbft fallen alsbann in bdie Linie, welde in
jenem Punft auf ver Projectionsebene normal fteht.

3) Steht eine gevade Linie fchief auf einer Projectionsebene,
ober ift fie pavallel mit einer Projectionsebene, o ift ihre Pro-
fection in biefer Projectionsebene eine gerade Linie,

Die projicivenden Linten fimmtlicher Punfte der Linie yer-
ven aufgenommen von der Gbene, welche, dburd) die Linie ge-
hend, normal auf ver Projectiondebene gedacht werben fann, Der
Sdynitt diefer Cbene ift fonad) die Projection der Linte.

4) 3ft bie Projection einer geraden Linie eine gerade Linie,
fo fteht die Linie nicht novmal auf der Projectionseberne.

Jubivect aug 1).

§. 20.

Wenn eine Linie ouf einer Projectionsebene fdhief fteht over
mit thr pavalfel ift, und es wird durd) bie Linie eine Cbene ge-
vadyt, weldhe normal fteht auf ber Projectionsebene, {o beift
diefe Cbene die projicivende Ebhene der Linie ju diefer Pro-
jectiongebene.

Die projicivende Ehene enthalt die projicivenden Linien
fammtlidier Punfte ver Minie. Tie Linie, in welder die proji-
civenve Cbene und die Projectiongebene fich fchneiben, ift daher
bie Projection der Yinie in diefer Projectiongebere,

Die Projection einer geraden Linie, welde auf einer Pro-
jectiongebene fchief fteht ober mit ihr pavallel ift, fann aud) da-
burd) evhalten werden, baf man die Projectionen jweier ihrer
Punfte conjtruivt, und durd) diefe Projectionen eine gevade Linie
legt. Und wenn man odurd) die Projectionen zweier Punfte a
und b in jeder Projectionsebene eine gevade Vinie conjtvuirt, fo
fino bie Linien a'b’ und a”"b” bdie Projectionen ver geraden Linte,
weldye durch pie Punfte a und b {ich vdenfen lift.

3t eine Linte durd) ab begeichnet, fo begeichnen wiv ihre
Projection auf P’ purd) a'b’, ihre Projection anf P” durd) a”b",
ihre Projection auj P purd) a™ b, ihre projicivende Ebene u
P' purd) abP’, ihre projicivenve Ebene su P" durd) abP”, bdie
au P ourd) abP™.
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Fig. 2. §. 21

1) Qiegt eine Linie in der einten Projectionsebene, fo falt
ihre Projection in biefer Projectiongdebene mit ihr jufammen,
und ihre Projection in ber anderen Projectionsebene liegt in der
Achfe; und umgelehrt.

2) Liegteine Linie in ver Adfe, fo liegen audh ihre Pro-
jectionert in der Achfe; und umgefehrt.

3) 3t eine Linie pavalfel mit einer Projectionsebene, fo ift
ihre Projection in ber andeven Projectionsebene parallel mit der
Achfe, und bie projicivende Chene ur anderen Projectiongebene
ift pavalfel mit der erfteven Projectionsebene.

Denn ift eine Lnte ab pavallel mit P!, fo ift aa’ = bb/,
alfo a”a®=b"b" mithin die Projection a”b" paralfel der Adfe.
RNun werben bdie projicivenve Cbene abP” und die Projections-
ebene P’ von ber Projectiondebene P in pavallelen Linien ge-
fdmitten (ndmlih in a”b” und ver Adfe), und unter gleichen
Winfeln (ndmlih vedten); bdaber find die projicivende Ebhene
abP"” unb die Projectiondebene P’ pavallel.

Gben o laft fidh ver Saps evweifen, wenn ab parallel mit
P" angenommen wird. €8 ift aber niemals erforderlich, einen
Beweis fitr den Fall ju wiederholen, daff man bdie Projections-
ebentent vertaufdht, weil fie einerlei Begiehung ju einanber Haben.

Qit dibrigens eine Linie pavallel mit einer Projectiongebene,
fo ift fie e8 aud) mit ihrer Projection in derfelben.

4) Jft eine Projection einer Linie pavallel mit der Achfe,
fo ift bie Rinie pavallel mit ver andeven Projectiondebere, und
aud) bie projicivenve Cbene, welde ju fener Projection gehidrt.

3t bie Projection a”b” pavallel mit der Achfe, fo find die
projicivente Cbene abP” und die Projectiondebene P! parallel,
weil beive von ber Projectionsebene P” alsdann in pavallelen
Linien und unter gleihen Winfeln gefdhnitten werden. Jft aber
abP” pavallel mit P’, fo ift aud) die in abP" liegende Linie ab
pavallel mit der Projectionsebene P’.

H) Git eine Linie parallel mit jeder von den Projections-
ebenen, fo find ifhre beiden Projectionen mit der Are parallel,
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und jebe ifrer projicivenven Cbenen ift poavallel mit der Pro-
jectiongebene, 3u welder fie nidt gehirt,
Folgt aus 3).

Hierbet ift die Linie pavallel mit der Achfe.

6) Sindb beide Projectionen einer Linie pavallel mit ber
Adfe, fo ift die Rinie felbft mit der Achfe parallel, alfo aud
mit jeder PBrojectionsdeberne.

Da die Projection a’'b’ parallel ift mit dex Achfe, fo find
bie projicivende Cbene abP’ und bie Projectiondebene P pa-
vallel, Die genannten Cbenen werden alfo von der projiciven-
pen Cbene abP” in pavallelen Linien gefdnitten, und bdiefe Li-
nien find ab und a”b”. lUud weil nun ab und a”b” pavallel
finb, aud) wegen ber BVorvausfepung die Adfe und a”b”, fo
folgt, paf ab parallel ift mit der Adhfe.

7) Sdneidet eine Linie eine der Projectionsebenen, fo wird
biefe Projectiondebene von ber projicivenven Cbhene gefdymitten,
weldje zur andeven Projectiondebene gehisvt, und bie Linie, in
welder dad gefdhieht, fteht normal auf ver Adpfe.

®eom, I §. 18, 2), und §. 17. 1) des vorliegenden Budes.

Die auf der Adfe normal {tehende Rinie, in weldyer eine
projicivende Ebene die Projectiondebene {dhneidet, zu ber fie nidht
gehbrt, nennen wiv den Novmalfdnitt jener projicivenden
Gbene ober den Normalfdhnitt in diefer Projectiondebene,

PMan wird wohl thun, Folgendes ju beadhten: Wenn eine
projicivenbe Gbene einer Linie beide Projectiondebenen {dymeibet,
fo ift ihr Sdnitt in der Projectionsebene, zu welder fie gehirt,
bie Projection jener Linie in diejer Projectionsebene, ihr Sdhnitt
i der anbeven Projectiondebene der Normaljchnitt jener projici-
renben Gbene oder der Normalfdhnitt in ver anbeven Projections-
ebene; und wenn eine Projectiondebene von beiven projicirenden
Gbenen einer Rinie gefchnitten wird, fo gefchieht das von ber zu
ibv gehdrenden projicivenven Cbene in der Projection, von ber
anverert im Novmalfdynitt,

8) Durd) ven Durdyfchnittdpuntt einer Linie mit eier Pro-
jectiongebene gehen jedesmal bie Projection und der Novmal:
fohnitt in biefer Projectionsdebene.

Geom. II. §.18. 2).
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9) Sdneiven fidh die Projection einer Linie und ver Normal-
fdmitt in einer Projectionsebene, o fdyneibet die Linie felbft die
PBrojectionsebene in dem Durdfdnittépuntt ver genannten Linien.

Der Durdfdnittépuntt der Projection und bded Normal-
fehnitts befindet fich in jeber ber Beiben projicirenden Gbenen,
ift alfo ein Punft ihrer Durdy{dhnittslinie, b. h. der Linie felbit.
Darin liegt, bdaf die Linte dburd) jenen Punft geht. Und -fie
fdhmeivet die Projectiondebene in ihm; denn fiele bie Linie mit
ber Projectionsebene ufommen, {o fiele aud) ihre projicivende
Gbene, welde jur anberen Projectionsebene gehirt, mit ber er-
fteren Projectiondebene jufammen, und donn fande in derfelben
fein Normalfdhnitt Statt.

10) Sdyneivet eine Linie eine der Projectionsebenen, fo
fyneidet ifre Projection in der andeven Projectiondebene vie Adhfe,
und per Puutt, in weldem died gefdiieht, ift die Projection Hes
Durdyfdnittdpuntted der Linie und der Projectionseberne.

Durdy ben Durchfchnittdpunft der RLinie mit der Projecs
tiongeberte geht der Normalfdhnitt in biefer Projectionseberne, der
RNormalfdhnitt und die Projection in der anbderen Projections-
ebene treffen bdie Adhfe in demfelben Punft, und die Projection
in der anderen Projectionsebene fann dabei nicht mit ver Adfe
sufammenfallen, nad) 1), baher fchneivet bdiefe Projection bdie
Adfe. Der Normalfdnitt ift die projicivende Linie des Durd)-
fmittspunttes zur anbeven Projectiondebene; daraus erfellet ver
seite Theil bes Sates.

11) Sdyneivet eine Projection einer Linie bie Adfe, fo
fdhneidet bie Linie die andere Projectionsebene.

Dennt {dhnitte die Linie bie anbeve Projectionsebene nidht,
fo miifite jene Projection entweder pavallel mit ber Adfe fein
ober in ifhr liegen.

12) Steht eine Linie novmal auf einer Projectionsdebene, fo
ift ihre Projection in ber anbeven Projectionsebene normal auf
ber Adhfe.

Die projicivende Chente, welde jur anbderen Projectiongebene
gehirt, ift normal auf der erften Projectiongebene; denn fie geht
purd) bie Linie, welde normal auf der erften Projectionsebene
fteht. Diefe projicivende Chene und die anbere Projectionsebene
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find alfo auf ver erften Projectiongebene normal, daher ift auch
ihre Durchidhnittslinie, welched die Projection ift, auf der erjten
Projectionsebene normal und normal auf der Adbfe.

13) Dat eine Linie, welde nicht auf einer von den Pro-
jectiongebenten normal ftefht, eine folhe Lage, daff durch fie eine
Cbene gevbadt werden fann, welde normal ift auf der Achfe, fo
ftehen ifre beiden Projectionen auf der Achfe novmal und tref-
fen penfelben Punft ver Adhfe.

Die Durdyfdnittslinien jener Ebene mit den Projections-
ebettent ftehen, wie leicht erbellet, normal auf der Adfe, und bie
Gbene felbft ift normal auf jeder vonm ben Projectiondebenen.
Die projicivenden Cbenen fallen daher mit jener Ebene zufam-
ment, und bdie Projectionen mit jenen Durd)fdnittslinien.

Ueberhaupt alfo, (ift fidh durd) eine Linie eine Cbene ven-
fen, welde normal fteht auf der Adfe, fo ift entweder die eine
Projection ein Punft, und die anbeve fteht normal auf der Adfe,
ober beibe Projectionen ftehen normal auf ver Adhfe und treffen
benfelben Punft ver Adfe. Jugleid) erhellet, bdaf bie Normal-
fdnitte die Projectionen in fidh) aufnehmen.

14) Gft eine Projection einer Linie normal auf der Adfe,
fo fann durd) die Linie eine Gbene gebadht werven, welde nor-
mal auf der Adfe fteht.

it die Projection normal auf ver Adfe, fo ift fie normal
auf der anbeven Projectionsebene; daher ift bie projicivende Ebhene,
welde su der Projection gehidrt, normal auf ver anbeven Projec-
tiongebene.  Auf diefer projicivenven Cbene find vemnad) beide
Projectiongebenen normal, und dann ift aud) ihre Durdyfdnitts-
linte, b, . die Achfe, auf derfelben normal. Jn ber projiciven-
bent Chene liegt aber die Linie. Alfo giebt es eine Chene, welde
burch bie Rinie geht und normal fteht auf ver Adhfe.

Man bemerfe fiir die Folge, daf eine Cbene normal ftefit
ouf der Adyfe, fobalb fie auf einer Projectionsebene normal jteht
in einer Rinie, welde mit der Adfe rvechte Winfel bilbet.

15) Dat eine Linie eine folde Lage, daf durd) fie feine
Gbene gelegt werden fann, welde normal fteht auf ver Adfe,
fo ift feine von ihren Projectionen auf ver Adfe novmal.

Folgt indivect aus 14).
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16) 3ft eine Projection einer Linie nicht novmal auf der
Achfe, fo Laft fih durd) die Linie feine Chene legen, welcde nor-
mal auf der Adfe {teht.

Die Lnie ift entweber auf der anbveren Projectionsebene nov-
mal ober nicht. Nimmt man nun an, e8 wdire dburd fie eine
Gbene miglih, weldhe normal fteht auf der Adfe, fo ftéft man
auf einen Wiberfprud), im erftern Fall gegen 12), im andern
gegen 13).

Oteht alfo bdie eine Projection einer RLinie {dhief auf bder
Adhfe, fo ift die anbere Projection entweder fdhief auf ver Adfe
ober pavallel mit ihr; eben o, wenn bie eine Projection mit
ber Adyfe pavalfel ift.

§. 22.

Der Punft, in weldem eine Linie eine Projectiongebene
fchneidet, heiffe der Durdygang der Linie in bdiefer Projections-
ebene, bad Stiid bes Normalfdnitts, iweldes jwifchen bdem
Durdigang und der Adyfe liegt, die Durdgangsdordinate,

3t eine Rinie durd) ab begeidynet, {o begeicdhnen wiv ifren
Durdygang in P’ mit a', ifjren Durdhgang in P’ mit b"; (den
im UAlphabet vorangehenden BVud)ftab fegen wir in P). Den
Puntt, in weldem die Adfe von dber Durdgangdorbinate des
Punftes a' getvoffen wird, begeidhnen wir durd) a"; den Punft,
in weldem bdie ju b™ gehdvenve Durdhgangdordinate die Adfe
trifft, durd) b'. Der Punft a" ijt die Projection des in P’
liegenben Punfted a' auf P”, eben fo ift b' die Projection bes
in P" liegenben Punfted b" auf P'.  Bei' diefer Bejeicdhnung
exhalten wir in ben Linien a'b' und a"b" bie Projectionen bes-
jenigen Stiids ber Linie ab, weldes die Durdyginge begrdmngen.

§. 23.

1) Die Lage einer geraden Linie ift gegeben, fobald bie
Projectionen von jweien ifhrer Punfte gegeben find.

Denn dadurdh {ind bie Punite gegeben, alfo auch bie Linie,
welde durd) fie gebht.

2) Die Lage einer geraden Linie, welde auf einer Projec-
tiongebente novmal fteht, ift gegeben durd) den Punft, weldher
ihre Projection auf jener Projectionsebene ausmadyt.



§.24, Die Projectionslehre. 1%

Denn fie fallt mit ver Linie jufommen, weldhe in diefem
Punft auf der Projectionsebene novmal fteht.

8) Gine gerabe Linie, welde eine folde Lage Hat, baf
burd fie feine Cbene gebadht werden fann, welde auf der Adfe
novmal fteht, ift burd) ihre Projectionen gegeben.

Die projicivenden Cbenen der Linie {dhneiden fidh; benn fie-
et fle in einanber, fo miifite jebe von ifhnen auf beiben Pro-
jectiongebenen normal ftehen, alfo aud) auf dber Achfe, und bie
Linie Bhatte alddbann eine foldhe Rage, daf durd) fie eine Ehene
gedbadhit werben finnte, welde auf der Adfe normal fteht. Die
Linie liegt in jeber von ifhren proficivenden Cbenen. Sie ift
beshalb beren Durdyfdhnittslinie.

4) Ctebt eine Linie nidht novmal auf einer Projectionseberne,
fhat fie aber eine folche Qage, dafi fid) durd) fie eine Ehene ben-
fen Uift, weldhe auf der Adfe normal fteht, fo ift die Linie durd
‘thre Projectionen nidht gegeben.

Denn bdie projicivenven Gbenen bver Linie fallen in einans
ber, némlid) beive in jene auf der Adfe normal ftehende Chene,
gewdhren daher feine Durdfdnittslinie. Der Say erhellet auch
barvaus, baf bie Projectionen aller Linien zujammenfallen, welde
in jener auf ver Adfe normal ftehenven Ehene {ich denfen laffen.

§. 24,

1) Qiegt ein Punft in einer Linie, {o befinden fidh feine
Projectionen in ven Projectionen der Linie.

Denn bie projicivenden Linien ved Punftes fallen in bdie
projicivenben Gbenen ber Qinie; und wenn bdie Linie normal
fteht auf einer Projectionsebene, fo fillt die projicivende Linte
be8 Punftes, weldhe zu bdiefer Projectionsebene gehrt, in bie
Linie felbit,

2) Befinven fih bdie Projectionen eined Punfted in ven
Projectionen einer Linie, und Hat die Linie eine jolhe Lage, daf
burch fie feine Gbene gebacht werben fann, welde auf der Achfe
normal fteht, fo liegt ver Punft in der Linie.

Die projicivenden Cbenen bder Linie fdymeiden fidh Die
projicivenben Qinien e Punftes fallen in die projicivendven Ebe-
nen und f{dhneiven fidh in deven Durchjdhnittslinie. Diefe ift
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aber bie Linte felbjt, und ver Duvdhjchnittspuntt der projiciven-
ben Linien ift jener Punit,

3) Liegen die Projectionen eined Punftes in den Projectio-
nen einev Linie, und fteht die Linie normal auf einer Projec-
tiongdebene, fo befinbet fidh der Punft in ver RLinie.

Die projicivende Linie des Punfted, welhe ju der Projec-
tionsebene gehdrt, auf ber die Linie normal fteht, fillt mit der
Linie jufammen. Daber liegt der Punft unddyit in ver Ridh-
tung der RLinie. Und er befindet fih in der Rinie felbjt, weil
fie von der anbern projicivenben Linie gefdhnitten wird.

4) Liegen die Projectionen eines Punfted in ven Projectio-
nen einer Linie, und hat die Linie eine folhe Lage, daf durdh
fie eine Gbene gedacht werben fann, welde normal auf ver Adfe
fteht, ofne daf die Linie dabei normal auf einer Projectionsebene
wéve, {o befinbet fih ber Punft nidht nothwendig in der Linie.

Denn die Projectionen eined jeven Punfted, welder in je-
ner oauf ver Adfe novmal ftehenven Ebene fid) befinvet, fallen
in die Ridtungen von dben Projectionen der Linie.

) §. 25,

$Hat eine Linie ab eine {oldhe Rage, baf durd) fie eine Ehene
E gepadyt werben fann, weldhe normal fteht auf der Acdhfe, und
fteht die Linie nidt normal auf einer von den Projectionsebenen
P und P, o 14§t fid) durch die Rinie feine Chene denfen, welde
normal fteht auf ben Projectiongebenen P’ und P, ober auf ven
Projectiondebentenr P und P,

Die Cbhenen P und E find pavallel, Cine Cbene H, welde
burd) pie Linie ab geht und normal f{tinde auf den Projections-
ebentet P’ und P (ober P” und P"), miifite dafer, weil fie
P {dnitte, auch die mit P’ pavallele Cbene E fdhneiden. Dann
wéven die beiden {idh fdneidenden Cbenen E und H novmal auf
ber Projectionsebene P’ (ober P”), und deshalb wiirde audh
ijre Duvd)fdnittslinie, welde ab ijt, novmal auf biefer Pro-
jectiondebene ftehen. Dasd wdire aber ein Wiberfprud) gegen die
Borausfegung.

§. 26.

Qiegen die Projectionen eines Punfted in den Projectionen

einer Qinie, und Hhat bdie Linie eine {olde Lage, daf durch fie
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eine Gbene gebadyt werben fann, weldhe auf- der Adfe normal
fteht, ofne daff bdabei die Linie normal ift auf einer von den
Projectiondebenen, fo liegt der Punft in der Linie, wenn nod
bie britte Projection des Punftes in der britten Projection ber
Linie fidh) befinbet.

Dies ergiebt fid) aus dbem vovigen Pavagraph uud aus
§. 24. 2). BWas namlid) fiir die Projectionsebenen P! unp P
gilt, behdlt aud) fitv bie Projectiondebenen P’ und P ober P
und P Giltigleit.

§. 27,

1) Befinden fid) beliebig viele Punfte in einer Chene, weldhe
auf einer Projectionsdebene normal fteht, fo liegen in diefer Pro-
jectiongebene die Projectionen ver Punfte in ciner geraben Linie,
und 3war in vem Sdnitt dev Chene.

Denn die projicivenden Linien der Punkte fallen in die Chene,

2) Riegen in einer Projectiondebene die Projectionen neh-
vever Punfte in einer gevaben Linie, {o werben bdiefe Punfte
fammitlidh) aufgenommen von ber Cbene, welche durd) jene Linie
geht und auf der ProjectionSebene novmal {teht.

Denn in diefe Ebene fallen die projicivenden Linien der Punfte,

3) Qiegen beliebig viele Punfte in einer Cbene, welde auf
ber Ad)fe normal fteht, o befinden fid) in jeber Projectiondebene
bie Projectionen der Punfte in einer gevaben Linie, und biefe
Linien ftehen novmal auf bev Adyfe, bie eine mit der anbderen in
bemfelben Punit.

Die Qinten, in welden jene Cbene bie Projectionsebenen
fdmeibet, ftehen in vemjelben Punft normal auf der Adfe, und
bie Gbene ift normal auf jeber von den Projectionsebenen. Die
projicivenben Linien der Punfte fallen demnad) in bdie Cbene
und ifhre Projectionen in jene Linien.

4) Qiegen in einer Projectionsebene bie Projectionen mel-
vever Punifte in einev gevaben Linie, und fteht diefe normal auf
per Adbfe, fo befinden fid) jene Punfte in ver Chene, welde durd)
bie Linie geht und auf der Adhfe novmal fteht.

RNadh) 2) befinven fidh bdie Punfte in bder Cbene, weldpe
burd) jene Linie geht und novmal fteht auf der Projectionsdebene.
Qente Gbene ift aber auf der Achfe normal, [§.21. 14)].

Wolfi's befdr, Geometyie, 3te Yufl. 2
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5) Qiegen bdrei Punfte nicht in eimer gevaben Linie, und
fteht bie Gbene, weldye durd) fie geht, nicht normal auf einer
Projectionsebene, fo befinven fich in bdiefer Projectionsebente bdie
Projectionen jener Punfte nicht in einer gevaven Linie.

Denn befanden {id) bie Projectionen in einer geraden Linie,
fo miifite nady 2) die Gbene, welche dpurcd) die Punfte geht, auf
ber Projectiondebene normal ftehen.

6) Befinven fidh) in einer Projectionsebene bie Projectionen
breier Punfte nidht in einer geraben Linie, {o liegen die Punfte
felbft nicht in einer gevaden Linie, und die Cbene, welde durdh
fie gebt, ift nidt novmal auf diefer Projectiongebene.

Denn wollte man annehmen, e8 ligen die Punfte in einer
geradben Linie, ober e8 ftinde die Cbene, weldye durd) fie geht,
normal auf ber Projectiondebene, fo miiften {id) die Projectio=
nen der Punfte in einer gevaden Linie befinbden,

§. 28.

1) RQiegen zwei Linien in einander, {o liegen in jeber Pro-
jectiongebene ifre Projectionen in einanbder,

Denn ifre proficivenven Cbenen, welde u einer Projec-
tiongebene gebhdven, fallen zufammen.

2) Riegen 3wei Linien in einer Chene, welde auf einer Pro-
jectiongebente normal fteht, fo fallen in biefer Projectiondebene
bie Projectionen dber Liniew in eine gerabe Linie, unb war in
bie Durcdhfdhnittslinie jener Cbene mit ver Projectionsdebene.

Denn bie projicivenven CEbenen ver Linien, welde zu diefer
Projectiondebene gehven, fallen in jene Cbene.

3) Riegen in einer Projectionsebene die Projectionen weeir
Linien in einer geraben Linie, fo befinden fich die Linien in ver
Gbene, welde durd) jeme Limie geht und novmal fteht auf dev
Projectionseberte.

Dennt in jener Cbene befinden fidh {dmmtliche Punfte der
Linien nad) §. 27. 2).

4) Befinven fidh zwei Linien in einer Cbene, welde nov-
mal fteht auf der Adfe, fo fallen in jeber Projectiousebene bie
Projectionen der Linien in eine gerade Linie, und bdiefe Linien
ftehen novmal auf bev Adfe, bie eine mit der andeven int bem-
felben Puntt.
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Folgt aus §. 27, 3), inbem man ven Sap ouf fimmtlice
Punfte der Linien anwenvet.

5) Qiegen in einer Projectiongebene die Projectionen jweier
Qinien in einer geraden Linle, welde auf der Adyfe normal fteht,
fo Dbefinben fich Deibe Linien in der Cbene, welde durd) jene
Linie geht und wovmal fteht auf dev Adhfe.

Aus §. 27, 4).

G) Befinven fidh) in jeber ber Projectionsebenen bdie Pro-
jectionen jweier Linien in einer geraden Linie, und fiehn bie
Projectionen nicht normal auf der Adyfe, fo liegen bdie Linien
in einanber.

Die projicivenden Cbeiten jeder vou ben Linien fdhneiden
fih; und bdie projicirenden Gbenen der einen Linie fallen mit
benenn bev anberen jufammen. Jn ber gemeinfdaftliden Durd)-
fohnittslinie der projicivenden Ehenen finven fid) dafher beide Linien.

7) Qiegen in jever ver Projectionsebenen bdie Projectionen
sweier Linien in einander, und ftehen die Projectionen novmal
auf der Adfe, fo liegen bdie Linien nidht nothwendig in einan-
ber. Sie fallen aber jujommen, wenn aud) ifre Projectionen
in ber dritten Projectiondebene in einer gevaven Linie fidh) befinden,

Die Linten liegen undcdhit nidht nothwendig in einanbder,
weil ihre Lage nidt beftimmt ift. Fallen aber nod) ifhre Pro-
jectionen in der britten Projectionsebene zufammen, fo liegen fie
in einanber vegen 6).

8) Sink jwei Linien parvallel, und fteht die Chene, welde
burd) fie gelegt werben fann, nidht normal auf einer Projec-
tiondebene, fo find in biefer Projectionsebene bdie Projectionen
ber Linden pavallel.

Denn nad) §. 27. 5) liegt nidht die Projection irgend eined
PBuntted der einen Linie in der Projection ber anderen Linie.

9) Sind wei Linien pavallel, und fteht ihre Ehene normal
auf der einen Projectionsebene, aber nidht auj ver anderen, fo
follenr Die Projectionen in ber erfteren Projectiondebene in ein-
anber, und bdie i ber anderen find pavallel.

Aus 2) unp 8).

10) Sind bie Projectionen jweier Linien in bev einen Pros

jectionsebene pavallel, und fiegen bdie in dev anbderen in einanbder,
2*
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fo jind die Qinien pavallel, und ihre Chene fteht normal auf der
anberen Projectiondebene, aber nicht auf dev erfterven.

Die Projectionen ftehen nidyt normal auf der Adyfe; Ddenn
fonft miiBtert, da bie eimen in einander liegen, aud) bie anbeven
sufammenfallen, Die projicivenven Chenen jeder Linie fdyneiven
fi demnad), Die projicivenden Chenen, welde zur erfteren Pro-
jection@ebene gehisren, find parallel, deun fie ftehen in parvallelen
Linien normal auf biefer Projectiondebene; bdie projicivenden
Gbenen ber anberen Projectionsebene fallfent in einander. Die
erflevert projicivenden Gbenen ierben bemmnad) bon den anbdeven
in jwei parallelen Linien gefdnitten, und bdiefe {ind die Linien un-
fere8 Sapes. Die Ebene, welche duvd) bie Linien geht, ift novmal auf
ber anbdeven Projectiongebene nad)y 3), und fie ift nicht novmal auf
ber erftern, weil fonft in diefer dbie Projectionen ufammen fielen,

11) Gind zwei Linien pavallel, und fteht ihre Cbene nidht
novmal auf einer vou den Projectiondebenen, fo find in jeber
berfelben bie Projectionen der Linien pavallel,

Aus 8).

12) Sind die Projectionen weier Lnien in jeder Projec-
tiongebene pavallel, und ftehen fie nidt normal auf der Achfe,
fo find bie Rinien pavallel, und ifhre Chene fteht nicdht novmal
auf einer ber Projectionsebenen.

Die projicirenben Gbenen, welche 3u je einer Projections-
ebene gehdven, find parvallel; unb die projicivenven Ebenen der
einen Projectionsebene {dyneiven die ver anveren, Died gefchieht
i pier Linien, vou welden je jwei parallel find, und unter
ihnen befinben fid) die Linien,

13) Gind bie Projectionen weier Linien in jeber Projec-
tiondebene paralfel, und ftehen fie novmal auf ver Achfe, fo find
bie Qinien nicht nothwendig pavallel. Sie find invef pavallel,
wenn ifve Projectionen in ber britten Projectiondebene pavallel
find ober in einanber fallen,

Die Linien find unddft nidt nothwendig pavallel, weil ifrve
Rage unbeftimmt bleibt. Dasd Uebrige folgt aus 12) und 10).

14) Sdyneiven fidh) zwei Linien, und fteht ihre Chene nicht
normal auf einer Projectiongebene, fo fdhueiden fih die Projec-
tionen bev Linien in biefer Projectionseberne,
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BWir wolfen die Linien durd) ab und cd begeichnen, ifhren
Durchfdhnittspunft mit n; bdie Projectiondebene fei P'. Nadh
§ 24. 1) liegt n' in a'b’ und ugleih in c'd’, fo vaf die Pros
jectionen a’'b’ und c¢'d’ ben Punft n' gemeinfhaftlich Haben.
€8 fei q irgend ein anberer Punft ver Linie cd. Da q nicht
in ab [liegt, fo wird nad) § 27. 5) aud) q' nicht in a’b’ liegen,
Die Projectionen a’'b’ und c'd’ haben deghalb anfer vbem Punft
' feinen Punft gemeinfdaftlih, und dann fdueiven fie fid.
(Dafp die Projectionen nicht in einander fallen, folgt audy leicht
inbivect.)

15) Sdneiven fidh) jwei Linien, und fteht ihre Chene nox-
mal auf ber einen Projectionsebene, aber nicht auf der anbdeven,
fo fallen ihre Projectionen in der erften Projectionsebene ufam-
men, bie in ber anbeven fdneiven fid.

Aus 2) und 14).

16) Sdyneidben fidh die Projectionen zweier Linien in der
einen Projectiondebene, und liegen die in dev anbveven in einan-
ber, fo fdneiden fidy bie Linien, und ifhre Chene fteht normal auf
ber anbderen Projectionsebene, aber nidht auf dev erfteren.

Daf die Linien fid) in einer Cbene befinden und bdiefelbe
normal jteht auf dev anbeven Projectiondebene, erhellet aus 3),
Diefe Cbene ift nidt novmal auf ber erfteven Projectiondcbene,
penn fonft miiften in derfelben bie Projectionen ber Linien ju-
fommenfalfenr. Die Linien {dhneiden f{idh endlidh; bdenn wollte
man annefmen, fie todven pavallel ober [dgen in einander, fo
wiirtben aud) ifhre Projectionen pavallel fein nad) 11), obver in
einanber legen,

17) Sdneiden fidh zwei Linien, und fteht ihre Cbene nidht
normal auf einer ber Projectiondebenen, fo {dneiven fidh bie
Projectionen der Linien in jeder vou ten Projectiondebenen.

Aus 14).

18) Sdymeiven fid) in jeder von ben Projectionsebenen bdie
Projectionen jiveier Linien, tveffen bie Novmalen, von bden
Durdfdnittspuntten auf die Adfe gefdlt, denfelben Punft bder
Adfe, nud ftehen nicdht die Projectionen einer ber Linien normal
auf ver Achfe, fo fchneiden ficdy die Rinien, und ihre Cbene fteht
fhief auf jeber der Projectiondebenen.
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Begeiden wir den Durdpfdhnittépuntt bder Projectionen in
P’ mit n', fo. ift der Durcdhfdnittspunft in P” durd) n” ju be-
seidhnen, und bdie Linien Haben ben Punft n gemeinfdaftlid.
Die Linten haben feinen Punft weitcr gemeinfchaftlid), denn fonit
miifiten ihre Projectionen bie Projectionen diefes Punfte§ gemein-
fdhaftlich Haben, Deshalb fdhueiden fid) bie Linien. Daf thre Ebhene
fchief ftebt auf jever von ben Projectionsebenen, folgt leidht inbivect.

19) Qiegen awei Linien nicht in einer Cbene, fo fdneiden
fidh entwedber in jeber bder Projectionsebenen ifre Projectionen,
aber in Punften, welde fo liegen, daf die Novmalen, von ih-
nen ouf bie Adfe gefdllt, nidht denfelben Punft der Adbfe tref-
fen, e8 fei beun, baf bdie eine der RLinien {ih in einer Cbene
befinbe, welde normal jur Adfe fteht; ober es find ihre Pro-
jectionen in ber cinen Projectionsebene pavallel, und bie in ber
anbeven fdyneiven fid); ober e8 find bie Projectionen in jeber von
ben Projectionsebenen parallel, dbann aber normal auf der Adfe.

&8 erhellet leidht, bdaff die Projectionen der Linien in jeber
ber Projectiondebenen fid) fdhneiden fsnnen. Die Novmalen, von
ben Durdyfdnittépuntten auf die Adfe gefdllt, miiffen dabei ver-
fchievene Punfte der Adfe treffen, weil fonft bdie Linien einen
Punft gemeinfdaftlich Haben wilvben, e8 fei deun, taf durd
bie eine ber Qinien cine Gbene {ih benfen lieRe, normal ux
Adpfe. .— Durd) svei Linien, welde nidht in einer Chene lie-
gen, find immer zwei pavallele Ghenen miglih. Deshalb fin-
nen bie projicivenden Ebenten won jweien folden Linien, weldye
su einer Projectionsebene gehdren, pavalfel ausfallen, und bann
find aud) bie Projectionen der Linien in diefer Projectionsebene
pavalfel. Stelien biefe Projectionen nidyt normal auf dey Adhfe,
fo fcneiven {id) bie Projectionen in der anberen Projectionsebene;
benn wdren fie parallel, ober fielen fie in einander, fo miifiten
bie Linien pavallel fein. Stehen aber jene Projectionen normal
auf der Adfe, fo bilben aud) bdie Projectionen in der anberen
Projectionsebene mit ber Adjfe rechte Winfel. Jn dem Gefag-
ten liegt ber Sat.

20) Sdyneiven fid) bdie Projectionen zweier Linien in jeder
von ben Projectiondebenen, und in Punften, weldhe fo liegen,
baf bie Novmalen, von ihnen auf bie Adyfe gefdlit, nicht denfele
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ben Purdt der Adyfe treffen; ober fdyueiben fich die Projectionen
in der einen von ben Projectionsebenten, und find bie in der
anberen parallel, jo befinben ficdh) die Linien nidjt in einer Chene.

Denn ligen bie Lnien in einer Gbene, fo-wiirden, nad
ben fritheren Sdnen, ifve Projectionen anders ausfallen, als ed
vorausgefent ift.

21) Sind in jeber vou ten Projectiondebenen bdie Projec-
tiotten jweier Linien pavallel, unbd ftefen fie vabei normal auf der
Achfe, fo ift e8 nicht nothwendig, daf die Linien nidht in einer
Gbene liegen. Sie Definden ficdh) aber nicht in einer Chene, wenn
ihre Projectionen in ter dritten Projectionsebene fich fchneiden.

Der erfte Theil e Saped erhellet, infofern die Lage ber
Linien nidht beftimmt ift; der andere folgt aus 20).

§. 29.

1) Qiegen jivei Gbenen in einanber, fo liegen aud) ifhre
Sdnitte in einanber, und umgetehrt,

2) Gind zwei Cbenen parallel, fo find ihre Schnitte pavallel.

Denn fie werben von jeber dber Projectiondebenen in paval-
lelen Linien gefchnitten.

3) Ciud in jeber von ben Projectiondebenen bie Schnitte
aweier Cbenen pavalfel, und fdneiden {ie die Adfe, fo find bie
Gbenen paralfel,

. Denn bie Chenen gehen dann durdy fid) jdhneidende Legieh-
lid) paralfele Linien.

4) Sdyneiden fid) zwei Chenen, und befindet {id) ifhre Durdh)-
fdmittslinie in einer von ben Projectionsebenen, fo fallen in
biefer Projectionsebene die Sdhnitte beiber Chenen mit der Durd)-
fdnittslinie gufammen.

b) Sdneiven {id) jwei Cbenen, und ift ihre Durdfchnitts-
linie parallel mit einer Projectionsebene, fo find in diefer Pro-
jectiongebene bie Schnitte dex Cbenen parallel.

Geder von ben Sdnitten ijt parallel mit der @md)fd;mtts—
linie, dbaher find fie felbft pavallel.

6) Sinb in einer Projectionsebene die Schnitte sweier Ehe-
nen pavallel, und {dneiden fidh die Ehenen, fo ift ifre Duvdh-
fchnittslinie pavallel mit jener Projectionsebene,

Denn fie ift pavallel mit den Schnitten.
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7) Sdueiven fid) wei Cbenen, und fdneidet ihre Durdy-
fdnittslinie eine Projectiondebene, fo fdhneiden fih in biefer Pro-
jectiondebene die Sdhnitte der Ebenen, und zwar in tem Durd)-
gang ihrer Durdfdnittslinie.

Nad) Geom. 1. §. 18, 2) gehen die Sduitte der Ehenen durd
ben Durdgang ihrer Durd)fdhnittslinte, und die Schnitte fdnnen
nicdht in einander fallen, weil fouft die Chenen in einanber fielen,

8) Sdyneiven fid) die Schnitte zweier Ehenen in einer Pro-
jectiongebene, fo fdneiden fid) die Ebenen, und dber Durchfdynitts-
punft der Sdhnitte ift der Durdygang ifhrer Durdfdynittslinie.

Die Cbhenen Idmien nidht parallel fein ober in einanber
fallen, denn fonft miifiten bie Sdnitte parallel fein odber in ein-
anver liegen: bdie Cbenen fdhneiven f{ih bdafher. Den Durdy-
fdnittspuntt der Sdnitte Hhaben bdie Cbenen gemeinjdhaftlich;
er ijt peshalb ein, Punft ihrer Durdfdnittslinie. Die Durd)-
fchnittslinie befindet fidh nicht in der Projectiondebene [inbivect
aus 4)], folglidhy {dneidet fie bie Projectiondebene in jenem Puntt,
und er ijt ihr Durdgang.

9) Sdmeiven fidh zwei Cbheinen, liegt ihre Durdyfdnittslinie
in ber einen Projectiondebene, und jchneidbet fie die Adhfe, o fallen
in biefer Projectiondebene die Schnitte der Ebenen mit der Durd)-
fdpnittslinie jufammen, und bdie in der anbeven {dhueiden die Adfe;.
ift aber bie Durcdhfdhnittslinie mit ver Adyfe pavallel, o {ind bdie
Sdnitte in der anbeven Projectiondebene parallel mit der Adhfe.

Aus 4) und 5).

10) Sdneiben fid) stvei Cbenen, fdhneivet ifre Durchfchnitts-
linie bie eine Projectiondebene und ift fie mit der anderen paval-
Lel, fo fdueiden fid) die Schnitte in bder crfteven Projections-
ebene in dem Durdigang der Durdhfdhnittslinie, und die Schnitte
in ber anberen Projectiondebente find paralfel (wenn nimlid wei
Statt finben).

Aus 7) und 5).

11) Sdyneiden fid) die Schnitte jweier Chenen in der einen
Projectionsebene, und find die in der anbdeven pavallel, fo fdhnei-
ben fid) bie Gbenen, ihre Duvdfdnittslinie fdyueivet bie erfte
Projectionsebene und ijt pavallel mit der anbdeven,

Aué 8) und 6).
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12) Sdneiven fid) ywei Cbened, und ift ifhre Durdjdhnitts-
linie pavallel mit jeber von ben Projectionsebenenn, fo {find die
Sdhnitte der Ebenen pavallel mit der Adfe.

Die Durdfdynittslinie ijt pavallel mit der Adfe, Geom. IL.
§. 66., und jever Sdhuitt ijt pavallel mit der Durdfdnittslinie,
baher {ind die Schnitte pavallel mit der WAdhfe.

13) &ind in jeber von ben Projectiondebenen die Sdhnitte
sweier Gbenen pavallel, und pavalfel mit der Adfe, {o {ind ent-
weder bie Cbenen pavallel, ober fie fdhneiven fidh, und ihre Duvdh-
fhnittslinie ift pavallel mit jeder-Projectionsebene, Das erfte
tritt ein, wenn bie Sdhnitte in der dritten Projectionsebene paval-
Iel find, bas andere, wenn bie Sdynitte in ber dritten Projec-
tiongebene fid) {dhneiden.

Aus 3) und 11).

14) Sdyneiven fid) zwei Cbenen, und {dhneivet ihre Durd)-
fdmittelinie jede vom den Projectionsebenen, fo fdneiden fidy in
fever Projectionsebene die Sdnitte ber Cbenen in dem Durd)-
gang ber Durdjduittslinie.

Aus 7).

15) Sdneiven fih in jeber von ben Projectiongebenen bie
Sdnitte 3weier Chenen, fo fdneiven fid) die Ehenen, und ifhve
Durdyfdhnittdlinie fdhueivet die Projectiondebenen in ven Durd)-
{dnittspuntten ver Shnitte,

Aug 8).
§. 30.

1) 3t eine Cbene pavallel mit einer Projectiondebene, und
fteht eine Qinie novmal anf ber Ebene, fo ift in ver Projections-
ebene, mit tweldher jeme Gbene parallel ift, bie Projection ber
Qinie ein Punft, und in ber anbdeven Projectiondebene {teht bdie
Projection der Linie normal auf dem Schnitt dber Ehere.

Die Cbene, weldhe mit ber einen Projectionsebene pavallel
ift, fdneivet die andere Projectionsebene, und ihr Schunitt in
biefer Projectiondebene ijt pavallel mit der Adfe. Die Linie,
weldje auf der Cbene normal fteht, ift aud) normal auf der mit
ver Gbene pavallelen Projectionsebene. Die Projection ber Linie
in biefer Projectionsdebene ift deshalb ein Punft, und bdie Pro-
jection in der anbeven Projectiondebene fteht normal auf bdev
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Adfe, mithin aud) novmal auf dem mit der Adfe parallelen
Sdnitt.

2) Qft eine Gbene parallel mit einer Projectiondebene, und
ift in diefer Projectiondebene die Projection einer Linie ein Punlt,
fo fteht biefe Rinie normal auf jener Gbene.

Die Linie fteht novmal auf ver Projectionsebene, und tann
ond) normal auf jever Chene, weldhe mit diefer Projectionseberne
pavallel ift.

3) Oteht eine Linie novmal auf einer Cbene, und ift bdie
Gbene nicht pavallel mit einer von ven Projectionsebenen, fo find
bie Projectionen ber Linie nermal auf den Schuitten der Cbene.

3ft die Chente nidht pavallel mit einer von den Projections-
ebeient, fo fteht bdie Linie nid)t novmal auf einer von den Pre-
jectiongebenen; benn wdve fie novmal auf bder einen, fo miifte
biefe Projectionsebene mit jener Cbene parallel feirr, tweil beibe
auf derfelben Rinie novmal ftinden. Die Cbene fei burd) E
bezeichnet, die auf ifhr normal ftehende Linie durd) ab. Wir
wollen darthun, daff a’b’ novmal fteht auf E’. Die projicivende
Gbene abP’ fteht normal auf P, jugleid) normal auf E, iweil
fie burd) bie Qinie ab geht, welde nevrmal fteht auf E. €8
finb alfo bdie beiven Gbeten E und P’ novmal auf der Cbene
abP'. Deshalb ift ihre Durdfdnittslinic E' normal auf abP’,
unb audy normal auf per Rinie a'b’, weldye in abP’ fidh Dbefindet
undb von E’ gefdnitten toivd. Die Projection a'b’ und ber
Sdnitt E’ ftehen daher normal auf einander. Gbhen fo fann
geseigt werben, daf a”b” novmnal fteht auf E”.

4) Stehen bie Projectionen eimer Linie novimal anf den
Sdmitten einer Chene, und fdhueiven diefe Schnitte die Aghfe,
fo fteht die Linie novmal auf der Chene,

Die Projectionen der Linie ftehen nidht novmal auf der
Achfe, weil fonft bie Sdynitte der Chene der Adbfe pavallel fein
miifiten,  Deshalb fdueiven fidh die projicivenven Ebeyen ber
Linie, Um zu jeigen, daf die Linie auf ver Cbene normal {teht,
thun wir dar, daf die projicivenden Cbenen anf der Ebene nor-
mal ftehen, Geom. II. § 60. Die Cbene fei E, bdie Linie ab.
Die projicivende Ebene abP’ und die Projectiondebene P’ ftehen
normal auf einanper. Jhre Durdfdynittslinie ift die Projection
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a'h, Jn P, al8 ber einen pon biefen Cbenen, befinbet fich der
Sduitt E’, und ev ftefht, wegen der Vovousfeung, normal auf
a'h. Deshald ift der Sdhnitt E’' normal auf ver anbeven von
ben Dbelben Gbenen, ndmlid) auf der projicivenden Cbhene abP’.
Die Cbene E geht durd) ven Sdhnitt E'. Deshalb ijt fie nor-
mal auf abP’, oder, wad daffelbe fagt, e8 ift bdie projicivende
Gbene abP’ novmal auj ver Gbene E. Gben fo ift abP” auf
E novmal,

5) Stelen bie Projectionen eimer Linie novmal anf ben
Sdnitten einer Cbene, und find diefe Schnitte pavallel mit bev
Adyfe, fo fteht die Linie nicht nothwendig novmal auf der Ehene.
©ie ift aber auf ver Cbene normal, wenn gudh ihre Projection
in ber britten Projectionsebene normal ift auf dem Schnitt der
Gbene in diefer Projectionsdebene,

Die Projectionen ber Linie ftehen ucvmal auf der Adfe.
Bunddit ift alfo bie Lage ber Linie nicht beftimmt, Das Uebrige
folgt aus 4).

6) Steht eine Linie nidht normal auf einer Gbene, und
fdyneiben dbie Schnitte bev Cbene bie Adfe, fo find nidht beide
Projectionen der Lnie novmal auf den Schnitten ver Ehene.

Qubivect aug 4).

7) Stehen nidht beive Projectionen einer Rinie novmal auf
bet Schnitten einer Cbene, und fdyneiben bdiefe Schuitte die Adfe,
fo fteht bie Rinie nidht novmal auf der Chene.

Jnbivect aus 3).

8) Sind die Sdynitte einer Cbene pavallel mit der Adfe,
und fteht eine Linie nidgt novmal auf diefer Ehene, fo Fdnnen
bod) bie Projectionen ber Linie normal auf den Schuitten ber
Gbene fein; donn hat aber die Linie eine {olde Lage, baff burd) fie
eine Gbene gebadht werden Yann, welde normal anj der Adyfe fteht.

§. 31,

Die Projection eined nedd auf ciner Projectiongebene wird
gebilbet burd) bie Projectionen feiner fammtlichen Punfte auf
biefer Projectionsebene,

§. 32.

1) Steht bie Cbene eined neds normal auf einer Projec-

tiondebeue, fo ift die Projection ded neds in diefer Projectionss
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ebene cine gevabe Linte. Sie fillt mit bem Schnitt ber Eherne
sufammen. Umgefehrt: ift die Projection eined neds eine ge-
rabe {Linie, fo Defindet {ich) vad ned in der Ebene, welde in
biefer geraben Rinie auj der Projectionsebene novmal fteht.

2) ©teht die Gbene eined neds nidht normal auf einer
Projectionsebene, fo ift die Projection ded neds in biefer Pro-
jectiongebene ein ned. lUnd umgefehrt: ein ned al8 Projection
gehrt jededmal einem ncd an, und bie Gbene beffelben fteht
fhief auf per Projectiongebene,

Denn je drei auf einander folgende Cdpunfte des neds
befinden fih nidht in einer geraben Linie.

§. 33.

Gine begrdngte gevabe Linie, welde mit einer Projections-
cbene parvallel ift, ift ihrer Projection in diefer Projectionsebene
gleid). i}

Die Linie ift mit ihrer Projection pavallel, und bdie projici-
veuven Linien ber Endpunite find pavallel. Die Linie, bie projici-
renben Linien ihrer Cnopunfte, und bie Projection der Linie bilben
beghalb ein Redhted. Und da bie Linie und ihre Projection ge-
geniiberftehende Seiten beffelben abgeben, fo {ind beide gleid).

§. 34,

Pilvet einc begringte Linie ab mit einer Projectionsebene
ben Winfel o, fo ift die Projection ter Linie in diefer Projec-
tionsebene gleid) abCosa.

Wenn die Linie normal auf der Projectiondebene fteht, hat
bie Projection O zu ihrem Maaof, denn fie ift ein Punft; und
ed ift in biefem Fall abCose = abCos90° = ah.-0 = 0,
Qiegt die Linie in ver Projectionsebene, fo ift die Projection ber
Linie gleidh; alddann ift aber der Winfel, welden dbie Linie mit
per Projectiondebene bilbet, gleid) 0°, und e ift abCos0’ =
ab-1 =ab. Cteht endlid) bie Linie {dhief auf ver Projections-
ebene, fo benfe man in der projicivenden Ebene von bdem einen
Gnopuntte der Linie, parallel mit der Projection, eine Linie ge-
sogent big ju bev projicivenven Linie bes anberen Enbpunttes;
badburd) entfteht cin vedytwintlige8 Dreied, teldjes die Linie ab
e Hbhpotenufe, bie gezogene Linie jur einen RKathete hHat; bdiefe
RKathete ift gleid) dex Projection, und fie bilbet mit der Hypo-
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tenufe den Winfel «; bdie RKathete ijt aber gleid) abCose, fo-
mit aud) dbie Projection.

§. 35.
it bdie Cbene eines nedd mit einer Projectiondebene pa-
ralfel, fo ijt a8 ned congruent mit feiner Projection in bdiefer
Projectionsebene,
Denn die Projection Hhat alle Seiten mit bem ned beziel)-
lih gleidh, und aud) alle Winfel, weil die Sdhenfel derfelben
pavallel {ind.

Fig. 3. §. 36.

Bilvet die Ehene eined Dreiedd abe mit einer Projections-
ebene den Winfel e, fo ift die Projection des Drveiedd in biefer
Projectionsebene gleid) abecCos .

Der Sap erhellet fofort, wenn die Cbente bed Dreieds auf
ber Projectiondebene novmal fteht, ober mit ifr zujammenfalit,
&8 bleibt der Veweid u fithren fiiv ven Fall, daf die Eheue
be8 Dreieds cinen fdhiefen Winfel ¢ mit der Projectiondebene
bilvet, Die Projectionsebene fei P’. Die Cbhene bves Dreieds
fdhueive die Projectionsdebene in ber Linie xz. Die Linien a'x,
b'y, ¢’z feien normal auf xz, al8bann ftehen aud) bie Linien
ax, by, cz novmal auf xz. iiv jebed der Dreiede nba und
nbc werde nb al8 Grundlinie angenommen; daun ijt die Hshe
bed erjteven Dreied$ xy, die bed auderen yz, der Juhalt bes
evfteven Dreiedd ynb.xy, ber ded anberen ynb-yz, und

abc = inb.xy+4+4nb-yz = }xz-.nb.
RNimmt man bei den Dreieden n’b’a’ und n’'b’ ¢’ die Linie n'b
al8 Orundlinie, fo find xy und yz die Hihen bdiefer Dreiede,
und e8 folgt
a'b'¢’ = yxz-n'b".
€8 ift n'b’ bie Projection von nb. Bei ber angegebenen Con-
fteuction ijt dev Winfel byb’ gleidh o geworben, jugleidh ift die-
fer Wintel ber Neigungdwinfel, welden bdie Linie nb mit der
Projectionsdebene bilvet. Daher ift nad) §. 34. n’'b’ = nb Cose.
Und jest folgt
a'b’¢ = 3xz-n'b = 4 xz.nbCosa = abc Cos a.
Dasg ijt der Sat,
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§. 37.

Dilvet die Cbene eines neds abed...- mit einer Projec:
tiongebene pen Winfel e, fo ift bie Projection ded nedd in bie-
fex Projectiondebene gleid) abed---. X Cose.

Der Sap erfieht fidh leicht, wenn man dad ned in Drei-
ede jerlegt.

§. 38,

Die Projectionen einer frummen Linie werven gebilbet durdy

bie Projectionen ihrer jammtlichen Punlte,
§. 39.

1) Befinvet {ich eine frumme Linie in einer- Chene, weldhe
auf einer Projectiondebene normal fteht, o ift in biefer Projec-
tiongebene Ddie Projection der frummen Qinie eine gevade Linie.
Sie fillt mit dem Schnitt der Chene ujammen,

RNadh §. 27. 1),

2) Qft eine Projection einer Frummen RLinie eine gevade
Linie, fo befindet fidh) die frumme Linie in einer Cbene, welde in
jener Projection auf der Projectiondebene normal fteht.

Nad) §. 27. 2).

3) Befinbet {idh) eine frumme Linie in einer Cbene, welde
nidht normal fteht auf einer Projectionscbene, fo ift in bdiefer
Projectionsebene die Projection ber Frummen Rinie eine frumme
Linie,

RNady §. 27. 5).

4) Gine frumme Lnie ald Projection gehdrt jebesmal einer
frummen RQinie an, und diefelbe finvet fich nidht int einer Ebene,
weldhe auf der Projectiondebente normal ftehit.

Die Rinie fann nidt gevave feirr, weil fonft audy die Pro-
jection gerabe fein wiirde; und fie faun nidpt in einer Gbene fidh
befinben, weldhe normal auf ver Projectionsebene fteht, weil fonit
ebenfall8 bie Projection gerave ausfiele.

5) Qebe von den Projectionet einer Linie von bdoppelter
RKriimmung ijt eine frumme Lnie.

Jubivect ous 2).
§. 40.

Durd) die projicivenden Linien fammtlider Punfte einer
Curve, welche 3u einer Projectionsebene gehdven, Gkt i) eine
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Sladbe denfen. Diefe Flache nemnen toir bie projicirende
Fldde der Curve ju jener Projectionsebene.

Die projicivenve Flache einer Curve ju einer Projections-
ebene wird De[dhrieben duvd) eine gerabe Linie, welde man ldngs
ber Gurve fiihvt, wdahrend man fie beftindig auf jener Profec-
tiongebene novmal exhilt. Sie wird ferner befdhrieben burd) eine
gevade RLinie, welde man lings der Projection ber Curve fiifrt,
inbem fie immer normal ift auf e Projectionsebene.

Alle Novmalen, welde man ausd beliebigen Punften einer
Gurve auf eine Projectiongebene fallt, werden anfgenommen voit
ber projicivenden Flade der Curve zu diefer Projectiondebene,
Und alle Novmalen, welde man in beliebigen Punften ber Pro-
jection einer Gurve auf dber Projectiondebene ervidytet, fallen in
bie projicivende Flade ber Curve fiiv diefe Projectionsebene,

§. 41,

1) Beriifren fid) eine Curve von einfader Kriimmung und
eitte gevade Rinie, und fteht die Cbene, in welder fid) Leive be-
finven, nicht novmal auf einer Projectionsebene, fo beriifren fidh
in biefer Projectionsebene bdie Projectionen der Dbeiven Linien,
und ver Beriihrungspunft der Prejectionen ift die Projection vesd
Beriihrungspuntted ver Linien,

Bunddijt evhelfet, dafi bie Projectionen Deiber Linien bie
Projection bed Punfted gemeinfhaftlih) Haber, in weldem fidh
bie Linient berithren. Die beiben Punfte der Curve, welde bem
Beriihrungspuntte junddft liegen, befinden fid) auf einer Seite
ber proficivenden Gbene ber Tangente; bdedhaldb befinden fidy
oud) die Projectionen biefer Punfte auf einer Seite von bder
Projection ber Tangente (weil ndmlid) bdie projicivenden Linien
ber projicivenven Cbene pavallel gehen). Darin fiegt aber, daf
bie Projection der Curve und bie Projection ber Tangente fich
beviihren in dem Punfte, welder die Projection des Beviihrungs-
puntted ausmadt.

2) Befinben fich in einer Projectionsebene ald Projectionen
eite frumme Qinie und eine gevadbe, elde fidh beriifhren, tvirh
s der frummen Qinie bdie projicivenve Flide, ju der geradben
bie projicivende Ebene gedacht, und werben bdiefe beiden Flichen
burd) eine Cbene gefdhnitten, fo exfhilt man eine frumme Durch-
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{chnittslinte unb eine gevade, Deide bevitren fid), und der Puntt,
in weldem bad gefchieht, Hat jur Projection in jener Projections-
ebene ben Bevithrungdpuntt der juerft erwdfhnten Linien.

Bunidyit echellet, daff bie Duvchfdhnittslinien den Punft ge-
meinfdaftlich) Haben, weldem al8 Projection bder Beriihrungs-
punft der Linien in der Projectionsebene zugehort. Die beiben
Punfte der frummen Linie in der Projectiondebene, welde dem
Beriihrungspuntte junidft liegen, befinden fid) auf einer Seite
ber geraben Linie, die projicivenden RLinien bdiefer Punfte daher
auf einer Seite ber projicivenden Cbene. Die Deiben Punfte
ber frummen Linie in der Durd)jdnittsebene, welden jene Puntte
al8 Projectionen jugehoven, liegen daher dem Puufte junddit,
welden die frumme Linie und bdie gerade in der Durd)idnitts-
ebene gemeinfdhaftlid) Haben, und auf einer Seite der gevaben
Linie. Deshalb beviihren fidh) biefe beiden Linien in dem Puntte,
ber ilnen gemeinfdyaftlid) ift.

3) Werben die Projectionen einer Curve von einfacher Kriim-
mung durd) die Projectionen einer geraden Linie Deriihrt, Haben
bie Berithrungspunite eine jolde Lage, dafi die Normalen, von
ifnen auf die Adbfe gefallt, bvenfelben Puntt der Ad)e treffen,
und ftehen die Projectionen der gevaben Linie nidht novmal aquf
ber Adfe, fo berithren fidh) die Curve und bie gerade Linie, und
awar in vem Punfte, weldem jene Berithrungspunite ald Pro-
jectionen angehiven.

Die Punite, in welhen bdie Projectionen fid) beviihren, feien
n' unb n”; die gerabe Linie fei ab; die Ebene, in welder fidh
bie Gurve befinvet, fei durd) E begeidhnet. — Die Curve und
bie Linie ab Hhaben ven Punft n gemeinfdaftlich. Die projici-
venbe Gbene abP’ wird von bder Chene E gefdhuitten; bdie ge-
rabe Linie, in welder dad gefdhieht, fei cd. Die Curve und
bie Linie cd beviihren {ih nach 2), und in demjenigen Punfte
per Gurve, bdeffen Projection in P’ der Punft n’ ift, o, B in
pem Punft n. Die projicivenve Cbete abP” und die Ebene E
fdyneiven fid) ebenfall8; bie Linie, in welder ed gefdhieht, fei gh.
Die Curve und bie Linie gh beviihren {idh nacdh) 2) in bem
Punfte der Curve, deffen Projection auf P ver Punft n” ijt,
alfo in n.  Die drei Cbenen abP’, abP” upd E fdyneiben fich



