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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage des ersten Bandes.

‘Die vollige Neugestaltung, die unser Naturbild in der letzten Zeit
durch die groBartigen Fortschritte der theoretischen Physik erfahren hat,
hat in weiten Kreisen ein lebhaftes Interesse fiir die Probleme dieses
Wissenszweiges geweckt. Manche, denen es an der Zeit oder an den
Vorkenntnissen fehlt, um die modernen theoretisch-physikalischen Original-
abhandlungen selbst oder um Werke zu studieren, die einzelnen speziellen
Gegenstinden gewidmet sind, werden vielleicht den Wunsch nach einer
nicht zu umfangreichen Darstellung hegen, die von durchaus modernen
Gesichtspunkten aus und unter Benutzung moderner Methoden einen
Uberblick iiber den gegenwirtigen Stand der gesamten theoretischen
Physik gewahrt und, ohne zu sehr in FEinzelheiten einzugehen, doch
ein exaktes Verstindnis der Grundlagen und der Hauptprobleme dieser
Wissenschaft ermoglicht.

Eine solche Darstellung in einer auch fiir das Hochschulstudium
geeigneten Form zu bieten, ist das Ziel des vorliegenden Buches. Es
ist aus Vorlesungen cntstanden, die durch einige Semester der Verfasser
an der Universitit in Leipzig gehalten hat, und bei denen ihn das Be-
streben leitete, nach Moglichkeit ,klassische und moderne Physik zu
einem einheitlichen Ganzen zu vereinigen.

. . . In mathematischer Hinsicht werden in dem vorliegenden Buche
nur die Grundregeln der Differential- und Integralrechnung als bekannt
vorausgesetzt; sonst werden alle in der Darstellung benétigten mathe-
matischen Sitze (sofern sie nicht ganz elementarer Natur sind) in dem
Buche selbst, dort, wo sie gebraucht werden, abgeleitet. Auch leichte
Zwischenrechnungen wurden in diesem Buche mit Absicht stets voll-
kommen durchgefiihrt. Wenn der Leser, der noch Anfinger ist, sich
— wie das wohl bei der Lektiire vieler Lehrbiicher der Fall ist — stunden-
lang den Kopf dariiber zerbrechen muf}, wie wohl eine Zwischenrechnung
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aussehen mag, die als leicht bezeichnet, aber nicht angegeben wird,
dann wird nur allzusehr seine Aufmerksamkeit von wichtigen physi-
kalischen Fragen auf mathematische Nebensichlichkeiten abgelenkt.
Um diese Moglichkeit bei Lesern dieses Buches unbedingt zu vermeiden,
wurde eine zu breite Form der mathematischen Zwischenbetrachtungen
einer zu knappen entschieden vorgezogen. . .

Leipzig, im November 1918.
Arthur Haas.

Vorwort zur dritten und vierten Auflage des ersten Bandes.

Gegeniiber der ersten und der mit ihr véllig iibereinstimmenden
zweiten Auflage stellt die vorliegende dritte und vierte Auflage eine
véllige Neubearbeitung unter wesentlicher Vermehrung des Inhalts dar.
Aus der ersten Auflage des ersten Bandes sind nur einige Abschnitte
tiber die allgemeinen Prinzipe der Mechanik, einige Abschnitte aus der
allgemeinen Theorie der Schwingungen und einige Abschnitte aus der
Optik iibernommen worden, wahrend alle anderen Abschnitte und auch
die Anlage des Buches eine vollig neue Bearbeitung erfahren haben.

Die Umarbeitung erfolgte von zwei Gesichtspunkten aus. Zunichst
war ich in der neuen Auflage bestrebt, aus den physikalischen Betrach-
tungen alle Gedankenginge herauszunehmen, die im wesentlichen einen
rein mathematischen Charakter haben, und sie in besonderen Abschnitten
zu vereinigen, in einer ganz allgemeinen und abstrakten Form, die noch
nicht auf physikalische Tatsachen Bezug nimmt. Dies ist geschehen in
den §§ 2 und 8 (VektorgroBen und Vektoralgebra), 9 und 10 (Trans-
formation von Vektorkomponenten und Gradient), 12 (rotierendes Ko-
ordinatensystem), 26 und 27 (Tensoren und Tensorellipsoid), im vierten
Kapitel (Allgemeine Theorie der Vektorfelder), im finften Kapitel (All-
gemeine Theorie der Schwingungen und der Wellen) und im siebenten
Kapitel (Potentialtheorie).

Indem ich in diesen Kapiteln und Abschnitten die in der theore-
tischen Physik verwerteten mathematischen Gedankenginge abgesondert
vereinigte, hoffe ich dreierlei erreicht zu haben. Die Entwicklung einer
einheitlichen vektoriellen Methode, die sowohl in der Mechanik als auch
in der Elektrizitdtstheorie sowie in der (im zweiten Bande enthaltenen)
Relativitatstheorie Verwendung findet, gestattet eine betrichtliche
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Vereinfachung vieler Ableitungen (z. B. hinsichtlich der Bewegungs-
vorginge auf der rotierenden Erde oder der Dynamik deformierbarer
Korper oder der Theorie des Elektromagnetismus); sie erspart tber-
fliissige Wiederholungen analoger Gedankenginge in verschiedenen
Zweigen der Physik und ermoglichte es so, den Inhalt des Buches ohne
eine VergréfBerung seines Umfanges wesentlich zu vermehren. Zweitens
wurden dadurch, wie ich hoffe, die eigentlich physikalischen Gedanken-
ginge, weil sie nun nicht mehr durch mathematische Uberlegungen unter-
brochen werden, in ihrem Aufbau durchsichtiger; und drittens endlich
schien es mir von der gré8ten Wichtigkeit, dafl dadurch der Leser noch
deutlicher sich dessen bewufit werde, welche Zusammenhinge zwischen
physikalischen Theoremen rein mathematischer Natur sind und welche
nur unter Zuhilfenahme physikalischer Erfahrungstatsachen hergestellt
werden konnen.

Der zweite, fur die Umarbeitung mafigebende Gesichtspunkt war das
Streben nach einer scharfen Scheidung zwischen den physikalischen Er-
kenntnissen, die unabhingig von allen atomistischen Hypothesen ge-
wonnen werden konnen, und der eigentlichen atomistischen Physik.
In dem vorliegenden ersten Bande sollen in der neuen Auflage nur
Erkenntnisse der erstem Art behandelt werden; andererseits haben aber
bereits in der Theorie des elektromagnetischen Feldes fundamentale
Vorstellungen der Atomphysik dann Aufnahme gefunden, wenn sie sich
tatsichlich ohne atomistische Hypothesen in allgemeinerer Form ab-
leiten lassen (z. B. der Konvektionsstrom, die Bewegungsgleichung der
elektrischen Ladung, die elektromagnetische Masse).

Die geschichtlichen Betrachtungen sind gegeniiber der ersten Auflage
ganz in den Hintergrund getreten. Ich habe ohne Riicksicht auf den
oft zufilligen geschichtlichen Werdegang iiberall die Art der Darstellung
gewihlt, die mir bei dem heutigen Stande der Physik und im Zusammen-
hang mit deren modernen Problemen die einfachste und didaktisch zweck-
mifigste zu sein schien.

Abgesehen von den zahlreichen Abschmtten vektoranalytischen
Inhalts erscheint gegeniiber den fritheren Auflagen der erste Band auch
insofern inhaltlich vermehrt, als Abschnitte iiber folgende physikalische
Themen neu hinzugekommen sind: Wurfbewegung, Pendelbewegung,
Bewegungsvorgiinge auf der rotierenden Erde, physisches Pendel, ideale
Flussigkeit, elastisches Medium, elastische Wellen, Selbstinduktion,
Lichtintensitit, ultrarote und ultraviolette Strahlen.

Die Herren Prof. Dr. Harry Scamipt in Cothen, cand. math. Richard
FrEiscHER in Dresden, cand. math. Felix GELer in Wien und cand. math.
Franz Ursaca in Wien hatten die groBe Freundlichkeit, die Korrektur-
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bogen der neuen Auflage sehr aufmerksam durchzusehen. Hierfiir sei
thnen herzlichst gedankt. In aufrichtiger Dankbarkeit gedenke ich endlich
auch der mannigfachen wertvollen Verbesserungsvorschlige, die mir
seitens aufmerksamer Leser der ersten und zweiten Auflage zugekommen
waren. Auch in Zukunft werde ich sehr dankbar fiir Hinweise auf Fehler
und fiir Verbesserungsvorschlige sein, die ich gegebenenfalls nach
Wien IX., Boltzmanngasse 5, Universitatsinstitut fiir theoretische Physik,
adressieren zu wollen bitte.

Wien, im Juni 19283.
Arthur Haas.
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Berichtigung.

Die letzte Zeile der S. 46 und diec ersten zehn Zeilen der 8. 47 sind als falsch
zu streichen und dafiir ist folgendes zu setzen:

Aus dieser Gleichung finden wir die bei dem vertikalen Wurf re-
sultierende westliche Abweichung z*, indem wir fiir die Zeit die doppelte
Steigdauer einsetzen, also (gemdB Gl. 8 des § 5) ¢ gleich 2u/g setzen.
Dann wird

4 u?
x* =3 cost .
Andererseits ist die Steighohe k (nach Gl. 9 des § 5) gleich u2/2¢, und
daher wird

8¢ L
11) ¥ = — — 1w COS Y .
( s 0 oSy
Wie ein Vergleich mit GI. 6 zeigt, ist also die resultierende westliche:
Abweichung viermal so groB3, wie die Ostliche Abweichung bei dem

freien Fall durch die gleiche Hohe.
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1. Kapitel
Die Bewegung des Massenpunktes.

§ 1. Beharrungsprinzip und Kraftbegriff.

Das einfachste Beispiel einer Bewegung stellt eine geradlinige
Bewegung dar, bei der in gleichen Zeiten gleiche Wegstiicke
zuriickgelegt werden. Eine solche Bewegung wird als gleichférmig
bezeichnet. Den Quotienten aus einem beliebigen Stiicke des Weges
und der zu seiner Zuriicklegung erforderlichen Zeit bezeichnet man dann
als die Geschwindigkeit der Bewegung. Sie behilt bei einer gleich-
formigen Bewegung ihren Wert unverdndert bei, und ihr Wert ergibt
sich auch ganz unabhingig davon, ein wie groBes Stiick der Bewegung
man ihrer Berechnung zugrundelegt.

Durchléduft - nun auch ein Korper eine ganz beliebige, im allge-
meinen also krummlinige Bahn in ganz beliebiger Bewegung, so kann
gleichwohl die Bewegung durch ein kleines Stiick der Bahnkurve
ndherungsweise als gleichférmig angesehen werden. Je kleiner das
betrachtete Stiick der Bewegung ist, mit desto groBerer Anndherung
kann die tatsichlich ungleichférmige und krummlinige Bewegung zwischen
zwel benachbarten Punkten der Bahn durch eine fingierte, gleichformige
und geradlinige Bewegung zwischen diesen Punkten ersetzt werden.
Betrachten wir also ein Element der Kurve von der Linge d s, das in einem
Zeitelement dt¢ zuriickgelegt wird, so kann der Differentialquotient
ds/dt definiert werden als der momentane Wert der Gesechwindig-
keit. Der Geschwindigkeit konnen wir auch in jedem Augenblick eine
Richtung zuschreiben, indem wir ihre jeweilige Richtung zusammen-
fallen lassen mit der Richtung des Wegelementes (also mit der Richtung
der Bahntangente). _

Das erste Grundgesetz der Mechanik ist nun das zuerst von Des-
CARTES (1644) ausgesprochene und spiter (1687) von NewroN als
erstes Bewegungsgesetz formulierte Beharrungsprinzip.! Ein
jeder Korper behalt nach diesem Prinzip den Wert seiner Geschwin-
digkeit und seine Bewegungsrichtung unverdndert bei, woferne
keine duBeren Ursachen die Bewegung des Korpers beeinflussen.

1*
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Im besonderen mull daher ein ruhender Korper bei dem Fehlen
auBerer Ursachen im Zustande der Ruhe beharren.

Andert also ein Korper seine Geschwindigkeit oder seine Bewegungs-
richtung, so muB als Grund dieser Anderung eine duBere Ursache an-
genommen werden, die den Korper, wenn er ruhte und frei beweglich
wiire, in Bewegung versetzen wiirde und die eben mit einem alt her-
gebrachten Ausdruck als Kraft bezeichnet wird.

Es ist nun eine wichtige Erfahrungstatsache, dafl man jede Kraft,
die einen frei beweglichen Korper in Bewegung zu setzen strebt, daran
durch einen Zug verhindern kann, der von einem Gewichte von be-
stimmter GroBe in bestimmter Richtung ausgetibt wird.2 Infolgedessen
kann man eine Kraft dadurch bestimmen, daf man angibt, wie grof}
ein Gewicht sein und in welcher Richtung es einen Zug ausiiben miisse,
um die Wirkung der zu bestimmenden Kraft aufzuheben. Indem
man dieses Gewicht mit einem als Einheit festgesetzten Gewicht ver-
gleicht, kann man die GroBe der Kraft messen, und da, wie die Er-
fahrung lehrt, zwei gleich grofBle, aber entgegengesetzte Zug-
kriafte einander autheben, so mufl man der Kraft eine Richtung zu-
schreiben, die der Richtung des sie kompensierenden Zuges gerade ent-
gegengesetzt ist. Jede Kraft kann daher, wie zuerst STEvIN (um 1600)
erkannte, symbolisch durch eine Strecke dargestellt werden, die die-
selbe Richtung wie die Kraft hat und die ebensoviel Léngeneinheiten
umfaBt, als die Kraft Krafteinheiten enthilt.

1 Das Bebarrungsprinzip geht eigentlich auf GALILEI zuriick. GaLLEI ist
der Schopfer des Begriffs der idealen als der von Bewegungshindernissen freien Be-
wegung; und fir diese ideale Bewegung schuf er ein oberstes Gesetz in dem Prinzip
von der vélligen Umkehrbarkeit des idealen mechanischen Vorgangs. Aus diesem
Prinzip folgerte nun GALILEI ganz richtig, daB jede Bewegung, die unter dem Einflufl
der Schwere lings einer schiefen Ebene abwirls mil einer bestimmten Beschleunigung
erfolgt, in der umgekehrten Richtung, also aufwirts, mit einer gleich grofen Ver-
zogerung erfolgen miisse (wobei natiirlich das Fehlen aller Bewegungshindernisse
vorausgesetzt ist). Hieraus konnte aber GALILEr weiter schlieBen, daBl bei einer
idealen horizontalen Bewegung ebensowenig wie eine Beschleunigung auch eine
Verzogerung moglich sein konne, daBl somit eine solche Bewegung, bei der der Korper
dem EinfluB der Schwere entzogen ist, ewig mit gleich bleibender Geschwindigkeit
fortdauern miilfte. Diesen von GALIIEI nur nebenbei aufgefundenen Satz hat
DEscArRTES dann als erster in seiner vollen Tragweite erfaBt und zugleich dahin er-
gianzt, dal ein Korper seine Bewegung stets nur in gerader Linie fortzusetzen strebe.
Seine dauernde Formulierung fand das Beharrungsprinzip in dem ersten NEwTOX-
schen Bewegungsgesetz (Lex motus I): ,,Corpus omne perseverare in statu suo quie-
scendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur
statum illum mutare (Ein jeder Korper beharrt in seinem Zustande der Ruhe oder
der gleichférmigen, geradlinigen Bewegung, woferne er nicht durch einwirkende
Krifte gezwungen wird, jenen Zustand zu dndern).

2 Man denke etwa an einen heweglichen Magnetpol, der von einem festen
Magnetpol angezogen wird,
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§ 2. Die VektorgrioBen.

In der Geschwindigkeit und in der Kraft haben, wir Beispiele
fiir Groflen kennen gelernt, die erst durch Angabe einer Richtung voll-
kommen bestimmt sind und die daher symbolisch durch gerichtete
Strecken dargestellt werden konnen. Man bezeichnet solche GroBen
als VektorgroBen oder ebenso wie gerichtete Strecken als Vektoren
schlechthin.

An jeder Vektorgrofe miissen drei wesentliche Eigenschaften unter-
schieden werden: der Betrag, die Richtung und der Richtungssinn.
Unter dem Betrag eines Vektors versteht man die Zahi, die es angibt,
wieviel Einheiten die betreffende Griéfle hat. TUnter dem Betrag einer
Kraft oder einer Geschwindigkeit versteht man beispielsweise die Zahl,
die es angibt, wieviel Krafteinheiten die betreffende Kraft oder wieviel
Geschwindigkeitseinheiten die betreffende Geschwindigkeit miBt. Bei
der Darstellung durch eine gerichtete Strecke ist natirlich der Betrag
der VektorgroBe durch die Linge der Strecke reprisentiert.

Dem allgemeinen Brauche gemif sollen in diesem Buche VektorgroBen
immer mit deutschen Buchstaben bezeichnet werden. Der Betrag
eines Vektors soll mit dem entsprechenden lateinischen Buchstaben
bezeichnet werden, also der Betrag eines Vektors U mit 4.

DaB zwei Vektoren U und B im Betrage, in der Richtung und im

Richtungssinn iibereinstimmen, soll durch die symbolische Gleichung
ausgedrickt werden
1) A=121.
Zwei Vektoren werden also auch dann als identisch angesehen, wenn
sie von verschiedenen Punkten aus gezogen werden, wofern nur
Betrag, Richtung und Richtungssinn iibereinstimmen. Dafl zwei Vek-
toren A und € zwar im Betrage und in der Richtung iibereinstimmen,
jedoch entgegengesetzten Richtungssinn haben, soll seinen Aus-
druck in der symbolischen Gleichung finden

2) NA=_¢.

Die Projektionen eines Vektors auf die Achsen eines Ko-
ordinatensystems werden als die Komponenten des Vektors in
bezug auf dieses Koordinatensystem bezeichnet. Sind die Komponenten
eines Vektors U gleich! 4,, 4,, A,, so ist nach dem pythagoreischen
Lehrsatz

3) A2 =42+ A2+ A42.
Das Quadrat des Betrages eines Vektors ist gleich der Summe der

Quadrate semner Komponenten.

! Die Komponenten eines Vektors sollen in diesem Buch grundsitzlich immer
mit Jateinischen Buchstaben bezeichnet werden.
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Durch dle Komponenten 1st aber mcht nur der Betrag des Vektms
bestimmt, sondern auch seine Richtung und durch das Vorzeichen der
Komponenten natiirlich auch der Richtungssinn. Es ist ja die Projektion
auf die x-Achse gleich dem Betrage des Vektors, multipliziert mit dem
Kosinus des Winkels, den die Vektorrichtung mit der Richtung der z-
Achse einschlieBt, also

(4) A, = A cos (U, z)
oder nach Gl. 3
(5) cos (U, z) = 4

VAz A’—I—A2.

Ziwel analoge Gleichungen gelten fir die Winkel, die die Vektorrichtung
mit der y- und der z-Achse bildet.

z
A Z

y
Fig. 1. Fig. 2.

Eine kurze Zwischenbemerkung tber rdumliche Koordinaten-
systeme mul indessen hier eingeschaltet werden. Es sind zwei Arten
von rdumlichen Koordinatensystemen moglich, die miteinander nie zur
Deckung gebracht werden konnen, weil die eine Art das Spiegelbild
der anderen ist. Zeichnen wir ndmlich in einer vertikalen Ebene die -
und die z-Achse, so kann die positive y-Achse nach hinten oder nach
vorn gerichtet sein. Im ersten Falle (Fig. 1) erscheint, von einem Punkte
der positiven z-Achse aus gesehen, die Drehung, die auf kiirzestem Wege
die positive z-Achse in die Richtung der positiven y-Achse uberfihrt?,
entgegengesetzt der Drehung des Uhrzeigers. Im zweiten Fall
(Fig. 2) erscheint diese Drehung im Sinne des Uhrzeigers. Im ersten Fall
spricht man von einem englischen, im zweiten Fall von einem

2 Statt durch eine Drehung um 90° kann man ja die positive z-Achse in die
Richtung der positiven y-Achse auch durch eine entgegengesetzte Dlehung um 270°
iiberfithren, Darum wird von einer Ubertfithrung ,,auf kiirzestem Wege‘* gesprochen.
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franzosischen Koordinatensystem.® Man nennt auch das eng-
lische Koordinatensystem ein Rechtssystem und das franzosische ein
Linkssystem. Stellt man némlich die z-Achse durch den Daumen,
die y-Achse durch den Zeigefinger und die z-Achse durch den Mittelfinger
dar, so erhilt man durch die Finger der rechten Hand ein englisches,
durch die der linken Hand hingegen ein franzosisches Koordinatensystem.
Da fir die Untersuchung elektromagnetischer Vorginge das englische
Koordinatensystem vorteilhafter ist, ist es heute in der theoretischen
Physik allgemein gebrauchlich und soll darum auch im folgenden aus-
schlieBlich benutzt werden.

Im Gegensatze zu den Vektoren nennt man Grofen, die bereits
durch Angabe einer Zahl vollkommen bestimmt sind, denen also eine
Richtung nicht zukommt, Skalare. Man nennt sie deshalb so, weil sie
vollkommen bestimmt sind, sobald man i1hre an einer bestimmten Skala
gemessene Grofe kennt. Skalare sind z. B. die Temperatur, die Zeit,
die Masse, die elektrische Ladung, die Magnetismusmenge.

Mit einem Skalar wird ein Vektor offenbar so multipliziert,
dafl der Betrag des Vektors mit dem Skalar multipliziert wird, ohne
daBl an der Richtung des Vektors etwas gedndert wird. Ebenso wird
natiirlich ein Vektor durch einen Skalar dividiert, indem man den Betrag
dividiert, ohne etwas an der Richtung zu #indern.

Diese Regel fithrt nun weiterhin zu dem wichtigen Begriff des Ein-
heitsvektors. Unter einem solchen versteht man einen Vektor, dessen
Linge gleich der Lingeneinheit ist. Jede mogliche Richtung kann
also durch einen Einheitsvektor festgelegt werden. Jeder beliebige Vektor
kann nun aufgefaBt werden als das Produkt aus einem in seine Richtung
fallenden Einheitsvektor und einem Skalar, der gleich 1st dem Betrage
des Vektors. Bezeichnen wir etwa emen Einheitsvektor, der in die Richtung
eines Vektors U fallt, mit a, so ist

(6) _ A=ad.

Auch ein Koordinatensystem kann charakterisiert werden durch
die drei Einheitsvektoren, die in die Richtungen der positiven Achsen
fallen. Man bezeichnet diese Einheitsvektoren allgemein mit i, j, f und
nennt sie die Grundvektoren des betreffenden Koordinatensystems.

§ 3. Vektoralgebra.

Ebenso wie Zahlengrofen konnen auch Vektorgrofen durch mannig-
fache Operationen miteinander verkniipft werden, die zweckmiBig so
definiert werden, daf sie in besonderen Fillen in die mit gleichem
Namen benannten arithmetischen Operationen tibergehen.

8 Die Bezeichnungen erklaren sich daraus, daB8 friither das durch Fig. 1 dar-
gestellte System hauptsichlich von englischen, das durch Fig. 2 dargestellte aber vor
allem von franzosischen Physikern benutzt wurde.
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Als Summe zweier Vektoren definiert man zunéchst einen Vektor,

der die Diagonale eines Parallelogramms darstellt, dessen Seiten
den beiden Summanden nach Grofe und

Richtung gleich sind. Um die Summe

ay Zweter Vektoren W und B zu erhalten,

8 traigt man also von dem Endpunkt des

A+HB Vektors 9 den Vektor B auf und verbindet

nun den Anfangspunkt des Vektors W mit

dem Endpunkt des Vektors B (Fig. 3).

A Die vektorielle oder, wie man auch sagt,
die geometrische Summe der beiden Vek-

toren wird durch das Symbol ausgedriickt

A+B.

Ohne weiteres zeigt die geometrische Anschauung, daf ebenso wie fiir
die arithmetische so auch fir die vektorielle Addition sowohl das komi-
mutative als auch das assoziative Gesetz gilt. Es ist

Fig. 8.

(1) A+B=B+UA,
und wenn ein beliebiger dritter Vektor mit € bezeichnet wird, ist
(2) A+B)+C=AU+C)+B=(B+C) +UA.

Sind zwei zu addierende Vektoren gleich gerichtet, so geht die geometrische
Addition in die arithmetische aber, indem der Betrag der Summe dann
einfach gleich ist der Summe der Einzelbetrige.

Unter der Differenz zweier Vektoren, bezeichnet durch das
Symbol

€A —-B,
versteht man die Summe aus dem Vektor U und aus einem Vektor, der
dem Vektor B entgegengesetzt gleich ist.

Hat ein Vektor W die Komponenten A, 4,, 4,, so konnen wir den
Vektor auch auffassen als die Summe dreier Vektoren, die in die Rich-
tungen der Koordinatenachsen fallen und die Betrige 4,, 4,, 4, haben.
Indem wir die Symbole fiir die Grundvektoren des Koordinatensystems
benutzen, konnen wir also die Formel aufstellen

® W—id, +id,+ 14,
Ist umgekehrt ein Vektor A in der Form darstellbar

QI — isﬂ + i‘Slll + f‘glll’
wobei S’, S’ und 8"’ drei skalare Ausdricke bedeuten mogen, so kénnen
wir daraus sofort schliefen, daf S’ die z-Komponente des Vektors ist,
S die y- und S’ die z-Komponente.

Denken wir uns die Gl. 8 auch fiir einen zweiten Vektor B gebildet
und zu der urspringlichen Gl. 8 vektoriell hinzuaddiert, so finden wir

(4) A+B=i(d.+ B.)+ild,+ B)+1(4d,+ By .
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Nach dem vorhin Gesagten bedeutet diese Formel, daB die Komponen-
ten der Summe zweier Vektoren gleich sind den Summen der Kom-
ponenten der einzelnen Vektoren.

Bei der Multiplikation von Vektoren unterscheidet man die
sogenannte innere und die sogenannte &#uBlere Multiplikation.  Als
inneres oder skalares Produkt zweier Vektoren definiert man einen
Skalar, der sich ergibt, wenn man den Betrag des einen Vektors multi-
pliziert mit der Projektion des anderen Vektors auf den ersten
Vektor. Das innere Produkt zweier Vektoren U und B wird durch das
Symbol bezeichnet

AB oder A.BV oder (AV).

Es 1st also

() AB = 4B cos (A, B).

Das skalare Produkt ist positiv oder negativ, je nachdem ob die
Vektoren miteinander einen spitzen oder einen stumpfen Winkel
bilden.

Aus der Definition des skalaren Produktes folgt zunéchst, dafl ebenso
wie fir die arithmetische Multiplikation das kommutative Gesetz
gilt; es ist
(6) AB =BYU.

Wir wollen nun weiterhin das skalare Produkt aus einem Vektor U
und einem zweiten Vektor © untersuchen, der seinerseits die Summe
zweler Vektoren B -+ € sei. Indem wir die Richtung des Vektors A zu
der z-Achse eines sonst beliebigen Koordinatensystems machen, erkennen
wir aus der Gl. 4 sogleich, dafl die Projektion des Vektors D auf die
Richtung des Vektors A gleich ist der Summe der Projektionen der
Vektoren B und €. Nach der Definition des skalaren Produktes ist also

(M) AB+C) =UAB 4-AC.

Fiir die innere Multiplikation gilt nicht nur das kommutative, sondern
auch das distributive Gesetz, weshalb auf die skalare Multiplikation
die Rechenregeln der arithmetischen Multiplikation angewendet werden
konnen.

Aus der Gl. 5 folgt, daB in zwei Fillen das skalare Produkt eine be-
sonders einfache Form annimmt, nimlich dann, wenn die beiden Vektoren
gleich gerichtet oder aber zueinander normal sind. Im ersten Falle ist
das skalare Produkt einfach gleich dem Produkt der Betrdge, und daher
ist im besonderen das skalare Produkt jedes Vektors mit sich selbst gleich
dem Quadrate des Betrages; es ist

(8) AY = A2.
Hingegen ist
9) AB =0, wenn A | B.



10 Die Bewegung des Massenpunites.

Umgekehrt kann aus dem Umstande, daf das skalare Produkt zweier
Vektoren verschwindet, stets geschlossen werden, dafl die beiden Vek-
toren aufeinander senkrecht stehen. Inihrer Anwendung auf die Grund-
vektoren ergeben die Gl.8 und 9 die wichtigen Beziehungen

(10) it=ji=1ff=1
und
(11) ij=if=ti=0.

Das skalare Produkt zweier Grundvektoren ergibt immer eins
oder null, je nachdem, ob die beiden Faktoren gleich oder verschieden
sind. ’

.Wollen wir das skalare Produkt zweier Vektoren durch die Kom-
ponenten der Vektoren ausdriicken, so gehen wir von der Gleichung aus

(12) UB = ({4, +jd4,+14,) i B.+iB,+1B).

Wenn wir im Sinne des distributiven Gesetzes ausmultiplizieren, erhalten
wir auf der rechten Seite neun Glieder, von denen aber nach Gl. 11 sechs
verschwinden. Wenden wir auf die ubrigbleibenden drei die Gl. 10 an,
so erhalten wir die einfache Beziehung

(18) AB =A,B,-+4,B,+4,B,.

Dividieren wir diese Gleichung durch das Produkt 4 B, und beachten
wir, daB A4, gleich ist 4 cos (U, z), so ergibt sich nach Gl. 5 die Relation

{ cos (W, B) = cos (A, z) cos (B, x)
-+ cos (U, y) cos (B, y) + cos (A, z) cos (B, 2) .

Im Gegensatz zu dem inneren oder skalaren Produkt definiert man
als das 4uBere oder Vektorprodukt zweier Vektoren % und B einen
Vektor, dessen Betrag gleich ist dem Fldcheninhalt eines von den
Vektoren A und B gebildeten Parallelogramms, der also soviel
Lingeneinheiten mift, als das Parallelogramm Flicheneinheiten ent-
halt und der einen solchen Richtungssinn hat, dafl von seiner Spitze aus
gesehen die Drehung dem Uhrzeiger entgegengesetzt erscheint, die auf
kiirzestem Wege den im Produkte an erster Stelle stehenden Vektor in
die Richtung des an zweiter Stelle stehenden Vektors uiberfithrt, wofern
man beide Vektoren von demselben Punkte aus zieht (Fig.4). Man
bezeichnet das Vektorprodukt zweier Vektoren W und B durch das Symbol

(%A B].

In der Tat ist das Vektorprodukt eigentlich nicht eine gerichtete Strecke,
sondern eine gerichtete PlangrofBe; aber es erweist sich fir alle
vektoriellen Operationen als zweckmiBig, statt mit gerichteten Plan-
groflen mit den sie ,,erginzenden Hilfsvektoren‘ zu rechnen, die
eben in der angegebenen Weise senkrecht auf den gerichteten PlangroBen
errichtet werden.

(14)
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Aus der Definition des Vektorproduktes ergibt sich fiir seinen Betrag
der Wert A B sin (U, B). Weiter folgt aus der Definition, daf sich der
Richtungssinn des Vektorproduktes andert, wenn die Reihenfolge der
beiden Vektoren im Produkt gedndert wird; es ist

15 [AB] = — [BA.

Wir wollen nun weiterhin das Vektorprodukt aus einem Vektor 2
und einem zweiten Vektor © untersuchen, der seinerseits die Summe
zweier Vektoren B + € sei. Wir denken uns hierzu ein Parallelogramm
konstruiert, dessen Seiten von den Vektoren B und ¢ gebildet werden

Q

&

Fig. 4. Fig. 5.

mogen, dessen Diagonale also gleich D sei, und denken uns nun dieses
Parallelogramm auf eine zu dem Vektor U senkrechte Ebene projiziert.
Die Projektionen der Seiten und der Diagonale sind dann gegeben durch
die Ausdricke

Bsin U, B); Csin(W,€); Dsin (WA, D).

Wir denken uns nun die Dimensionen dieses Parallelogramms vergrofert
im Verhiltnis 4 :1; dann erhalten wir (dargestellt durch Fig. 5) ein
Parallelogramm O PQ R, und es sind die Lingen der Strecken OP, P(Q
und OQ numerisch gleich den Betrigen der drei Vektorprodukte [U B,
[AC] und [AD]. Nun denken wir uns schlieBlich noch in der Figuren-
ebene das Parallelogramm O PQ R um 90° so gedreht, daB die Strecke
OP senkrecht stehe auf dem Vektor B; dann steht natiirlich auch die
Strecke P@ senkrecht auf dem Vektor € und die Strecke 0@ senkrecht
auf dem Vektor ©. Uberdies sind aber, weil die Figurenebene senkrecht
auf dem Vektor U steht, alle drei gerichteten Strecken auch normal zu
dem Vektor A. Nach erfolgter Drehung stellen also die drei Strecken
OP, PQ und 0@ nach GroBe und Richtung die drei Vektorprodukte
[AB], [AC] und [A D] dar;! und da die Diagonale eines Parallelogramms

L Es ist iiberfliissig, in diesem Zusammenhang auch vom Richtungssinn zu
sprechen. '
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gleich ist der Vektorsumme der Seiten des Parallelogramms, so ergibt
sich somit die Beziehung

AD] =[AB] +[AC]
oder, da ja © die Summe von B und € ist,
{16) ADB+C)]=[UB]+[AC].

Fir die vektorielle Multiplikation gilt also ebenso wie fiir die arithmetische
das distributive Gesetz; und daraus folgt, dafl die &uflere Multiplikation
nach den Regeln der arithmetischen durchgefithrt werden kann, nur mit
dem Unterschiede, daBl bei einer Vertauschung in der Reihenfolge der
Faktoren das Vorzeichen umgekehrt werden mul.

Aus der Definition des Vektorproduktes folgt, daf es in zwei Fillen
oine einfache Gestalt annimmt; nimlich dann, wenn die Vektoren zu-
einander senkrecht oder wenn sie parallel sind. Im ersten Falle ist der
Betrag des Vektorproduktes gleich dem Produkte der einzelnen Betrige;
fir den zweiten Fall aber finden wir

(17 AB]=0, wenn A|B.

Umgekehrt kann aus dem Umstande, daB das Vektorprodukt zweier
Vektoren verschwindet, immer geschlossen werden, dall diese beiden
Vektoren die gleiche Richtung haben.

Aus der GI. 17 ergeben sich fiir die Grundvektoren die wichtigen

Formeln

(18) [ii]=[i{] =[ff]=0.

Bilden wir hingegen die duBeren Produkte zweier verschiedener Grund-
vektoren, so haben die Produkte immer den Betrag eins und die Richtung
des dmitten Grundvektors. FKs ergeben sich somit die Beziehungen

{ [iil=% [f=i; [fi]=j
liil=—% [fjl=—1; [fl=—i.
Wollen wir dic Komponenten des Vektorproduktes durch die

Komponenten der miteinander multiplizierten Vektoren ausdriicken, so
haben wir nach dem distributiven Gesetz den Ausdruck zu bilden

(20) [QIEB] :[(IAw+iAy+fAz) (iBm‘}"IBy_l"fBz)]

Von den neun Gliedern, die sich durch Ausmultiplizieren ergeben, fallen
drei Glieder nach Gl. 18 weg, und wir finden somit

[(UB] = [ij]4. B, +[iT] 4, B,
+[it)4, B, +[if] 4, B,
+[Fi] 4, B, +[Fj] 4. B, .
Hierfir finden wir nach den GL 19
UB)=1%4,B, —id,B, —¥4,B, +14,B, +i4,B, —id,B,.

(19)



s 3. Vektoralgebra. 13

Indem wir die Glieder ordnen und so drei skalare Ausdriicke erhalten,
die mit i, j, ¥ multipliziert erscheinen, finden wir fiir die Komponenten
des Vektorproduktes die Werte?

NB],=4,B, — A4, B,
(21) (AB],=4,B, — 4, B,
[(UB], =4, B, — 4, B, .

Nachdem die innere und die duBere Multiplikation definiert sind.
ist es nur noch eine keine weiteren Festsetzungen verlangende Rechen-
aufgabe, Ausdriicke zu berechnen, in denen drei oder mehr Vektoren
miteinander multipliziert erscheinen. Zunédchst ist es klar, daB
ein Ausdruck von der Form U (B E), da in ithm ein Vektor mit einem
Skalar multipliziert erscheint, einen Vektor darstellt, der dieselbe Richtung
hat wie Y. Die Ausdriicke A (BC), B (CA), € (AB) sind also im all-
gemeinen voneinander nach Gréfe und Richtung verschiedene Vektoren.

Das innere Produkt aus einem Vektor und dem &uBeren Produkte
zweler anderer, also die GroBe U [B €], mub natiirlich auch ein Skalar
sein. Dieser ist gleich dem Flacheninhalt des von den Vektoren B und ¢
gebildeten Parallelogramms, multipliziert mit dem Betrage 4 und iber-
dies noch mit dem Kosinus des Winkels, den die Richtung von 9 mit
der auf dem Parallelogramm errichteten Normalen einschlieBt. Der
Kosinus dieses Winkels 1st aber gleich dem Sinus des Winkels, den der
Vektor A mit der Ebene des Parallelogramms bildet. Infolgedessen ist.
das skalare Produkt A[B €] gleich dem Volumen des von den Vektoren
A, B, € gebildeten Parallelepipeds. Hieraus folgt sogleich die wichtige
Beziehung
(22) ABE] =0, wenn A, B, € komplanar

sind, d. h. wenn die drei Vektoren, von einem Punkte aus aufgetragen,
' eine Ebene zu liegen kommen.

Das Volumen des Parallelepipeds ergibt sich aber nun auch, wenn
der Inhalt des von den Vektoren € und U gebildeten Parallelogramms
multipliziert wird mit dem Betrage B und iiberdies mit dem Sinus des
Winkels, den die Richtung von B mit der Parallelogrammebene ein-
schlieBt. Analoges gilt schlieBlich auch fiir das von den Vektoren A und
B gebildete Parallelogramm, und somit ergibt sich durch zyklische Ver-
tauschung die Beziehung3

2 Aus der ersten der drei Gl 21 erhilt man die zweite und aus dieser wieder
die dritte, indem man die Indizes z, y, z zyklisch, d. b. in der Reihenfolge z, ¥, 2, =
usw. vertauscht. Aus z wird v, aus ¥ wird z und aus z wiederum z.

3 Dafl in der Gl. 23, in der die drei Vektoren U, B, € zyklisch vertauscht werden,
auch das Vorzeichen iiberall richtig ist, erkennt man leicht durch folgende Uber-
legung. Wir denken uns die von den Vektoren 8 und € gebildete Ebene horizontal,
etwa als Tischebene, und in dieser die Lage der beiden Vektoren 8B und § derart, daB,
von oben gesehen, die Drehung dem Uhrzeiger entgegengesetzt erscheint, die dem
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(29) AMBE) — B[EA] — €[AB].

Das zweifache Vektorprodukt [QI B (i]] mufl jedenfalls wiederum
ein Vektor sein. Bezeichnen wir den Vektor [B €] mit €, so ist nach Gl. 21

[QI [% G:]]t =4,B, —4,E,= 4, (Bachl - Byom) — 4, (BzCa: — B,C,) .
Zu dieser Gleichung addieren wir noch die Identitit hinzu

dann finden wir
[A(BC)]. = B, (4.0, + 4,C, + 4,0) — C, (4,8, + 4,B, + 4,B,).

Analoge Gleichungen gelten fiir die y- und die z-Komponente des zwei-
fachen Vektorproduktes. Beachten wir die Gl. 13, so erhalten wir somit
die Formel

(24) [ABC]] =B EA) —CAB).

Die Differentiation eines Vektors nach einer skalaren Ver-
anderlichen laBt sich, indem man den Differentialquotienten als Grenz-
wert eines Differenzenquotienten auffaft, stets auf die vektorielle Sub-
traktion zuruckfilhren. Aus der Gl. 4 ergibt sich somit fir den zeitlichen
Differentialquotienten eines Vektors die Formel

‘ au . dA, , dA4, A,
(25) g — g tig tig

Dabei mufl aber die wesentliche Voraussetzung erfiillt sein, daf sich
die Lage des Koordinatensystems selbst mit der Zeit nicht dndert.

Aus den Gl. 4 und 25 ergibt sich die Formel

: dU+B) _ du | 4B
(26) a =w Tt
Ebenso folgt aus der Gl. 13

Vektor B in die Richtung des Vektors § iiberfiihrt. Wir unterscheiden nun zwei Fille,
je nachdem ob der Vektor [ €] mit dem Vektor 9 einen spitzen oder einen stumpfen
Winkel bildet. Im ersten Falle ist das skalare Produkt 9 [B €] positiv, im zweiten
negativ. Im ersten Fall mufl der Vektor 9 von der Horizontalebene irgendwie nach
aufwirts gehen. Ist dies der Fall, dann wird die Anschauung aber immer zeigen,
dafB dann auch vom Vektor B aus gesehen die Drehung dem Uhrzeiger entgegengesetzt
erscheint, die auf kiirzestem Wege den Vektor § in die Richtung des Vektors 9 iiber-
fithrt. Ist dies aber der Fall, dann ist auch der Winkel zwischen den Vektoren [€ (]
und B spitz, also das skalare Produkt B[ N] positiv; d. h. es haben die Produkte
ABE] und B[E A] dasselbe Vorzeichen. Dasselbe 1aBt sich auch leicht fiir den
zweiten Fall zeigen, daB der Vektor % mit dem Vektor [ §] einen stumpfen Winkel
einschlielt. (Bei dem Studium veranschaulicht man sich am besten die Verhiltnisse
so0, dafl man auf einen Tisch von einem Punkte aus zwei verschiedenfarbige Bleistifte
nach verschiedenen Richtungen legt und dann irgendwie nach aufwirts von dem-
selben Punkte aus einen Federstiel oder einen dritten Bleistift halt.)
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(@) oum) =alP 8ot

Aus den GIl. 21 ergibt sich wiederum fiir die Differentiation eines Vektor-
produktes die Regel
d dB’ )
(28) ar | UB] = [91 T+ [_dt—%} ’
Andererseits konnen wir, indem wir einen in die Richtung eines

Vektors U fallenden Einheitsvektor mit a bezeichnen, (gemiB Gl. 6
des § 2) setzen

(29) N=qad
und somit

aq dA da
(80) =g TG

Nun 1st aber nach GIl. 8
aa=1,

und hieraus folgt wieder (nach Gl. 27)

da

a5 =0

oder (nach Gl. 9), weil ja die Vektoren a und U in ihrer Richtung iiber-
einstimmen,
(81) 2 .

Bezeichnen wir nun mit a, und a, die Werte, die der von einem be-
stimmten Punkte aus gezogene Einheitsvektor a zu Beginn und zu Ende
eines Zeitelementes d ¢t hat, so miissen die Werte
a;, a, und da zu einem Dreieck zusammenfig- da
bar sein (Fig. 6). Bezeichnen wir den im Bogen-
mafl gemessenen Winkel, um den sich in dem a
Zeitelement d t die Richtung des Vektors a ge- a
dreht hat, mit d @, so 1st also der Betrag von d a
gleich d ¢. Die Gl. 80 kann somit auch in der
Form ausgesprochen werden, dall der zeitliche
Differentialquotient eines Vektors stets
in zwel Komponenten zerlegt werden kann: in eine Komponente
in der Richtung des Vektors und vom Betrage d4/dt und in eine
dazu senkrechte Komponente vom Betrage 4 d¢/dt, wenn d ¢ der
Winkel ist, um den sich in dem Zeitelement d ¢ der Vektor U dreht.
Beide Komponenten liegen in der als eben aufzufassenden Fliche, die in
dem Zeitelement der Vektor durchstreicht.

Fig. 6.
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§ 4. Die Bewegungsgleichungen des Massenpunktes.

Der Zusammenhang, der zwischen den beiden fir die Bewegung
wesentlichen Vektoren der Kraft und der Geschwindigkeit besteht, wird
durch das zweite. Newrtoxsche Bewegungsgesetz ausgedrickt,
demzufolge fiir jeden Korper der Kraftvektor stets proportional ist
der zeitlichen Anderung des Geschwindigkeitsvektors; der Pro-
portionalititsfaktor erscheint demnach als eine fiir den Korper charakte-
ristische Konstante, die als die Masse des Korpers bezeichnet wird.?

Bezeichnen wir die vektoriell aufgefaBte Geschwindigkeit mit p,
die vektoriell aufgefaBBte Kraft mit & und die Masse des Korpers mit m,
so findet das zweite Nrewronsche Bewegungsgesetz seinen vektoriellen
Ausdruck in der Gleichung

do
(1) KR=m—;-
Der selbst einen Vektor darstellende zeitliche Differentialquotient des
Geschwindigkeitsvektors wird als die Beschleunigung bezeichnet.
Fiir die folgenden Untersuchungen wollen wir die vereinfachende Annahme
machen, daB sich der Korper so bewege, wie wenn seine ganze Masse
in einem einzigen Punkte konzentriert wire. Wir legen also den
folgenden Betrachtungen einen fingierten, sogenannten ,,Massenpunkt‘
zugrunde.?

Die jeweilige Lage des bewegten Massenpunktes ist nun bestimmbar
durch eine gerichtete Strecker, dieals Radiusvektor von einem irgendwje
gewihlten Ursprung zu dem bewegten Massenpunkt gezogen wird und
als deren Komponenten eben die Koordinaten des bewegten Massen-
punktes x, ¥, 2 erscheinen.

1 In der Fassung NewroNs lautet das zweite Bewegungsgesetz: Mutationem
motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri secundum Lineam rectam qua
vis illa imprimitur (Die Anderung der Bewegung ist der einwirkenden Kraft pro-
portional und erfolgt in deren Richtung). — Hierzu kommt als ,zweite Definition*
bei NEwToN der Satz: Quantitas motus est mensura eius orta ex velocilate et quanti-
tate materiae coniunctim (Die Grofle der Bewegung wird durch das Produkt aus
Geschwindigkeit und Masse gemessen). — Als Einheit der Masse gilt in der theo-
retischen Physik das Gramm, d.i. der tausendste Teil einer in S¢vres Lei Paris auf-
bewahrten Normalmasse, die mit ziemlicher Genauigkeit gleich ist der Masse von einem
Kubikdezimeter Wasser bei 4° C. Als Liangeneinheit gilt das Zentimeter, d.i. der
hundertste Teil eines in Sévres verwahrten NormallingenmalBes. Als Zeiteinheit gilt
die Sekunde, d.i. der 24 x 60 x 60ste Teil des mittleren Sonnentages. Aus diesen
drei Einheiten ergeben sich ohne weiteres die Einheiten der Geschwindigkeit und der
Beschleunigung sowie die als Dyne bezeichnete Einheit der Kraft.

¢ Die fingierte Konzentration der Masse in einem einzigen Punkt bedingt
namentlich dann eine wesentliche Vereinfachung des Problems, wenn die wirkende
Kraft eine Funktion des Ortes ist, sich also von Stelle zu Stelle dndert, in welchem
Falle natiirlich die Beriicksichtigung der riumlichen Ausdehnung des Kérpers die
Aufgabe sehr verwickeln wiirde. Weiter hat die fingierte Konzentration der Masse
den Vorteil, daBl von allen Kriften, die im Innern eines Korpers auftreten, von allen
Forménderungen sowie von allen etwaigen Drehungen abstrahiert werden kann.
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Hat der Radiusvektor zu den Zeiten ¢ und ¢+ d¢ die Werte r, und
Yy, SO ist

d
() rp=1, + gy dt. ds
Andererseits ist, wenn das in dem Zeitelement r
zuriickgelegte Wegelement mit d s bezeichnet wird,
(3) p=r1+ds t

(Fig. 7). Nach der Definition der Geschwindigkeit
18t wiederum

4) ds =vdt. Fig. 7.
Kin Vergleich der Gl. 2 und 8 ergibt somit die Beziehung

d
(5) D=5

Der Vektor der Beschleunigung b ist nach seiner Definition gleich
dem zeitlichen Differentialquotienten des Geschwindigkeitsvektors; es

ist also .
d

v
(6) .
oder

dir
(M) b= %5 -

In analytischer Darstellung ergeben sich aus diesen Gleichungen
die Formeln

dx dy dz
) =g W= T ar
und

d*z d*y d*z
©) by = diE b, = o b, = ar

Bei Beriicksichtigung dieser Gleichungen lost sich die Gl. 1 in analytischer
Schreibweise in die Bewegungsgleichungen auf
2 2 2
(10) X:m% , Y:m%t%- , Z:mt—;t—": ,
wenn X, Y, Z die Kraftkomponenten bedeuten.

Da die Beschleunigung der zeitliche Differentialquotient der Ge-
schwindigkeit ist, so kénnen wir die Beschleunigung (nach GIl. 80 des
§3) In zwei zueinander senkrechte Komponenten zerlegen, deren eine
in der Richtung der Geschwindigkeit liegt und als die Tangential-
beschleunigung bezeichnet wird, wihrend die dazu senkrechte Kompo-
nente die Normalbeschleunigung genannt wird. Fir die Tangential-
beschleunigung b, ergibt sich nach dem, was am Schlusse des § 8 gesagt
wurde, der Wert

dv

(11) by = di )

Haas, Einfiihrung in die theor. Physik. 3. u. 4, Aufl, 2
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hingegen gllt fur dlo Normalbeschleumgung die Formel

do

(12) by=0 %2

wenn d ¢ der Winkel ist, um den sich der Geschwindigkeitsvektor in
dem Zeitelement dt dreht. Ist A B das Wegelement, das in dem Zeit-
element d ¢ zuriickgelegt wird, so ist d ¢ gleich dem Winkel, den die in
den Punkten 4 und B an die Bahnkurven gelegten Tangenten mit-
einander bilden. TFir diesen Winkel (den sogenannten ,,Kontingenz-
winkel*‘) gilt aber wieder nach einem elementaren Satz der Differential-
geometrie (der hier als bekannt vorausgesetzt werden moge) die Be-
ziehung, dafl das Kurvenstiick 4 B gleich ist dem Produkte aus diesem
(im Bogenmall gemessenen) Winkel und aus dem Werte, den der
Kriimmungshalbmesser fir das betreffende Kurvenstiick hat. Nennen
wir den Wert des Krimmungsradius g, so 1st also

ds=pdg
oder, wenn wir noch durch d ¢ dividieren,
deo
V=0
Es 1ist also
2
18 b, = - -
(13) 9

Trigt man von dem Punkte 4 aus die Richtungen auf, die der Geschwindig-
keitsvektor in den Punkten 4 und B hat, so bestimmen diese beiden
Vektoren eine Ebene, die die Schmiegungsebene des Kurvenstiickes
A B genannt wird. In dieser Schmiegungsebene liegen demnach die
Vektoren p und v + d v und somit auch der Vektor dv/d ¢, also der Be-
schleunigungsvektor mit seinen beiden Komponenten.® Fir eine kreis-
formige Bewegung wird g einfach gleich dem Kreisradius. Die Normal-
komponente der Beschleunigung wird dann einfach als die Zentripetal-
beschleunigung bezeichnet.

Das Produkt aus der Masse und dem Geschwindigkeitsvektor wird
als BewegungsgroBle oder Impuls bezeichnet. Wird der Impuls &
genannt, so ist also

(14) ®=mp
und somit

' a6
(15) ] = -

3 Die zu der Schmiegungsebene normale Richtung wird als die Binormale
bezeichnet. Die Komponente der Beschleunigung nach dieser Richtung ist also
stets null.

4 Bezeichnet man die Umlaufszeit mit 7, so ergibt sich fiir eine Kreisbewegung
als anderer Ausdruck der GL 13 die Formel

4 rn?
b,, = —Ti‘—
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Das Plodukt Rdt (das also ebenfalls eine Vektorgroﬁe darstellt) w1rd
auch der in dem Zeitelement d ¢ erfolgende Antrieb genannt. Die Gl. 15
kann somit auch in der Form ausgesprochen werden, dafl die Vermehrung
der BewegungsgroBe gleich dem Antrieb ist.

Zu dem zweiten Newronschen Bewegungsgesetz kommt als ein
wichtigeryZusatz das Prinzip hinzu, wonach sich die Wirkungen mehrerer,
gleichzeitig an einem Massenpunkt angreifender Krifte .einfach super-
ponieren. Sind also die Beschleunigungen, die zwel Krifte an einem
Massenpunkt hervorbringen, wenn jede einzeln angreift, b, und b,, so
soll sich nach dem Superpositionsprinzip der Massenpunkt, falls beide
Kriifte gleichzeitig angreifen, mit einer tatsichlichen Beschleu-
nigung b bewegen, fiir die die Beziehung gilt

(16) b=b, +b,.

Multiplizieren wir diese Gleichung mit der Masse, so ergeben die Pro-
dukte mb; und mb, die beiden angreifenden Krifte &, und K,. Is
gilt also fiir die tatsidchliche Beschleunigung die Beziehung

(17) mil =R+ R, -

Fin Massenpunkt, an dem gleichzeitig mehrere Krifte angreifen, be-
wegt sich also so, als ob an ihm nur eine einzige Kraft angreifen wiirde,
die gleich ist der vektoriellen Summe aus den angreifenden Kraften.
Man bezeichnet diese Kraft als die resultierende Kraft, und da sie
sich nach der Definition der vektoriellen Addition durch Konstruktion
eines Parallelogramms ergibt, so bezeichnet man das Superpositions-
prinzip der Kraftwirkung auch als das Prinzip des Krifteparallelo-
gramms.

Der Satz vom Krifteparallelogramm stammt in seiner Anwendung
auf statische Probleme von STrvINS, in seiner allgemeinen dynamischen
Geltung von NEwrton. Die Zerlegung der Beschleunigung in eine tan-
gentiale und eine normale Komponente hat (bereits vor NewroN im
Jahre 1673) HuycENs zuerst durchgefithrt. Die Bewegungsgleichungen
des Massenpunktes hat aus dem zweiten NEwrtonschen Bewegungsgesetz
zuerst Eurrr (1765) abgeleitet.

§ 5. Wurfbewegung und freier Fall.

Die Bewegung eines Korpers im Schwerefeld der Erde wird
durch die Differentialgleichung beschrieben

dy
(1) W:g’

5 Von SteVIN stammt der Satz, daB sich drei in einem Punkte angreifende
Krifte dann das Gleichgewicht halten, wenn sich die gerichteten Strecken, die die
Kriifte darstellen, zu einem Dreieck zusammenfiigen lassen.

2*
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wobel g die Beschleunigung der Erdschwere darstellt, also einen
Vektor, der die Richtung der nach abwirts gerichteten Vertikalen und
einen Betrag von etwa 981 cm sec~? (in der geographischen Breite von
Mitteleuropa) hat.

Durch Integration der Gl. 1 ergibt sich die Beziehung

(2) p=gt+u,

wobei die vektorielle Integrationskonstante u den Wert darstellt, den
zur Zeit ¢ = 0 die Geschwindigkeit hat. Fine Bewegung, die im Schwere-
feld der Erde mit einer von null verschiedenen Anfangsgeschwindigkeit
erfolgt, wird nun als eine Wurfbewegung bezeichnet. Der Vektor u
bestimmt die Wurfrichtung und durch seinen Betrag die Wuri-
geschwindigkeit. Der Winkel, den die Wurfrichtung mit der Horizon-
talen einschliefft, wird der Elevationswinkel genannt.

Aus der Gl. 2 folgt zunichst, daBl der geworfene Korper die Ebene
nicht verlifit, die durch die Vektoren u und g bestimmt ist, also die
Vertikalebene, die die Wurfrichtung enthilt. In dieser Vertikalebene
werde ein ebenes Koordinatensystem gelegt mit einer horizontalen
z-Achse und einer vertikal nach aufwirts gehenden z-Achse. Wird der
Elevationswinkel mit a bezeichnet, so ist

(3) U, = U COS @, u, = % Sin a .

Da der Vektor g die Richtung der negativen z-Achse hat, so nimmt in
analytischer Schreibweise die Gl. 2 die Form an

(4) %‘%:ucosa, E:—l-z-l;r-:~gt—]—usinoz.
Hieraus folgt durch Integration

2
(5) T =utcos a, z:—%—kutsina.

Denn die noch hinzukommenden Integrationskonstanten verschwinden,
wenn das Koordinatensystem so gelegt wurde, daB fiir { = 0 auch z und 2
null werden,

Indem wir aus den Gl.5 die Zeit eliminieren, erhalten wir die
Gleichung

g x*

Diese Beziehung ist die Gleichung der Wurfbahn; sie stellt eine
Parabel dar, deren Achse, weil eben z nur in der ersten Potenz auftritt,
der z-Achse parallel, also vertikal sein muB.! Die Parabel schneidet die

1 Die Gleichung einer Parabel, deren Achse mit der z-Achse zusammenfillt und
deren Scheitel in der a-Achse liegt, lautet bekanntlich

22 =2pz,
wenn p die Brennweite ist, Werden die - und die 2-Achse nun parallel zu sich selbst
verschoben, so bleibt die Gleichung in bezug auf z linear.
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z-Achse auBer in dem Koordinatenursprung noch in einem zweiten
Punkt, dessen Entfernung von dem Ursprung (O A in Fig. 8) als die
Wurfweite bezeichnet wird. Die Wurfweite, die a genannt werde,
ergibt sich aus der Gl. 6, indem man

in dieser z = 0 setzt; es ist demmach?z  } z

(T) a=29"%208 1 Gn (24).
g g

Die z-Koordinate des Scheitels
der Wurfbahn wird als die Steig-
hohe, die Zeit, die voin Beginn der o
Wurfbewegung  bis zur Erreichung q A\ —>X
der Steighthe vergeht, wird als dic
Steigdauer bezeichnet. Die Steig- Fig. 8.
dauwer 1aBt sich dadurch ermitteln,
daB in dem Scheitel der Bahn die Vertikalgeschwindigkeit, also dz/d¢
verschwinden muB. Nennen wir die Steigdauer ¢/, so folgt aus Gl. 4

) ,__u .
(8) t =, sina.

Setzen wir diesen Wert in die zweite der Gl. 5 ein, so ergibt sich fiir dic
Steighohe, die 2’ genannt werde, der Wert

’ 4? sin? a 42 sin2 o
2= — + - —
29 g
oder
2 sin? ne 12
(9) S WS 9vT
2q 2

Aus der Gl. 7 LiBt sich der Elevationswinkel bestimmen, unter dem
ein Korper mit einer ihrem Betrage nach gegebenen Wurfgeschwindig-
keit geworfen werden mufl, um ein in der horizontalen Entfernung «
gelegenes Ziel zu erreichen. Es muf sein

(10) sin (2a) =7 -

Ist nun @ groBer als u2/g, so wird sin (2¢) groBer als eins, und cine
reelle Liosung ist dann nicht moglich. Das Ziel liegt dann zu weit, als
daB es tberhaupt mit der gegcbenen Geschwindigkeit erreicht werden
konnte. Ist hingegen @ kleiner als wu?/g, so wird sin (2a) kleiner als
cms.  Nun haben aber andererseits zwel einander zu 180° erginzende
Winkel denselben Sinus; 1st somit « eine Losung, so mull es daher ein
Winkel von 90° — a auch sein.

Das Ziel kann also mit der gegebenen Wurfgeschwindigkeit mittels
zweler verschiedener, zueinander komplementéirer Elevations-
winkel erreicht werden, mittels einer steileren und einer flacheren

2 Es wird die bekannte Formel benutzt, derzufolge sin (2a) gleich ist 2 sin a cos a.
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Parabel (KFig.9). Ist im besonderen a gleich u?/g¢, so fallen die beiden
Parabeln zusammen; fur den Elevationswinkel gibt es dann nur einen
Wert, nimlich 450 Andererseits folgt aber
auch aus der G1.7, daB die groBBte Wurt-
weite bel einem Elevationswinkel von 459
erreicht wird.

Wenn im besonderen die Wurfgeschwin-
digkett verschwindet, so ergibt sich als
Spezialfall einer Wurfbewegung der freie
¥all. Aus den Gl 4 und 5 folgen dann
fiir die Fallgeschwindigkeit (v) und die

Fig. 9. Fallhshe (k) die Beziehungen
(11) v=gft, h =14 g2 .
Hieraus folgt fir den Zusammenhang zwischen » und L
(12) v =71%gh .

Die elementaren Gesetze des freien TFalles sind ebenso wie die der
Wurfbewegung bereits von GALILET um das Jahr 1590 abgeleitet und
in seinen 1638 erschienenen ,,Discorsi*® veroffentlicht worden.

Zum Schluf moge noch der Einflufl des widerstehenden
Mittels auf die freie Ifallbewegung kurz besprochen werden. Wie
die Frfahrung zeigt, kann der Widerstand bei nicht allzu rascher Be-
wegung niherungsweise der Geschwindigkeit proportional und ihr
entgegengesetzt gerichtet angenommen werden; der Proportionalitéts-
faktor wird als der Reibungskoeffizient bezeichnet. Fir die Fall-
bewegung im widerstehenden Mittel gilt somit die Gleichung
(18) & g —kv,

wenn %k den Quotienten aus dem Reibungskoeffizienten und der Masse
des fallenden Korpers bedeutet.
Durch Integration folgt aus der GI. 13

d
f =t C
g— kv

In(g—kv)y=—kt+InC

oder

oder

g—kv=0Ce¢"t,
wobel ' und (¢’ Integrationskonstanten bedeuten. Da bei dem freien
Ifall fiir ¢ =0 auch v verschwindet, so wird ¢’ einfach gleich ¢, und somit

(14) v=2(1—¢").

Mit wachsender Zeit nihert sich also die Geschwindigkeit dem kon-
stanten Grenzwert g/k. Da k den Quotienten aus dem Reibungskoeffi-



