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Vorwort zur ersten Auflage

Ziel dieses Buches ist, die bei den wichtigsten Reihenentwicklungen der
mathematischen Physik verwendeten Funktionen eingehender in ihren wesent-
lichen Eigenschaften zu behandeln, soweit die betreffenden Reihen nicht
Potenz- oder Fouriersche Reihen sind. Es kommen also in erster Linie Bessel-,
Kugel- und Lamésche Funktionen in Betracht, daneben auch wegen ihrer
Anwendungen in der Wellenmechanik Laguerresche und Hermitesche Funk-
tionen. Alle schlieflen sich wegen ihrer Orthogonalititseigenschaften un-
mittelbar an die Fourierschen Reihen an.

Es gibt gewil} viele ausgezeichnete Darstellungen iiber jede einzelne dieser
Funktionsklassen, doch sind sie gewoéhnlich so umfangreich, daf3 sich der
Leser nur mit groBen Schwierigkeiten tber die wesentlichen Eigenschaften
der betreffenden Funktion ein Bild machen kann. Diese werden daher in den
ersten vier Abschnitten des vorliegenden Buches ausfithrlich behandelt. Dabei
habe ich mich mit Riicksicht auf die physikalischen Anwendungen immer
auf das reelle Gebiet beschrankt, ausgenommen die Besselschen Funktionen.
Wibrend ndmlich alle erwidhnten Funktionen, die in der Physik verwendet
werden, im wesentlichen Polynome, also in ihrem funktionentheoretischen
Verhalten leicht zu iibersehen sind, ist dies bei den Besselschen Funktionen
nicht der Fall. Hier sind schon die einfachsten dieser Funktionen ganze
transzendente Funktionen. Sie werden daher in vollster Allgemeinheit fir
komplexe Verinderliche und Zeiger behandelt, wodurch man gleich einen
allgemeinen Uberblick iiber ihr funktionentheoretisches Verhalten gewinnt.
Die fiir die Anwendung wichtigen Falle ergeben sich dann durch Aussonderung.
Die Darstellung schliet sich hauptsiachlich an Watson (vgl. S.35), im
ersten Abschnitt an Courant (vgl. S.12) an.

Warum nicht auch die Kugelfunktionen in #hnlicher Weise behandelt
werden, hat darin seinen Grund, dafl sie im wesentlichen hypergeometrische
Funktionen sind und die Theorie dieser Funktionen nicht vorausgesetzt wird,
withrend sich die fiir physikalische Anwendungen wichtigen Fille reeller Ver-
dnderlicher und ganzzahliger positiver Zeiger leicht ohne eine derartige Theorie
entwickeln lassen. Es wird daher auch nicht auf die Legendreschen Kugel-
funktionen zweiter Art eingegangen. Ahnlich liegen die Verhiltnisse bei den
Laméschen Funktionen. Hier ist die Behandlung im AnschluB an Hobson
(vgl. S.98) und im Gegensatz zu Poincaré (vgl. S.133) so gehalten, dal3
die Kenntnis der elliptischen Funktionen entbehrt werden kann, doch muflte
die Darstellung bei Hobson und Poincaré in einigen Punkten vervoll-
stindigt werden, um volle Strenge zu erzielen.

Der finfte Abschnitt bringt das Wichtigste iiber asymptotische Reihen
im AnschluB an Knopp (vgl. S.152), der sechste die wesentlichen Eigen-
schaften der Gammafunktion mit Riicksicht darauf, daB im zweiten Abschnitt
verschiedene Eigenschaften dieser Funktion gebraucht werden, die in den

1* 3



gewohnlichen Lehrbiichern der Differential- und Integralrechnung und Funk-
tionentheorie meistens nicht behandelt werden, und die Theorie der Gamma-
funktion nicht vorausgesetzt werden soll. Am nichsten kommt dem Buch
wohl das erwihnte Werk von Courant, doch da dieses infolge seiner ganz
anderen Zielrichtung iiber die in den Abschnitten 4—6 behandelten Dinge
fast gar nichts bringt, dirfte auch das vorliegende Buch daneben in Ehren
bestehen.

An mathematischen Kenntnissen setzt es Vertrautheit mit den Grund-
lehren der Funktionentheorie und Differentialgleichungen voraus. Von be-
sonderen Funktionen ist nur eine genaue Kenntnis der sogenannten elemen-
taren Transzendenten, d. h. also im wesentlichen des Logarithmus im kom-
plexen Gebiet erforderlich. Haufig verwendet wird die Integration im Kom-
plexen. Um dem hierin ungeiibten Leser die Sache zu erleichtern, sind immer
die einzelnen Schritte moéglichst ausfithrlich angegeben. Gelegentlich wird
einmal der sogenannte Sturmsche Satz aus der Lehre von den Gleichungen
verwendet. Um die Integraleigenschaften der Kugel- und Laméschen Funk-
tionen abzuleiten und die Randwertaufgaben fir Kugel und Ellipsoid zu
16sen, werden die grundlegenden Sitze der Potentialtheorie benutzt.

Das Buch ist in sechs Abschnitte, jeder Abschnitt in Ziffern eingeteilt.
Von den Formeln sind nur jene mit Nummern bezeichnet, auf die im Text
verwiesen wird. Ihre Bezifferung beginnt in jeder Ziffer von neuem. Bei Ver-
weisen auf Formeln anderer Ziffern werden diese angegeben. So bedeutet z. B.
(3) Gleichung (3) derselben Ziffer, (2, 3) Gleichung (3) der Ziffer 2 desselben
Abschnittes, (I, 2, 3) Gleichung (3) der Ziffer 2 des ersten Abschnittes, (I, 2)
Ziffer 2 des ersten Abschnittes. Definitionen und Lehrsidtze sind durch ge-
sperrten Druck hervorgehoben.

Die Niederschrift des Manuskriptes hat meine Frau besorgt, die Abbil-
dungen Herr Dr. Nikol gezeichnet. Bei der Durchsicht des Manuskriptes
stand mir Herr Dr. Winkler mit wertvollen Ratschligen zur Seite. Die Koz-
rekturen haben die Herren Prof. Dr. Sauer, Privatdozent Dr. Duschek,
Dr. Baier, Dr. Lehr, Dr. Nikol und meine Frau mitgelesen. Ihnen allen
sei hier mein herzlicher Dank fiir ihre treue Hilfe ausgesprochen.

Minchen, im Juli 1933. J. Lense.

Vorwort zur zweiten Auflage

Infolge der immer wachsenden Bedeutung der in diesem Buche behan-
delten Funktionen fir die mathematische Physik ist die Nachfrage nach dem
Werke in den letzten Jahren grofer geworden. In der hier vorliegenden zweiten
Auflage nahm ich die Gelegenheit wahr, um gewisse Erginzungen vorzu-
nehmen, die sich im Lauf der Zeit als notwendig herausgestellt hatten.

Die beiden Abschnitte tber asymptotische Reihen und Gammafunktion
sind nunmehr an die Spitze gestellt, da ihr Inhalt in den ibrigen Teilen
gebraucht wird. Im Abschnitt tiber asymptotische Reihen sind die Ziffern
iiber die Grundrechnungsarten und das Differenzieren und Integrieren bei
solchen Reihen als fiir das Folgende nicht wichtig fortgelassen, dafir ein Satz
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iiber die Nullstellen der Bernoullischen Polynome und das Verfahren von
Wirtinger fir die niherungsweise Berechnung bestimmter Integrale ein-
geschoben. Der Abschnitt tiber die Gammafunktion wird jetzt durch die
Produktdarstellung des Sinus eingeleitet, sonst sind in ihm nur einige kleine
Anderungen und Umstellungen vorgenommen. Hierauf folgt fast unverdndert
der Abschnitt iber Orthogonalfunktionen, nur vermehrt um zwei Ziffern iber
Tschebyscheffsche Polynome. Vollig neu geschrieben sind die beiden
folgenden Abschnitte iiber Besselsche und Kugelfunktionen. Im einleitenden
Teil des vierten Abschnittes tber die geschichtliche Entwicklung der Bessel-
schen Funktionen wird die Verwendung dieser Funktionen bei den Schwin-
gungen einer Kette und Membran sowie in der Wérmeleitung behandelt. Die
Neumannschen Funktionen werden eingehender beriicksichtigt. Neu auf-
genommen sind die Sommerfeldsche Integraldarstellung und die Debye-
schen asymptotischen Formeln fiir die Besselschen und Hankelschen Funk-
tionen, die Integrale von Airy, Lipschitz und Weber. Der Abschnitt
iiber Kugelfunktionen wurde erginzt durch die Integraldarstellungen der
Legendreschen Polynome von Laurent, Jacobi, Mehler und Dirichlet,
durch ihre asymptotische Darstellung und den Zusammenhang der
Legendreschen mit den Besselschen Funktionen. Ferner sind neu auf-
e R
iR
schen Funktionen zweiter Art. Im Abschnitt tiber die Laméschen Funktionen
beschranken sich die Anderungen auf einige wenige Stellen.

Wie die erste, so enthdlt auch die zweite Auflage keine Tafeln der be-
handelten Funktionen. In dieser Hinsicht sei der Leser auf folgende Tafel-
werke hingewiesen:

F. Emde, Tafeln elementarer Funktionen, Leipzig und Berlin 1940, B. G.
Teubner;

E. Jahnke u. F. Emde, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven, 3. Aufl.,
Leipzig und Berlin 1938, B. G. Teubner;

K. Hayashi, Tafeln der Besselschen, Theta-, Kugel- und anderer Funktionen,
Berlin 1930, J. Springer;

K. Hayashi, Funfstellige Funktionentafeln (Kreis-, zyklometrische, Expo-
nential-, Hyperbel-, Kugel-, Besselsche, elliptische Funktionen; Theta-
nullwerte, natiirlicher Logarithmus, Gammafunktion u.a.m. nebst
einigen hiufig vorkommenden Zahlenwerten), Berlin 1930, J. Springer.

Als Formelzusammenstellung kime in Betracht:

W.Magnus u. F.Oberhettinger, Formeln und Sitze fir die speziellen
Formeln der mathematischen Physik, Berlin 1943, Springerverlag.

Das Buch ist wieder in sechs Abschnitte, jeder Abschuitt in Ziffern ein-
geteilt. Von den Formeln sind nur jene mit Nummern bezeichnet, auf die im
Text verwiesen wird. Thre Bezifferung beginnt in jeder Ziffer von neuem. Bei
Verweisen auf Formeln anderer Ziffern werden diese angegeben. So bedeutet
z. B. (3) Gleichung (3) derselben Ziffer, (2, 3) Gleichung (3) der Ziffer 2 des-
selben Abschnittes, (I, 2, 3) Gleichung (3) der Ziffer 2 des ersten Abschnittes,
(I, 2) Ziffer 2 des ersten Abschnittes. Ziffernbezeichnungen ohne réomische
Ziffer beziehen sich auf Ziffern desselben Abschnittes. Definitionen und Lehr-

genommen die Reihenentwicklungen von €!%¢® ¢ und —; sowie die Legendre-
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sitze sind durch gesperrten Druck hervorgehoben. Der Leser wird gebeten,
beim Gebrauch des Buches die Berichtigungen und Zusitze auf S.221 zu
beachten. An mathematischen Kenntnissen werden die Grundlehren der Funk-
tionentheorie und Differentialgleichungen vorausgesetzt.

Herr Dr. E. Lehr hat die Abbildungen fiir die Drucklegung gezeichnet
und den Abschnitt iber die Besselschen Funktionen im Manuskript gelesen,
meine Frau die Reinschrift der neu zu schreibenden Teile des Buches besorgt
und die Korrekturen mitgelesen. IThnen beiden sei hier mein herzlicher Dank
ausgesprochen. Wie ich erfahren habe, konnte das Buch in seiner ersten Auf-
lage manchem theoretischen Physiker ein erwiinschtes Hilfsmittel fiir seine
Arbeiten sein. Moge diese freundliche Aufnabme auch der verbesserten und
erweiterten zweiten Auflage beschieden sein.

Miinchen, im Juni 1947, J. Lense.

Vorwort zur dritten Auflage

Daf} schon fiinf Jahre nach Erscheinen der zweiten Auflage eine dritte
notwendig wird, ist ein Zeichen dafiir, dal} durch das Buch eine Liicke in der
Literatur ausgefiillt wird. Die dritte Auflage unterscheidet sich nicht wesent-
lich von der zweiten. Es wurde die Gelegenheit beniitzt, simtliche bekannt
gewordenen Druck- und Schreibfehler zu verbessern. Ferner wurden neben
kleinen Textanderungen manche Beweise vereinfacht und einige Ziffern um-
gestellt.

Herr Dipl.-Phys. H. Hochmuth und meine Frau haben die Korrekturen
mitgelesen. Ich spreche ihnen meinen herzlichen Dank aus ebenso wie dem
Verlag, der bereitwillig wie bei den fritheren Auflagen meine Wiinsche erfiillt
hat. Mége auch die dritte Auflage des Buches dieselbe freundliche Aufnahme
finden wie die beiden anderen.

Minchen, im November 1952, J. Lense.
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Einleitung

1. Reihenentwicklung. Anpiherung durch Polynome. Die Reihenentwick-
lung einer Funktion einer reellen Verinderlichen f(z) in einem bestimmten
Intervall fithrt zu folgender Frage: Gegeben sei eine Folge von Funktionen
der Verinderlichen z

(}71(93), ‘Pz(w)a fPs(w), Y} wn(z): .

Man bestimme die Zahlen ¢;, ¢,, ¢;, ..., €n, ... so, dal der Ausdruck

T
f(z) — Ca@p{z)| fiir jedes x des Intervalls bei passender Wahl von r
@ P
n=1

beliebig klein gemacht werden kann. Die Wahl von r wird dabei im all-

o]

gemeinen von x abhingen. Man sagt in diesem Fall, die Reihe 3 ¢, . ()
n=1

konvergiert gegen f(z), und schreibt f(z) = Zm‘c,, @n(z). Die Kenntnis der
n=1

Koeffizienten ¢, gestattet dann, die Funktion /(z) aus den bekannten Funk-
tionen ¢, (¢) mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen. Um die Rechenarbeit
so weit als méglich abzukiirzen, wird man die Funktionen ¢, (z) moglichst
einfach wihlen.

Als solche bieten sich vor allem die einzelnen Potenzen von z—b dar,
wo b im betrachteten Intervall liegt:

(1) 1, z—5b, (x—0b)2 (z—0b)3 ..., (z—0b)", ...,

also eine Darstellung von der Gestalt f(z) = 3 a,(z —b)
n=0

dem Namen der Potenzreihenentwicklung einer Funktion bekannte
Reihenentwicklung soll uns hier nicht ndher beschaftigen. Es moge nur
auf einen Umstand hingewiesen werden. Funktionen, welche eine
derartige Entwicklung gestatten, heiBen bekanntlich in der Um-
gebung der Stelle b analytisch. Bei ihnen wird die Anndherung durch
Polynome entsprechend hohen Grades bewerkstelligt. Sie setzen unter an-
derem die Existenz simtlicher Ableitungen der Funktionen an der betreffenden
Stelle voraus. Nun hat Weierstraf!) gezeigt, dall man bei einer viel
groBeren Funktionenklasse eine Anndherung durch Polynome
erreichen kann, ndmlich bei jeder stetigen Funktion. Der Unter-
schied zwischen beiden Arten von Anni#herungen ist folgender: Bei den ana-
lytischen Funktionen erfolgt die Anndherung so, dall bei der Berechnung

", Diese unter

1) K. WeierstraB, Sitzungsberichte Akad. Berlin, 1885, S. 633—639, S. 789—805
wie auch Werke Bd. 3, S.1—37, Berlin 1903.
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jedes neuen Koeffizienten die schon vorhandenen Koeffizienten unverindert
bleiben. Hat man also einen bestimmten Grad der Anndherung durch ein

Polynom n-ten Grades ay+ a,(z —b) + ag(z — b2+ .-+ + a, (z —b)"

erreicht, so erfolgt der nichste Anniherungsschritt dadurch, daB dieses
Polynom durch ein solches (n + 1)-ten Grades ersetzt wird, das sich vom

vorhergehenden nur durch Hinzufigung des Gliedes a,.(z —b)" ™" unter-
scheidet, wahrend die schon berechneten a,, @,, ..., a, dieselben bleiben.
Im Falle der Annaherung einer nicht analytischen stetigen Funktion jedoch
erfolgt die Anniherung so, daB in diesem Fall auch die schon berechneten
Koeffizienten durch neue zu ersetzen sind.

2. Fouriersche Reihen. Orthogonalfunktionen. Eine zweite Art der Reihen-
entwicklungen einer willkiirlichen Funktion, die besonders bei periodischen
Funktionen am Platze ist, besteht darin, daB man fiir die Funktionen ¢,(z)
die Funktionen

(1) 1, cosz, sinz, cos2x, sin2x,..., cosnx, sinnz, ...

wiahlt, also eine Darstellung von der Gestalt
(2) f(w)=g2£—|— > (aycos nz + b, sin nz)
n=1

versucht. Man nennt die Entwicklung (2) eine Fouriersche Reihe, weil
sich Fourier?!) zum erstenmal mit derartigen Reihen beschaftigt hat. Die
Grundeigenschaften dieser Entwicklung sind gegenwiirtig fast in allen Lehr-
biichern der Differential- und Integralrechnung enthalten, so dafl wir uns
damit begniigen koénnen, sie fiir das Folgende kurz zusammenzustellen. Eine
itber die gewshnliche Darstellung hinausgehende, aber dennoch nicht zu aus-
gedehnte Behandlung findet man in dem Biichlein von W. Rogosinski?).
Vor allem ist aus Gleichung (2) klar, daB sich nur periodische Funk-
tionen mit der Periode 27 in dieser Art darstellen lassen. Will man eine im
Intervall a < « < b definierte nicht periodische Funktion in eine solche Reihe

entwickeln, so hat man anzusetzen:
2nn

_ G 3 v
3 . f(z) = 5 +"§1<ancosb_a—|—b,,sm

2:71:nx>
b—al’

Die rechte Seite dieser Gleichung hat die Periode b — a. Die Gleichung ist
also sicher auflerhalb des Intervalls ungiltig, falls nicht auch die Funktions-
werte von f(z) dort als periodische Wiederholung der innerhalb des Inter-
valles gelegenen Werte definiert werden. Da man durch Einfithrung einer
neuen Verinderlichen immer von Gleichung (3) auf Gleichung (2) zurtick-
gehen kann, geniigt es, Entwicklungen von der Gestalt (2) zu betrachten.
Durch Einfithrung der neuen Verdnderlichen wird das Intervall auf die Lange

1) J. B. Fourier, Théorie analytique de la chaleur, Paris 1822 (Werke Bd. 1, deutsch
von R. Weinstein, Berlin 1884).

2) W. Rogosinski, Fouriersche Reihen, Samml. Goschen Bd. 1022, Berlin und
Leipzig 1930, W. de Gruyter & Co.
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2 gestreckt oder verkiirzt. Um einem MiBlverstéindnis vorzubeugen, sei noch
folgendes bemerkt: Wenn f(z) in einem groBeren Intervall 4 < o < B defi-
niert ist, in dem das kleinere Intervall a << z <X b enthalten ist, so erhalt
man gemal (3) far das gréBere Intervall die Darstellung

f@) =22+ P3 <A cos 2202 1 B Z”_”Z)

Dann ist durch diese Reihe die Funktion f(z) natiirlich auch im kleineren
Intervall gegeben, d. h. die Darstellung (3) ist insofern nicht eindeutig, da

in (3) Vielfache des Winkels 1;2 7”; , in der neuen dagegen solche des Win-

. %
kels —— .
els B—d auftreten
Setzt man die Giltigkeit der Gleichung (2) und gleichméBige Konvergenz
der Reihe voraus, so erhalt man die Koeffizienten a,, b(k =1, 2,3, ...)
in folgender Weise: Man multipliziert die Gleichung mit cos kz baw. sin kz
und integriert von —a bis -+ . Beriicksichtigt man die Beziebungen

1 fir n=1=%

1
4) ;_/ coskxcosnwd’”—{ofﬁr n=k,

1 - 1firn=1%

3 fsmkzsmnmdz=i0 fir n- k,

1 .
— f coskxsinnzdzr =0,
4

so erhialt man die bekannten Formeln

+ + =
ak=niff(w)coskwda:, bkziff(x)sinkwdm.

Die erste gilt auch fiir k = 0, wie durch direkte Integration der Gleichung (2)
von —x bis 4+ = folgt.

Die in den Formeln (4) festgelegte Tatsache, auf der diese Berechnung
der Koeffizienten beruht, 1aBt sich in Worten so ausdriicken: Multipliziert
man irgend zwei verschiedene der Funktionen in der Folge (1) miteinander
und integriert das Produkt von —a bis +, so ergibt sich immer Null. Man
bezeichnet diese Eigenschaft als Orthogonalitiat und sagt: Irgend zwei
verschiedene Funktionen der Folge (1) sind zueinander orthogonal.
Es wird sich herausstellen, dafl diese Eigenschaft nicht auf die Folge (1)
allein beschrinkt ist, sondern einer sehr allgemeinen Klasse von Funktionen
zukommt, die man passend als orthogonale Funktionen bezeichnet.

Die Frage, welche Eigenschaft eine im Intervall —z < ¢ <4 m defi-
nierte und dariiber hinaus periodisch fortgesetzte Funktion haben muB}, damit
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Gleichung (2) moglich sei, ist seit Dirichlet?!) in zahlreichen Abhandlungen
untersucht worden. Fiir die pbysikalischen Anwendungen seien folgende hin-
reichenden (aber keineswegs notwendigen) Bedingungen hier ohne Beweis
angegeben:

1. Die Funktion sei samt ihrer ersten Ableitung stetig bis auf
eine endliche Anzahl von Unstetigkeitsstellen mit endlichen
Spriingen, so dall jedesmal an einer Sprungstellelinks- und rechts-
seitiger Grenzwert der Funktion beziehungsweise der Ableitung
vorhanden ist. In diesem Fall konvergiert die Reihe in abgeschlos-
senen Stetigkeitsintervallen der Funktion gleichmiéflig und stellt
dort die Funktion dar. An den Sprungstellen der Funktion kon-
vergiert die Reihe ebenfalls und stellt dort das arithmetische
Mittel deslinks- und rechtsseitigen Grenzwertes der Funktion dar.

2. Dasselbe gilt, wenn die erste Ableitung der Funktion eine
endliche Anzahl von Unendlichkeitsstellen hat, aber absolut inte-
grierbar bleibt. Naheres siehe in dem erwihnten Buch von Rogosinski.

Wir haben bis jetzt sowohl bei der Entwicklung in eine Potenzreihe als
auch in eine Fourierreihe immer eine Funktion einer reellen Veridnderlichen
zugrunde gelegt. In dhnlicher Weise kann man aber auch vorgehen, wenn
eine Funktion von mehreren Verdnderlichen vorliegt, oder wenn die Ver-
anderliche als komplex vorausgesetzt wird. Im Fall der komplexen Veridnder-
lichen zeigt sich bei der Potenzreihenentwicklung erst die ganze Tragweite
der betreffenden Theorie, indem sich die differenzierbaren Funktionen als
identisch mit jenen herausstellen, die sich in Potenzreihen entwickeln lassen,
eine der Grunderkenntnisse der Theorie der Funktionen einer komplexen
Ver#énderlichen.

Es gibt aber noch eine andere Art der Reihenentwicklung, die wir zu-
erst genauer betrachten wollen, weil sie spiter gebraucht wird. Wir meinen
die sogenannten asymptotischen Reihen, die im folgenden behandelt
werden sollen.

I. Abschnitt

Asymptotische Reihen

1. Asymptotische Reihen. In dieser Ziffer bedeutet z eine positive Ver-
anderliche. Ferner seien alle Funktionen dieses Abschnittes reelle Funktionen
reeller Veranderlicher. Es ist bekanntlich

e—w=m§0<—1>’";7!+R,.(w),

wobei lim R,(z) = 0 ist. Die Reihe konvergiert fiir jedes # und gestattet
n -~ oo

daher, e—* mit jeder gewiinschten Genauigkeit zu berechnen. Aber nur theo-
1} L. Dirichlet, J.f. M. 4(1829), S.157—169 oder Werke 1, S.117—132, Berlin 1889.
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retisch, wie wir uns leicht uiberlegen. Die Reihe gehort namlich zu den alter-
nierenden Reihen, der Rest R, (z) hat somit immer dasselbe Zeichen wie
das erste vernachldssigte Glied und ist absolut kleiner als dieses, sobald die
absoluten Betrige der vernachlissigten Glieder fortwiahrend gegen Null ab-
nehmen. Das ist in unserer Reihe erst fir m > x der Fall. Es folgt hiernach,
wenn wir n > z wihlen,

By (2)=(—1)"*"9

xn+1
(n+1)!°

wo 0 <& < 1 ist. Es ist aber praktisch unmoglich, fiir groBle = hieraus den

Wert e~ zu berechnen. Ist z. B. z = 1000, so ist das tausendste Glied
103000

1000!
hier fiir die praktische Berechnung gar nichts.

Gerade umgekehrt liegen die Verhaltnisse bei der Reihe 2‘(—-—1) —.

> 10%2 nach (11, 6, 10). Die theoretische Konvergenz der Reihe niitzt

!
Sie divergiert, weil lim n—nz + oo ist. (Da ndmlich die Reihe fur e—#
n —~ 4 oo

konvergiert, ist lim fT' = (.) Hat man aber fiir eine Funktion f(z) die
n — 4
Entwicklung

(1) (@) = Z’( 1" R, ()
(n+1)!

xﬂ-}‘l

R, ()= (—1)"'9 0<® <),

so lassen sich ihre Werte fiir grole z leicht berechnen. Will man z. B. f (1000)
auf 10 Dezimalstellen genau haben, so mull man » so wihlen, dal der Rest

(n+1)!

000" <4101

wird. Das ist schon fiir n = 3 der Fall, also ist mit der gewiinschten Genauig-
keit
1(1000) = 1 — ! + 2 _ 6 _ 0,9990019940
7100 108 100 '

Diese Tatsache rithrt davon her, daB die Glieder der Reihe zuerst sehr stark
abnehmen; spiter aber wachsen sie schnell und tber alle Grenzen (im vor-
liegenden Fall allerdings erst beim tausendsten Glied). Obwohl demnach diese
Reihe, uber alle Grenzen fortgesetat, divergiert, ist sie doch fir die praktische
Berechnung gut brauchbar, weil in ihr ein Restglied auftritt. Allgemein ist
man nicht in der Lage, auch theoretisch nicht, den Funktionswert mit jeder
beliebigen Genauigkeit zu berechnen, weil das Restglied von der Grofen-
ordnung eines der Glieder der Reihe ist, namlich ein Bruchteil des ersten
vernachldssigten Gliedes. Die Genauigkeit kann also nicht unter diesen Bruch-
teil des Wertes des kleinsten Gliedes der Reihe herabgedriickt werden. Dieses
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kleinste Glied gibt es sicher, weil die Glieder schliefllich wieder iiber alle
Grenzen wachsen, es ist durch n = [z] gegeben. Dabei bedeutet [z] die groBte
ganze Zahl < z.

Erscheinungen dieser Art wurden zuerst von Euler!) bemerkt. Solche
Reihen nannte Legendre?) semikonvergent oder halbkonvergent, weil sie
sich fir zahlenméfBige Berechnungen fast wie konvergente Reihen verhalten.
Jetzt pflegt man sie nach H. Poincaré?) asymptotisch zu nennen, und zwar
auf Grund folgender Eigenschaft: Halten wir in (1) » fest und lassen « tiber

alle Schranken wachsen, so ergibt sich fiir den Rest lim a» R, (z)=0,

T+
d. h. der Wert von f (z) wird um so genauer durch die Summe in (1) dargestellt,
je groBer z ist. Der Unterschied zu den konvergenten Reihen Jaf3t sich in
folgender Weise ganz deutlich angeben: Es sei

F(2) = 8 (2) + Ry (2), 84 (2) =m§1/m<w).

Ist lim R,(z) =0 bei festem z, dann ist '/, (z) eine konvergente Reihe,
n—+ 4 n=1
ist dagegen lim z*R, (¢)= 0 fir alle festen n, wihrend iber lim R, (z)
z—+ 4o n —+ 4o

nichts vorausgesetzt wird, dann ist 3 f, () eine asymptotische Reihe.

n=

2. Bernoullische Polynome. Asymptotische Reihen treten zum erstenmal
im Zusammenhang mit der Eulerschen Summenformel auf, die wir jetzt be-
trachten wollen. Wir folgen dabei den Darstellungen von W. Wirtinger?),

Y

d
'
.
*
t

SN S SN

Abb. 1

K.Knopp®) und G. Kowalewski®) und untersuchen vorerst einige Funk-
tionen, die spiter verwendet werden.

Die Funktion B, ()= 2 —[2] — % ist durch das Schaubild der Abb. 1
gegeben. An den Sprungstellen 0, 41, 4-2, ... hat sie definitionsgema

bi 323 L. Euler, Petrop. Comm. 11 (1739 [50)), 8.116—127 oder Werke (1) 14, S. 350
is .

%) A. M. Legendre, Exerc. de cale. intégr. 1, S. 267.

3y H. Poincaré, Acta math. 8 (1886), S.295—344.

) W. Wirtinger, Acta math. 26 (1902), S.255—271.

%) K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, 4. Aufl., Kap. 14,
Berlin 1947.

%) G.Kowalewski, Interpolation und geniiherte Quadratur, Kap. 3 und 4, Leipzig
und Berlin 1932,
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immer den Wert —3, die GroBe des Sprunges ist 1. Sie ist periodisch mit
der Periode 1, ungerade und auller in den genannten Sprungstellen samt ihren
Ableitungen stetig. Sie 1483t sich daher nach den Betrachtungen der Einleitung
in eine Fouriersche Reihe entwickeln, die in jedem die Sprungstellen nicht
enthaltenden abgeschlossenen Intervall gleichméaBig konvergiert (weil die
Funktion ungerade ist, fallen die Kosinusglieder weg), némlich

Bi(z)= Dcysin2 nmw,

ne=1
dabei ist
1 1
¢a=2[B,(2)sin2nnzdz=2[zsin2 nuzds
0 0
. [z cos2nat:c]1_ 1
o nw 0 nan’
also

@ sin2nmww

B(z)=— <777

1 (%) n§1 g

Wenn wir diese Reihe fortwihrend gliedweise integrieren, erhalten wir lauter
durchwegs stetige Funktionen, die Sprungstellen von B; (z) sind nicht mehr
vorhanden. Es ergibt sich so

X cos2nmwe

By(v)=[ B (z)dz= 3

n=1 2 n2 2 ?
> sin2nma
By(e) = [ By(m)da= 3 — o
usw., allgemein

® cos2nmx
(1) By (z) = (—1)F-1 2; 92k—1 2k 2k

n=

® sin2nxmax
— (—1)e—1 liaiiddid e
Byey1(2) = (—1) ”él 92k p2k+1 2k+1°

dabei ist

@) By (z) = 1B ()

dz

und die Integrationskonstante immer so bestimmt, daB
1
(3) [By(z)dz=0.
)

Die absoluten Betriage der Glieder in der Reihe fiir By, (2) sind nach (1) <7—11;,

d.h. die Reihen konvergieren fiir k=2 absolut und gleichmaBig
fiir alle Werte von « in jedem noch so groffen Intervall, die be-
treffenden Funktionen sind also, wie wir schon erkannt haben,
fiir alle  stetig. Nur die erste der Funktionen B, (z) hat die er-
wihnten Sprungstellen0, +-1, 4-2... Alle diese Funktionen haben

2 Lense, Reihenentwicklungen 17



die Periode 1, die mit geradem Zeiger sind gerade, die anderen
ungerade.

Wir betrachten daher die Funktionen B; (z) nur im Intervall 0 < z < 1.
Der Einfachheit halber wollen wir hier, abweichend von der obigenDefinition,
B, (1)= % setzen. Dann ist in unserem Intervall B; (z)= z — }. Gema8 (2)
kann man die Funktionen so erhalten, dafl man, von B, (x)= 1 ausgehend,
immer die unbestimmten Integrale bildet und die Integrationskonstante nach
(3) bestimmt, den Funktionen also im Intervall (0, 1) den Mittelwert Null
vorschreibt. So erhidlt man der Reihe nach

Bo(w)=1,
Bl(x)=a:—%—,
By(z)=3%2*— %2+,
By (x)=}a®—} 224 La,

Wir kénnen aber auch so vorgehen, dafl wir die neue Verdnderliche u= z — %
einfithren. Das Intervall 0 < « <1 geht dabei in das Intervall -} <w <1
iiber. Ferner ist allgemein

By11(2) = Dpyy (w) + Cpyy mit Gy, (0) =0,

+ %
D’y py(u)= By (z), Crpy= *_j; D1 (u)du,

daher B, (x) = u,
Bz(z) = %uz —z_i,

+4
weil Cp= — [ }utdu= —L ist,
—1
By(z)=32u®—Lu,
+1
weil C3= — f (3u® — L u)du= 0 ist, denn der Integrand ist ungerade.
—%

Wenn wir so fortfahren, erhalten wir folgendes Ergebnis: By (z) ist ein
Polynom k-ten Grades von u und daher auch von , und zwar
enthilt es nur gerade Potenzen von u, wenn k gerade,

Y dagegen nur ungerade Potenzen von %, wenn k un-
gerade ist. Man nennt die Polynome B;(x), weil sie
zuerstbeiJakobBer-
noulli?) auftreten,
Bernoullische Poly-
nome. Die Schaubilder

von B (x) fir gerades &

x  sind also spiegelbildlich

0 Oé/l zur Geraden z=14%, fir
ungerades % spiegelbild-

Abb. 2 lich zam Punkt (1, 0).

1) Jakob Bernoulli, Ars conjectandi, Basel 1713, S. 96 oder Ostwalds Klassiker
der exakten Wissenschaiten Nr. 107, 8.99 (Leipzig 1899).
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Abb. 2 zeigt die Schaubilder von B, (x) und B (z). Die Koeffizienten
der einzelnen Potenzen von u oder z sind rationale Zahlen.

Aus den Formeln (1) folgt fir k=1

B;111(0) = Bypy1(3) = Bypa (1) =0,
( )k 1 o ]
sz(O) = B2k(1) 22k 1:7'52 § ik’
daher > 'r_;—’—‘ = (— 1)t=122k~152k B, (0).
n=1
Wir setzen
(4) B, = n! B,(0).

Die Zahlen B, pflegt man als Bernoullische Zahlen zu bezeichnen.
Sie sind rational, weil B,(0) rational ist. Es ist

By=1, B;=—1%, Byp+1=0 (k=1,2,3, ...).
2’ —li konvergiert gleichmaBig beziiglich % fiir £ = 1, daher ist

lim (14 gy ban + o) =1

Fms 4 co 32k
also lim B,;(0) =0 und
k—++4 o
: , 2Zk! _
(5) Jm | Bye|= Wm gmrmr=+

(Die letzte Beziehung ergibt sich aus II, 6, 10.) Fir die ersten Bernoullischen
Zahlen B, erhilt man

Bz=%: B4=_3—10‘: Bszé’ Ba=—3_10's Bm=%:
Bm:_%: Bu:%, Blez—i;%,
B :fLSGZ =_174611
187 798 1 T 330 °
Nach (1) ist
(6) | Byx(3) | <| B2 (0)] -

Aus den erwahnten Eigenschaften der Bernoullischen Polynome ergibt
sich fir n =1, k= 0, wenn wir teilweise integrieren,

1 : 1
Of By (2)Byy g () da = —.Of Bui3(2) By gy (x) da
1 1
= [ Ba2(®)Basas-s(2) do = (— D[ Buya(2)? do =0

1
und [ By (2) Byigrsi(z)de=0
0
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Denn fithren wir in diesem Integral die Verdnderliche « ein, so erhalten wir
ein Polynom, das nur ungerade Potenzen von u enthidlt und zwischen —3%
und + 3% zu integrieren ist. Ferner ist

1 1
[ By () By(x)dz =0, [By(z)2dz=1.
0 0

Die Bernoullischen Polynome sind also keine orthogonalen Funk-
tionen im Intervall 0 2 < 1.

Weil B,(z) vom k-ten Grad in z ist, lassen sich die einzelnen Potenzen
von z durch die B,(z) ausdricken, und zwar ist

zh = Zn @, B, (%) .

m=0
Ferner ergibt sich leicht die lineare Unabhingigkeit der Ber-
n
noullischen Polynome, denn eine Identitit > b, B, (z) = 0 bei belie-
m=0

bigem n wirde b,=0 fir m=mn, n—1, »—2, ..., O nach sich ziehen:
Weil namlich B, (z) gerade vom n-ten Grad in z ist, miBte b,= 0 sein,
damit am wegfalle, dann aus denselben Griinden b,_, =0, usw.

3. Nulistellen der Bernoullischen Polyneme. Die Bernoullischen Poly-
nome mit ungeradem Zeiger haben nach Ziffer 2 die drei Nullstellen 0, 4, 1.
B, (») bildet eine Ausnahme, denn wie aus seiner Definition hervorgeht, ist
B, (0) =—1%, B,(1) = 4, die einzige Nullstelle ist . Man sieht leicht ein,
dafl die Bernoullischen Polynome B;(z), Bg(z), ..., nur die Null-
stellen 0, 4, 1 haben. Hitte namlich B,;,,(x) nicht nur eine Nullstelle
zwischen 0 und 1, sondern mindestens deren zwei, ¢ und b, (0<<a <<b<C1),
so hitte B, () als Ableitung von B, (%) nach einem bekannten Satz der
Differentialrechnung mindestens drei Nullstellen «, §, y, die der Ungleichung
O<a<a<f<b<y<1 geniigen. Die Ableitung B,;_;(z) hitte dann
sicher eine zwischen o und 8 und eine zwischen # und y liegende Nullstelle,
also ebenso wie B,;, (%) zwei zwischen O und 1 gelegene Nullstellen. So
kénnten wir weiter schlieen und wiirden zu dem Widerspruch gelangen, daf3
schlieBlich auch B, (x} zwei zwischen 0 und 1 gelegene Nullstellen hat. Damit
ist die Behauptung bewiesen.

B, () hat als Ableitung von B,;,,(z) nach dem eben beniitzten Satz
der Differentialrechnung mindestens eine zwischen 0 und } und eine zwi-
schen 4 und 1 liegende Nullstelle, die wegen der in Ziffer 2 erkannten Sym-
metrieeigenschaft von B, (x) spiegelbildlich zum Punkt (}, 0) liegen. AulBer
diesen Nullstellen hat B,;(x) einschliefflich der Grenzen 0 und 1 keine wei-
teren. Hatte namlich B,,(«) drei Nullstellen, so hitte B,,_,(«) mindestens
zwei zwischen 0 und 1 liegende Nullstellen, im Widerspruch zu dem eben
bewiesenen Satz. Die Bernoullischen Polynome B, (z), B, (%), ... haben
also nur zwei Nullstellen, sie liegen im Innern des Intervalls (0, 1)
spiegelbildlich zu seiner Mitte. Samtliche Nullstellen der Ber-
noullischen Polynome sind einfach, weil niemals gleichzeitig B, (z) und
By 1 (%) verschwinden.
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B, (%) hat seine groBten und kleinsten Werte an den Stellen 0, 3, 1,
den Nullstellen von B,;_, (). B,y(x) verliuft monoton zwischen 0 und %,
hat also nach (2, 1) fiur ge-
rades k die Gestalt der Abb. 3, :
fiir ungerades k die der Abb. 4
(ausgenommen % = 1, siehe . X
Abb. 2). Die entsprechende o _— 1 ~—_!
Kurve hat nach (2, 2) zwei 2
Wendepunkte an den Nullstel-
len von By (7). Byyiy(x)
hat seinen groBten und klein-
sten Wert an den Nullstellen
von B, (z) und wichst in der 2
Umgebung von =0, wenn O ~—_ — 1
B, (0) > 0, nimmt dagegen ab,
wenn B,;(0) <0 ist, hat da-
her fir gerades %k die Gestalt Abb. 4
der Abb. 5, fir ungerades die A
der Abb. 6. Wegen (2, 6) ist da-
her | Bye(2) | < | Ba(0) |-

Fir die Nullstellen der T~
Bernoullischen Polynome gilt
folgender Satz!): Die zwi-
schen 0 und % gelegenen Abb 5.
Nullstellen von B, (z) neh-
men mit wachsendem £
fortwiahrend zu und haben
fir k- +oco0 den Grenz- —\ -X
wert 1. 0 %\_/T

Wir beweisen den Satz in
mehreren Schritten. Abb. 6

S

Abb. 3

/
\

[
(ST
k.

1. F(z, k)= D giz—nk—”—f konvergiert absolut und gleichmaBig fir

n=1

cos2 nmx 1

alle reellen z und alle reellen k= 1. Denn es ist — = 7 fiir

k=1. Es ist also lim F (z, k)= cos 2nz und hat sonach zwischen 0 und

kE—+ o

4 die Nullstelle 1.

oF ©° sin2nmx

2. 37— —2nn§—mT fir k= 2. Denn die Reihe konvergiert

absolut und gleichm#Big fiir alle reellen 2z und alle reellen %k =2, weil

sin 2
Sn 20721 < 1 fir k> 2 ist. Aus ahnlichen Griinden ist
ner— 7w
aF ® Inncos2nma
e g 3 BRI i k2.
dak n§2 n2k o f=

1) J. Lense, Mh. Math. Phys. 41 (1934), S.188—190.
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Ist also F (&, k) = 0, so gilt fiir alle reellen &k = 2
< 1
g‘z % cos2nmé&

as
dk =~ °sin2nxE
”né; n2k—1

sobald der Nenner von Null verschieden ist.

d
3. di>0 fir £=1—e(0=e<g) und k=2. Es ist nimlich

In2
aE
1 .

ncos2:ts+.71:2‘ sm(%ﬁ—2nne)

2 Ilnn n
cosdme — 2 ZE €08 (7 ——2na7:s>

dk

Der Nenner ist positiv, denn es ist cos 2we > 0,997 und die Summe ihrem
absoluten Betrag nach kleiner alg > ;13 < 0,203. Aber auch der Zahler ist
n=2

positiv. Um das einzusehen, gehen wir von der Ungleichung

log 2-cos 4 me > log n
16 = ,,‘§3 nt

aus, deren Richtigkeit wir nachher gleich beweisen werden. Aus ihr folgt

= 1 > 1
In2.cosdme > 3 nn> > i cos(%t—2nn:s)

S S

und daraus die Behauptung.
Die verwendete Ungleichung kann man so bewelsen

log 2-cos 4e

16 > 0,01886 wegen 0 < e < s

gl < 1 _ 001119, weil 267

n=13 %

., Slogn  Blogn
f
erner ist 'é‘a e <n§3 o -+ 13

wenn » wichst und = 3 ist.
4. F(}, k) = S’ ((2_1)) < 0 fiir alle reellen %= 1.

m=1

abnimmt,

22

5. B, (z) =5 +'112‘ hat zwischen O und } die Nullstelle &,=
xt x3 x?

1 1 1
—[1——=} = = — — 1 lben Int 11
) (1 Vg) 0,2113 , By () 5 12—!—24 7201m selben Interva.

1

die Nullstelle &, = + — Z - =10,2403 ... (man erhalt sie durch die
30

Substitution z = « + }); dabei ist §, <&, und 0<} — &, < 5.
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