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Vorwort

Dieses Buch ist aus meinen Universititsvorlesungen in Leipzig,
Greifswald und Bonn entstanden. Die analytische Geometrie der
Ebene und des Ranmes wird gewdhnlich in einem vierstiindigen
Semesterkolleg erledigt. Will man nicht ganz in den Elementen
stecken bleiben, so muB man an maunchen Stellen etwas schneller
vorgehen. Da die Zuhdrer von der Schule her schon eine ganze
Menge analytisch-geometrischer Kenntnisse mitbringen, hat dies
keine Gefahr.

Eine groBe Schwierigkeit in der analytischen Geametrie ist die
exakte Behandlung des Imaginiiren. Bei einer ersten Einfilhrung
ist es aber vielleicht zu verzeihen, wenn man in dieser Beziehung
etwas zu wiinschen iibrig 148t Die Horer konnen sich diese Dinge
in einem besonderen Kolleg iiber ,Geometrie im komplexen Gebiet*
aneignen, wie es Herr E. Stopy, der groSte Meister der genannten
Disziplin, in Bonn zu halten pflegte. Freilich wird eine solche
Vorlesung anderswo selten geboten.

Prag, den 15. Oktober 1910.
Gerhard Kowalewski
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Erstes Kapitel.
Vorbereitende Betrachtungen iiber Strecken und Winkel.

§ 1. Strecken im Raume.

Eine Strecke ist ein endliches Geradenstiick, bei dem man
Anfangspunkt und Endpunkt unterscheidet.

Der Anfangspunkt sei 4, der Endpunkt B. Dann sprechen wir
von der Strecke 4B. Der erste Punkt gibt also den Anfangspunkt
an, der zweite den Endpunkt. Auch einzelne (and
zwar groBe deutsche) Buchstaben werden wir zur
Bezeichnung von Strecken benutzen. In den Figuren
markieren wir (wenn dies notig ist) den Endpunkt
durch eine Pfeilspitze (vgl. Fig. 1). A

Die Gerade 4, B heift der Trager der Fig. 1.
Strecke 4 B, die Entfernung der Punkte 4 und B
(gemessen mit der zugrunde gelegten Lingeneinheit) die Lange der
Strecke 4 B.

Eine Strecke von der Linge 1 wird als Einheitsstrecke,
eine Strecke von der Linge 0 als Nullstrecke bezeichnet. Als
Symbol fiir eine Nullstrecke berutzt man die 0.

/ % // 4
A, As 4 B

Fig. 2. Fig. 3.

B

Strecken mit parallelen Trigern heiBen parallel. Sie kdnnen
gleichsinnig sein (vgl. Fig. 2) oder gegensinnig (vgl. Fig. 3).
Zwei Strecken 4, B, und 4, B, werden als gleich (oder aqui-
valent) betrachtet, wenn die eine aus der andern durch eine Parallel-
verschiebung (Translation) entsteht. Man schreibt in solchem Falle
A B = A4,B,.
KowaLEwsKT, Analytische Geometrie 1
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Addition von Strecken

Gleiche Strecken sind zun#ichst parallel. Ferner haben sie
gleiche Lange. Endlich sind sie gleichsinnig. In Fig. 3 sind
4, B, und A, B, zwar parallel und gleich lang, aber nicht gleich-
sinnig.

Der Leser muB sich daran gewdhnen, daB bei der obigen De-
finition der Gleichheit eine Strecke allen Parallelverschiebungen
unterworfen werden darf. Man kann dadurch ihren Anfangspunkt
an eine beliebige Stelle des Raumes bringen und hat immer noch
die gleiche Strecke.

§ 2. Addition von Strecken.

¥ und B seien zwei Strecken. Nehmen wir irgend einen Punkt P,
so 1ABt sich ein zweiter Punkt Q derart wihlen, daB

PQ=9
ist. Ferner 1aBt sich ein dritter Punkt R derart wahlen, daB
5 R QR=9
R ist.

Die Strecke PR definieren wir als
die Summe der Strecken % und 8.
Diese Summe wird mit A4+ B be-
zeichnet. Es ist also

PR =9+ 9.
P 1

Fig. 4. Fangt man die Konstruktion mit
irgend einem anderen Punkte P’ an.
d. h, bestimmt man Q’ und R’ in der Weise, daB

PQ =%, QR =93
ist, so wird offenbar
P’ R = PR.

Es kommt also immer die gleiche Strecke heraus, wie man
auch den Ausgangspunkt P wihlen mag.

Um die Strecke B 4- % zu erhalten, muB man nach der obigen
Regel zuerst { so wihlen, daB PQ = B wird, und dann F so, daB
QR =Y wird. Man sieht aus Fig. 4, daB die Punkte R und R
zusammenfallen, daB also

(1) N+B8=8+YU
ist.
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Nehmen wir noch eine dritte Strecke € hinzu und wihlen den
Punkt S derart, da8
RS=C
ist, so wird
(A +%B)+C=PR+RS=PS

und

A+B+C)=PQ+QS=PS,
also
() (@ +B)+ € = A + (B + C).

Fitr die Streckenaddition gilt also nicht nur das kommutative
Gesetz (1), sondern auch das assoziative Gesetz (2), gerade so
wie bei der Addition von Zahlen.

Statt (¥ 4 B) 4 € schreibt man einfach %A 4 B 4 €.

Was unter ¥, + %, + ...+ %,, der Summe der » Strecken
A, U,y ..., A, zu verstehen ist, bedarf jetzt keiner weiteren Kr-
klirung. Um diese Summe zu konstruieren, geht man von einem
beliebigen Punkte P, aus und wihlt die Punkte P, P, ..., P, der
Reihe nach so, daB

P,P,=%, PP,=9,, ..., P P ="
ist. Dann hat man
9[1 +QIZ+...+91"=POP".

Wenn % 4+ %' = 0 ist (also % -+ A’ eine Nullstrecke), so heiBen
die Strecken % und U’ entgegengesetzt. Ist PQ =%, QR= A’
und A4 %" = PR =10, so bedeutet dies, daB die Punkte P und R
zusammenfallen, U’ ist also gleich QP. Fiar A pflegt man zu
schreiben — . Die Strecken % und
— ¥ sind gleich lang und parallel,
aber gegensinnig (vgl. Fig. 8).

A—B wird definiert als die
Summe der beiden Strecken % und — 9B,
A—B=2A+(—B)

Ist (vgl. Fig. 5)
PQ=9%, PR=9,
80 wird Fig. 5.
RQ=%—3.
Dies 148t sich aus der Figur entnehmen oder aus der Gleichung
RQ=RP+PQ=PQ+(— PR).

A — B ist also hier gleich der Strecke, die von dem Endpunkt

von B nach dem Endpunkt von ¥ fiihrt.

1.
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Parallelstrecken zu einer ortentierten Geraden

§ 3. Parallelstrecken zu einer orientierten Geraden.

Auf einer Geraden g kann man in zwei verschiedenen Rich-
tungen fortschreiten. Hat man die eine als die positive (die andere
als die negative) festgesetzt, so ist g, wie man zu sagen pflegt,
orientiert. Die positive Richtung markieren wir durch einen bei-
gesetzten Pfeil.

Alle Strecken, die auf der orientierten Geraden g liegen, zer-
fallen in zwei Klassen. Durchliuft man eine solche Strecke von
ihrem Anfangspunkt bis zu ihrem Endpunkt, so schreitet man ent-
weder in der positiven oder in der negativen Richtung von g fort.
Im ersten Falle sprechen wir von einer positiven, im zweiten Falle
von einer negativen Strecke.

In Fig. 6 ist P, Q, eine negative, P, Q, eine positive Strecke.

4; B, B, A
5] @: 9 B
——
Fig. 6.

Da man jede Strecke, die zu g parallel ist, durch Translation
auf g bringen kann, so bezieht sich diese Klassifikation auf alle
Parallelstrecken zu g. In Fig. 6 ist z. B. 4, B, eine negative und
4, B, eine positive Strecke.

Wenn die Strecke 4B zu g parallel ist und die Linge I bat,
s0 wollen wir ihr die MaBzahl ! oder — I beilegen, je nachdem
es eine positive oder negative Strecke ist. Wir bezeichnen die MaB-
zahl von 4 B mit 4 B. Offenbar sind die MaBzahlen von 4 B und
B 4 entgegengesetzt gleich. Es ist also

AB+ BA=0.

Eine Nullstrecke hat die Ma8zahl 0.

AB ist durch seine MaBzahl vollkommen bestimmt. Wenn
A’ B, eine andere Parallelstrecke zu g, dieselbe MaBzahl hat wie 4 B,
80 ist AB= A'B. In der Tat sind beide Strecken gleich lang,
parallel und gleichsinnig.

Ist m eine beliebige reelle Zahl, so gibt es immer Parallel-
strecken zu g mit der MaBzabl m. Um eine solche Strecke zu er-
halten, nehme man auf g einen Punkt P und trage von ihm aus,
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je nachdem m > 0 oder m < O ist, in der positiven oder negativen
Richtung ein Stiick von der Linge |m| ab.!

P, Q, R seien drei beliebige Punkte auf g. Dann ist

PQ+ QR+ RP=0.

Zunachst bemerken wir, da PQ 4 QR + R P bei einer beliebigen
Vertauschung der Punkte P, Q, B hochstens sein Zeichen #ndert.
Vertauschen wir z. B. P mit Q, so ergibt sich QP+ PE+4+ RQ =
—(PQ+ QR+ EP). PQ und QP haben nimlich entgegengesetzt
gleiche MaBzahlen, ebenso QR und RQ sowie RP und PR

Gelingt es uns fiir irgend eine Permutation P, Q’, R’ von
P, Q, R zu beweisen, daB P Q"4 Q"R + R"P’ =0 ist, so folgt
daraus PQ + QR+ RP=0. Nun laBt sich aber die Permutation
P, Q', B’ derart wahlen, daB P’ Q’, P’ R’ und Q’ R’ positive Strecken
sind, daB man also von P’ aus der positiven Richtung auf g folgend
zuerst nach Q' und dann nach R’ gelangt. P"Q’, PR und Q'F’
sind jetzt einfach die Langen von P'Q’, P'R’, Q’R’. Die Strecke P’'R’
ist offenbar so lang wie P’Q’ und Q’R’ zusammen, d. h. man hat

PR =PQ+ QR oder PO+ QR +RP =0,

Setzen wir PQ =9, QR=3, s0o wird PR=9 4 B und die
Formel PR=PQ + QF besagt, daB die MaBzahl von %+ B
gleich der Summe der MaBzahlen von ¥ und B ist.

§ 4. Charakterisierung der Streckem durch Zahlentripel.

Durch einen Punkt O des Raumes denke man sich drei Geraden
91» 95> 9; gezogen, die aber nicht
in einer Ebene liegen diirfen.

A sei eine beliebige Strecke.
Wir bringen sie durch Translation
mit ibrem Anfangspunkt nach O.
Ibr Endpunkt falle dabei nach P.
Es sei also OP = .

Jetzt konstruieren wir das in
Fig. 7 angedeutete Parallelepipedon,
indem wir durch P Parallelebenen
zu den drei Ebenen g,, g, und g,,
9, und g, g, legen. Dann ist

OP=0P, +P Q,+ QP Fig. 1.

' |m]| ist der absolute Betrag von m, also m oder — m, je nachdem
m =0 oder m=0.
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oder, da P, @, = OF,, Q;P=0F,,
OP=0P, + OP,+ OP,

OP ist auf diese Weise als Summe von drei Strecken dar-
gestellt, die zu g, bzw. g, baw. g, parallel sind. Diese drei Strecken
neont man die Komponenten von % in bezug auf g¢,, g,, g;. Durch
ihre Komponenten ¥, U, %; ist offenbar die Strecke ¥ vollkommen
bestimmt.

Wir wollen uns ¥ wieder in einer beliebigen Lage 4 B vor-
stellen, nicht gerade mit dem Anfangspunkt in O. Legen wir durch
A und B Parallelebenen zu der Ebene g,,g,, so entstehen auf g
die Schnittpunkte 4, bzw. B,. Die Strecke 4, B, nennt man die
Projektion von 4 B anf g,, parallel zur Ebene g,, g,. Unterwerfen
wir 4B und die beiden durch 4 und B gelegten Ebenen einer be-
liebigen Translation, so bleibt die Projektion 4, B, die gleiche. Da
wir nun insbhesondere 4B in OP iberfihren kdnnen, ist 4, B, =
OP, =9,. Ebenso ist %, gleich der Projektion von A auf g,
parallel zu g, g, und % gleich der Projektion von U auf g,
parallel zu g, g,.

Ziehen wir durch 4 und B Parallelen zu g,, so entstehen in
der Ebene g,, g, die Schnittpunkte 4, bzw. B’. Die Strecke 4," B,
heift die Projektion von % auf die Ebene g,, g, parallel zu g,.
Bei einer Translation der Strecke 4B und der durch 4 und B ge-
zogenen Geraden bleibt die Projektion %," B’ die gleiche. Da wir
A B nach O P bringen konnen, so folgt 4,"B," = 0 Q,. Nun ist aber
0Q =0P,+PQ =%+, also 4'B =% +%U. Ebenso
wird die Projektion von % auf die Ebene gy, g, (parallel zu g,) gleich

%, + ¥, und die Projektion auf die
Ebene g,, g, (parallel zu g,) gleich

A + A,
Ja Jetzt wollen wir die drei Ge-
raden g, , g, g orientieren (vgl. Fig. 8).
g Dann hat %, in bezug auf g,
eine MaBzahl z,, ebenso %, in bezug

(92 auf g, eine MaBzabl z, und ¥; in

bezug auf g, eine MaBzahl z;. Durch

Fig. 8. diese drei Mafzabhlen z,, z,, z, sind

A, Ay, Ay bestimmt, folglich auch A.

z,, 7,, 7, nennen wir die Koordinaten von ¥ in bezug auf die

drei orientierten Geraden g,, g,, 9, Die Koordinaten einer Null-
strecke sind alle gleich 0.
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Wenn z,, z,, z, die Koordinaten von ¥ und y,, y,, y," die
Koordinaten von B sind, wie lauten dann die Koordinaten von % + 8?

Es sei
AB=9, BC=9.

Bedeuten 4,, B,, C, die Projektionen von 4, B, C auf g, (parallel
zur Ebene g,, g,), 80 hat man
cars 4,B, =%, B (=9,
mithin.
4,0 =9 +8,.

4, C, ist aber die Projektion von 4C =% 4 B. Wir sehen
also, daB die Projektion der Summe zweier Strecken gleich
der Summe ihrer Projektion ist. Aus § 3 wissen wir, daB

4G =4B + B C =2 +y

ist. Die Projektionen von ¥ + B auf g, (parallel zur Ebene g,, g,)
und auf gy (parallel zur Ebene g,, g,) haben aus demselben Grunde
die MaBzablen z, + y, bzw. z; + ¥,.

Die Koordinaten von ¥ + B lauten also

T+ Y% Bt Tty
Die Koordinaten einer Streckensumme sind gleich den
Koordinatensummen der einzelnen Strecken. Jedesmal
werden die gleichnamigen Koordinaten summiert.
Wenn % + B =0 ist, so wird z, + ¥y, =2, +y, =23+, = 0.
Die Strecke — % hat also die Koordinaten — 2z, — z,, — z,.
Die Strecke % — B hat die Koordinaten z, — y,, 2, —y,, 2, — ¥y

§ 5. Definition des Winkels zwischen zwei Geraden.

g und h seien zwei orientierte Geraden, die durch den
Pankt O hindurchgehen. Es empfiehlt sich, nur die positiven Halften
von g und % zu zeichnen, d. h. die Halbgeraden, die der Punkt O
beschreibt, wenn er auf g oder % in der positiven Richtung fort-
schreitet. Diese Halbgeraden schneiden wir noch bis zur Linge 1
ab, so daB die beiden Einheitsstrecken OG und O H tbrig bleiben.

Wir wollen OG in der Ebene OG H um der Punkt O drehen,
wie man einen Uhrzeiger dreht. Das geht nach zwei verschiedenen
Richtungen. Die eine setzen wir als die positive fest und markieren
sie durch einen Pfeil. Der Weg, den der Endpunkt @ zuriicklegt,
sei . Dann sagen wir, daB es sich um die Drehung « oder — «
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handelt je nmachdem in posxtlver oder negativer Richtung gedreht
wird. So hat jede Drehung ihre MaBzahl. Die Drehung 2# ist
eine vollstindige Umdrehung,! die in positiver Richtung vor sich
geht. Der Zeiger wird also dabei in der positiven Richtung einmal
ganz herumgedreht. =/2 ist eine Drehung in positiver Richtung
um einen rechten Winkel, — 7 /2 eine Drehung
A in negativer Richtung, aber ebenfalls um einen

rechten Winkel.
Jetzt konnen wir erkliren, was unter
/) ¢ dem Winkel GO H oder (g k) zu verstehen ist.
Das ist eine Drebung, die g in % iiberfiihrt,
oder vielmehr die MaBzahl einer solchen
Drehung. Man sieht sofort, daB es unendlich
viele Drehungen gibt, die ¢ nach % bringen,
Fig. 9. daB also der Winkel (gk) etwas umendlich
Vieldeutiges ist. Wenn wir g im positiven
Sione drehen, so wird es nach einer gewissen Drehung ¢ eine erste
Koinzidenz mit 2 geben. Drehen wir g weiter im positiven Sinne,
so miissen wir einmal ganz herumdrehen, um wieder eine Koinzidenz
mit % herbeizufilhren. Die positiven Drehungen, d1e g nach %

bringen, sind also folgende
¢ w+2n, ¢4 67,

Jetzt wollen wir ¢ durch eine negative Drehung in % iiber-
fihren. Bis zur ersten Koinzidenz beschreibt G den Weg 27 — ¢.
Wenn wir nimlich in derselben Richtung weiter drehen, so daB G
noch den Weg ¢ zuriicklegt, sind wir gerade einmal herum-
gekommen, d. h. G hat den Weg 2x beschrieben. Man sieht, daB
die negativen Drehungen, die g in & iberfiithren, folgende sind

¢o—2n, ¢ —4n, ¢ — 67, ..
Der Winkel (gk) hat also die Werte
p+2vm (v=0, £1, +£2,..)
Je zwei dieser Werte differieren um ein Vielfaches von 2.
Man spricht auch dann von dem Winkel (g4), wenn die Ge-
raden ¢ und % nicht durch einen Punkt O hindurchgehen. Man

nimmt auf jeder von ihnen eine Strecke mit der MaBzahl 1, auf ¢
etwa G, G,, auf k etwa H, H, und macht 0G=G,G,, OH=H, H,,

! Man bedenke, daB 2n der Umfang des Einheitskreises ist (d. h. des
Kreises vom Radius 1).
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d. h. man bringt durch Translation die Anfangspunkte der Strecken
zusammen. Der Winkel GO H wird als der Winkel (¢ %) definiert.
9, k, ! seien drei Geraden durch O, die in einer Ebene liegen.
Wir denken sie uns orientiert. Durch die positive Drehung o ge-
lange ¢ nach k, durch die positive Drehung # aber % nach ! und
durch die positive Drehung v schlieBlich ! nach g. Unterwerfen wir
g der positiven Drehung « + 8 + 7, so gelangen wir wieder zu g.
Daher ist « 4 8+ y ein Vielfaches von 2. Dasselbe gilt von
(9k)+ (B + (Ig) und es ist ganz gleich, welche Werte der einzelnen
Winkel wir nehmen, weil je zwei Werte eines Winkels immer um
ein Vielfaches von 2x differieren. Es gilt also fiir drei orientierte
Geraden, die zu einer Ebene parallel sind,! stets die Relation

gk + RB) +(g) =2v=,
wobei #» einen der Werte 0, 4- 1, + 2,... hat. Man pflegt hierfiir
zu schreiben
(gh)+ k) +(9=0 (mod. 2a),
in Worten: ,(gh) -+ (h])+ (!9) kongruent 0 modulo 27 Ips-

besondere ist
(gh)+ (hg)=0

(hg)= —(gh).

Was bedeutet (g%), wenn die Geraden g und % nicht orienticrt
sind? Man kann jede Gerade auf zwei Weisen orientieren. Ausg
mdgen die beiden orientierten Geraden g,, g, und aus i die beiden
orientierten Geraden %,, %, entstehen. Dann wollen wir vereinbaren,
daB (gh) jeden der Winkel

(9, )y (9, Bo)s (90 2)s (9, y)
bedeuten kann. Da nun
(9, 7)) + (y ) + (R, 9,)=0 (mod. 27)

oder

und
(b hy)=m

ist, so folgt

(9, h)) =7 + (9,}y).

Ebenso ergibt sich

(gz h]) =x+ (91 hx)

und
(9, 1) = (9, 1)

! Drei solche Greraden kann man durch Translation in die vorhin be-
trachtete Lage bringen.
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Ist @ ein Wert von (g, b)), so sind alle Werte von (gk) in der
Formel ¢ + vn enthalten (v=0, +1, +2,..)). Der Winkel
zwischen zwei nicht orientierten Geraden ist also nur bis auf ein
Vielfaches von 7 bestimmt (der Winkel zwischen zwei orientierten
Geraden bis auf ein Vielfaches von 27). Fiir drei nicht orientierte
Geraden g, %, !, die zu ciner Ebene parallel sind, gilt die Relation

(M) + () +(9=0 (mod. ).

§ 6. Die Funktionen Kosinus, Sinus, Tangens und Kotangens.

Wir denken uns in einer Ebene eine orientierte Gerade g und
auf ihr eine Strecke OG mit der MaBzahl 1 (vgl. Fig. 10). Wir
wollen Drehungen von ¢ um O vornehmen und setzen daher noch
fest, wie die positiven Drehungen laufen sollen.

9' A Wird uns nun eine reelle Zahl ¢
vorgelegt, so kénnen wir mit g die
s 4 Drehung ¢ vornehmen. Dabei gelange ¢
nach 2 und O@ nach O H. Projizieren
wir O H senkrecht auf g, d. h. fillen
¢ G 9 wir von H aus auf g das Lot HC, so
entsteht auf g die Strecke O C. Ihre
S 7 MaBzahl definieren wir als den Kosinus
der Zahl ¢ und schreiben

Fig. 10. 00 = cos .

Man sieht aus der Figur, daB es ganz gleichgiiltig ist, wie man
den positiven Drehungssinn festgelegt hat, d. h. es gilt die Relation
€os(— ¢¢) = cos .

Ferner ergibt sich aus der Figur, -daB
cos(p + @) = — cos @

ist. cos¢ multipliziert sich mit — 1, wenn man ¢ um z vermehrt.
Vermehrt man ¢ zweimal um =z, so multipliziert sich der Kosinus
zweimal mit — 1. Es ist also

cos (¢ + 27) = cos ¢,

was auch direkt aus der Figur folgt. cosg hat, wie man sagt, die

Periode 2a.
Wichst ¢ von O bis #/2, so nimmt cosg von 1 bis O ab.
Wichst @ von m/2 bis a, so nimmt cos ¢ von O bis —1 ab.
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Wichst ¢ von z bis 3x/2, so nimmt cosg. von — 1 bis 0 zu.
Wichst endlich ¢ von 82/2 bis 27, so nimmt cosg von O bis 1
zu. Wegen der Periodizitit genligt es, wenn man cosg in dem
Intervall €0, 2z), d. h. fir 0 = ¢ =< 27, kennt.

cos (12' - qJ) definieren wir als den Sinus von ¢ und schreiben
T .
cos (? - ¢p) = sin ¢.
Aus dieser Definition folgt

sin (p + 7) = cos(—¢—%) = cos(%+q>)_ — sing,
sin(p + 2a) = sin .

sin ¢ multipliziert sich also auch mit — 1, wenn man ¢ um = ver-
mehrt, und hat die Periode 2.
Aus der Definition des Sinus ergibt sich auch

sin (% - qa) = o8 ;.
Wir notieren ferner noch die Formeln
cos (tp + %) = sin(— ¢) = —sin g,

sin (q; + —;—) =cos(— g)= cosg,

09 ynd S22 pflegt man mit tgp (Tangens ) bzw. cotep (Ko-

cos @ sin @
tangens ¢) zu bezeichnen. Man bestitigt sofort, daB

tglg + 7)=tgp,  cot(p+ =) =coty

ist. Tangens und Kotangens haben also die Periode a.

Man kann fibrigens sing auch so definieren. g’ gehe aus ¢
durch die Drehung x/2 hervor, d. h. durch eine Drehung um einen
rechten Winkel im positiven Sinne. O S sei die senkrechte Projektion
von OH auf ¢’ (vgl. Fig. 10). Dann ist

0S =sing.
In der Tat ist
08 =cos(g'h)=cos(kg’)

(hg)=(hg) + (99",

und



12 Senkrechts Projektion einer Sirecke von einem Trager auf einen andern

d. h.
_ =

(hg') =9 = ¢(m0d' 2“):
also

— T .

08=cos(?—q/) = sln .

Nach dieser Definition ist es leichter zu verfolgen, wie sin¢

variiert, wenn ¢ von O bis 2« wihrt. Es ergibt sich folgendes:

¢ von O Dhis #x/2:sinp von O bis 1 (zunehmend),

¢ ,», /2, =« :sing , 1 , O (abnehmend),
® » 7 yw 3m/2:8ingp ,, O , —1 (abnehmerd),
¢ , 3x/2 ,, 2& :sine , —1 , O (zunehmend).

Der Leser mache sich klar, wie tg¢ und cot¢ variieren, wenn
o von O bis = wichst.

Fir die Funktionen cos¢, sin ¢, tg¢, cotg gibt es Tafeln, die
der Leser von der Schule her kennt.

§ 7. Senkrechte Projektion einer Strecke von einem Triiger
auf einen andern.

g und % seien zwei orientierte Geraden durch den Punkt O.
Wir nehmen auf % eine Strecke O H und projizieren sie senk-
recht auf g. Die Projektion heiBe O.G. Dann ist also G der FuB-
punkt des von H auf g gefillten Lotes.
Macht man dasselbe mit einer andern Strecke auf k, etwa mit
OH,, so stellt sich heraus, da8

H rh = —
u (1) 0OG:0H=0@G,:0H,
ist. Die Abnlichkeit der Drei-
2 ecke OGH und OG, H, zeigt,
? ¢ ¢ 9 . .
/HI’/ ’ daB diese Proportion abgesehen
vom Zeichen richtig ist, daB sie

Fig. 11, also richtig ist, wenn man statt

der MaBzahlen die Lingen nimmt.

Haben OH und OH, dasselbe Zeichen, d.h. liegen H und H,

auf derselben Seite von O, so liegen auch @ und G, auf derselben
Seite von O, d.h. OG und O G, haben dasselbe Zeichen.

Haben OH und OH, verschiedene Zeichen, d. h. liegen H und

H, auf verschiedenen Seiten von O, so liegen auch G und G, auf

verschiedenen Seiten von O, d. h. 0'G und O G, haben verschiedene

Zeichen.
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Man sieht hieraus, daB Formel (1) nicht nur abgesehen vom
Zeichen, sondern tiberhaupt richtig ist.

Nun wollen wir O0H, = 1 machen. Dann wird nach § 6

0 G, = cos (gk)
und (1) verwandelt sich in
(2)

OG = OHcos (gh).
H, H, sei eine beliebige Parallelstrecke zu 2 und G, G, ihre senk-
rechte Projektion auf g (also G, und G, die FuBpunkte der von
H, bzw. H, auf g gefillten Lote) Macht man O H = H, H,, so wird
OG = G,G,. Man hat daher

G, G, = H, H, cos (gk).

Projiziert man eine Strecke senkrecht auf einen
andern Trager, so multipliziert sich die MaBzahl mit dem
Kosinus des Winkels, den die beiden Triger bilden.

Wir konnen schlechthin von dem Winkel zwischen den beiden
Tragern reden, weil cos (gk) = cos (hg) ist.

Auch brauchen wir gar
nichts von dem positiven Drehungssinn zu sagen, weil seine Fest-
setzung fir den Kosinus ohne Belang ist.

Der obige Satz ist sehr wichtig, wie sich spiter bei ver-
schiedenen Gelegenheiten zeigen wird.

§ 8. Strecken, bezogen auf ein rechtwinkliges Achsensystem.
Durch einen Punkt O des Raumes legen wir drei orientierte

Geraden Oz, Oy, Oz, dic zueinander senkrecht sind. Man nennt

diese Figur ein rechtwinkliges (oder

orthogonales) Achsensystem, Oz die

z-Achse, Oy die y-Achse, Oz die

z-Achse.

z

A
B “\
A B sei eine Strecke auf der orien- ! \,‘
tierten Geraden ¢ und 4, B, 4, B,, o Iz e
A, B, ihre senkrechten! Projektionen V ! r
auf die Achsen Oz, 0y, Ox.
Setzen wir
A4, B =y, 4,B,=Y, 4,B; =3y,
so sind g,

. . he
y, 3 die Koordinaten

Fig. 12,
! Wir kdnnten auch sagen: die Projektionen von A B auf Oz, Oy, Ox
parallel za den Ebenen Oyz, Ozzx, Ozy.
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von AB in bezug auf das rechtwinklige Achsensystem (vgl.
S. 6).

r sei die MaBzahl von 4 B auf g, also r = 4 B.

Dann ist nach § 7

1 r=rcose, Yh=rcosf, §=rcosy;

«, 3, v haben folgende Bedeutung

«=(z9), B=9), 7=19)
sind also die Winkel, die ¢ mit den Achsen Oz, Qy, Ox bildet.
cos ez, cos #, cos y nennt man die Richtungskosinus der
orientierten Geraden g. Sie sind die Koordinaten einer zu g par-
allelen Strecke mit der MaBzahl 1. Setzt man nimlichin (1) r =1,
so werden r, 3, 3 gleich cos &, cos 3, cos y.

Man sieht hieraus, daB g durch die Richtungskosinus bis auf
eine Parallelverschiebung bestimmt ist.

g, und g, seien zwei orientierte Geraden mit den Richtungs-
kosinus ,, u;, », bzw. ,, p,, #,. Auf g, liege die Strecke ¥, mit
der MaBzahl r, und auf g, die Strecke %, mit der MaBzahl ,. Die
Projektion von %, auf g, hat die MaBzahl

r, €08 (g, 9,)-

Multiplizieren wir noch mit r,, so entsteht
(2) 7, 74 €08 (g, g.),
ein Ausdruck, der bei Vertanschung der Indizes 1, 2 ungeindert
bleibt.

Der Ausdruck (2) ist von der Orientierung der beiden Geraden
9y, 9, ganz unabhiingig. g," und g, mdgen aus g, bzw. g, durch
Umkehrung der positiven Richtung entstehen. r,’, r,” seien die MaB-
zahlen von %, und ¥, in bezug auf g, und g, Dann ist

n=—r, r=—n,
(gx'gz) = (91 93') =z+ (gl gz)) (91'93’) = (91 gz);
(mod. 27)
also -
cos (91 93) = C08 (91'92, = — COs (91192) = — co8 (.91 93’)
und daher

ry 7, CO8 (g, g,) = r,'r, co8 (g,'g,) = r, 1," €08 (9, 9,) = 1,"r,’ cos(g,"g,)-

Der Ausdruck (2) hingt, wie man sieht, nur von den beiden
Strecken ,, %, ab. Man bezeichnet ibn als das innere Produkt
von ¥, und ¥, und schreibt dafiir (¥, %;) oder (¥, A,).
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7+ 9, % seien die Koordinaten von ¥, und g,, v,, 3, die von
%,. Kerner seien X,.9),, 8, die Komponenten von %, und %,, 9,, 8,
die von 9, in bezug auf das rechtwinklige Achsensystem (also die
orthogonalen Projektionen von %, bzw. ¥, auf die Achsen) Dann
sind die r, y, 3 die MaBzahlen der %, 9, 8.

Die Projektion von ¥, auf g, ist, weil %, =%, + 9, + 3,, die
Summe der Projektionen von %,, 9),, 8,. Bezeichnen wir die Pro-
jektionen durch einen angehingten Strich, so ist

AN'=%"+9'+ 38/
und nach § 3
U =%+9'+38"
Aus § 7 wissen wir aber, daB
U ' =rcos(g9) %' =hy, D'=my, B =ny
ist. Also gilt die Gleichung

708 (9,9) =4y + py ) + ¥, 8-
Daraus folgt durch Multiplikation mit r,, bei Beachtung von (1),
(3) U W) =r7r,c08(,0) =55 + 9,9, + ¥ 5s-
Das innere Produkt zweier Strecken ist gleich der Summe
der Produkte aus den gleichnamigen Koordinaten.

Man kann dies Resultat auch so ableiten.
Zunichst verifiziert man, daB fiir drei Strecken %%, B, € die

Relation
4) U+ 3, €)=¥EC)+(BEC)
gilt. &, B’ seien die Projektionen von %, B auf €. Dann ist die
Projektion von ¥ + B gleich %' + B’. Die MaBzahlen dieser Pro-
jektionen sind o
A, B, A+ B~
Multipliziert man sie mit €, der MaBzahl von €, so erhdlt man
uE BT @ +B)E.
Dies sind aber gerade die Produkte
®E), BE), @+, 0)
und man sieht, daB das letzte gleich der Summe der beiden ersten ist.
Aus (4) folgt nun, wenn wir wieder zu den Strecken %, ¥,
zuriickkehren,
(QIIQI2>=(£1+91 +3]l &‘2+2)’+82)
= (£1 Iz) + (@1 2)2) + (31 87,)
+(9,8) + (8, D)) + (8, &) + (], 8) + &, D) + (D, Xy).
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Aus der Definition des inneren Produktes sieht man, daB es
verschwindet, wenn die Triger der beiden Strecken einen rechten
Winkel bilden. Danpn ist nimlich (vgl. § 6) cos (g, 9,) = 0. Daher
sind in (¥, %,) alle Glieder gleich Null bis auf (X, X,), (9, D,), (8, 8,)
Das sind nun innere Produkte von Strecken, deren Triger den
Winkel Null bilden. Ein solches Produkt ist aber gleich dem Produkt
der beiden MaBzahlen, weil cos (g, g,) =1 ist. Es ergibt sich also
wieder die Formel (3).

Aus (3) folgt, wenn man 7, = r, = 1 setzt und (1) beriicksichtigt,

1
(%) - €08 (g, 95) =Xy 25 + 4y pty + 9y 7y

Der Kosinus des Winkels, den zwei orientierte Geraden
bilden, ist gleich der Summe der Produkte aus den gleich-
namigen Richtungskosinus.

Ersetzt man ¥, und %, beide durch die Strecke U mit den
Koordinaten g, 3, 3 und der MaBzahl r (in bezug auf ihren orien-
tierten Trager g), so verwandelt sich (3) in

) rP =12+ 9% + 4%
Hieraus folgt fir »r =1, wenn 4, p, » die Richtungskosinus
von ¢ sind,

(1) 1=22 4 p? 4 o2

Formel (6) zeigt uns, daB die Linge einer Strecke mit
den Koordinaten g, 4,3 gleich der (positiven) Quadratwurzel
aus der Quadratsumme der Koordinaten ist.

Aus Formel (7) ersehen wir, daB die Richtungskosinus
immer die Quadratsumme 1 haben.

2 Wenn drei reelle Zahlen 2, g, v
) die Quadratsumme 1 haben, so sind sie
die Richtungskosinus einer orientierten

X Geraden g. Wir wihlen auf den Achsen
’ 4 Oz, 0y, Oz die Punkte L, M, N so, daB

OL=21, OM=p, ON=v

ist, und bilden die Summe OP der
X Strecken OL, OM, ON (vgl. Fig. 13).

y Nach Formel (6) ist O P eine Einheits-
Fig. 13. strecke, d. h. sie hat die Linge 1.

Wihlen wir auf der Geraden O, P die

positive Richtung derart, daB sie von O pach P fiihrt, so hat auf
dieser orientierten Geraden g die Strecke O P die MaBzahl 1. Aus
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dem Formelsystem (1) ersieht man jetat, daB 2, u, v die Richtungs-
kosinus von g sind.

Wenn wir eine orientierte Gerade ¢ in der z, y-Ebene be-
trachten, so ist cos (xg) = 0. Setzen wir (zg) = ¢, s0 wird (yg)=
(zg9) — (ry). Wir kdnnen den positiven Drehungssion so wihlen, daB

(zy) = 5 ist. Daon haben wir (yg}=¢ — < und die Richtungs-
kosinus von g lauten (vgl. S. 11)
cos ¢, sin g, 0.

Nach (7) ist
coslep +sin?gp =1,

und das gilt fir jeden Wert von ¢.
9,9, seien zwei orientierte Geraden in der z,y-Ebene und
(zg9,) = ¢,, (zg,) = ¢,. Dann lauten ihre Richtungskosinus
cos ¢, s8in ¢,, 0 bzw. cos ¢,, sin¢q,, 0
Da (g,9,) =(9,2) + (xg,) =, — ¢, ist, so liefert Formel (5)
cos (g, — @,) = €08 ¢p, cOS @, + sin g, sin ¢,.

Hieraus folgt, wenn mani:‘— + ¢, fir ¢, einsetzt,

sin (p, — ¢,) = sin @, €08 @, — cos @, sin ¢,.

®,» @, konnen alle positiven und negativen Werte annehmen.

Zweites Kapitel.
Punktkoordinaten.

§ 9. Cartesische Punktkoordinaten.

Wir wissen, daB die Strecken des Raumes sich durch Zahlen-
tripel charakterisieren lassen. Hieraus ergibt sich leicht, daB man
auch die Punkte des Raumes durch Zahlentripel charakterisieren kann.

Durch einen Punkt O, den sogenannten Anfangspunkt, legt
man drei Geraden Oz, Oy, Oz, die sich nicht in einer Ebene
befinden. Jede von ihnen wird orientiert, d. h. es wird auf ihr
die positive Fortschreitungsrichtung markiert.

Diese Figur heiBt ein riumliches Achsensystem, Oz, Oy, Oz
die z-Achse, y-Achse und z-Achse. Ein spezielles Achsensystem,
das besonders biufig benutzt wird, ist das rechtmnkhge (vgl. § 8).

KowarLewsks, Analytische Geometrio
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Hat man ein riumliches Achsensystem und eine Langeneinheit
zugrunde gelegt, so hat jede Strecke drei Koordinaten (nimlich die
MaBzahlen ihrer Komponenten in bezug auf das Achsensystem).
Nun bildet aber jeder Punkt P mit dem Anfangspunkt O eine
Strecke O P. Die Koordinaten von OP nennen wir die Ko-
ordinaten des Punktes P in bezug auf das betrachtete Achsen-
system. Durch seine Koordinaten ist P vollkommen bestimmt;
denn aus OP = O P’ folgt, daB P und P’ zusammenfallen.

Wir wollen uns die Bedeutung der Koordinatén noch einmal
klar machen. Die Achsen bestimmen paarweise drei Ebenen, nim-
lich Oyx, Ozz, Ozy. Man nennt sie die Koordinatenebenen.
Legt man durch P Parallelebenen zu diesen Koordinatenebenen, so
entstehen auf den Achsen die Schnittpunkte 4, B, ¢. Die Koordi-
naten z, y, » des Punktes P sind nichts anderes als die MaBzahlen
der Strecken 04, OB, OC, d.h. es ist

z=07, y= ﬁ, 2= OC.

Wenn P in der Ebene Ozy liegt, so ist x = 0. P ist dann
vollkommen bestimmt durch z und y, die MaBzahlen von O A4 und
O B. Man erbilt diese Strecken, indem man durch P Parallelen zu
Oz und Oy zieht. Die Punkte einer Ebene lassen sich durch ihre
Koordinaten z, y in bezug auf das Achsensystem Oz, Oy charakteri-
sieren.

Liegt P auf der Geraden Oz, so ist y =2z = 0. P ist dann
vollkommen bestimmt durch 2, d. b. durch die MaBzahl der Strecke O P.
Diese nennt man seine Abszisse in bezug anf Oz.

z, y, » lassen sich algo, wenn P ein beliebiger Punkt des
Raumes ist, auch auffassen als die Abszissen der Punkte 4, B, C,
die man durch Projektion von P auf die Achsen (parallel zu den
Koordinatenebenen) erhilt.

Wir wollen jetzt noch im Falle des rechtwinkligen Achsen-
systems eine andere Betrachtungsweise auseinandersetzen. Bei jeder
Ebene gibt es zwei Seiten, wir konnen die Ebene auf der einen
Seite weiB, auf der andern schwarz anstreichen. Der Raum wird
durch die Ebene in zwei Gebiete geteilt. Einem Punkt des einen
Gebiets erscheint die Ebene weiB, einem Punkt des andern Gebiets
schwarz. Wir wollen nun bei unsern Koordinatenebenen Oyz,
Ozz, Ozy diejenigen Seiten weiB anstreichen, die von den positiven
Halften?! der Achsen Oz, Oy, Oz aus sichtbar sind. Dann ist

! Die positive Hilfte wird von dem Punkt O beschrieben, wenn er der
positiven Richtung der betreffenden Achse folgt.
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z. B. die Koordinate z der Abstand des Punktes P von der Ebene Oyz,
versehen mit dem Zeichen + oder —, je nachdem P auf der weiBen
oder schwarzen Seite von Oyz liegt. Die Koordinaten sind also
die Abstinde des Punktes P von den Koordinatenebenen, und zwar
positiv oder negativ gerechnet, je nachdem die betreffende Ebene
dem Punkt P weiB oder schwarz erscheint.

Ahbnlich ist es in der Ebene. Wir wollen uns eine Gerade in
der Ebene als ein suBerst diinnes Band vorstellen, dessen einer
Rand weiB gefarbt ist, wihrend der andere schwarz aussieht (vgl.
Fig. 14). Die Ebene wird durch die Gerade in zwei Gebiete ge-
teilt. Die Punkte des einen sehen von der Geraden den weiBen,
die Pankte des andern den schwarzen Rand. Liegt nun in der

'1

i

schwars

schwarger Rand weiss
—
weisser Rand schwarz
Fig. 14. Fig. 15.

Ebene ein rechtwinkliges Achsensystem Oz, Oy vor, so wollen wir
bei jeder Achse den Rand weiB firben, der von der positiven Halfte
der andern Achse aus sichtbar ist (vgl Fig. 15). Dann sind die
Koordinaten z, y des Punktes P die Abstinde dieses Punktes von
den Achsen und zwar positiv oder negativ gerechnet, je nachdem
die betreffende Achse dem Punkt P weiB oder schwarz erscheint.

Handelt es sich um die Punkte auf einer orientierten Ge-
raden Oz, so kann man sich den Anfangspunkt O als ein duBerst
kleines Stiickchen dieser Geraden denken, das an dem einen Ende
weiB, an dem andern schwarz gefiirbt ist. Richtet man die Firbung
so ein, daB O fir die positive Hilfte von Oz weiB erscheint, so ist
die Abszisse x eines Punktes P der Abstand dieses Punktes vom
Anfangspunkt, und zwar positiv oder negativ gerechnet, je nachdem
O von P aus betrachtet, weiB oder schwarz erscheint.

Die in diesem Paragraphen betrachteten Koordinaten nennt
man cartesische Punktkoordinaten nach CarTEsrus oder DESCARTES,
der sie in seiner 1637 erschienenen ,Géométrie benutzte. Wenn
das Achsensystem rechtwinklig ist, spricht man von rechtwinkligen
Koordinaten.

2‘
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§ 10. Anderung der Koordinaten bei einer Parallelverschiebung
des Achsensystems.

Wir wollen das Achsensystem Oz, Oy, Oz durch eine Trans-
lation in die neue Lage O'z, O'y, O’z iiberfithren.

Der Punkt P habe in bezug auf das alte Achsensystem die
Koordinaten z, y, », in bezug auf das neue Achsensystem die Ko-
ordinaten «, ¥/, 2.

z, y, = sind, wie wir wissen, die Koordinaten von O P und
2, 4, # die von O’ P. Hier brauchen wir gar nicht zu sagen, ob
die Koordinaten in bezug anf das alte oder neue System gemeint
sind. Denn die Koordinaten einer Strecke sind die MaBzahlen ihrer
Komponenten und bleiben bei allen Translationen des Achsensystems
dieselben.

Nun ist

OP= 00+ O'P.

Die Koordinaten von OP sind also die Summen der gleichnamigen
Koordinaten von 0O’ und O'P. Nennen wir die Koordinaten von
0O’ (oder, was dasselbe ist, die Koordinaten von O’ in bezug auf
Oz, Oy, Oz) a, b, ¢, 30 wird

(1) r=24a, y=y+5b, z2=2+c.

Bei einer Parallelverschiebung des Achsensystems
indern sich also die Koordinaten um additive Konstanten.

Die Bedeutung der Konslanten a, b, ¢, ergibt sich auch aus
den Gleichungen (1} Setzt man z'=y = z" = 0, 188t man also P
mit O’ zusammenfallen, so wird z = ¢, y = b, x = ¢. Daraus ersieht
man, daB a, b, ¢ die Koordinaten des neuen Anfangspunktes sind,
in bezug auf das alte System.

Wenn man in der Ebene ein Achsensystem Oz, Oy durch
Parallelverschiebung in die Lage O’z, O’y’ iberfithrt, so indern
sich die Koordinaten z, y um additive Konstanten. Dies ergibt
sich aus (1), indem man %, z/, ¢ gleich Null setzt.

Verschiebt man die orientierte Gerade Ox in sich derart, da8
sie die Lage O'z" annimmt, so #ndern sich die Abszissen z um
eine additive Konstante. Das folgt aus (1), wenn man y, ¢/, b, %, %, ¢
gleich Null setzt.

Eine Strecke P, P, sei dadurch gegeben, daB man die Koordi-
paten z,, y,, %, des Anfangspunktes und die Koordinaten z,, y,, %,
des Endpunktes kennt (in bezug auf Oz, Oy, Oz) Wie lauten dann
die Koordinaten von P, P,? LBt man P mit P, und O’ mit P,
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zusammenfallen, so werden #, ¥, 2’ in (1) gleich z,— =, ¥, — ¥,,
%, — %, Andererseits sind z, y, 2” die Koordinaten von O’ P,
d.h. von P, P,. Man kann aber auch so argumentieren. Es ist
P, P,=0P,— OP, also sind die Koordinaten von P, P, gleich
Ty =% Y~ Yy H— e

Sind die Achsen rechtwinklig, so ist die Linge von P, Pz,
d. b, die Entfernung der Punkte P,, P, gleich (vgl. § 8) der posi-
tiven Quadratwurzel aus

(zz - 31)2 + (.’/n - .'/1)2 + (Z’ - zx)"

§ 11. Anderung der rechtwinkligen Koordinaten bei einer Drehung
des Achsensystems um den Anfangspunkt.

Oz, Oy, Ox und 02, Oy, O« seien zwei rechtwinklige Achsen-
systeme mit demselben Anfangspunkt, z, y, z die Koordinaten des
Punktes P in bezug auf das erste (das alte) und 2/, y, 2" die Ko-
ordinaten von P in bezug auf das zweite (das neue) System.

Wie hiingen z, y. # mit 2, ¥, 2’ zusammen?

Wir zerlegen O P in seine drei Komponenten in bezug auf
0z, Oy, 0z und projizieren auf eine der Achsen Oz, Oy, Oxz.
Die Projektion von O P ist dann gleich der Summe der Projektionen
der Komponenten. Benutzen wir ferner den Satz, daB auf einer
orientierten Geraden die MaBzahl einer Streckensumme gleich der
MaBzahlensumme der einzelnen Strecken ist, so konnen wir schreiben
(vgl. § 7)

z = z'cos(xz) + y cos(zy) + 2’ cos(z %),
y =z cos({yz) + 5 cos(yy) + 2" cos(ya?,
z =7z cos(zz) + y cos(zy) + 2’ cos(x 2
oder
l r=a 4+ a,y+ ayx,
(1) ]y=&d+&y+&%
E=n2+ 7Y+ 77

e, B, 7, tind die Richtungskosinus von Oz', ebenso «,, 5, 7,
die von Oy’ und «,, f,, 7, die von Oz’ in bezug auf das alte System.
@, «,, ay sind die Richtungskosinus von Oz in bezug auf das neue
System, g,, 8,, B, die von Oy und y,, 7,, 7, die von Oz

Setzt man in dem Schema

o) ty ty
B By Bs
N Y2 7s
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eine Reihe (Zeile oder Spalte) mit einer andern parallelen Reihe
zusammen (d. h. summiert man die Produkte gleichnamiger Elemente)
8o kommt Null heraus. Setzt man eine Reihe mit sich selbst zu-
sammen, 80 kommt 1 heraus. Daher ist!

o oy o

6, By Bs [=1.
7’; V2 73

Die Determinante der «, f, 7, die sogenannte Transformations-
determinante?, hat also den Wert 1 oder — 1.

Geht Oz, Oy, 02 aus Oz, Oy, Oz durch eine Bewegung
hervor, lassen sieh also beide Achsensysteme derart zur Deckung
bringen, daB auch die positiven Hilften der gleichnamigen Achsen
zusammenfallen, so ist

o &, d
By By By |=1.
7172 73

Zunichst wollen wir den Spezialfall betrachten, daB zwei Achsen,
also etwa Oz und Oz, zusammenfallen (incl. Orientierung) Dann
ist ¥ = 2’ und cos(zz") = cos(yz") = 0, mithin

z =z’ cos(zz) + y cos(zy),
y =2z cos{yz) + y cos(yy).
k14

Wenn wir den positiven Drehungssinn so wihlen, daB (zy)= 5
ist, so kann zweierlei passieren. Entweder ist (z'y)= % oder
@y)=— % Nur im ersten Falle lassen sich die beiden Achsen-
systeme zur Deckung bringen. In diesem Falle ist, wenn wir
(xa') = ¢ setzen,

y)=@E2)+EY)=7+¢,

y2)=@Wz)+(z2)= —’—2'+¢p,
vy)=2)+ky)=g¢,

! Vgl. meine ,Einfihrung in die Determinantentheorie®, S, 160.

? Ein Qleichungesystem wie (1) nennt man eine lineare Trans-
formation. Erfitllen die e, f, y die oben angegebenen Relationen, so spricht
man von einer orthogonalen Transformation. Die Determinante der
a, f, v heifit eine orthogonale Determinante.
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so daB man hat (vgl S. 11)
@ z=2cosp — y'sing,
y=12'sing + y'cosgp.

Die Determinante der «, 3, 7 lautet hier

cosgp, —sing, 0 |
sing, cosg, O |
1]

0, 0,
Sie hat den Wert cos?¢ + sin’¢ = 1.
Wenn (¢y)=7, aber (¢'y)= — 7 ist, so wird
E)=-F+9 W)=—3+¢, Wy)=¢—n,
also

z=21'cosep -+ y'sin ¢,
y=a'8in@p —y' cosgp

und die Determinante der «, §, y gleich — 1.

Wir wollen jetzt das System Oz, Oy, Ox kurz mit S und das
System Oz, Oy, Oz kurz mit S’ bezeichnen. Durch eine Drehung
um die z-Achse konnen wir sicher erreichen, daB Oy in die Ebene
Oy’ gelangt. S gehe dabei in S, fiber. Die y-Achse von S, liegt
in der Ebene Oy %', steht also senkrecht auf 02’. Daher kinnen:
wir S, so um seine y-Achse drehen, daB seine z-Achse mit Oz
zusammenfillt (incl. Orientierung). Dieses gedrehte System S, mdge
S, heiBen. Da sind nun zwei Fille mdglich. Entweder 1aBt sich
S durch Drehung um seine x-Achse mit S’ zur Deckung bringen
oder nicht. Wir wissen, daB im ersten Falle beim Ubergange von
S, zu S’ die Transforma.tlonsdetermmante gleich 1, im zweiten Falle
dagegen gleich — 1 ist. Wir haben also folgenden Sachverhalt.
Die Transformationsdeterminante ist

beim Ubergange von S zu S, gleich 1,
” ” ”, Sl ” Sz » 1’
” ” » S’ ” S’ 2 1 Oder —1,
je nachdem S und S’ sich durch eine Bewegung zur Deckung bringen
lassen oder nicht. )
Nun miissen wir uns auf eine Eigenschaft der linearen Trans-

formationen stiitzen.
Hat man (fir v=1, 2,...,7)
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zv=avlyl +"'+arnyn

und

Yy, =b,% +... +85,.%,
8o ist

z,=cv1xl+... +c' %
und dabei "

n
=
cve = 2|a‘vk bkg-
k=1l

Das Element ¢,, in der Determinante

[

Cu.--c

nl * ' "

1n

cﬂ n

entsteht also durch Zusammensetzung der »t® Zeile von

Gy -ov 0y,
aﬂl < Gun
mit der g%® Spalte von
bll * bln
bnl * bnn

Nach dem Multiplikationssatz der Determinanten ist dann aber die
erste Determinante gleich dem Produkt der beiden letzten.

Daraus folgt, daB beim Ubergange von S zu S, die Trans-
formationsdeterminante 1 auftritt, und durch nochmalige Anwendung
desselben Schlusses auf S, S,, S’ ergibt sich, daB beim Ubergange
von § zn S’ die Transformationsdeterminante gleich 1 oder —1
ist, je nachdem diese beiden Achsensysteme kongruent sind oder
nicht.

Sind S und S’ nicht kongruent, so werden sie es dadurch, daB
man bei einer Achse die Orientierung umkehrt. Man nennt solche
Systeme symmetrisch.

§ 12. Koordinaten eines Punktes in bezug auf zwei beliebige
rechtwinklige Achsensysteme.

Es ist jetzt leicht, den Zusammenhang zwischen den Koordi-
naten eines Punktes P in bezug auf zwei beliebige rechtwinklige
Achsensysteme Oz, Oy, Oz und 0’2, O’y, O’ anzugeben. Wir
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verschieben zuerst das erste System parallel mit sich, so daB O
nach O’ gelangt. Dieses verschobene System heiBe O’z, O'y,, O'x.
Dann ist nach § 10

z=x +a, y=y +b, z==z +c
und nach § 11
T =7 +ay +ayz,
h=50+0y+p7,
% =71x' + 7zy'+7sz'y
also
lx=a+a,x'+ oy + ey,
(1) y=b+/o+8y + 57,
lx=c +NnTt 7Y + 7%

¢, By, 7, sind die Richtungskosinus von Oz, ebenso «,, 3,, 7, die
von Oy und a, B, 7, die von Oz’ in bezug auf Oz, Oy, Ox,
oder, was auf dasselbe hinauskommt, in bezug auf Oz, Oy, Ox.

Sind die Systeme Oz, Oy, Oz und O’z’, O'y’, 0’2’ kongruent,
so ist

l “ @ a '
By By By =1
’ 7 Vs l
Sind die Systeme symmetrisch, so ist die Determinante der «, 3, y

gleich — 1.

Vertauscht man in der obigen Betrachtung die beiden Systeme,
so ergibt sich!
(2) y’=b’+“zz+ﬂ2y+72zl
=0 +agz+ By + 7y%.

Die Formeln (2) sind nichts anderes als die Auflosung der
Gleichungen (1) nach 7, 3, =". Diese Aufldsung 1iBt sich so be-
werkstelligen, daB man die Gleichungen (1) der Reihe nach mit
¢,y By, 7, multipliziert und addiert (k.= 1, 2, 3).

Wir wollen jetzt den Fall betrachten, daB die Systeme kongruent
sind, und eine andere Interpretation der Gleichungen (2) darlegen.

Man denke sich P mit dem Achsensystem 0'z’, O'y/, O’z fest
verbunden und dieses Achsensystem mit Oz, Oy, Oz zur Deckung

{x’=a'+alz+ﬂly+7lz,

! @, ay, o5 sind nimlich die Richtungskosinus von Oz in bezug auf O',
Oy, 0’2, ebenso B, f, f, die von Oy und p,, 1, 7, die von Oz.
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gebracht, Dadurch wird P in die neue Lage P’ iibergefiithrt, und
dieser Punkt hat offenbar in bezug auf 0Oz, Oy, 0z die Koordi-
naten 2, ¥/, %
Daraus ersehen wir folgendes. Wenn ein Kéorper irgend eine
Bewegung im Raume ausfiibrt, so geht jeder Punkt P dieses Korpers
in eine andere Lage P’ iber und
die Koordinaten 2z, y, ©° von P
+ driicken sich durch die Koordinaten
z, y, z von P mittels der Formeln (2)
aus. Die Koordinaten beziehen sich
auf das feste Achsensystem Oz, Oy,
O0zx. Die «, f, y bilden eine ortho-
gonale Determinante, die gleich 1 ist.
Wenn die dritte Gleichung in (2)
%’ = v lautet, 8o nehmen dic beiden
ersten folgende Gestalt an (vgl. S. 22)

‘m’=a:cos:p+ysinq:+a’,

Y = —zsin g+ ycos g+ b

Fig. 16.

(3)

Bewegt man eine Figor in der z, y-Ebene, ohne daB sie diese
Ebene verliBt, so wird die Bewegung durch die obigen Gleichungen
dargestellt. Ist ¢ =0, so hat man eine Translation. Sind o, &
beide gleich Null, so hat man eine Drehung um den Anfangspunkt.

Wenn wir das Achsensystem Oz, Oy in der Ebene parallel
mit sich verschieben, so #ndern sich die Koordinaten um additive
Konstanten 4, B, d. h. es wird

r=2 +4, y=y + B,
E’=xl’+A, yl=yll+B
und die Gleichungen (3) lauten dann
z' =y co8 ¢ +y sing + a,
. ¥, = —2z singp+y cosp+d
Dabei ist
a= Acos ¢ + Bsinp — 4 +a',
h' = — Asing+ Bcosqp — B+ V.

Wir wollen versuchen, 4, B so zu wihlen, daB o' =08"=0
wird, d. h.
A(cosp — 1)+ Bsingp +a’" =0,

— Asin ¢ + Blcos ¢ — 1) 4 b’ = 0.
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Das sind zwei lineare (#leichungen mit den beiden Unbekannten 4, B.

Wenn die Determinante

cos g —1, sin ¢ _ e P _

_sinp, cos g1 = (cos ¢ — 1) 4 sin* @ = 2(1 — cos ¢)

nicht verschwindet, gibt es eine Lisung 4, B. Das Verschwinden

der Determinante bedeutet aber, daB cos ¢ =1, also sin¢g = 0 ist,
und dann reduziert sich (3) auf eine Translation.

Sobald also die Bewegung (3) keine Translation ist, 14Bt sie
sich als eine Drehung um den Punkt 4, B (d. h. den Punkt mit
den Koordinaten z = 4, y = B) ansehen.

Wir kehren jetzt wieder zu den Bewegungen im Raume zuriick
und stellen zuniichst folgende Frage:

@ibt es eine Strecke P, P,, die bei der Bewegung (2) in eine
gleiche Strecke P,’P,’ tibergeht,! so daB also P, P, = P,'P,’ ist?

Bezeichnen wir die Koordinaten von P, und P, mit z, y,, z,
bzw. #,,y,, %, die von P’ und P, mit z,’, y,’, 2," bzw. z," y,’, 2,
so haben wir zwei Gleichungssysteme, die aus (2) dadurch entstehen,
daB man einmal z, y, z, z’, ¥/, »’ mit dem Index 1 und ein zweites
Mal mit dem Index 2 versieht. Subtrahieren wir die entsprechenden
Gleichungen dieser Systeme und nennen die Koordinaten von P, P,
und P“P,’

i, myn bzw. U, m, o,
so ergibt sich
U=al+8m+tymn,

m =a,l 4+ f,m + y,n,
n =gyl + fym + yyn.

Diese Formeln sagen uns, wie die Bewegung (2) mit den Strecken
des Raumes umgeht. Wollen wir haben, daB P, P, = P,'P,” sein
soll, d. h.

’ s ’
U'=1l, m =m, n =n,

so mfissen die Gleichungen

(¢, — )i+ pym+y,n=0,
4) {a21+(ﬂ,—1)m+7,n=0,

gl + fym+4 (7 —1)n=0
stattfinden.

1 Natirlick scblieBen wir Nullstrecken aus.
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Die Determinante dieser Gleichungen ist Null. Man hat namlich

o-1,8, N o By 7 1—a,, =B —n|
2Y) B—1, 7, “ B, 72 |=| —ap 1=0,, —7
&y, Bs) 7a—1 uy By 75 —ay, —fy, 1=

Dabei muB man die Relationen

&1+ 7t =0,
e e+ BB+ 7 7;=0 (k=j)
benutzen.
Die Determinante der «, 8, 7 ist gleich 1. Also lautet die
obige @leichung

e, —1, B, 7 «—1, 6, 71
Uy ﬂz_]» 72 = | €&y, ﬂz"lr 72 ’
Oy, Bs» 7s—1 &g, Bs» rs—1

d. h. die betrachtete Determinante ist Null. Infolgedessen gibt es
Lésungen !, m, n, die nicht aus lanter Nullen bestehen, d. h. es
gibt Strecken, die bei der Bewegung (8) in gleiche Strecken fiber-
gehen.

Wir wollen das Achsensystem so drehen, daB die z-Achse
parallel zu einer solchen Strecke wird. Wir wollen aber nach Aus-
fiihrung dieser Drehung der Einfachheit wegen alle Bezeichungen
beibehalten. Dann ist = m = 0. Die Gleichungen (4) zeigen, daB

71=7'z=0: 73=1

wird. Da die Determinante
a B 0
e, 8, 0
a; By 1
orthogonal ist, so folgt weiter «; = #; = 0, und die Gleichungen (2)
lassen sich schreiben

= zcos @+ ysing¢+ad,
¥y =—gzsin ¢ +ycos g+,
= z-4c.

Setzen wir noch!
t=x+4, y=y +B, x=2,
r=z'4+ 4, y=y'+ B, =z,

' 4, B haben dieselben Werte wie auf S. 26.
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was eine Translation des Achsensystems bedeutet, so nehmen die
Formeln folgende Gestalt an

’

zZ,’ = 1z, €08 ¢-+y sy,
Y, = —z, sin ¢ 4 ¥, cos ¢,
%= 2+

Setzen wir zuerst ¢’ = 0, s0 haben wir eine Rotation um die
%-Achse vor uns. Nachher milssen noch alle  um dieselbe Kon-
stante vermehrt werden. Das bedeutet eine Translation parallel
zur z-Achse. Beide Bewegungen zusammen stellen eine Schrauben-
bewegung um die z-Achse dar. Man muB sich die z-Achse als
eine Schraube vorstellen, auf die der bewegte Korper aufgeschraubt
ist. Dreht man den Korper, so fiihrt er eine Schraubenbewegung aus.

Wir haben hier angenommen, daB cosq 1 ist. Im Falle
cos g = 1 handelt es sich um die Translation

f=z4+4d, y=y+¥b, =z+c.

Jede Bewegung, die keine Translation ist, 146t sich, wenn
man nur auf die Anfangs- und Endlage achtet, als eine Schrauben-
bewegung ansehen.

§ 13. Andere Koordinatensysteme.

1. Polarkoordinaten in der Ebene.

In der Ebene sei eine orientierte Gerade ¢ gegeben und ein
Punkt 0 auf ibr. AuBerdem sei fir die Drehunger um O ein
positiver Drehungssinn festgesetzt.

Eic Punkt P der Ebene, der nicht mit O zusammenfillt, be-
stimmt mit O eine Gerade k. Wir orientieren diese Gerade und
bezeichnen die MaBzahl von O P mit r.

Wir kénnen die Lage von P dadurch 2
bestimmen, daB wir den Winkel (gk)=¢
und anBerdem r angeben. Wir wissen

dann namlich, daB OP auf der um 0 7 7
¢ gedrehten Geraden g die MaB- «7
zahl r hat. Fig. 17.

7, ¢ nennt man die Polarkoordi-
naten von P. Der Punkt O heiBt der Pol und g die Polarachse.
AuBerdem braucht man noch den positiven Drehungssinn und
natiirlich auch eine Lingeneinheit.
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r wird als der Radiusvektor und ¢ als Amplitude von P
bezeichnet.

r, @.und —r, ¢ + n sind offenbar Polarkoordinaten desselben
Punktes. AuBerdem darf man jedesmal die Amplitude um ein Viel-
faches von 2z indern. Wenn P mit O zusammenfillt, ist » = 0
und ¢ vollig unbestimmt.

Auch eine Strecke AB in der Ebene kann man durch Polar-
koordinaten charakterisieren. Man orientiert den Triger % der
Strecke und setzt AB=r, (gk) = ¢. Dann sind r, ¢ die Polar-
koordinaten der Strecke. Die Polarkoordinaten von P sind offenbar
die Polarkoordinaten der Strecke OP.

Wie hingen die Polarkoordinaten mit den cartesischen zu-
sammen?

Die Gerade g machen wir zur z-Achse. Die y-Achse entstehe
aus g durch die Drebhung #/2. Dann ist (hy)=(kz)+ (zy), d. b.

ry) =% — @ und die Koordinaten z, y des Punktes P sind nach

§ 8 folgende
x=rcosep, y=rsing.

Mit Hilfe der Polarkoordinaten lassen sich die Drehungen um
den Pol O in sehr einfacher Weise ausdriicken.

Fiihren wir die Drehung « aus, so nehmen alle Amplituden
um ¢ zu.! Alle Radienvektoren bleiben aber ungeéndert. Die neuen
Polarkoordinaten sind also 7, ¢ + «, d. h. der Punkt mit den
Polarkoordinaten », ¢ geht fiber in den Punkt mit den Koordinaten

(t) r'=r’ (p’=(P+¢Z.

Sind z,y und 7,y die cartesischen Koordinaten der Punkte

’

r, @ bzw. r, ¢/, s0 hat man
=1 cos ¢ =rcos(p+ &)
=7 C0S gpCO8 & — 7 8in ¢ -sin ¢,
Y =rsin ¢ =rsin(p+

= r €08 @-8in ¢ + r 8in ¢.cos «,
d.h

' =z co8 ¢ — y 8in @,
¥ =z sin ¢ + y sin «.

! & ist positiv oder negativ, je nachdem die Drehung im positiven oder
im negativen Sinne erfolgt. |a| ist die Weglinge, die ein Punkt zuricklegt,
der von dem Drebpunkt O die Entfernung 1 hat. Vgl. § 5.
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Das sind dieselben Formeln, die wir schon (mit anderer Be-
zeichnung des Drehungswinkels) in § 12 hatten.

Avuf Grund der Formeln (*) kénnen wir sagen, daB eine Rotation
gich in Polarkoordinaten so schreibt wie eine Translation in
cartesischen.

2. Zylinderkoordinaten im Raume.

Durch einen Punkt O legen wir die orientierte Gerade 0% und
senkrecht zu ihr durch O eine Ebene E. In dieser ziehen wir die
orientierte Gerade Oz und setzen den positiven Drehungssinn fest.

P sei ein Punkt im Raume und P’ seine Projektion auf die
Ebene E. Wir setzen

PP=x

und bezeichnen mit r, ¢ die Polarkoordinaten von P’ in bezug auf
den Pol O und die Polarachse Oz.

Durch z, », ¢ ist die Lage von P vollkommen bestimmt. Man
nennt z,r, ¢ Zylinderkoordinaten.

Ibr Zusammenhang mit, den cartesischen Koordinaten ist
folgender.

Wir drehen Oz in der Ebene £ um #/2 und machen die so
entstehende orientierte Gerade zur y-Achse. Dann sind

r=rcose, y=rsingp und z

die Koordinaten von P in bezug auf Oz, Oy, Oz.

3. Polarkoordinaten im Raume.

Durch einen Punkt O legen wir die orientierte Gerade Oz (sie
heiBe die Achse) und senkrecht zu ihr durch O eine Ebene E, die
Aquatorebene. Dann brauchen wir noch eine Ebene durch die
Achse, die Nullebene. Sie schneidet die Aquatorebeme in einer
Geraden Oz, die wir orientieren. Sowohl in der Aquatorebene, als
auch in der Nullebene setzen wir einen positiven Drehungssinn fest.

Nun sei P ein Punkt, der nicht gerade auf der Achse liegt.
Wir orientieren die Gerade %, die er mit O bestimmt, und setzen

OP=r.

Jetzt drehen wir die Nullebene so lange um die Achse, bis sie
durch P hindurchgeht. Oz habe sich dabei um A gedrebt. Endlich
lassen wir in der gedrehten Nullebene Oz eine solche Drebung g
ausfohren, daB es mit . zusammenfillt (incl. Orientierung).



