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Bormwort,

Nis feitherer Sbiifer ves Biefigen Kbmiglichen Frievrichs
BWilhelms-Gymnafium und fpiter al8 Mitglied des mit biefer
Anftalt verbundenen RKonigliden mathematijhen Seminares,
hatte i) Gelegenbeit, die Unterrihtdmethode des Herrn Pro-
feffor Sdellbad) genauer fenmen zu lermen. Jd itbernahm
baber gern den Anftrag deffelben, bdie widhtigiten mathemati-
fchen Probleme, wie fie von ihm in den legten Jabren in
den oberen Rlaffen ded8 Kiniglidhen Friedrih-Wilhelms-Ghm-
nafium  vorgetragen wurden ober theilweife erft beim Unter-
ridte entftanben, in Gemeinfdaft mit dem Herrn Dr. Lieber
i bearbeiten und fie auch fitr weitere Rreife zuginglid zu
maden.  Der Herr Dr. Lieber indeflen, weldher bdie erfte
Bufammenftellung der in den Heften ded DHerrn Profefjor
Sdellbad) enthaltenen Aufgaben itbernabm, trat in Folge
eine8 Rufes an das Gymuafium zu Pori aus dem mathe-
matijhen Seminare und wurbe auf bdiefe Weife verhindert,
bie Arbeit mit mir gum Ab{Hluf zu bringen.

Die nun von mir vollendete, vorliegende Sammiung micdte
filr ben mathematifdhen Unterridht vielfadh) von Nugen fein



v Borwort.

tonmen, inbem fie zablreidhe Probleme enthilt, die fowohl bas
Jnterefle der Sdhiiler ermeden und feffeln, ald auch bei bder
Cigenthitmlidfeit ber Auflsjungdmethode bdie mannigfaltigften
Unwendbungen ded Crlernten geftatten. Die {dhon frither von
mir bearbeiteten Mayimum- und Minimum - Aufgaben*) find
babei in wvieler Begiehung ald Crglingung der vorliegenden
Sammlung -3u betradten.

Berlin, im December 1862,
€. Fifder, Dr. phil

*) Matbematijfe Lebrftunben von K. H. Schellbad). Aufgaben aus bder
Qefre vom Groften und Kleinflen. Bearbeitet von A. BVobe und E. Fijder,
Dr. phil. Berlin bei Georg Reimer, 1860.
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Grite Abtheilung.
Die quadratifdyen Gleidyungen.

§. 1. ueﬁer bie allgemeine Aufldfung der quabdra-
tifden Gleidungen.

Die fiiv den Unterricht zwedmdifigfte Auflsfung der Sleidhun-
gen gweiten Gradesd ift die, welde auf der Berlegung bes Trinoms:
x*+4+2ax+b

in lineave Faftoven beruht. Man Hhat ndmlidh) identifch:
x*4+2ax+b=x*42ax+}+a*—a*+b
= (x+a)'—(a*—b)
= (x+a+ ya*—b)(x+a—ya*—b).
Diefe Berlegung fithrt nun nicht allein unmittelbar zur Anfldfung
ber quabratifdhen Gleicdhung:
x*+2ax+4b =0,
fondern fie liefert unter anbern aud) fofort ben gemeinfdhaftlichen
Tattor, welden gwei Trinome etwa haben fdnnen. Das Aufjuden
biefer gemeinjhaftlichen Faftoren ift fiiv ven Schiller eine fehr nilg-
liche Ucbung und ein Wittel, dasd oft bei Umformung algebraifcher
Auspritde angewandt werben fann. Hat man 3. B, den Bruch:
B — x* —8x 4 12
x*—10x+ 24°
fo ergiebt fich burch Beriegung e Bahlers und Nenners in Falto-
ven erften Grabes:
B =(x—6)(x—2)=x—2'
x—6)(x—4) x—4
Sdellbac) Aufgaben, 1
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Gbenfo findet man:
x*+T7x+6 x+6
x*4+8 47 x417

x*+2x—15 x—3
x*—3x—40 x—8
Hat man ferner die Gleihung zweiten Grades mit einer Unbefannten:
1) x*42ax-+b=0
aufuldfen, fo erhélt man burd) diefelbe Berlegung ber linfen Seite
aud der gegebenen Oleichung bdie folgenbe:
(x+a—ya® —Db) (x4 a+ya*— b) = 0.
Gin Probult verfhwindbet aber, wenn irgend einev feiner Faftoren
verfdhwindet. Um alfo alle Werthe voit x zu erhalten, weldhe die
Oleihung befriedigen, muf man jimmtlihe Faltoren eingelu =0
fegen. Damit ijt aber die Aufldjung ber einen quadratifhen Glei-
dung auf bie yweier Gleidhungen erften Grades uriidgefithrt. Man
exhilt {dhlieflich aus denfelben bie befannten Wurzeln:
Xx = —a+ya'—Db
Aus diefem Refultate laffen fidh nun unmittelbar bdle Folgerungen
siehen:
1) Gine jede quabratijhe Gleichung Hhat zwei Wurzeln, welde
entweber beibe teell ober beibe imagindv find,
2) Hat man eine quadbrvatijche Gleihung in dbie Novmalform (1)
gebradyt, fo ift die Summe ifhrer Wurzeln:
X, +x, = —2a,
und bag Produft derfelben:
X, X, =b,
Die leptere Cigenfdhaft der Wurzeln einer quadratijden Gleidhung
fann man benuken, um einige einfacdjere Gleihungsihiteme mit den
beiven Unbefannten x und y aufjuldfen. €8 fei gegeben:
X4+y=a
und: xy = b,
Die beiben Grdfen x und y miiffen dann nach) dem Borigen bie
Wurzeln der quadratifhen Gleichung:
z2*—az+b=0
fein, weil biefelben in der That bdie Cigenjhaft befiten, daf ihre

unb:
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Summe = a und ihr Produft = b ift, und fie fomit die gegebenen
Gleihungen evfiillen, durdh weldhe x und y allein beftimme waren.
&8 ift alfo:
2
X = % + ]/—ZT —b,
a _ _/a*
y=5F 50
wobei aber in jebem zujammengehdrigen TWerthpaare von x und y
ber Quadratwursel entgegengefeste Bovgeidhen ju geben find,
Die Gleichungen:
X—y=a
xy=>b
laffent fich gang &hulih auf(dfen, wenn man — y al8 die eine un-
befannte ®rife betvadytet.

DMan fann die Gleidung (1) aud) vadurd) anfldfen, dbaf man
ifhre Wurgeln in der Fovrm von unendlichen RKettenbriichen darftellt.
Ullerbings fann hier dle Convergeny ober Divergeny desd Rettens
brudhes nicdht unterfucht werben. In vielen Fillen ift diefe Cntwid:-
fung audy fiir die numerifhe Vevedhnung nicht ohne Bortheil, invem
bie unenbliche Ausbehnung ded RKettenbrudjes feine grifere Shivie-
vigfeiten barbietet, al8 bdie ebenfalls unendliche Operation ber Bered)-
nung einer {rvationalen Quabratwurzel. Man fann fih aljo in der
That der Kettenbrudpentwidlung suweilen bedienen, um fdhmell die
Wurgeln einer quadbratifchen Gleicdhung bid u einem gewiffen Srade
ber @enauigleit aufjufinven.

Hat man die Gleidhung aufsuldfen:

x*—ax—b =0,
fo ergiebt fih durd) Divifion mit x:

x-——a—-izo,
X
ober:
b
x=a+’i‘v
b

=a+
a—|—-b—’

X

1*
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b
=a- —5
a+
b  ——
-+ T ininf.
Die andere Wurgel ergiebt fih, wenn man bdie aufpuldfende Glei-
dung auf die Form bringt:
x(x—a)—b=0,

ober, wenn man durd) x — a dividirt:

x=P
T a—x’
b
)
a—I————b—
at a -+ ininf,

Hat man 3. B, vie Gleihung:

x*—20x—2 =0,
fo evgiebt fidh:

9

x=20+4 = 3

R E L

1

10 42—

20 4 I
104 55 n inf,

=20 +

Die Niherungsbriide find:
1 20 201

10’ 201 2020 &I ™

RNimmt man;
201
x=20+ 50550
fo giebt biefer Werth die Wurzel fchon bis auf 7 Decimaljtellen
genait,

Man iibergeugt fich aud)y durcdh Bergleihung bder gefunbdenen
Werthe leicht, dafs diefelben alle Cigenfdhaften der Wurzeln der qua-
bratifdhen Gleichung befigen.
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Sind aber in der Gleidhung (1) bie Coefficienten a und b mehr-
siffrige Bablen, wie 3. B. trrationale Grdfen mit vielen Decimal-
ftellen, fo ift die algebraifdhe Form bder Wurgeln, die wir bisher
allein betradhtet haben, nicht fiir die mumerijdhe Bevechnung bequem,
felbft wenn man fidh der Logavithmentafeln bebienen wollte, Jn
biefem Falle ift 8 vortheilhaft, trigonometrifde Funttionen, welde in
gemiffer Weife von den Coefficienten a und b abhdngig find, als
$Hiilfegrifen eingufiihren,

Hat man ndmlich) die Gleichung weiten Grades:

1) x*42ax+4+b=0
aufyuldfen, fo fithre man filr die Unbefannte x einen unbefannten
Binfel ¢ ein, weldher durch die Gleichung Leftimmt ift:
@) tgipVb =x.
Durd) Subftitution von ¢ in (1) ergiebt fich:

btgip*+2avbigip +b =0,

ober:
_Yb _ _2gip
a 14 tgie*’
= sin g,

Gft mun yb <<a, fo ergeben fih aus bdiefer Gleichung swei reelle
Werthe von ¢, welde gwifchen O und 360° liegen, und weldpe fidh
g 3wei Redyten evgingen, fo daf bie beiven Wurzeln unter ber
Form:
X, = I/th 19,
x, = vYbcotig
erfdeinen. 3t hingegen vb > a, fo find beive Wuvzeln imagindr.
Die Bortheile, weldpe bie foeben bduvchgefiihrte Subftitution fiiv
bie logavithmifche Bevechnung bietet, liegen auf der Hand, indem
bie Refultate fibevall in der Fovm von Produften erfdeinen,
Die Aufldfung der Gleihungen bdritten und vierten Grabes
lagt fih nod) auf die von Gleichungen niedeven Gradves uridfith-
ven. &8 ijt aber fehr befdmwerlid), Polhnome, wie fie in diefen



6 Grfte Abtheilung.

Oleihungen auftveten, fo umguformen, daff fie, wie die Trinome
ber quabratifhen ®leidunigen, unmittelbar in Faltoren eriten Gra-
ped erfallen.

Die Gleichungen fiinften und hheren Grades find fogar iibers
haupt nidht mefhr algebraijdy auflégbar, und ed ift im Allgemeinen
nicht mdglich, ein Polpnom Hhiheren Grades in ein Produtt von
Fattoren nieveren Graves ju verwandeln. €8 giebt indefjen hiheve
®leidhungen befonderer Avt, deren Anfldjung dpurd) verjdyiedene Kunit-
griffe auf oie Aufldfung von Gleidhungen weiten Graves uriidge-
filhrt werben fann, und von bdenen in den folgenben Paragraphen
verfdhiedene Gruppen behanbdelt werben follen.

Bei ben Umformungen, welde dabei erforberlid) find, werben
bisweilen frembe Faltoven in die Gleidhung eingefiihrt, deren Wur-
jeln fidh bann mit ben eigentlid) gejuchten vermifchen und Werthe
evgeben, welde der gegebenen Gleichung nidht geniigen. Ein einfa-
dhes Veifpiel wird dies far maden. Um 3 B. die Gleidung auf-
guldfen:

x—T—y1+2x=0,
madyt man bdiefelbe vational, inbem man fie mit dem Faltor:
x—T4vy14-2x
multiplicict.  Wan erhilt vaduvd) die quadratifdhe Gleidhung:
x* — 16x 4- 48 = 0,
welde die Wurgeln liefert:
x, =12
unbd: x, =4,
Der gegebenen Gleidung geniigt aber nur bie Wurgel x, =12,

wihrend bie anbere x, =4 bdurd) den Faftor x — T+ ¥1 + 2x
eingebrungen ift, alfo feine Beveutung fiiv die gegebene Gleidhung
hat, wenn bder befonbern Natur ber Aufgabe nady ¥14-2x als po-
fitive Grdfie betradhtet werben mufl, Hitte man nad) ber gewdhn-
lichen Methove die Wurzelgrife auf die anbeve Seite gebradht und
bann quabrivt, fo wére offenbar dag RNefultat gany dafjelbe geblies
ben. &8 ift dies ein fiir die Anfldfung der Gleidhungen wefentli-
der Punft, auf den wir in bden vorfommenbden Fallen aufmevtjam
madyen werbert.
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§ 2. Gleidungen Hdherer Grade mit einer Unbe-
tannten, die fidh) burd) Subftitution auf quadratifde Glei-
dungen juridfihrey laffen.

Bu ven einfachften Oleidungen hihever Grade, deven Wurzeln
burd) eine einfache Subftitution mit Hilfe einer quadratifhen Glei-
dung 3u finden find, gehiven bie, welde die Geftalt Hhaben:

x4 2ax* 4+ b =0,
wo n ivgend eine ganze ober gebrodhene Bah!l fein fann, Betvachtet
man ndmlid) nidt x felbft, fondern x" =z al8 die ju beftimmenbde
Orisfe, fo hat man fiir z die Sleidung:
z*+2az+b =0,
alfo: -
z=x"=—atvya—b,
mithin:

X = ]/—a-_}-;/a*——b.
€8 find damit bie 2n Wurzeln ber gegebenen Gleihung gefunven,
ba, wie aus der Theovie der Wurseln befamnt ift, jebe nte Wurzel
aud) n ver{chicbene Werthe hat.
Nad) diefer Wethode laffen fidh die folgenden Gleichungen (Bfen:
1) x*+41225 = T4x?,
x =417 ober = -+5,
2) 3x°4 42x* = 3321,

3__ 3I__
x, =v21, x,=—y4i,

— 4__
*3) Yx42vx—8=0,
x, =16, x, = 256.

‘_
Alferbings gilt fhier ber jweite Werth nur, wettn y¥'x al8 negativ
betradytet wird. Bergleidhe daritber den Scluf von §. 1.
4) x*—yx* =56,

3__
x, =4, x,=—vy49.

5) x4 — %x% = —592,

L I
x, =8, x, =1/'—('7€':)3
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5__ 5__
6) vx* yx®="156,
3__

x, =243, x,=- y28%
Aud) in den folgenven Gleihungen fudt man anfinglidy nicht die
unbefannte Gvdfe felbft, fondbern zunddft eine einfacdie Funftion ber-
felben, die in der aufjuldfenden Gleihung enthalten ift.

) T4+x42¢y7T+x=15.
Gubftituivt man ¥7T+x =z} fo erhilt man:

z =25 ober = —3,

alfo:
x, =18, x,=2

Audy hier befriedigt nur die weite Wurzel die gegebene Gleidhung,
wie in ben beiben folgenbden.
8) x+5=vx+5+86,
xx=—1, x,=4.
9) ;/x+12+f/x+12 =6,
x, =69, x,=4.
10) x+16—Tyx+16410=0,
x, =9, x,=—12
11) x*—2x46yx*—2x+5 = 11,
x=1, x=1+2y1b.
60—4yx*+x+6

12) yx*4-x+4+6 =

?

Yx*+x+46
x=D50, x=—86, x=:L2'/3£.

13) {x—2)'—x}'—(x—2)" = 88— (x—2).
Man fubftituire (x —2)*—x =z. Aldbann ergiebt fich:
z'—z =90
unb:
5+3y—3

x=6, X=—1, x=’;2—-——'
~ 3 3__

14) ya—x—yb—x=c.
s
Nadypem man vb — x auf bdie andere Seite gefchafft, erfhebt




Die quabratifden Gleidhungen. 9
man bie Gleihung in die dritte Poteny. €8 ergiebt {ih auf diefe

s__
Weife eine quabdratife Gleihung mit der Unbefannten yb—x,
welde bad Refultat liefert:

— 3 — -—
x=%ta+b+a b+2c1/4a 4b—¢?

15) yY14ax+ ‘/1 +;— =c
Gubftituirt man, nadbem die Gleidung quabdrirt ijt:
b
Ja+m(+4)=y,
fo erhilt man leicht:
x = 513{&3;2,/&4- b + o}/c"+ 4T 4/0" T ab}-
1 1

16) Ya+4x +)/b—x=c'

RNachbem man die Nenner fortgefhafit und quadrirt hat, feke man:
V@+x)(b—x)=y.

Pan finbet dann:
_1+/TFc@tb)
= . ,

fo baf fidh fiiv x eine einfache quabratijche Gleidung ergiebt. Ana-
Tog 18ft man bdie folgende Gleidhung auf:
17) 1 _ 1
Ya-+x ¢yb—x
a _ bx )
Vxfa+vx vVx —vx—a
Sept man x = —3—, fo ergiebt fidh nadh %ortfd)aﬁimg ber Nenner:

byl4+y+yyYl—y=y—b
Quabrirt man diefe Gleidung, fo erhilt man:
2by1—y* = y*'—b*—2b.
Wenn man endlich nody eirimal quadbvirt, fo ergiebt fich unmittelbax
eine quabvatifde Gleidung fiiv y%. Man erhdilt davaus folgenve
vier Wurzeln der gegebenen Gleichung:

=¢cC.

18)
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+a
Yb(2—b)+2byT—2b.
19) x(x+a)(x+2a)(x+3a)=Dh.

‘.Utu[tip[ici;t man bie beiben mittleven und dufeven Faftoven mit
einanber, fo nimmt die Gleichung die Form an:

(x* 4 3ax)(x* 4 3ax 4 2a*) = b,
ober, ivenn man x*-3ax =y fubftituivt:
y'+2a'y—b =0,
Damit ift y und fomit aud) x leidht zu finden, €8 folgen bie vier
Werthe:

X =

Xx= ——a+‘/—a +va*+b.

Bir filgen su den bisher gegebenen Gleichungen eine Gruppe
anbever fingu, welde bie darafteriftijde Form Haben, dag fie aus
Gummen von Briidhen beftehen, die, paarweife abbirt, gemeinjdhaft-
lidhe Fattoren abjonvern laffen. SGnbem man alfo die Faftoren ein-
seln =0 fept, serfpaltet man unmittelbar bie gegebenen Bhiheren
O®leidhungen in eine Gruppe niederer, deren Wurzeln fammtlich Wur-
seln der erfteven find.

1 1
1+x+2+x‘3+x”4+x

=0,

20) @) = —

TEFx 5= T TFx

Summirt man je zwei von bden Enben gleid) weit entfernte Britdpe,
fo ergiebt fidy:

(S e S £ o S 742x

x+x* 64+Tx+x*" 104+Tx4x* 124+ Tx+4x*
@eist man alfo erftend den gemeinfdyaftlidhen Fattor:

T+2x=0,

fo evgiebt fidh) eine Wurgel:

=0.

x—=—_2.
-2
Subftituirt man auferbem x*+Tx =y, fo ergeben fih die anbern

Wurzeln aus dem zweiten Faltor:
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1 1
® ¥y yFe TyFo v
Man erhilt namlid nad) Fortfdhaffung ver Nenner:
y*+18y+90 =0.
Darausd folgen venn filv x die vier imagindren Werthe:
7 13 | ..
X=— + 1/—4— =+ 3i.

&8 find alfo filnf Wurjeln ber gegebenen Gleidung gefunben
und in der That erhilt man nad) Fortjdaffung der Nenner aus
ber Gleichung (a) nur ein Polhnom fiinjten Graves. Jnbeffen er-
giebt fid) in unferem Falle aus (a) und audh) (b) nodh) unmittelbar

bie Wurgel x=o00, die in gewiffen Fillen filr die gegebene Anfgabe
eine Bedbeutung Hhaben lann,

1 1 1 1 1 1
21) Y+x-1+x—2+x—3+x—4+x—5—0‘

Man erhilt durd) paarweifed Sufammenfaffen je jweier gleidyweit
vont den Cuben entfernter Britde:
2x—5 2x—5 2x—bH
x*—Dbx + x ——5x+4+ —bx46
et man alfo junddft wieber ben Faftor 2x—5 =0, fo ergiebt
fidh bie erfte Wurzel:

= 0.

0.

x— 5
PR
Cubftituirt man barauf x -—5x Y, fo finbet man weitens:
1
=4 —+—F==0
yHiFatiTs
ober:
_ —1042yT
- 3
&8 find aljo bie fehs Wurzeln ber gegebenen Gleidhung:
) _ 5 36+ 8v1T 7
x=co, x=7, x=71t 12
a [ a

Nady der leb:txon von je awei gtetd;ment von ben (&nben entfernten
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Briichen folgt eine Gleidhung, aus ver fidh der Faftor 2x —5 ab-
fondern [aRt. Sefst man ferner x*—bHx =y, fo ergiebt fidy fix y
die quadratifhe Gleidhung:
y*(a+b+c) +2y(ba—+ 3b 4 2c) 4+ 24a = 0,
€8 ergeben fidh fehlieflich fitr x die jedh® Wurgeln:
5

X=00, x=?,

5 Vﬁa + 18b4 17¢ + v (a— 3b — 2¢)* + 12ab
=g+ datbto '
1 1 1 1
23) X -+ a-+x'—|—b +x+ c+x+a—|—b—c—
G8 ergiebt fih der gemeinfdhaftlihe Faftor: 2x 4 a4 b, Sept
man ferner x*4(a-+b)x =y, fo hat man jweitens:
1 1
Y+ TyFeatb—o >
Man finvet afo fiiv x die vier Wurzeln:

a
Xx=o00, X=—-—5—,

0.

a4b
2

24)

X = —

+ LY H ety —20+ @by,
1 1 1 1
x+a+x+b+x+c+x+d

1 1

+ x—|—a+b—c+x+a+b——d_o'

Nad) ywedmdpiger Beveinigung je zroeier Glieder tritt der Fal-
tor 2x 4 a4 b fHeraus, und man erhilt jur Beftimmung von
x*+x(a+b) =1y bdie Gleidhung:

1 1 1
V¥ Ty Fe@Fb—o T yFaaFb—a)
Man findet alfe, wenn man jur Abtivzung:
abt+ac4bc—c*=m

0.

unop:
ad+bd—d*=n
fetit,

Y= —4(m4n)+Lym*+n*—mn—3ab(m— ab).
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Die Wurgeln der gegebenen Gleichung find alfo:
b —_—
x=o0; x=—2E2; x=ji—@+b) £ AT T 4.

i o 8 Va
%) x+a+x b+x+c+x—|—d
t s e =0
x+a4+b—c¢c  x-+adb—d )

Bereinigt man die Glieder mit gleichem Bahley, fo ergiebt {ich
ber gemeinfchaftliche Faftor 2x 4 a + b und zur Beftimmung von
y=x4x(a-+b) die Gleidung:

0,

« 8 v
Y+ab * y+e@+b—c ' y+d(@t+b—d
alfo, wenn man biefelben AbFitvzungen wie unter Nr. 24 einfiihrt und

m(a+7)+n(a+ﬁ)—ﬂb(a—-:3)v= P
2(e+8+7)

fetst:
= —P+1P?— mna-i—myab—nab(a__lg)_ya:bz.
y il atB+7y

Die Wurgeln der gegebenen Gleichung find endlich:
at+b ~_ —(a+bty@+b)+4y
g 1 *= 2

X=00; X=—

« B 7 J )
%) - a-tx + 2afx  3atx 4datx

/4 8 ©
+ Bafx  6afx + Tatx =0.

Taft man iwiederum die Glieder, welde denfelben 3dhler Haben,
paarvmwei8 zufammen, fo [Gft fih Ta4 2x al8 gemeinfdhaftlicher Fat-
tor abfonbern, und man evhalt die Wurzel: x = — 323- et
man anferdem x*4Tax =y, {o liefert der anbere Faftor die fol-
gende Gleichung:
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o I} y dJ

Y T yt6a TyFioe  yFioa
Diefelbe vebucivt fih nun im Alfgemeinen auf ven bdritten Grad
und wirh nur quadratif, wenn e + y = B4 J ift. Jn diejem
Falle nimlih wirh ber Coefficient von y>*=0, fo baf man eine
Wurgel y = oo erhilt, wihrend die andern fih ausd dev ibrig bleis
benben quabratifden Gleidhung evgeben.

=0,

§ 3. Reciprole Gleidungen mit einer unbefanunten
Ordge.

Sind bdie rveciprofen Wurzelwerthe einer Gleihung ebenfalls
Wurgeln der Gleidung, o Keift diefelbe reciprof, Die veciprofen
Gleidiungen find daburd) erfennbar, daf bdie Coefficienten der gleidh-
weit von ber Mitte abftehenden Glieder bdiefelben find. Bei Glei-
dungen ungeraven Grabes fonnen allerdings bdiefe Coefficienten audh
entgegengefeste Borgeichen Haben.

Gs -laffen fih nun alle veciprofen Gleidungen nten Grabves
burd) eine einfache Subjtitution auf Gleidungen niedeven Grades

suriidfiihren und zwar auf den —;—ten, wenn n gerabe und auf dben

n_2_———1ten, wenn n ungeradbe ijit. Dividbivt man ndmlich, wenn n

gevabe ift, dle gegebene Gleichung mit x2, fo folgt aus dev dhaval-
teviftifdhen Form ber veciprofen Gleidhungen, baf alle Glieverpaave

1
mit den Potengen x” und — benfelben Coefficienten haben. . Subs

ftituivt man aber x+—i— =Yy, fo fann man x» + xlv al8 ein Po-
Iynom »ten Gradbed vou y bdarftellen, fo dbaf man aljo eine Glei-
dung erhilt, welde in Beziehung auf y vom -;—ten Orade ift. Jn

ber That folgt, wenn man die Definitiondgleidhung:
1
(1) x+—=y

quabrirt und das Probuct wicder mit berfelben Sleihung multiplis
civt und fo fortichreitet:
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-~

+X= _2’
1
+;§= — 3y,
a)
1
X+ o=y -41+2
1

X+ 5=y =5y +5by u f w.

Gtwas gang Aehnliches gilt von veciprofen Gleihungen, deren Grap
ein ungrabder ift.

Hat man aber y gefunden, fo fegt man ben erhaltenen Werth
in bie Gleihung (1) etn und erhilt auf biefe Weife eine einfache
quabratifhe Gleidhung fitr die gefuchte Grife x.

1) x*4ax*+bx*+ax+1=0,
Durd) Divifion mit x* ergiebt fich:
1 1
Xt ?-{-a(x-{——x—)-l—b =0,

©epst man ferner x-{——;— =1Y,. o finbet man nadh ven Gleidhun-

gen (a):
y'—24ay+b =0,

ober, wenn man va'—4b-+8 =R fubftituirt:

Y= x4 = {—akR].
olglich bie vier Wurzeln:

x=4}(—a+R)+iy2a*—4b— 8+2aR

2) x*4ax*+4ax+4+1=0.

Durd) Divifion mit x* erhalt man:

"L’“xl_% + a(x’H—;{,;) —0.

Get man xt +x—F =y, {o erhilt man nadh den Gleicdhungen (a):
Y{Y'—3+a; =0,

ober:
y=0, y=4V3—a.
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Mithin ergeben fich), wenn mon quadrirt, fiix x die beiben Gleihungen:

x—l—%—l—2=0,
ober:
x=—1
unb:
1
x+;-|—a—1 =0,
ober:

x=4{l—atvy(@a—3) (a+1)} ,
BWill man die Rechnung mit den gebrodenen Potengen vermeiden,
fo fubftituive man in ber gegebenen Gleicdhung:
x=u?
Alsbann exhilt man durd) Divifion mit u’:
s a1
wpaut— 4 =0,
ober toenit man u+% =y fett:
, Y’+(3~3)Y=0,
biejelbe Gleichung, wie die oben gejundene.
3) x*+ax*4bx*4bx*4ax41=0.

Cept man aud) Hier x = u® unp biviviet al8dann mit u®, fo ers
giebt fidh:

1 1 1
wot oo+ ) +(at ) =0

ober, wenn man u+%‘= y fubftituivt:

v{y*—56y*+5+a(y"—3)+b} = 0.
Somit ift entwebder:

y=0,

ober:

y* = 4{b—a+yb+2ata'—4b}.
G8 ift alfo x = —1, wihrend ficdh die andern vier Wurzeln ausd ver
Gleidhung ergeben:

x+%=y'—2.
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BWir dpliefen an diefe veciprofen Gleihungen nody einige anbdere
von einem ungeraden Grabe an, beven gleid) weit von beiven Euden
entferute ®lieder gleidh grofie aber entgegengefepte Coefficienten ha-
ben. Diefelben liefen fidh aud) unmittelbar auf die vorhergehenden
suriidfithren, wenn man x = —y fubftituirte,

4) x*4ax*—ax—1=0.
et man wieber x = u® und diridirt alddann mit u?, fo folgt:
u’—ul,—l-a(u ——%) =0.
Man fege:
a—l_y,
u

baun wird, wenn man dicfe Gleichung mit fih felbft und dag Pro=
buct wieder mit derfelben Gleichung multiplicict und jo fortfhreitet:

1
u,+?=yl+2’
ua__l?zya'l'gy’
b) "
1
vt =y 4012
u’—l=yﬁ+5y’+5y u {. w.

Mit Hiilfe diejer Relationen nimmt alfo vie aufjuldfende Gleidhung
pie Form an:

y{y*+3+4a} =0,
alfo entweber:

y=0
ober: y=+ivy3+a.
Daraus folgt endlich, wenn man beriidjicdhtigt, daf:
1 _ .
X + ; =Y '+ 2 )
x=1 und:

x=—3}{l+atv(@+3)(a—1)}
5) x*+ax*4bx®*—bx*—ax—1=0.

Durd) diefelbe Subjtitution und dburd) Divifion mit v’ erhilt man:
Sdelibad) Aufgaben, 2
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1 1y, 1
u‘—F—l-a u? __u_"’> + b(u—-;) =0,
Sesst man wiederum u — -111— =y, fo ergiebt fidh) entwebder:
y=0

ober: v+ (GB+a)y'+3a4b+5=0.

$Hat man alfo y gefunden, fo exhilt man {dylieRlich die Werthe von
x aud der Gleidhung:

1
x+—; =Y2+2'

Aehnlicdh (aft fidhy auch die folgende Gleihung aufldfen, obgleich ifre
Geftalt wefentlich von der ber reciprofen Gleidungen abweidht.

6) x*+ax*+bx*—ax+4+1=0.
Durd) Divifion mit x* finbet man:

x4 L ta(x—1)+b=0.

Sept man alfo x——% =Y, fo erhdlt man:
y+ay+b+2=0
ober: y=—4{a Fya*—4b—8}.
Die vier Werthe von x folgen endlich ausd ver Gleichung:
x*+4{a Fva*—4b—8}x—1 =0.

a4 al x!
2 2________.
() Vx —?—I—]/a == a

Gubftitnivt man x*=a’y, f{o verjdwindet der Coefficient a aus
ber Gleidung und man erhilt nuy:

ot

Bringt man alsdann ‘/1—-% ouf die redite Seite, fo ergiebt fich,

wenn man quabrivt:

: 1
2y |/1—7=y’+1—y,
ober, wenn man nodh einmal quabdrirt:
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V—2y'—y'+2y4+1=0.

Diefe Gleidhung hat aber im Wefentlicdhen die Form ber unter Nr. 6
. . 1

behanvelten. Dividivt man wmit y* und fept y—;:u, fo er-

giebt fich:

w—2u+4+1=0
ober:; u=1,
alfos -
14+v/5
Y="g
ober: -
x=+ al/l -1_—21/5'

§. 4. Quadratifde Gleidungen mit zwei unbefann-
ten Grdfen,

Hat man ein Shftem von n Gleidhungen mit n unbefannten
Grifen aufsuldfen uud eliminict man nad) ven getwdhnlichen WMe-
thoben n—1 bdiefer Unbefannten, fo erveicht bie refultivende Glei-
dung in ver NRegel einen fo hohen Gvad, daf ifhre Aufldfung mit
vielen Sdwievigleiten verfniipft ijt. Man wird alfo, wenn es ir-
gend mdglich ift, bei der Wufldfung folder Gleihungen ju Kunft-
griffen feine Buffucht nehmen miijfen, weldje je nach der verfchiede-
nen Geftalt ves aufsuldfenven Gleihungsipftemes verfdyieden find.

Bei den Gleichungen N. 1 bis Nr. 13 3. B. wiirde man fchlief-
lid) auf quabratifhe Gleihungen gefithrt werben, wenn man bie
eine ber unbefannten Grifen einfach eliminivte. €8 ift aber beque-
mer, juerft bad Berhiltuif ber beiden unbefannten Grdfen, ober

ben Brud) % au Dbeftimmen und mit deffen Hitlfe bdiefe Grisfen
felbft zu berechnen.

x+y_ T _
1) y =1 xy =12,

x=+138, y==+4

x+y_ 2 — ot
2) Xy D Xy = ¢*,

2*
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N == e =)
"—iﬂ/a—b’ y=tefip

3) XY _ T vty =19

vt 95
4) xztzz =7 xy* =36
x=4, y=+3.

5) x*+4-xy=24, xy+}y'=40.
x =13, y==b.

6) x*—xy=48, xy—y'=12
x—_—is, Y=i2.

x*4-y* 234 .
D) X—y 109’ xy? = 175,
x=7’ Y=5‘
x-42y 12 _ 343 —x*
8) v =5 107(—[—53(_——-}{_*_Y .
x=+42, y=15.
xa_'_ys _ _
9) my—,-—?), X+Y-—6
x=3, y=3
10) 18%:%, Sxy+2x +y = 485,
9
§x=10 X=—3
y=15’ __9_7.
-6

11) x*—xy=24y, xy—y'=3x.
Durd) Divifion findet man junddit % =44, Ulfo:
24

X=—"

x=0 x =8 5)

y=0’ Y=2’ y:%.
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2
12) 4ty =5410y, x+3y=55,

{x=+5 x=i_;—}/-2-1—7_
y =10, _l
Y=73

13) x*4-axy-+by*=c,
X'+ oxy+ gy =y.
Dividivt man bie beiven gegebenen Gleidungen dburd) einander und
fet algbann y = xz, fo verfdwindet aud) x aus ver vejultivenven
Oleihung und man findet fiiv z bie beiben Werthe:
g Co—tyty(ca—ay)* —4(y—c)(by—cp)
- 2(8y — )

Ferner ift:

c
x= i]/l—l—az—l-bz’
unb:

c
y=i_zl/1+az+bz"

Bisdweilen geftattet die Form dev Gleihungen mit zwet unbe-
fannten ®rdfen, vaf man junddft die Summe, vefp. Differeny und
bas Prodbuft tevfelben beredhnen und davauf nad) den im § 1 ge-
madptent Bemerfungen bie Unbelannten felbft beftimmen fann, Dabhin
gehiven die Shiteme von 14- 44.

14) x*+4y*=a
X+ y= b.
x = (b +yZa—b?)
unb: y = 3(b Fy2a—b?).
15) x*4y*=a
x+y=h.
Qnbem man bdic zweite Gleidung in bdie dritte Poteny erhebt und
bann die erfte fubtrahivt, ergiebt {idh fiix xy eine Gleihung erften
Orabes, welde dbas Rejultat liefert:
b*—a
3b

Xy =

&s ift alfo:



