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I. Theil.

Mechanische Quadratur.

§ 1. Unter den verschiedenen Methoden zur geniherten Be-
stimmung der Integrale, oder wie es in der Sprache der &lteren
Analysten hiess, zur geniherten Quadratur krummliniger Figuren *)
nennt Gauss die Newton-Cotesische, welche sich auf die Inter-
polationsmethode griindet, eine der brauchbarsten,*¥)

Um das Integral einer continuirlichen Function y(z) zwischen
gegebenen Grenzen g und h angenihert zu berechnen, wenn der
Werth von y(x) flir Abscissen z = ¢, @,, ete., a,, die in dem
Intervalle von g bis & liegen, bekannt ist, sucht Newton eine
ganze Function a—1'" Grades ¢(z) auf, welche fiir die be-
treffenden Abscissen mit () tibereinstimmt. **¥) Das leicht aus-
zufiihrende genaue Integral von ¢(z), zwischen denselben Grenzen
g und A, vertritt dann niherungsweise die Stelle der Quadratur der

*) Newton, Methodus differentialis, in der Ausgabe von Horsley, London
1779, T. L. auf 8. 521—528, prop. VI: Figuram quamcunque curvilineam quadrare
quamproxime, cujus Ordinatae aliquot inveniri possunt. Jacobi giebt im 1. Bde.
v. Crelle’s Journ. S. 302 an, dass dieser Methodus etc. zuerst in der Amsterdamer
Ausgabe der Principia phil. nat. erschienen sei, welche auf Kosten von Bentley
veranstaltet wurde.

**) Gottingische gelehrte Anzeigen. 1814 September 26, Werke III, S. 202
bis 206, auf 8. 202. Ich habe mir erlaubt, an einigen Stellen die Wortfassung von
Gauss beizubehalten, z. B. an der, welche Cotes betrifft, dessen Verdienste Gauss
scharf zeichnet,

*¥) Prop. IV. Si recta aliqua in partes quotcunque inaequales , .. dividatur,
et ad puncta divisionum erigantur parallelae ..., invenire Curvam Geometricam
generis Parabolici, quae per omnium erectarum terminos transibit.

Heine, Aswendungen der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 1
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vorgegebenen Function, und zwar bis zu jedem beliebigen Grade
von Genauigkeit, wenn man eine hinreichend grosse Zahl » der
Ordinaten y(z) in Anwendung bringt.

Newton empfiehlt (Scholium) die Construction von Tafeln,
wobei man die « in arithmetischer Reihe auf einander folgen lassen
solle, und giebt selbst das Resultat der Rechnung flir » = 4 an:
Wenn A4 die Summe aus der ersten und letzten Ordinate (fiir ¢, = ¢
und «, = h), B aus der zweiten und dritten bezeichnet, so sei an-
genihert das Integral, der gesuchte Flicheninhalt, gleich

—h
g_g—(.ur 3B).

Cotes, welcher fir sich, und ehe noch Newton’s Schrift
Methodus differentialis erschienen war, schon im Jahre 1707, &hn-
liche Untersuchungen angestellt hatte, wurde durch die zierliche
Form, in welcher Newton das Endresultat in obigem Beispiele
dargestellt hatte (pulcherrima et utilissima regula nennt es Cotes)
bewogen, diese Vorschriften weiter und bis auf den Fall von 11 Ordi-
naten auszudehnen. Das Resultat, mit Einschluss der von Newton
gewiinschten Tafeln, giebt er bis n = 11 (S. u. § 4) am Schluss der
Abhandlung de methodo differentiali, welche einen Theil der Har-
monia mensurarum ausmacht, ohne sich iber das Verfahren, wo-
durch er sie berechnet hat, weiter zu erkliren.

Das Folgende enthilt zunichst eine Darstellung der Newton-
Cotesischen Methode in der Sprache der heutigen Analysis, Hierauf
wird gezeigt, wie Gauss*) eine grossere Anniherung erreicht, in-
dem er die n Abscissen « in @(x) nicht mehr in einer arithmetischen
Reihe auf einander folgen lisst, sondern filr sie die Wurzeln einer
gewissen Gleichung »'*® Grades setzt. Einen Platz in diesem Hand-
buche erhilt die Darstellung der Ndherungsmethode von Gauss,
weil jene Gleichung zur Bestimmung der « in P"(z) =0 iibergeht
sobald g = —1, k=1 gesetzt wird. Dies soll bei den folgenden
Untersuchungen immer geschehen; der allgemeinere Fall ldsst sich
auf diesen specielleren durch die Substitution

h—g

_h+yg
m—T-l-u—2—

*) Methodus nova integralium valores per approximationem inveniendi. Comment.
soc. reg. scient. Gottingensis rec. Vol. III, 1816 (Soc. reg. scient. exhibita 1814 Sept. 16.
Werke III, S. 163—196.
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zurlickfiihren, indem man offenbar hat

[hw(z)d:c:: h;gé“w[h—;—g +uh—2-g]du.

Z. B. besteht zwischen einem Integrale in den Grenzen O und 1,
und einem solchen in den Grenzen —1 und 1 die Beziehung

/lw(z)dz = %L‘lw(lgx)dz.

Bleibt () unverindert, wenn man « in — & verwandelt, so hat man

[llzp(z)dx =£lw(1;w)dx.

§ 2. Von den verschiedenen Functionen der Verinderlichen x,
welche fiir 2 gegebene Werthe von «, die durch e,, a,, etc., a.
bezeichnet werden, willkiirlich gegebene Werthe ¢, ¢,, etc., ¢, an-
nehmen, ist eine ganz und vom Grade n—1; man kann hinzufiigen,
dass es auch nur eine solche giebt. Setzt man

Q)... N@)=(@@—ea)lz—a,)..(r—a)

so ist diese Funection

(4

c, X Cn )
VG| Gmaswey + Emewy T + GmagNe)

Da nimlich N(e,) Null, also N(z) gleich N(z)— N(a,) wird und
daher durch = —e, getheilt werden kann, so hat der Factor von
¢, in dem vorstehenden Aggregat den Grad n—1. Fir z=o,
verwandelt er sich in 1, wihrend zugleich die Factoren der ibrigen
Constanten ¢ verschwinden., Gibe es ferner noch eine zweite Func-
tion mit denselben Eigenschaften, so wire die Differenz dieser und
der ersten eine ganze Function, hdichstens vom Grade »—1, die
fir # = a,, a,, etc,, o, verschwindet, also durch die Funetion N(z)
von hoherem, dem nt*" Grade theilbar sein miisste.

Setzt man statt c,, ¢, ete. die Werthe, welche () fir » ver-
schiedene Abscissen z = q,, @,, etc. annimmt, die in dem Intervalle
von —1 bis 1 oder auch zum Theil auf den Grenzen liegen mdogen,
5o ist

— . Y(ay)
@) ... @ = N(w),élm—)—
die ganze Function, héchstens vom Grade n—1, welche fiir jene
1%
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n Abscissen mit () libereinstimmt, und auch im ganzen Verlaufe,
von ¢ = —1 bis z = 1, der Function ¢ beliebig nahe bleibt, wenn
man » gross genug nimmt, und die Abscissen nach einem solchen
Gesetze wihlt, dass die Differenz zwischen je zwei auf einander

folgenden «, — a1, entweder % ist, wie bei der unten folgenden

Methode von Cotesius, oder doch, mit » multiplicirt, fiir » = oo
gleich 1 wird.

Das Integral der ganzen Funection ¢(z) ldsst sich ausfihren,
und stellt einen angeniherten Werth des gesuchten Integrales von
Y(z) vor. Bildet man also aus den = Abscissen a,, o,, etc. a,,
die zwischen —1 und +1, oder zum Theil auf +1 liegen, nach (1),
die ganze Function

N(x) = (z—a)z— 02)... (z—an)

1 ! N(x)dz
@) ... N'(m)[l"z—ay = 4,

1
so wird ein Ndberungswerth von/ y(z)dr gleich
—1

und setzt

@ ... [ o@de = Apa)+4,9(@) -+ ()

Setzt man y(z) =1, so wird ¢(x) = 1, woraus sich ergiebt, dass
die Summe der n Zahlen A gleich 2 ist.

Ein Beweis dafiir, dass ¢ ein Niherungswerth von P sei, ist mir nicht
bekannt, weshalb ich unten (§ 11) einen solchen hinzufiigen werde. Man scheint
es in der That bisher fiir selbstverstindlich gehalten zu haben, dass eine ganze
Function 7z—1%" Grades ¢, welche #» Punkte mit einer vorliegenden continuir-
lichen 1 gemein hat, ihr im ganzen Verlaufe, auch in den Punkten, welche
zwischen den n Punkten liegen, sehr nahe bleibt, wenn % sehr gross ist. Setzt
man die Summe der ersten n Glieder aus der Reihe fir y(x) gleich f(z), so
ist diese Function n—1'" Grades in der That als Niherungswerth von ()
zu bezeichnen, da sie sich mit wachsendem 7z dem i beliebig nihert. Daher
ist der Ausdruck

. ()
(@ ... N(:l:)yz,‘:l @—a, )N ()’
welcher genau f(«) wird, ein Niherungswerth von (). Ersetzt man in (@)
die f(a,) durch 1 (e,), so dass aus (@) die rechte Seite von (2) entsteht, so
hat man den Zihler jedes »**" Gliedes zwar nur um die kleine Grésse (e, ) — f(a,)
verindert; nichts desto weniger konnte aber der so entstehende Ausdruck, das
@(x) in (2), fir grosse Werthe von n cine erhebliche Aenderung gegen den
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friheren Werth f(z) aufweisen, und sich daher weit von der Summe der ersten
n Glieder in der Reihe fiir 1 entfernen.

Fiir die numerische Rechnung freilich lisst sich das Bedenken, ob wirklich
die rechte Seite von (4) als Niherungswerth des Integrals von i anzuschen sei,
leicht beseitigen. Aus den unten folgenden Tafeln ersieht man nimlich, dass
die A, deren algebraische Summe fiir jedes n» genau 2 ist, Zahlwerthe besitzen,
deren Summe, wenigstens fir alle Werthe von n die man factisch bei der Inter-
polation benutzt (bei der Methode von Cotes nimmt man n =11, bei der von
Gauss n§__7), entweder genau 2 ist oder, wo sie grosser wird, doch noch
nicht 10 erreicht. Unterscheidet sich 1 von f(z), jener Summe der ersten
n Glieder der Reihe fir 1(x), hochstens um eine kleine Grosse s, so wird
daher die rechte Seite von (4) sich von

®) ... Af(a)+A4,f(a)+ -+ Aaf(ad)
um weniger als 10¢ unterscheiden, und ist andrerseits genau gleich dem Integral
von f(a) zwischen den Grenzen —1. Dieses unterscheidet sich von dem ge-
suchten Integrale der Function 1 hichstens um 2¢, so dass die rechte Seite
von (4), wenn die Reihe fiir 9 schuell convergirt, in der That als Niherungs-
werth des Integrals von i angesehen werden darf.

Der Ausdruck (b) ist ebenso gut ein Niherungswerth unseres Integrals;
man darf aber nicht iibersehen, dass 1, und nicht f, als gegeben angenommen
wird. Liegt eine solche Reihe fiir ¢ vollstindig vor, so wird es sich oft
empfehlen, dieselbe Glied fiir Glied zu integriren, und so das Integral von vy
durch Anndherung zu ermitteln.

§ 3. Wir fassen die Vereinfachungen in’s Auge die entstehen,
sobald man die o« so wihlt, dass neben jedem positiven o,, ein
gleiches aber mit dem negativen Zeichen versehenes vorkommt,
dass man also hat a¢,4y—, = —e,, wenn man die a der Groisse
nach ordnet, was so geschehen soll, dass @, > a, > etc. > a,.
Diese Vereinfachungen treten bei der Anwendung der beiden Me-
thoden ein, die wir hier behandeln, sowohl der Newton-Cotesi-
schen als auch der von Gauss, und sind bei den numerischen
Rechnungen besonders zu beriicksichtigen. Zuniichst ist klar, dass
fiir ein ungerades » in diesem Falle auch die Abscisse ¢ = O vor-
kommt. Ferner reicht es hin, die A, flir alle Indices zu berechnen,
welche in nicht iibersteigen, indem diejenigen A einander gleich
sind, welche zu gleichen aber entgegengesetzten a gehéren. Da
nimlich N(x) eine gerade oder eine ungerade Function ist, so hat
man

N(—2) = (—1yN(@), N(z) = (—1y-'N(a),
und hieraus
(== [ N
An-f—l-v = N’(a,) /. z+3, de.




6 Mechanische Quadratur. § 5, b.

Fihrt man unter dem Integrale — z als Veriinderliche statt z ein,
so geht die rechte Seite in den Ausdruck fiir A, tiber, und man hat
in der That 4,.,_, = 4,.

§4. Cotes lisst die Abscissen ¢ in arithmetischer Reihe aunf
einander folgen; man setzt dazu

n—1 n—3 n—>5

= — Q, = — o, = — ete.
! n—1"' 7 n—1"'" 77 n—1"

und findet die Werthe der A, nach der Rechnung von Cotes, aus
der folgenden Tafel:
Fir n =2, [e, =1, o, =—1]
=1=A4,.
Fir n=3, [, =1, a,=0, a, = —1]
Al =’§'=A31 Aa =4
Firn=4, [a,=1,0a,=1%, ¢,=—1%, ¢, = —1]
A4, =}=4, A4, =}=A4,

Fir n =5,
A1=1151 A2='2'§, As=145'°
Fir »n =6,
A4, =%, A9=H’ A3=ﬁ'
Fir e =1,
A1=14210’) A2=é'§'1 A3=T2T’ A4='1'6055°
Fir n =8,
A, = &L, 4, =%, 4, =% 4,=#H-
Fir n =9,
4, =15, 4, =384 4, = —1its, A4, =,
4, = — 8-
Fir » = 10,
A|=121£55010'1 4, = B, A, =1t A, =388,
A5=221516020'°
Fir » =11,

A, = &%, 4, =45, 4, = -4, 4, = ¢4,
A, =—45H, 4, =HH¥E
§ 5. Der Ausdruck (4) giebt einen genauen Werth fiir das
Integral von v, wenn y nur auf den n—1'*" Grad steigt. Wir
werden nun den Fehler aufsuchen, welchen die zunichst folgenden
Glieder der Reihe

(5) . e l'll(.l}) = 0+ llx-*-l?z"_*_...
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verursachen. Zur Abktirzung wollen wir den Fehler, den man da-
durch begeht, dass man die rechte Seite von (4) statt des Inte-
grales von y setzt, mit Diy(r) bezeichnen, wobei man = und die
einmal gewihlten o festhilt, sie mégen, wie im § 4, in einer arith-
metischen Reihe oder in anderer Art auf einander folgen. Man hat
also

©) ... Dy()= / ‘(@) de— ;‘:‘":IA,w(a,).

Ueber diesen Fehler also wird hier gehandelt.

Stellt man hinter den Buchstaben D eine andere Fumection,
z. B. w,+,, so ist dies so zu verstehen, dass auch hier noch das
friiher gewihlte » und die einmal gewihlten n Abscissen «,, @, ete.
festgehalten werden. Man hat also die Gleichungen

Dy, (2) +v.(2)] = Dy, () + Dy, (z); D[ey(a)] = eDy(=),
wenn ¢ eine Constante vorstellt.

Setzt man statt w(z) eine ganze Function, deren Grad n—1
nicht ftbersteigt, so wird ¢(z), aus (2) gebildet, genau gleich v (z)
wihrend ¢(z) nicht ¢(z) selbst, sondern nur den bei der Division
von Y(z) durch N(z) entstehenden Rest darstellt, sobald i von
hoherem Grade ist. Im ersten Falle ist daher Dy(z) = 0. Hieraus
folgt die Gleichung Dz” = O so lange » << n, wenn man durch »
eine nicht negative ganze Zahl bezeichnet.

Zertheilt man y(z) in die Summe einer ganzen Function n—1'"

Grades und von
Aoz - A @™ oo - Dy P
so wird daher

(M ... Dy(z) = AyDx*+ Apyy Dx*t1 4 ... 4.4, Dexp,
also unabhéngig von 4, 2, ete., 1,
Der Fehler, den man bei der angeniherten Berechnung des
Integrals von z” begeht, ist nach (6)

1
® ... Dz =f ovde— Aot — A, o) — - — Ay,
—1

Da dieser Ausdruck fiir die n Werthe » = 0, 1, 2, ete., n—1 Null
ist, so liefert er zunichst » lineare Gleichungen, die zur Bestim-
mung der A dienen kinnen. Diese sind fibrigens schon aus (3)
bekannt; die directe Auflosung der vorstehenden Gleichungen giebt
keine neue Form fiir die 4 sondern nur die bekannte (3).
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Sind die Coefficienten 4,, .41, otc. bekannt, so ldsst sich bei
der Interpolation aus n Werthen von y(x) eine grossere Annidhe-
rung dadurch erreichen, dass man die Fehler Dz” fiir die entspre-
chenden Werthe » = n, n41, ete. aus (8) berechnet, und hieranf
die Correction (7)

2D 4 Ay Dxr 1 L.
zu dem angeniherten Werthe
Al‘;”(“:)"““’?#’(“g)‘*‘ +Avw(a»')
hinzufiigt.

§ 6. Fir die weitere Ausfihrung betrachten wir den Fall
dass, wie bei der Newton-Cotesischen Methode, neben jedem
positiven & eine gleiche und entgegengesetzte Abscisse — a zur
Interpolation verwandt wird (8. 5). Dann sind simmtliche Fehler
Dz”, es mige n ungerade oder gerade sein, Null, sobald » ungerade
ist. Fir ein gerades » und fir » = O bat man ferner, nach (8),

2

r+1
so lange » <<, im ganzen »—1 oder n —2 Gleichungen je nach-
dem = ungerade oder gerade ist. Da im ersten Falle noch Dz,
im zweiten Dz"—! verschwindet, so hat man statt (7) die ein-
facheren Ausdriicke der Correction, filr ein ungerades n

(l,a) ... Dy(x) = Ay Dz*' Ay D t3 oo
und fiir ein gerades »
(1,0) ... Dy(x) = A, Da*+ Ao D2 ...,

Man erkennt hieraus, dass es vortheilhaft ist, bei der Berechnung
des Integrales bis zu einem ungeraden » vorzugehen.

Bei der Berechnung der Correctur wird sich die vorstehende
Formel fiir Dz zu

Dzv = —Adar— A, —-— 4,0, =0

8, a) ... Dz =

E%_T—Ala?y—Aza?—"'_A/‘af‘y
abkiirzen, wo u flir ein ungerades n die Zahl }(n—1), flir ein
gerades » aber 4n vorstellt; man wendet sie an fiir Werthe von »
die = 3» sind.
Bei der Berechnung, in dem Falle von Cotes, wenn man
also setzt
n—1 n—3 n—>5H

@ =y Oy =y Oy = ——
! 2 n—1"' 73 n—1"

1 ete.,
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ergeben sich, in Folge der Rechnung von Gauss, folzende Werthe
welche, in die Ausdriicke (7, a—b) eingesetzt, die ersten Glieder
der Correction verschaffen:

Fir n= 2 ist D2’ = —4, Dz’ == —§, Dz* = — 1.
Fir n= 3 ist Dz* = —, D2 = — &

Fir n = 4 ist Dz* = — ¢

Fir n= 5 ist Dz® = — -

Fir n = 6 ist Dz* = — ${4=-

Fir n = 7 ist Dz® = — }§5-

Fir n= 8 ist Dz® = — 43138~

Fiir n = 9 ist Dz"
Fir n = 10 ist Dz'® = — 242880 -
Fir n =11 ist Dz"* = — 588858
Anmerkung. Die von Gauss gegebene Tafel fir die Cor-
rection bezieht sich zunichst auf den Fall von Integralen zwischen
den Grenzen O und 1, nicht wie bei uns zwischen —1 und +1.
Man erreicht aber durch die obige, der hier vorliegenden Form der
Aufgabe angepasste Tafel dieselbe Niherung wie durch die Tafel
von Gauss, in welcher fiir jeden Werth von » eine grossere An-
zahl von Constanten, die k¥ genannt werden, aufgeftihrt ist, welche
bei Berechnung der Correction in Betracht kommen. Die Beziehung
zwischen den &k von Gauss und unseren Constanten wird durch die
Gleichung gegeben

;

2,,1+1 [Dzy + .;_Dmv+l + _”_(;'_'2'1_) Dzr+2 4 etc.];
man beachte, dass die Glieder auf der rechten Seite theilweise O
sind, indem Dz* =0, wenn » ungerade ist. Daher wird flir ein
gerades n
k™ = Dgr, kit = 0, 2+3k+D) = Dgntz 4 L(n+4+1)(n + 2) Dz,
und flir ein ungerades »
k™ = Q, 2n+2f0t) = Dgntl, 2nts k) — (y 4 2) D+,

Im III. Bde von Gauss Werken, Gottingen 1866, sind in den Zeilen,
die sich dort auf » =5 und » = 8 beziehen, die Nenner von k(®
und £ resp, in 52500 und 17301504 zu verbessern.

§ 7. Der Grad der Anniherung, welchen man erreicht, wird
durch die Wahl von #n, d.i. durch die Anzahl der Werthe, aus
denen man interpolirt, bedingt, ferner durch die Beschaffenheit von

k(”) ]
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w(z), und endlich dureh die Auswahl der Abscissen «. Je
nachdem die Curve n—1t" Grades ¢(z) durch diese oder jene
Punkte von y(x) gelegt wird, kann der Fehler ein verschiedener
sein. Zwar hingt die zweckmiissigste Wahl der Abscissen von der
Beschaffenheit der Function y ab; will man aber Tafeln fur die A
berechnen, wie sie Newton im Auge hatte, die filr jedes gegebene
continuirliche v brauchbar sein sollen, so ist festzuhalten, dass nur
solche ¢ zu Grunde gelegt werden dilrfen, welche unabhingig von
der Art von 1, also von den Coefficienten 4 in (7) sind. Gauss
zeigt, dass bei geeigneter Wahl der n Abscissen « der
Fehler Dz nicht nur dann (wie bei Anwendung der Methode von
Cotesius) Null ist, wenn » <<n, sondern sogar immer wenn » << 2n.
Der Fehler bei dieser Art der Interpolation aus n» Werthen wird
also unabliingig von den ersten 2n Coefficienten 4, und ist Null,
wenn (z) nur auf den Grad 2»—1 steigt. Da man auch bei
dieser Auswahl der Abscissen hat a, = — @s41—y, 80 findet man,
nach § 3 S. 5, aus (7, a—b) fur den Fehler folgenden Ausdruck, der
als Correction benutzt werden kann, wenn man die Constanten
Aon, Aons2, otc. kennt:

(1,€) oo DY(z) = 3o Dz + Ao0sa D2 +? 4 Ay Da?n+4 - ete,
der, wie es nothwendig sein muss, Null ist, wenn y nicht auf den -
Grad 2n steigt.

In der Sprache der Geometrie lisst sich dies Resultat folgender-
massen ausdriicken: Bestimmt man auf geeignete Weise » Abscissen
zwischen —1 und 1, und wihlt auf den zu ihnen gehdérenden Or-
dinaten n beliebige Punkte, so bleibt fiir alle verschiedenen Curven
¥(z) von einem Grade, der 2n—1 nicht itbersteigt, welche durch
diese n Punkte gelegt werden, der Flichenraum unverindert, der
durch die jedesmalige Curve, das Sttick der Abscissenaxe von —1
bis 1, und die beiden Ordinaten in den Punkten +1 begrenzt wird.

§ 8. Um solche & aufzufinden, welche auch den Gleichungen

geniigen
Dz = Dz#+! = Da"t? = ete. = Dz~ ! =0,

bilden wir *) eine erzeugende Function der Fehler Dz”, indem wir
*) M. vergl. hieriiber auch Scheibner, Berichte der Kon. sichsischen Ge-

sellschaft der Wissenschaften, math. phys. Classe, Sitzung vom 31. Mai 1856, S, 65 —76.
Zu den 2n Gleichungen Dz” =0 fiir » = 0 bis ¥ == 2n—1 gelangt Herr Schellbach,
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ndmlich (8) mit s—>—! multipliciren, wenn z eine hinldnglich grosse,
sonst willkiirliche Zahl bezeichnet, und die so entstehende Glei-
chung iiber alle », von O bis co, summiren. Da, wie oben bemerkt
wurde, neben « auch jedesmal —e& zur Abscisse genommen wird,
woraus Dz¥ = O fiir jeden ungeraden Exponenten » folgt, so erhilt
man als erzeugende Function der Fehler

= D@) ., a4l n A,
S m Tleg g TR e

einen Ausdruck, der sich noch weiter umformen lisst. Setzt man

1 N(z)— N(z)
JALICE CIR
so ist offenbar #(z) eine ganze Function n—1%" Grades von z, die
sich, nach (3), in 4,.N'(a,) verwandelt sobald man fiir z einen
Werth a,, setzt, welcher N(z) zu Null macht. Setzt man noch

2z 1 1

7o s—a + s+ a’

so wird daher die erzeugende Function der Fehler gleich

541 n n(am) id n(en)
08T 3 WG L2 NGt
Da n(e) und N'(e) durch Vertauschung von « mit —« entweder
unveriindert bleiben oder gleichzeitig ihr Zeichen, nicht aber den
Zahlwerth #ndern, so sind die beiden vorstehenden Summen X
einander gleich; ihre Summe ist, nach der bekannten Interpolations-
formel (2), gleich

-q(z) _ 1 ! N(@)—N(z)
N& ~ N(z)[: e—s

in der Abhandlung iiber mechanische Quadratur im Programm des Friedrich-Wilhelms
Gyma. zu Berlin, (1877. Progr. No. 46) ohne direkte Anwendung der Lagrange’-

1
schen Interpolationsformel, indem er annimmt, man kionne / S(zz)dz, fiir alle z,
—1
angenihert gleich
A f(ey2)+ Ap flez2) + o+ Anf(@n2)
setzen, wo 4 und « von z unabhiingige Constante vorstellen. Entwickelt man f(zz) im
Integrale, und in dem Naherungswerthe f(«z) nach dem MacLaurin’schen Satze,

. " .2
so ist in der Differenz zwischen dem Integrale und dem Niherungswerthe mit T

genau der Ausdruck Dzv aus (8) multiplicirt. Will man, dass z¥ aus der Reihe ver-
schwinde, so hat man also die Constanten 4 und « so zu wihlen, dass Da¥ gleich
Null wird.
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und dies, offenbar, gleich
1 /U N(x)ds z+1
N(z) '11 s T log 2—1

Wihlt man die n Abscissen ¢ so, dass @, = — a@p41-v, il tibrigen
beliebig, und setzt

N@) = (3—a,)(3— a,)...(s— ),
so ist also eine erzeugende Function der Fehler Dz¥

©, Dz 1 N(:v)dx
@.. 3 = f -

y—o &¥H

Es kommt darauf an, N so zu bestimmen, dass die ganze
rechte Seite von (9), oder, was auf dasselbe hinaus kommt, das
Integral auf derselben, nach absteigenden Potenzen von z ent-
wickelt, mit einer mdglichst hohen Potenz von z—! beginnt. Die
Entwickelung des Integrals giebt

« 1 M
2w/ o N@s.

—1

Man weiss aus S, 276—278 des I. Bandes dieses Handbuchs *), dass
die ersten Glieder dieser Summe, von » =0 bis » =n—1, ver-
schwinden, wenn man N(z) = P"(z) macht, so dass dann die Ent-
wickelung der erzeugenden Function der Fehler mit der — 2n'» Po-
tenz von z beginnt, und alle Fehler Dz” von » =0 bis » = 2n—1,
diese Grenzen eingeschlossen, verschwinden. Wihlt man also die
Wurzeln der Gleichung P"(z) = 0, die simmtlich verschieden, reell
und <C1, ferner paarweise, eventuell mit Aussehluss der Wurzel O,
gleich und entgegengesetzt sind (I. 48 u. 21), zu Abscissen a,
so wird in der That (7, ¢) auf S. 10 den Ausdruck des Fehlers
geben, so dass die Methode von Gauss bei einer Interpolation aus
n Abscissen dieselbe Niherung verschafft, wie eine Interpolation aus
2n Abscissen bei Cotes: beide geben das Integral von (x) genau,
wenn (z) eine Function des Grades 2z—1 von = ist.

Wie frither so kann man auch hier die ersten Glieder des
Ausdrucks fiir den Rest als Correction benutzen. Um die Fehler

*) In der Folge werde ich in der Regel auf Seiten des I. Bandes verweisen,
indem ich die Zahl welche die Seite trigt, unmittelbar dem I. folgen lasse; z. B.
werde ich das obige Citat zu I. 276—278 kiirzen, wihrend I, (21) oder I, (21, a)
auf die Formel (21) oder (21, a) des I. Bandes hinweist.
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Dz”, wenn » > 2n—1, zu diesem Zwecke leicht zu berechnen, be-
dient man sich der Gleichung (11) auf I. 78 oder der Gleichung (21)
auf I. 141, Nach denselben ist
1 n
LT
und man findet schliesslich die erzeugende Function der Fehler fiir
die Methode von Gauss in der Form

1 ')
— =Dz =2 .
2 Zy+l P'n (Z)
Setzt man filr P und Q die hypergeometrischen Reihen, die ihnen
naeh I 79 gleich sind, so wird die rechte Seite

, 1
2 [ 123..n ] z__%_—'F(H*"’ L gn dhn o)
241 [135..2n—1) Fh—in, —in, §—n, ~

-
g

?

woraus man zunichst wieder erkennt, dass Dz = 0 sobald » << 2n
und immer wenn » ungerade ist. Da der Quotient der beiden
hypergeometrischen Reihen, bei der Entwickelung in eine Reike,
mit 1 beginnt, so werden die ersten Glieder des Fehlers

2 1.2.3...n z n+1)(n42 n(n—1
Int1 [1.3.5...(2n_fj] '[12"4'"%((‘"‘%%3“)*’_‘gﬁ‘—"’l‘) ﬁ“’"*“‘]'
Benutzt man diese zur Correction, so tritt also kein fritherer Coef-
ficient 2 als 22,.4 im Fehler auf,

§ 9. Die hauptsichlichen Resultate, welche im § 8 erhalten
wurden, gewinnt man sehr leicht durch ein Verfahrem, welches
Jacobi im I. Bde*) des Crelle’schen Journals anwandte, um die
Niherungsmethode von Gauss darzustellen.

Vorausgesetzt wird, es sei gestattet y(z) als eine ganze Fune-
tion vom Grade 2» —1 zu betrachten. Behilt man die frithere Be-
zeichnung bei, so verschwindet y(z)—¢@(x), wie man auch die
Abscissen a wiblt, fir z = a,, «,, etc., a,, ist also durch N(x)
theilbar. Man hat demmach

Y(x) = @(z)+ N(c)(a,+ a, 4+ + apa2™7),

wenn die ¢ Constante bezeichnen welche, ausser von den «, auch

*) Ueber Gauss neue Methode, die Werthe der Integrale niaherungsweise zu
finden: S. 301—308.



14 Mechanische Quadratur. § 10, 9.

noch von der Beschaffenheit von y(2) abhingen. Soll nun das
Integral von y(x)dr zwischen den Grenzen —1 und 1 mit dem
von @(x)dz, d.i. mit der rechten Seite von (4), und zwar fiir alle
Wy, vertauscht werden konnen, soll also

1
Dy(z) = [ N(@)(a,+0,2+ -+ Grz™)da

fiir beliebige @ Null werden, so muss N so beschaffen sein, dass
man von » = 0 bis » =n—1 hat
1

S @ N@yds =0.

—1
Das die Function N(z) = P"(z) diese Eigenschaft besitzt, zeigte
sich schon 1. 76, die Function N wurde I. 276—278 aus dieser Eigen-
schaft aufgefunden. Zugleich zeigte sich dort, dass P"(z), abgesehen
von constanten Factoren, die einzige Function sei, welche jenen
n Gleichungen geniigt. Man hat also, um Dy(z) zu Null zu machen,
zu Abscissen a die n Wurzeln von P"(z) = O zu nehmen.

§ 10. Gauss hat eine Tafel berechnet, welche fiir die Werthe
n=1Dhbis n =7 die n Abscissen a giebt, aus deren Ordinaten y(«)
das Integral von w(z) zwischen den Grenzen —1 und 1 am vor-
theilhaftesten berechnet wird; ferner figt er die A4 und die Cor-
rection hinzu. Es mag daran erinnert werden (I. 278 u. L. 142,
(21, a)), dass N(z)= P"(¢) in Bezug auf den Kettenbruch fir

z+1
log z—1
der n* Niherungsnenner ist, und A4, aus dem n'" Niherungszihler
2Z,(z) fur ¢ = a, entsteht. In der That stimmt der Ausdruck von
7(z) auf S. 11 mit dem von 2Z, itberein, wihrend 4, nach § 8
aus der Division von 7 durch N' erhalten wird. Man hat also
4 =2 N =P,

Den Zihler Z kann man entweder direkt aus dem Kettenbruch
fir die logarithmische Reihe berechnen, oder sich der Formel
1, (20, b) bedienen

Z(x) = 22— P"—‘<)+3(n 1)P"‘(>+

Nach der Rechnung von Gauss gebe ich folgende Zusammen-
stellung:
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I. Formeln.
1
Angeniherter Werth von / Y(z)dz bei der Berechnung aus
—1

n Ordinaten:
A(e,)+ A,p(e) + -+ Ay (an).
Setzt man Y(z) = 4,+ 4,2+ 4,2+ ete., so ist der Fehler
Dy(x) = AonDx*+ Aoy o D®nt? ...,

2 [ 1.2.3...n ]".
o1 L1.3.5...(2n—1)

Dar =

II. Numerische Werthe.

n=1
a, =0, 14 =1, Dz*=3-
n=2.
e, = —a, = O,0T73502691 8962hH8,
34, =134, =14, Dz'=.
n=3.
a, = —a, = (,7745966692 114834,
a, =0,
'&'Al = %Aa = '{5'8'1
%‘Az =4,
Dz* = 14=-
n=4.

¢, = —a, = 0,8611363115 940492,
@, = —a, = 0,3399810435 848646,
34, = 34, = 0,1739274225 687284 log = 9,2403680612,

34, = 34, = 0,3260725774 312716 9,5133142764,
Dz’ = 1§45
n=~>.

«, = —a, = 0,9061798459 386640,
@, = —a, = 0,5384693101 056830,

o, =0,
34, = 34, = 0,1184634425 280945 log = 9,0735843490,
34, = 34, = 0,23931433562 496832 9,3789687142,
34, = fh = 0,2844444444 444444 9,4539974559,

Do = s
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n = 6.
o, = a, = 0,9324695142 031520,
a, = a, = 0,6612093864 662644,
a, = a, = 0,2386191860 831970,
14, = 34, = 0,0856622461 895852 log = 8,9327894580,

14, = 34, = 0,1803807865 240693 9,2561902763,
14, = A, = 0,2339569672 863455 9,3691359831,
Dz = o3iddsy
n=1"19
a, = a, = 0,9491079123 427596,
a, = a, = 0,7415311855 993944,
a, = a, = 0,4058451513 1173970,
a, =0,
34, = 14, = 0,0647424830 844348 log = 8,8111893529,
34, = A, = 0,1398526957 446384 9,1456708421,
1A, = A, = 0,19091560252 5255695 9,2808401093,
34, = &ifc = 0,2089795918 367347 9,32010387066,
Dz = TS

§ 11. Es folgt nun der Beweis des Satzes, welcher im § 2
aufgestellt wurde, dass eine Function y(z) sich in irgend welchen
Grenzen g und 4 von x durch die Interpolationsformel, d. i. durch
die rechte Seite von (2), mit beliebiger Niiherung darstellen lisst,
wenn man » hinreichend gross nimmt (und die a tiber das Inte-
grations-Intervall gehorig vertheilt). Statt der Grenzen g und A
nehme ich, ohne die Allgemeinheit zu beschrinken, —1 und -}-1,
um die fritheren Bezeichnungen beibehalten zu kénnen.

Wir haben zu zeigen, dass

Y@ —N@) E -V
mit wachsendem » der Grenze O zustrebt. Dazu transformiren wir
diesen Ausdruck, mit Hiilfe eines fruchtbaren Satzes von Cauchy, in

N(=x) Y(z)dz
@ - 27 f(z-—a:)N(z) !
wenn dies Integral sich ither alle Punkte z erstreckt, weleche sich
auf der Peripherie eines Kreises mit dem Radius r befinden, der

80 gross genommen wird, dass er die Punkte ¢,, «,, etc., ¢ und z
umschliesst. Hierin liegt also die Annahme, yw(z) sei so be-
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schaffen, dass diese Function in eine Potenzreihe ent-
wickelt werden kann, die, wenn auch noch so wenig,
iiber £ =1 hinaus convergirt. Es ist dies nicht etwa eine neue
Forderung, welche ich hier fiir die Moglichkeit der niherungsweisen
Berechnung stelle, sondern eine solche welche bei Gauss im § 2
seiner mehrfach erwihnten Abhandlung Methodus nova vorkommt:
Quodsi igitur y, in seriem secundum potestates ipsius ¢ progredientem
evoluta, ante terminum qui implicat ¢*+' omnino abrumpitur, cum
Y identica erit; si vero tam cito convergit ut terminos sequentes
spernere liceat, functio ¥ inter limites ¢ =0, t =1, ... ipsius y
vice fungi poterit.

Der Ausdruck (@) wird fiir » = oo die Grenze O haben, sobald
der Quotient

N(z)
NG

fiir # = oo Null zur Grenze hat. Ich zeige, dass dies der Fall sei
zuniichst wenn die Abscissen a so wie bei der Newton-Cotesi-
schen Methode aufeinander folgen. Des bequemeren Ausdrucks
halber scheide ich die Fiille eines geraden Stellenzeigers n und
den eines ungeraden, behandele aber nur einen von ihnen — ich
wible den letzten — und vertausche deshalb das friihere » mit
2n 4 1.

1) Den griossten Werth den der Zihler N(x), also

(o= 2= 5 Yom ) (ot 57 Yo 2,

von # = —1 bis =1 fiir cin festgehaltenes » annimmt, mige

diese Funection fiir » = c+—‘u— erreichen, wenn die ganze Zahl u
n

. . 1 - .
von —= incl. bis an z, und ¢ << v und positiv genommen wird.

Offenbar kann man jede Zahl  von —1 bis 1 so darstellen. Dann
ist der Zahlwerth von N(zx) gleich

(o 1ot 2o (L) - ()

und wenn man nc = y setzt wo y << 1, gleich

®) ... 2y +DG+ut .=y —p)...(a—p—y)
Bei festgehaltenem y erreicht (b) seinen grossten Werth flir ¢ = —mn,

Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen. 2. Autfl, 2
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oder fiir ¢ =n—1. Im ersten Fall, u = —n, giebt (b) niimlich

n=Ly(l=p)C—p)...C2n—y),

wihrend (b) fiir die folgenden Werthe g = 1—n, 2—n, ete. aus
dem Vorhergehenden durch Multiplication mit

(z+1) @+DG@+2)

@n—p)' Crntp)@En—1—yp)’
entsteht. Diese Glieder nehmen bis ¢ = 0, je nach der Grisse von
7 exclus. oder incl., ab, dann wieder zu, bis (b) fir g =n—1
schliesslich gleich wird

2L (1—p)y(y +1)...(y +20—1).
Jedenfalls ist also, wenn z zwischen —1 und 1 bleibt, N(z)
kleiner als

ete.

n=ly(y+1)...(y + 2m),
und da dieser Ausdruck fiir keinen Werth, den y annehmen darf,
grosser ist als filr y =1, so ist sicher
N(x) < n21.1.2.3...(2rn §-1).

2) Andrerseits suchen wir den kleinsten Werth fiir den Mo-
dulus des Nenners N(z) anf. Dazu bringen wir die complexen
Zahlen z, die auf der Peripherie des Kreises liegen, in die Form
r(cosp + ising) und haben dann

SINGE) = 1= [T Yrin' = rnveosp vt
Dies Produkt verwandelt sich, wenn man je zwei Glieder zusammen-
fasst, in

m“?"ﬁ V(rin® + ) — drin*vPcos’ e,
r=1
ist also am kleinsten fiir den Fall ¢ = 0, folglich nicht kleiner als
ra—n l’i(r"’n2 —»*).
=1

3) Stellt man dies mit dem filr N(z) gewonnenen Resultate
zusammen, so erhilt man
N@@) _ 1.2.3...2rn+1) )
N(z) = (rm—n)(rn—n+1)...(rn+n)
Die rechte Seite wird in der That fiir n = oo gleich Null, sobald
r die Einheit tiberschreitet. Setzt man nimlich r» = n+#, so wird

M
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7, wie wenig auch r ilber 1 genommen ist, von einer gewissen
Grosse von n an grosser als 1. Es nimmt aber die rechte Seite,
1.2.3...(2n+1)

1(-+1D0+2)...(n+2m) )
sobald > 1, mit wachsendem » nicht nur fortwihrend, sondern
auch bekanntlich *) zu Null ab.

Hierdurch ist bewiesen, dass der Ausdruck ¢(z) in (2)
sich mit wachsendem #, von £ = —1 bis z=1, der Funec-
tion y(x) beliebig niihert, sobald dieselbe sich in eine
Potenzreihe

lp(‘t) = lo+llz+ 12.'132-*-"-
oentwickeln lisst, welche fiir einen Werth von 2, der be-
liebig, wenig iiber 1 liegt convergirt.

Man erhiilt durch geringe selbstverstindliche Modificationen
dieses Beweises dasselbe Resultat, wenn man solche Abscissen a
withlt, fir die (e, — a,+1) zwar nicht, wie oben, fiir jedes » con-
stant bleibt, aber doch so beschaffen ist, dass dieser Ausdruck sich
mit wachsendem 7 einer Constanten nihert, also z. B. die Summe
einer Constanten und eines Gliedes ist, welches sich der O zur

Ordnung 1 nihert, das heisst, zu derselben Ordnung wie —71;-

Diese Eigenschaft besitzen aber (Hdb. I, Gl. 28, ¢) fir wachsende
n die a, welche P"(a) zu Null machen, die man bei der Methode
von Gauss (§ 8) anwendet. Somit ist der obige Satz auch bei der
Wahl dieser Abscissen bewiesen.

§12. Aus dem L Bd. L Theil, 5. Kap. S. 271—273 kennt man
die Beziehungen zwischen gewissen linearen Gleichungen und den
Niherungsnennern des Kettenbruchs flir die logarithmische Reihe,
aus 1. 276 dio Bezichungen, welche zwischen den ersteren und Glei-

chungen
1
/ z'N(x)dz =0
—1
bestehen. S, 273—274, 276—2706, 279—280 wird gezeigt, wie diese
Untersuchungen sich auf die hypergeometrische Reihe F(e, 1, y, )
und die durch ein Element ¢ verallgemeinerte ¢ iibertragen lassen.
Der 2. Zusatz zum 5. Kapitel, S. 286—297 liefert Resultate fiir noch

*) Man vergl. I. 108 unter 2).
9 #



20 Mechanische Quadratur. $ 12, 12

allgemeinere Functionen. Die Gleichartigkeit der in diesem Zusatze
gewonnenen Formeln mit denen, welche sich auf die logarithmische
Reihe bezogen, gestattet, wie bereits I. 297 in Aussicht gestellt
wurde, eine Anwendung auch der allgemeineren Resultate auf die
Quadratur.

Wir handeln tiber die niherungsweise Berechnung des Integrals

‘h
o) ... / Y(z)f(z)dzr,
g
wenn durch g und & gegebene Constante bezeichnet werden, y(z)
eine continuirliche Function vorstellt, die noch fiir einen hinlinglich
grossen Werth von z in eine Reihe X2,2* entwickelt werden kann,
und f(z) eine andere gegebene Function, die auch innerhalb der
Grenzen g und % unendlich werden darf, wenn nur ihr Inte-
gral und das obige (10) endlich bleiben. Setzt man, nach Analogie
des Verfahrens im § 2
N(z) = (z— o, )(z—a,)...(z— av),
und vertheilen sich «,, a,, etc. tiber die Axe der X von ¢ bis &, so wird
_ Y(ay)
N(IL‘) Z (x_a )N'(a,)
ein Niherungswerth der Funetion 4(z), und wenn man setzt

- % N(a-)f(a:)dz
an ... 4, N’(a,,)/ .
so ist daher

(12) v Al'p(al) + A2w(a2)+ "'+ Aﬂ'/'(a")
ein Niherungswerth des vorliegenden Integrales (10). Zur prak-
tischen Anwendung wird diese Methode sich in der Regel nur dann
eignen, wenn die 4 sich leicht berechnen lassen. Macht man, wie
im § 8, die ganze Function von z vom Grade n—1

S HEZNE 1yi0 — g2,

so ist A,,N'(e,) gleich %(ea..).
Wir versuchen den Fehler bei der Berechnung des Integrals (10),

*h n
S r@f@ds— 2 dup(@) = Dy(z),
g9
moglichst klein zu machen, in demselben Sinne wie frilher. Es
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r4

wird in der That wicderum gelingen, die a so zu wihlen, dass bei
der Interpolation aus » Abscissen der Fehler Null ist, wenn y(z)
nur auf den Grad 2z —1 steigt.

Man hat nimlich als erzeugende Function der Fchler Dz den
Ausdruck V

% Dz* _ / f(z)dz ” (o)

r—-O z,v+l o

S—x r—l N (am) (ﬂ - am)

Da das abzuziehende Glled auf der Rechten sich in den Quotienten

n(z) " N(x)—N(z)
NG) / =Nz (@)=

verwandeln lisst, so wnd dieso erzeugende Function der Fehler
schliesslich

1 * N(z)f(x)dz

- _IV“(Z)“/ T s—z

Kanon man nun die ganze Function st Grades N so bestimmen,
dass fiir alle ganzen v von O bis #--1 das Integral

f "2 N(2)[ () d

4

verschwindet, so wiirde die nach absteigenden Potenzen von 5 ge-
ordnete Reihe, in welche man den obigen Ausdruck fir die erzeu-
gends Function der Fehler entwickeln kann, erst mit der — 2nte
begirnen. Daher verschwindet dann der Fehler Dy(x) so lange
Y(x) nur auf den Grad 2r—1 steigt.

Eine solche Function N findet man, wie aus dem erwihnten
2. Zasatz zum 5. Kapitel hervorgeht, aus dem Kettenbruche fiir

(13) . g ’(‘)d‘

dessen Partialnenner simmtlich vom ersten Grade sind (S. 291).
Sein Nidherungsnenner vom ' Grade ist die gesuchte Funetion
N(z) Die Werthe e, fiir die sie verschwindet und welche als
Absdssen dienen, sind simmtlich ungleich und reell, und liegen
zwisthen g und A Aus S. 288 geht hervor, dass 7(z), welches zur
Berechnung der A dient, der entsprechende (n'*) Niaherungszdhler
Z(z)ist, wihrend die erzeugende Function der Fehler sich aus dem
Rests R(z), welcher nach S. 288 durch die Gleichung
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oN(z)— Z(z) = R(2) / "(”)’ ()4 )

gefunden wird, durch Division mit N (a:) ergiebt. Der angenilierte
Werth des Integrals (10) ist demnach
n 7 o,
F e
wonn Z(z) und N(z) den a** Niherungszihler und Nenner
des Kettenbruchs fir ¢ bezeichnen, und ¢, @, ete. die
Wurzeln von N(z) =0 sind.
Durch Entwickelung von
R(z)
N(z)
nach absteigenden Potenzen von z erhilt man eine Reihe von der
Form

D. 132" Dxin+1
2n+1 p2n+2

Die ersten Glieder kann man auch hier, édhnlich wie am Schluss
des § 8, durch Einsetzen in den Ausdruck des Fehlers

A2 DT + Aspyy D ¥ Ao
zur Correction verwenden.

§ 13. Als Beispiel filr das Vorhergehende behandeln wir die
niherungsweise Berechnung des Integrals

a9) ... [ o@atr(1—ay-t-tdz,

wenn § und y—@ positiv sind. Man hat dann die Functionen N, Z
und R zu betrachten, welche sich auf den Kettenbruch fiir
U af—1(1—zy—f—1ds

r—zx

g =
0

beziehen, d. h. auf
_ 1 Igr (7 8)
Tz F(l B 7> —)

dessen Nenner, Zihler und Rest man der Zusammenstellung auf
S. 280 d. I. Bd. entnehmen kann. Die Abscissen &, welche man
zur Interpolation verwendet, sind dann die Wurzeln der Gleichung

1
N@#z)==« F(—n, —B—n+1, —y—20+2, ;)
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Den Zihler, welchen man zur Berechnung des Niherungswerthes
benutzt, entnimmt man entweder dem an der citirten Stelle ange-
gebenen Kettenbruche, oder bedient sich der Formel

Z(z) _/ yB-1(1— y)r—b=1 ("’) ;V(y) dy.

Man findet ferner

i) = TEEDIG 1= BT bn= DI+
- Ily+20)I(y +2rn—1)

1
—r F(n 41, Bn, y+2n, ;).

Die multiplicirende Constante in dieser Function ist daher genau
das zur Correctur zu verwendende Dz

Herr Mehler, welcher die Formeln dieses Paragraphen, im wesentlichen,
gegeben hat *) Dhestimmt die geeignete Function N mit Hiilfe der Gleich. (24)
in I. 158. Da pimlich die erzeugende Function der Fehler wesentlich von

dem Integrale
1
/yﬁ—l(l gy b1 N(y)dy
s —Y

abhingt, dessen Entwickelung in eine nach Potenzen von z absleigende Reihe mit
ciner moglichst hohen Potenz von z—! anfangen soll, so wird dies erreicht,
wenn man fir N die oben angegebene hyper"comctrlschc Reihe einfiihrt, weil
man dann nach 1, (24) erhilt

kyP=1(1—y)—F-'N(y) =
wenn k eine gewisse Constante bezeichnel.

Der praktischen Anwendbarkeit dieser Formeln wiirde hier im
allgzemeinen der Mangel an Tafeln nach dem Muster derer von
Gauss, die fiir verschiedene 8 und y berechnet sein miissten, ent-
gegenstehen. In einem einfachen Falle, den Herr Mehler erwihnt,
fir 8 =4, y = 1 lisst aber die Methode eine Anwendung zu. Setzt
man noch

(1 — gy,

z =sin*40 wenn z-<I1,
z=sin*{(m-t+ui) wenn z>1,

und nimmt im letzten Falle u positiv, so wird

*) Borchardt, Journal f. M. Bd, 63, S. 152 —-157: Bemerkungen zur Theorie
der mechanischen Quadraturen,
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, cosn0 cosnut
Noz = (=1) <5 event. N(s) = 5,
(=1)y~'n sinng m sinnui
Z(z) = i smo_ event Z(x) = ST
T ie "% 2n 1
R(z) = 92 gnui —_I;»T‘W-*-Gtc. wenn x> 1.

Die Abscissen a entstehen daher aué den Wurzeln der Gleichung

cosnf = 0 und sind
, Gr—Dm
T 4n

wihrend- Z(z):N'(x) von « unabhingig, gleich % wird. Man hat

a, = sin®

daher mit Auniherung
1 y(z)dx (.v-—l)n
—_— = Slll
[ e = v A )
Die erzeugende Function der Fehler ist
B() _ 2mie™ 2

- c—-p == - Tl ete.
‘N(z) ~ siuui.cosnui 4 |

Setzt man w(x) = y(1—2x), so nehmen diese Resultate eine etwas
einfachere Form an und man findet, dass mit Anniiherung sei

/ x(@)—— '/ =5 = ,21 (cos (iv—-——)l>

Indem man unter dem Integrale die Substitution z = cosq; macht
und g(cos¢) als Function von ¢ betrachtet, erhilt man das einfache
Resultat, welches in I. 331 durch elementare Hiilfsmittel abgeleitet
wurde, dass mit Anniherung sei

S g = 2 S 25D

0 v=1
und zwar wird der Fehler, welcher als Correction auf der rechten
Seite hinzuzufiigen wiire, bei dieser Interpolation aus » Werthen

gleich
n(a‘.’u — @y 'l' Qo — - ‘),

wenn f(¢) in die Cosinusreihe
flp)= é’) @, CoSY(p

entwickelt ist, so dass auch in diesem Falle die ersten 2n Glieder
der Reihe nicht in den Fehler eingehen.
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§ 14. Noch fiir einen anderen speciellen Fall, fiir die Qua-

dratur der Integrale
/“ Y(x)dz
Vo(@—a)@—§) '

0

habe ich I. 294 die Functionen N betrachtet, deren Coefficienten
dann ganze Functionen von dem Quotienten aus einem ganzen
elliptischen Integrale erster und einem zweiter Gattung werden;
die N gentigen dann auch einer linearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung.

Ich schliesse die Anwendungen der Methode des § 12 mit der
Ableitung der hauptsiichlichen Resultate ab, welche Herr Christoffel
im 55. Bde von Borchardt's Journal mitgetheilt hat. *) Er stellt
die Aufgabe, wenn zur niherungsweisen Berechnung des Integrals

h
/ @(x)dz fir einige gegebene Abscissen a,, a,, ete., a,, die Ordi-

!llla.ten bekanut siud, noch » andere Abscissen «,, a,, etc., @, aufzu-
suchen, aus deren Ordinaten, verbunden mit den m anderen, sich
das Integral moglichst vortheilhaft bestimmen lisst. Es zeigt sich,
dass man eine Niherung erreichen kaunn, bei welcher man erst
dann einen Fehler begeht, weun v iiber den Grad m -}-2n—1 steigt.
Man sctze, um die Aufgabe zu lisen, wie frither,

(o—a)(@— a)...o—an) = N(a),
mache feruer

(@ —a)(@—t)...(o—a,) = (@)
Die erzeugende Function der Fehler Dz*, wenn man aus den Ordi-
naten in den m -} n Punkten o und @ interpolirt, ist dann nach (9)

im § 8 gleich
ROOUS
1\’(~)f (=) /

Es kommt also darauf an, N(a:) als Function #*® Grades so zu be-
stimmen, dass das Integral, welches das R(z) des § 12 ist, bei der
Entwickelung nach aufsteigenden Potenzen von z—! mit einer mog-
lichst hohen, der 7z--1'» Potenz beginnt. Dann ist Dz == 0 so
lange » << m-{- 2n bleibt. Wie N zu wiihlen sei, weiss man aus § 12;

*) 8. 61—82: Ucber die Gaussische Quadratar und cine Verallgemeinerung
derselben.
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man hat N gleich dem »*» Nitherungsnenner des Kettenbruchs fiir

o= * f(x)dr

>3—x
g

zu setzen und damit habe ich die Ldésung der Aufgabe gegeben.
Man erhilt dann, #hnlich wie in (4), mit Anndherung

/ "W(@)dz = ApB)+ AYE) 4+ AW (Bni)

wenn die m--n Grossen 8 den Complex der m Grossen ¢ und der
n Grossen ¢ bedeuten. Macht man N(z)f(z) = M(x), so sind die A
nach der Art von Gleich. (3) zu bilden, indem man setzt

1 " M(x)dz
4= M'(ﬂy),,/ =8,

Man hitte auch, nach dem Verfahren von Jacobi, iiber welches
im § 9 gehandelt wurde, die Aufgabe dieses Paragraphen lisen
konnen, indem man eine Function n** Grades N aufsucht, welche
so beschaffen ist, dass

@ ... / "N(z)f ()2 di

fir alle ganzen », die unter » liegen, Null ist. Man findet dann,
wie bereits I. 201 bemerkt wurde,

N@I@) = o (=g (e~ by L@,

wo die ganze Function m'» Grades L 80 zu bestimmen ist, dass die
rechte Seite flir # = a,, a,, etc., a, verschwindet. Dadurch ist L
und dann auch N bestimmt.

Herr Christoffel wendet zur Bestimmung verschiedene Me-
thoden an. Ich hebe hervor, dass er, S. 77, indem er ¢ = —1,
h =1 setzt, N.f in eine Reihe von Kugelfunctionen entwickelt, in
welchen aber, wegen des Verschwindens von (a), kein oberer Index
unter » vorkommen kann. Setzt man

N@)f(2) = ¢, Pr(z)+ 6, P+1(@) + -+ + 6, Pr+n(a),
so sind die Verhiltnisse der Constanten ¢ zu einander dadurch be-
stimmt, dass die rechte Seite fir = = a,, a,, etc., a, verschwinden
muss. Die Determinante, welche man hierdurch fiir N.f erhilt,
nimlich
S+ Pron(g) Prn—i(a, ) Prui(a,). . Pr(a,) = N(2)f(2),
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dividirt Herr Christoffel, vermittelst eines eigenthiimlichen Ver-
fahrens, durch f(z) und erhilt schliesslich

_ 1 @2n+1)2n-+3)...2n+42m—1)
NoO) = o T GiDeEY). it m <

3 v+ DP (@) S+Pr-i(a)... Pr(a, ) P(a,).
y=0

§. 15. Der ganzen Function ¢(z), die im §. 2 auftrat, hat Herr
Tchebychef*) eine merkwiirdige Form gegeben. Ich leite sie auf
folgende Art ab:

Der Kettenbruch

g =

1
172, —ete.
sei 80 beschaffen, dass seine simmtlichen Partialnenner Fune-
tionen ersten Grades. nach # sind. Es ist dies (I. 291) ein hiufig
vorkommender Fall. Man hat dann

b =azx+b, A, =ax40b, et
Die Niherungs-Zihler und Nenner werden durch Z, (z) und N (z), etc.
bezeichnet. Bedeutet a einen besonderen Werth von x, so geben
die bekannten Recursionsformeln (I. 261, (¢)) zunichst
Nu(@)Np—y (&) — Na(@) Noy ()

z—a

No1(@)No—z(a) — Nuey (@) No_s ()
)

r—aua

A

= @, Ny (z)Nﬂ—l(a) +

und durch wiederholte Anwendung, &hnlich wie I. 197 — 193,
schliesslich
No(2) Nps (@) — No(@) Nas ()
r—a
= 0,4 6,N@)N,(@) + -+ 8aNo_1 (@) Nacs ().

Es sei nunmebr o ein Werth der N.(z) zu Null macht; da fiir

jeden Index » und jedes = die Gleichung
ZnNn—l—«NnZn—l =1

*) Borchardt, J. f M. Bd. 53, S. 286: Sur une formule d’Analyse (Lu &

Yacadémie de St. Petersbourg le 20 octobre

1 novembre

in einer grisseren Arbeit, welche Herr Tchebychef am 12, Januar 1855 der Peters-

burger Akademic iiberreichte. Diese ist in der franzisischen Uebersetzung des Herrn

Bienaymé im Liouville’schen Journal erschienen II. Série, T. III, 1858, S. 289
bis 323: Sur les fractions continues.

1854). Der Beweis der Formel folgte erst
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besteht, so wird fiir @ == e zunichst
Z,(a)Ny_i(a) =1
erhalten, und daraus
N, (=) . .
e wate = ot BN@N @4+ 0N (&) Nk (@,
Ferner sei N(z) eine ganze Function n'" Grades, die fiir
n Werthe von z, die q,, @,, etc., a, sein mdgen, verschwindet.
Entwickelt man ‘
N 1 . 1
_N@ _ Jooe

" N@=) z—a zT—a,

in einen Kettenbruch von der vorgeschriebenen Form (m. vergl.
I. 261)
- = l —1 1 1 Ca 1
“ |0 az+b, ax+b, aztb ... axtb|
so unterscheidet sich N nur durch einen constanten Factor von dem
nt Nitherungsnenner dieses Bruches, d. i. von N,, und den oben-
stehenden Ausdruck Z,(z):N,(z) kann man genau mit N'(z): N(x)
vertauschen. Daher wird auch
(a:—-—%g%i(a,) = a,-|-a, N,(@)N,(e,) -} --- + @ Nuey (&) Npumy (@)
Substituirt man diese Gleichung in (2), so erhilt man den Satz:
Sind a,, @,, etc., @, beliebige ungleiche Constante, ist ferner o
der Kettenbruch fir
1 1 1
TB_—GI_ r—a, r— oy,

in der vorgeschriebenen Form, und N, sein »'*r Niherungsnenner,
so wird

9() = 0, 2 w(@)+a,N@) ZN(@)p(@)+ -

4 anzvn_l(m),g"l Noos(o)0(a)

die ganze Function » —1*" Grades, welche sich fiir z = e, in (a,)
verwandelt. Dies ist die Formel des Herrn Tchebychef.

Es liegt hier die Voraussetzung zu Grunde, dass wirklich
simmtliche Partialnenner 4 vom ersten Grade sind, oder, was auf
dasselbe hinauskommt, dass der Nenner N,, flir jedes » von 1 bis
n, vom »** Grade ist. Um die Berechtigung derselben nachzuweisen,



