


Haufig benutzte Formeln der Vektoranalysis

a‘(bxc)=b-(cxa)=c-(axh)
ax(xe)=(a'c)b—(a*b)c
(axb)-(cxdy=(a*c)(b:d)—(a*d)(b:c)
VxVy=0
V-(Vxa)=0
Vx(Vxa)=V(V-a)—V?a
V:(wa)=a-Vyp+ypV-a
Vx(pa)=Vyxa+pVxa
V(@a'b)y=(a*V)b+(b-V)a+ax(Vxb)+bx(Vxa)
V-(axb)=b-(Vxa)—a (Vxbh)
Vx(axb)=a(V:b)—b(V-a)+ (b-V)a—(a*V)b
Es sei x der Ortsvektor eines Punktes in einem kartesischen Koordinatensystem.

Sein Betrag sei » = |x| und n = x/r bezeichne den Einheitsvektor in Richtung von
x. Ferner sei f(r) eine differenzierbare Funktion von r. Dann gilt:

Vex=3
Vxx=0
2 5
Vonol= s+ 2

Vx[nf(n] =0

(a'V)nf(r)=@[a—n(a'n)]+n(a'n)g
V(x-a)=a+x(V-a)+i(Lxa)
wobei
L=1(x><V)

i

den Drehimpulsoperator darstellt.



Satze aus der Vektoranalysis

Im Folgenden bedeuten ¢,y und A stetig differenzierbare skalare bzw. vektorielle

Funktionen. V ist ein dreidimensionales Volumen mit dem Volumenelement d>x,

S eine zweidimensionale geschlossene Fliche, die V" begrenzt, und da ist ein Fla-

chenelement von S. n bezeichnet die von da ausgehende duBere Flichennormale.

J V-Ad3x=| A-nda (GauB’scher Satz)
v U(‘s

J Vydix = | ynda
14 o

S

f VxAd3x= | nxAda
14

N

o

J (@V2ip+ Ve -Vy)d3x = J' ¢n-Vipda (Erste Green’sche Identitit)
14 h

m

J OV —pViP)d3x = | (pVy — V) nda  (Green’scher Satz)
14 S

v

Im Folgenden bedeutet S eine offene Fliche mit der Berandung C und dem Lini-
enelement d1. Die Richtung der mit n bezeichneten Flichennormalen von S ist, in
Abhéingigkeit von der Orientierung von C, durch die Rechte-Hand-Regel festgelegt.

J (VXA)'nda = é; A-dl (Stokes’scher Satz)
h C

jnwada=3E pdl
s c
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Vorwort zur 4. Auflage

Wenige Lehrbiicher der Theoretischen Physik haben einen dhnlichen Status als ,,das *“
Standardwerk eines gesamten Teilgebiets erlangt, wie ihn ,,der Jackson* fiir die Elek-
trodynamik darstellt. Seit mehr als 40 Jahren ist dieses Werk nun unverzichtbarer
Begleiter fiir Studenten und Wissenschaftler auf allen Kontinenten.

Um seinem Rang eines groBen Klassikers gerecht zu werden und seinen Erfolg
auch fiir die Zukunft zu gewahrleisten, ist es unumgénglich, das Buch — und folglich
ebenso seine Ubersetzung ins Deutsche — dadurch auf einem modernen Niveau zu
halten, dass es neuen Anforderungen angepasst wird.

Die vor fiinf Jahren erschienene dritte Auflage, die aus einer vollstindig neu be-
arbeiteten englischsprachigen Auflage hervorgegangen war, tat sich insbesondere
durch den Wechsel vom CGS-System ins Internationale Einheitensystem SI und
inhaltliche Komplettierung hervor.

Die vollstindige Revision, die zur vorliegenden vierten deutschprachigen Auflage
fiihrte, galt nun vor allem der genauen fachlichen Durchsicht und Richtigstellung
von Ungenauigkeiten, die sich in jedes Werk dieses Umfangs einschleichen. Wenn
auch dies wohl leider niemals zu garantieren sein wird, so hoffe ich doch, dass diese
Uberarbeitung dem Anspruch auf komplette Fehlerfreiheit méglichst nahe kommt.
Als Bearbeiter bin ich daher sowohl dem Ubersetzer des Werkes, Prof. Kurt Miiller,
Berlin, fiir seine konstruktiven Hinweise, als auch all jenen Lesern zu grolem Dank
verpflichtet, die durch ihre zahireichen und fachlich kompetenten Einsendungen
beim Auffinden von Fliichtigkeiten, die sich im Zuge Neusatz der dritten Auflage
ergeben hatten, behilflich waren.

Die Neubearbeitung wurde zugleich als geeigneter Anlass gewihlt, die neue deut-
sche Rechtschreibung in dieses Buch einzufiihren.

Berlin, im Juni 2006 Christopher Witte






Vorwort zur deutschsprachigen Ausgabe
der 3. Auflage

Die duBerst positive Resonanz, die schon die deutschsprachige Ausgabe der zweiten
Auflage des ,,Jackson® gefunden hatte, war Anlass genug, auch die dritte Auflage
des amerikanischen Originals in deutscher Sprache erscheinen zu lassen. Doch im
Gegensatz zur Ubersetzung der zweiten Auflage wurde das Buch jetzt vollkommen
neu gesetzt.

Der groBe Wert des ,,Jackson liegt zweifellos darin, dass es eines der umfas-
sendsten Werke zur klassischen Elektrodynamik darstellt. Manche Liicken, die noch
die zweite Auflage enthielt, sind jetzt erfreulicherweise von David Jackson geschlos-
sen worden. Dazu gehort — neben den klassischen Themen ,,Quasistationire Felder*
und Hertz’sche Vektoren* — auch die Behandlung numerischer Methoden in der
Elektrostatik (und auch Magnetostatik), optischer Fasern (auch ,,Lichtwellenleiter*
genannt) und neuerer Entwicklungen auf dem Gebiet ,,Klassische Modelle geladener
Teilchen‘‘. Manch anderes dagegen, insbesondere die Plasmaphysik, wird nur noch
sehr kurz behandelt oder gar nicht mehr erwahnt. Besonders hervorzuheben ist die
Tatsache, dass die ersten zehn Kapitel des Buches, die der herkdmmlichen klassischen
Elektrodynamik gewidmet sind, jetzt im SI-System geschrieben sind, wihrend in
den restlichen Kapiteln, in denen die relativistische Elektrodynamik behandelt wird,
sinnvollerweise am Gaul’schen CGS-System festgehalten wurde. Mit diesem Kom-
promiss kam Jackson—wenn auch schweren Herzens — den Wiinschen vieler Physiker
entgegen, und auch der Ubersetzer kann nur hoffen, dass die vielen und teilweise
sehr schrillen Stimmen, die sich gegen den Gebrauch des CGS-Systems wandten,
nun verstummen werden. (An das jeweils benutzte Einheitensystem wird in den
Kopfzeilen des Buches durch die Anhéngsel ,,SI** (fiir SI-System) bzw. ,,G* (fiir
Gaul3’sches System) erinnert.)

Was die Ubersetzung selbst angeht, so gilt im Wesentlichen dasselbe wie fiir die
deutschsprachige Ausgabe der zweiten Auflage: Der Text wurde so frei wie méglich
ibersetzt, ohne jedoch das Original zu verfélschen. Geringfiigig gedndert wurden
nur die Abschnitte iiber die Delta-Funktion (in Kap.1.2) und die magnetische
Hysterese (in Kap. 5.8). Zusitze bzw. Anderungen wurden in den Literaturhinweisen
bzw. in der Bibliographie vorgenommen. Wo immer von einem im Original ange-
gebenen Titel eine deutsche Ubersetzung existiert, wurde diese angegeben. Ferner
wurden einige zusitzliche deutsche Titel in die Literaturhinweise bzw. in die Biblio-
graphie aufgenommen (und jeweils durch einen Stern * gekennzeichnet), um dem
deutschsprachigen Leser die Vertiefung des Stoffes zu erleichtern. Entsprechend der
Tatsache, dass in der nun vorliegenden dritten Auflage neue Themen behandelt wer-
den, die in der zweiten Auflage nicht zur Sprache kamen, haben wir den Literatur-
hinweisen bzw. der Bibliographie weitere deutschsprachige Titel hinzugefiigt. Das
Buch enthilt jetzt eine nahezu vollstindige Liste von deutschsprachigen Werken



VIII Vorwort zur deutschsprachigen Ausgabe der 3. Auflage

zur klassischen Elektrodynamik. Nachtriglich mochten wir den Leser an den grund-
legenden Handbuch-Artikel von Sigfried Fliigge erinnern, den wir in die Bibliogra-
phie aufgenommen haben. Ein weiteres Werk, das ebenfalls in der Bibliographie,
aber nicht im Text selbst genannt wird, ist das von Mectz und Engl. Es unterscheidet
sich von allen anderen in der Bibliographie aufgefiihrten Biichern dadurch, dass es
die FeldgroBen als Differentialformen betrachtet. Da aber vielen Physikern das Kal-
kiil der alternierenden Differentialformen kaum geldufig ist, haben wir dieses Buch
aus den Literaturhinweisen herausgenommen, mochten aber den Leser auf dieses
bemerkenswerte Buch wenigstens aufmerksam machen. Da ferner die Ubungen einen
wesentlichen Bestandteil des ,,Jackson‘* ausmachen und diese haufig sehr kompliziert
sind, haben wir im Anschlu3 an die Bibliographie zusétzlich auf drei Biicher hin-
gewiesen, die sich allein mit konkreten Problemen der Elektrodynamik beschéftigen.
Zwar sind diese Biicher nicht mehr im Buchhandel erhaltlich, aber in den meisten
Bibliotheken diirften sie vorhanden sein.

SchlieBlich noch einige Bemerkungen zum Satz des Buches: Die FuBnoten wurden
— kapitelweise — durchnumeriert, wobei die vom Ubersetzer hinzugefiigten FuBnoten
mit dem Zusatz ,,Anm. des Ubersetzers* versehen wurden. Viele Gleichungen wur-
den, wie schon in der zweiten Auflage, zu einem Gleichungsblock zusammengefasst,
wobei aber auf geschweifte Klammern verzichtet wurde; die neben der letzten Glei-
chung stehende Nummer, z. B. (3.139) oder (11.153), gilt auch den unmittelbar da-
riiberstehenden Gleichungen. Was schlieBlich die Literaturzitate angeht, so weisen
wir den Leser auf die FuBnote auf Seite 1 hin.

AbschlieBend noch eine Bemerkung zur Rechtschreibung: Wir sind nicht der
Rechtschreibreform gefolgt, da eine Anpassung an diese Reform unnétig viele An-
derungen nach sich gezogen hitte.

Berlin, im November 2001 Kurt Miiller



Vorwort zur 3. Auflage

Vor 36 Jahren erschien die erste Auflage dieses Buches und vor 23 Jahren die zweite.
Solche Zeitabstinde mbgen einem Gegenstand angemessen sein, dessen Grundlage
vor 134 Jahren theoretisch von Maxwell und vor 110 Jahren experimentell von Hertz
gelegt wurden. Immer jedoch verschieben sich die Schwerpunkte und verindern
sich die Anwendungen. Diesem Sachverhalt versucht die vorliegende dritte Auflage
ohne groBere Anderungen des Umfangs gerecht zu werden. Dabei war nicht zu
vermeiden, dass manche Themen der zweiten Auflage neuen Sachgebieten Platz ma-
chen mussten. In der Hauptsache wurde das Kapitel zur Plasmaphysik geopfert,
wobei jedoch der eine oder andere Abschnitt an anderer Stelle eingefiigt werden
konnte. Im Ubrigen glaube ich, dass die Leser, die an den hier weggefallenen Themen
interessiert sind, leicht Zugang zur zweiten Auflage haben.

Die augenfilligste Verdnderung ist die Umstellung auf SI-Einheiten (Systéme In-
ternational d’Unités) in den ersten zehn Kapiteln. In den spiteren Kapiteln wurden
die GauB’schen CGS-Einheiten beibehalten, da diese zur Relativitidtstheorie und
zur relativistischen Elektrodynamik besser zu passen scheinen als die SI-Einheiten.
Das jeweils benutzte Einheitensystem wurde in der Kopfzeile jeder linken Seite durch
den Zusatz ,,SI* bzw. ,,G* vermerkt.

Mein — wenn auch spites — Einlenken auf das allgemein eingefithrte SI-System
entspricht der Tatsache, dass alle Einfiihrungen in die Physik und sdmtliche Lehr-
biicher fiir Ingenieure inzwischen SI-Einheiten verwenden. Uber Jahre hinweg hatten
Ed Purcell und ich ein Abkommen, uns gegenseitig im Gebrauch GauB3’scher Ein-
heiten zu unterstiitzen. Nun aber bin ich thm untreu geworden! Zwar gilt dieses
Buch formell dem Andenken meines Vaters, aber — weniger formell — widme ich
diese dritte Auflage auch Edward Mills Purcell (1912-1997). Er war ein hervorra-
gender Physiker, voll tiefer Einsicht, ein groBer Lehrer und ein wunderbarer Mensch.

Wegen der zunehmenden Bedeutung von Rechnern - sei es zur Ergdnzung ana-
lytischer Problemlésungen oder auch dort, wo diese nicht moglich sind — habe ich
einige Abschnitte zu den Grundlagen numerischer Methoden in der Elektrostatik
und Magnetostatik hinzugefiigt und auch ein paar einfache Aufgaben. Ich iiberlasse
es dem Einfallsreichtum der Hochschullehrer, anspruchsvollere Aufgaben zu ent-
wickeln. Mein Ziel war es, das Verstdndnis numerischer Methoden zu férdern, bevor
man blindlings zu speziellen Programmpaketen oder gar zu Mathematica oder Maple
greift.

Manche Abschnitte wurden umgestellt — insbesondere wurden das Faraday’sche
Gesetz und quasistationdre Felder jetzt zusammen mit der Magnetostatik in Kapi-
tel 5 behandelt, weil sich so Energie und Induktivititen folgerichtiger diskutieren
lassen. Eine groBere Anderung bedeutet auch die in Kapitel 9 zu einer Einheit zu-
sammengefasste Thematik der Strahlung von Ladungs- und Stromquellen, und zwar
sowohl in elementarer Form als auch in der genauen Multipoldarstellung. Alle An-
wendungen auf Streuung, Beugung und Brechung findet man jetzt in Kapitel 10.
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In zwei neuen Abschnitten in Kapitel 8 werden die Prinzipien optischer Fasern
und dielektrischer Wellenleiter behandelt. In Kapitel 13 wurde die Diskussion der
Energieverluste gekiirzt und konzentriert. Wegen der wachsenden Bedeutung von
Synchrotronstrahlung als experimentelles Hilfsmittel wurde in Kapitel 14 ein Ab-
schnitt hinzugefiigt, der die Physik der sogenannten Undulatoren und Wiggler fiir
Synchrotronlichtquellen gesondert behandelt. Kapitel 16 enthilt neues Material zur
Strahlungsreaktion und zu Modellen klassischer geladener Teilchen, die Akzente
wurden verschoben.

Der gesamte Text ist durchzogen von vielen kleinen Anderungen, die der Leser
hoffentlich nur als groBere Klarheit wahrnimmt. Von den kleineren Zusétzen seien
hier einige genannt: die Abschitzung von Selbstinduktivititen, der Poyting’sche Satz
fiir verlustbehaftete Medien, Polarisationspotentiale (Hertz’sche Vektoren), der
Goos-Hinchen-Effekt, die Dampfung in optischen Fasern sowie die London’sche
Eindringtiefe in Supraleitern. Und natiirlich mehr Ubungen! Uber 110 neue Auf-
gaben — eine Zunahme um 40% -, doch nicht zur Abschreckung, sondern zur Ver-
tiefung.

Bei der Vorbereitung dieser neuen Aufiage haben mir die Fragen und Vorschlige,
der Rat und die kritischen Bemerkungen vicler Studenten, Kollegen und neuer
Freunde geholfen. Thnen allen danke ich sehr herzlich. Besonderen Dank fiir ihre
Hilfe schulde ich Myron Bander, David F. Bartlett, Norbert N. Cahn, John Cooper,
John L. Gammel, David J. Griffiths, Leroy T. Kerth, Kwang J. Kim, Norman
M. Kroll, Michael A. Lee, Harry J. Lipkin, William Mendoza, Gerald A. Miller,
William A. Newcomb, Ivan Otero, Alan M. Portis, Fritz Rohrlich, Wayne M. Sas-
low, Chris Schmid, Kevin E. Schmidt sowie George H. Trilling.

Berkeley, Kalifornien, 1998 J. David Jackson



Inhalt

Einfithrung und Uberblick ............. ... ... .. ... ... ... ... ..., 1
I.1 Die Maxwell’schen Gleichungen im Vakuum; Felder und Quellen ... 3
I.2 Das Gesetz vom reziproken quadratischen Abstand oder die

Masse des Photons ........ ... .. i e 6
L3 Lineare Superposition ... ..........ooiuuiiniein i 1
14 Die Maxwell’schen Gleichungen in makroskopischer Materie ...... 15
L5 Grenzbedingungen an der Trennfliche verschiedener Medien ... . ... 20
L6 Anmerkungen zu Idealisierungen in der Theorie des Elektro-

MAGNEHISINUS . . .ottt ettt e et e e e 22
LiteraturhinWelise . ... ... oottt e e e 26
1 Einfithrung in die Elektrostatik ................................. 29
1.1 Das Coulomb’sche Gesetz .. .......... ... iiiiiiiiiniinn... 29
1.2 Das elektrische Feld ...... ... ... . ... .. . . i ... 30
1.3 Das GauB’sche Gesetz ..., 33
1.4 Differentielle Form des GauB’schen Gesetzes .................... 35
1.5 Die Wirbelfreiheit des elektrostatistischen Feldes und das

skalare Potential ........... ... ... .. . .. 36
1.6 Flichenhaft verteilte Ladungen und Dipole, Unstetigkeiten

des elektrischen Feldes und seines Potentials ..................... 38
1.7  Die Poisson’sche und Laplace’sche Gleichung .................... 41
1.8 Der Green’sche Satz .......... . ... .. ... . . i 43
1.9 Eindeutigkeit der Losung mit Dirichlet’scher oder Neumann’scher

Randbedingung ...... ... ... i 45
1.10 Formale Lésung des elektrostatischen Randwertproblems

mithilfe der Green’schen Funktion ............................. 46
1.11  Elektrostatische potenticlle Energie und Energiedichte; Kapazitiat ... 49
1.12  Néiherungslésung der Laplace’schen und Poisson’schen Gleichung

mithilfe von Variationsverfahren ............................... 53
1.13  Relaxationsmethode zur Losung zweidimensionaler Probleme der

Elektrostatik . ......... ... i 57
LiteraturhinWeise . ... ... oottt it e e e e e 60
UbBUNZEN . . oot 61
2 Randwertprobleme in der Elektrostatik: I ....................... 69
21 Methode der Spiegelladungen ................ ... ... ... ...... 69

2.2 Punktladung gegeniiber einer geerdeten, leitenden Kugel ........... 70



X1 Inhalt
2.3 Punktladung gegeniiber einer geladenen, isolierten, leitenden

Kugel ... o
2.4 Punktladung gegeniiber einer leitenden Kugel auf konstantem

Potential . ... ... e
2.5 Leitende Kugel im homogenen elektrischen Feld nach der Methode

der Spiegelladungen ........ ... . ... i
2.6 Green’sche Funktion der Kugel, allgemeine Lésung fiir das

Potential ... ... ... . .
2.7 Leitende Kugelschale mit verschiedenen Potentialen auf ihren

beiden Hélften ........... .. ... .. i,
2.8 Entwicklung nach orthogonalen Funktionen .....................
2.9 Trennung der Variablen, Laplace’sche Gleichung in kartesischen

Koordinaten .......... ... .. i
2.10  Ein zweidimensionales Potentialproblem, Summation einer

Fourier-Reithe ....... ... .. .
2.11  Felder und Ladungsdichten in Umgebung von Ecken und Kanten ..
2.12  Einfithrung in die Methode finiter Elemente in der Elektrostatik . ...
Literaturhinweise . .. ... o ottt i e e s
UbUNZEN . ..
3 Randwertprobleme in der Elektrostatik: II . .......................
3.1 Laplace’sche Gleichung in Kugelkoordinaten ....................
32 Legendre’sche Differentialgleichung und Legendre-Polynome ... ....
33 Randwertprobleme mit azimutaler Symmetrie ....................
34 Verhalten der Felder in einer kegelf6rmigen Vertiefung oder

in der Ndhe einer Spitze .......... ... ..o,
3.5 Zugeordnete Legendre-Funktionen und Kugelflichen-

funktionen Y, (0, 0) ...t e
3.6 Additionstheorem der Kugelflichenfunktionen ...................
3.7 Laplace’sche Gleichung in Zylinderkoordinaten, Bessel-Funktionen .
3.8 Randwertprobleme in Zylinderkoordinaten ......................
3.9 Entwicklung Green’scher Funktionen in Kugelkoordinaten ........
3.10 Ldsung von Potentialproblemen unter Verwendung der sphérischen

Entwicklung der Green’schen Funktion ...................... ...
3.11  Entwicklung Green’scher Funktionen in Zylinderkoordinaten ......
3.12 Entwicklung Green’scher Funktionen nach Eigenfunktionen .......
3.13  Gemischte Randbedingungen, leitende Ebene mit kreisférmiger

Offnung . ... o
LiteraturhinWeise . . .. ... ottt e e e e

U DUNGEN . .ot



4 Multipole, Elektrostatik makroskopischer Medien, Dielektrika ... ..
4.1 Multipolentwicklung ......... ... i
4.2 Multipolentwicklung der Energie einer Ladungsverteilung
imduBeren Feld . ... ... . ... . ...
4.3 Elementare Behandlung der Elektrostatik in dichten Medien ......
44 Randwertprobleme bei Anwesenheit von Dielektrika .............
4.5 Molekulare Polarisierbarkeit und elektrische Suszeptibilitat .......
4.6 Modelle fiir die molekulare Polarisierbarkeit ....................
4.7 Elektrostatische Energie in dielektrischen Medien ................
LiteraturhinWeise . . .. ... .ttt e
UBUNZEN . ..ot
5 Magnetostatik, Faraday’sches Induktionsgesetz,
quasistationdire Felder . ............. ... ... ... ... ... .. ...,
51 Einfithrung und Definitionen ................... ... .. ........
5.2 Das Biot-Savart’sche Gesetz ............. ... ...,
5.3 Die Differentialgleichungen der Magnetostatik und das
Ampére’sche Durchflutungsgesetz .............................
54 Vektorpotential .......... .. . . .
5.5 Vektorpotential und magnetische Induktion einer kreisférmigen
Stromschleife ......... ... ... . .
5.6  Magnetische Felder einer lokalisierten Stromverteilung,
magnetisches Moment ........... ... . ... . i
5.7 Kraft und Drehmoment auf eine lokalisierte Stromverteilung
im duBeren Magnetfeld, Energie dieser Stromverteilung ..........
5.8 Makroskopische Gleichungen, Grenzbedingungen fiir Bund H . ...
5.9 Losungsmethoden fiir Randwertprobleme der Magnetostatik . . . ...
5.10 Homogen magnetisierte Kugel ................................
5.11 Magnetisierte Kugel im dufleren Feld, Permanentmagnete ........
5.12  Magnetische Abschirmung, Kugelschale aus hochpermeablem
Material im duBeren Feld .............. ... ... ... .............
5.13  Wirkung einer kreisformigen Offnung in ideal leitender Ebene,
die auf der einen Seite ein asymptotisch tangentiales, homogenes
Magnetfeld begrenzt .......... ... ... .. i
5.14 Numerische Methoden zur Berechnung zweidimensionaler
Magnetfelder ......... . ...
5.15 Das Faraday’sche Induktionsgesetz . ...........................
5.16 Energie des magnetischen Feldes ........................... ...
5.17 Energie des magnetischen Feldes und Induktivititskoeffizienten . ...
5.18 Quasistationdre Magnetfelder in Leitern; magnetische Diffusion .. ..
Literaturhinweise ... ... ... i e

Ubungen

Inhalt

XIII

169
169

174
176
180
185
188
192

196
197

203
203
204

208
210

211
215
219
223
227
231
233

235



XI1v Inhalt
6 Maxwell’sche Gleichungen, makroskopischer Elektromagnetismus,

Erhaltungssiitze ............ ... . . 275
6.1 Maxwell’scher Verschiebungsstrom, Maxwell’sche Gleichungen ... .. 275
6.2  Vektorpotential und skalares Potential .......................... 277
6.3 Eichtransformationen, Lorenz-Eichung, Coulomb-Eichung ......... 279
6.4 Green’sche Funktionen der Wellengleichung ..................... 282
6.5 Retardierte Losungen der Feldgleichungen: Jefimenkos Verall-

gemeinerung des Coulomb’schen und Biot-Savart’schen Gesetzes;

die Heaviside-Feynman-Formeln fiir die Felder einer Punkt-

ladung . ... e 285
6.6 Herleitung der Gleichungen des makroskopischen Elektro-

MAZNELISINUS ...ttt i et ettt e et e e e 288
6.7 Der Poynting’sche Satz und die Erhaltung von Energie und Impuls

eines aus geladenen Teilchen und elektromagnetischen Feldern

bestehenden Systems ........... . ... .. i i 299
6.8 Der Poynting’sche Satz fiir linear-dispersive Medien mit Verlusten .. 304
6.9  Der Poynting’sche Satz fiir Felder mit harmonischer

Zeitabhingigkeit, Definition von Impedanz und Admittanz

fiberdie Felder ........ ... . .. i i 306
6.10 Transformationseigenschaften der elektromagnetischen Felder

und Quellen unter Drehungen, rdumlichen Spiegelungen und

Zeitumkehr ...... ... ... 310
6.11  Zur Frage magnetischer Monopole ............................. 317
6.12  Diskussion der Dirac’schen Quantisierungsbedingung ............. 319
6.13  Polarisationspotentiale (Hertz’sche Vektoren) .................... 326
LiteraturhinWeise . .. .......cotti ittt e et et 328
UBUNZEN . ..ot 329
7 Ebene elektromagnetische Wellen und Wellenausbreitung . ........... 341
71 Ebene Wellen in nichtleitenden Medien ......................... 341
7.2 Lineare und zirkulare Polarisation, die Stokes’schen Parameter ... .. 346
7.3 Reflexion und Brechung elektromagnetischer Wellen an der

ebenen Trennfliche zweier Dielektrika ....................... ... 350
7.4 Polarisation durch Reflexion; Totalreflexion;

Goos-Héanchen-Effekt .......... ... ... . i i 354
7.5 Charakteristische Eigenschaften der Dispersion in Dielektrika,

Leitern und Plasmen ........... ... . ... it 357
7.6  Vereinfachtes Modell zur Wellenausbreitung in der Ionosphére

und Magnetosphire .......... ... ittt e 366
7.7 Magnetohydrodynamische Wellen .............................. 369
7.8 Uberlagerung von Wellen in einer Dimension, Gruppen-

geschwindigkeit .......... .. i 373
7.9 Beispiel fiir das ZerflieBen eines Wellenpakets beim Durchgang

durch ein dispersives Medium ............ ... ..., 378



7.10  Kausale Verkniipfung zwischen D und E, Kramers-Kronig-

Relationen .........ooiiiiui e e 381
7.11  Signalibertragung in einem dispersiven Medium ................. 388
LiteraturhinWeise . ... ...ttt i e et 392
UBUNEEN . .ot e 393
8 Wellenleiter, Hohlraumresonatoren und optische Fasern . ............ 407
8.1 Felder an der Oberfliche und im Innern eines Leiters ............. 407
8.2 Zylindrische Hohl- und Wellenleiter ............................ 412
8.3 Wellenleiter . ......... o 415
8.4 Schwingungstypen in Rechteckwellenleitern ...................... 417
8.5 Energiestrom und Energieddmpfung in Wellenleitern .............. 419
8.6  Stoérung der Randbedingungen ................ . ... oL 423
8.7  Hohlraumresonatoren ...............ceerunmeeenmnneennnnannn 426
8.8 Leistungsverluste in einem Hohlraumresonator, Giitefaktor eines

Hohlraumresonators .............coouiiiiniiinrnneunnnennann. 429
8.9 Erde und Ionosphire als Hohlraumresonator:

Schumann-Resonanzen ........... ... .. ..., 433
8.10 Mehrmodige Ausbreitung in optischen Fasern ................... 437
8.11 Eigenwellen in dielektrischen Wellenleitern ....................... 445
8.12  Eigenwellenentwicklung; die von einer lokalisierten Quelle

im metallischen Hohlleiter erzeugten Felder ...................... 451
Literaturhinweise ... ... ... ... i e 457
Ubungen ... ..o 459
9 Strahlungssysteme, Multipolfelder und Strahlung .................. 471
9.1 Felder und Strahlung einer lokalisierten, oszillierenden Quelle . . . ... 471
9.2 Felder und Strahlung eines elektrischen Dipols ................... 474
9.3 Magnetische Dipol- und elektrische Quadrupolfelder .............. 477
9.4 Linearantenne mit symmetrischer Speisung ...................... 481
9.5 Multipolentwicklung fiir eine kleine Quelle oder Offnung im Wellenleiter ~ 485
9.6 Grundlésungen der skalaren Wellengleichung in Kugel-

koordinaten ........... ... i e 491
9.7 Multipolentwicklung elektromagnetischer Felder ................. 496
9.8 Eigenschaften von Multipolfeldern; Energie und Drehimpuls

der Multipolstrahlung ....... ... ... ... ... . 499
9.9 Winkelverteilung der Multipolstrahlung ......................... 505
9.10  Quellen der Multipolstrahlung, Multipolmomente ................ 508
9.11 Multipolstrahlung in Atomen und Kernen ....................... S11
9.12  Multipolstrahlung einer Linearantenne mit symmetrischer Speisung . 513
LiteraturhinWeise . . ... ..ot vttt e e 519

UbUNGEN ... 520



XVI Inhalt
10 Streuung und Beugung . .......... ... ... i
10.1  Streuung bei groBen Wellenldngen ..............................
10.2  Stdérungstheorie fiir Streuung; Rayleighs Erklirung der blauen

Himmelsfarbe; Streuung in Gasen und Flissigkeiten; Dampfung

inoptischen Fasern ............ .. ... . i i,
10.3  Entwicklung einer raumlichen ebenen Welle nach sphérischen

Loésungen der Wellengleichung .................................
10.4  Streuung elektromagnetischer Wellen an einer Kugel ..............
10.5 Skalare Beugungstheorie ............. ... .o
10.6  Vektordquivalente des Kirchhoff’schen Integrals ..................
10.7  Vektorielle Beugungstheorie ...................................
10.8  Das Babinet’sche Prinzip komplementérer Blenden ...............
10.9 Beugung an einer kreisfdrmigen Offnung, Anmerkungen zu

kleinen Offnungen ............ ..ot
10.10 Streuung im Grenzfall kurzer Wellenldngen ......................
10.11 Optisches Theorem und Verwandtes ............................
LiteraturhinWeise . . ... ...ttt e e e e e
Ubungen . ...
11 Spezielle Relativitiitstheorie ....................................
11.1  Die Situation vor 1900, die beiden Einstein’schen Postulate ........
11.2  Einige neuere Experimente .................. .. .. i,
11.3  Lorentz-Transformationen und die wichtigsten Folgerungen

fiir die relativistische Kinematik ................................
11.4  Addition von Geschwindigkeiten, Vierergeschwindigkeit ...........
11.5  Relativistischer Impuls und relativistische Energie eines Teilchens . ..
11.6  Mathematische Eigenschaften des Raum-Zeit-Kontinuums in der

speziellen Relativitdtstheorie ............ ... ... ... ... ... ...
11.7 Matrixdarstellungen der Lorentz-Transformationen, infinitesimale

Erzeugende ....... ... .. ..
11.8  Thomas-Prazession .............cuouiiinniniriineiaeinnnnans
11.9 Invarianz der elektrischen Ladung, Kovarianz der

Elektrodynamik ............... .. i
11.10 Transformation der elektromagnetischen Felder ..................
11.11 Relativistische Bewegungsgleichung fiir den Spin in homogenen

oder langsam verdnderlichen duBeren Feldern ....................
11.12 Anmerkung zu Notation und Einheiten in der relativistischen

Kinematik .. ... e
Literaturhinweise . ... ...t i i e e

UDUNGEN . ..o



Inhalt XVI1

12 Dynamik relativistischer Teilchen und elektromagnetischer Felder .... 669
12.1  Lagrange- und Hamilton-Funktion eines relativistischen geladenen

Teilchens im duBeren elektromagnetischen Feld .................. 670
12.2 Bewegung im homogenen statischen Magnetfeld .................. 676
12.3  Bewegung in miteinander kombinierten, homogenen statischen

elektrischen und magnetischen Feldern .......................... 677
12.4  Teilchendrift in inhomogenen statischen Magnetfeldern ............ 680
12.5 Adiabatische Invarianz des von der Teilchenbahn eingeschlossenen

magnetischen Flusses ............ .. ... . ... .. ... ... ..., 685
12.6  Niedrigste relativistische Korrekturen zur Lagrange-Funktion

wechselwirkender geladener Teilchen: die Darwin’sche

Lagrange-Funktion .............. . ... ..o iiiiiiiiiiiinain. 690
12.7 Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes ................. 692
12.8 Die Proca’sche Lagrange-Dichte, Effekte einer Photomasse ........ 694
12.9  Effektive ,,Photon‘-Masse in der Supraleitung; London’sche

Eindringtiefe ........ . ... . ... 698
12.10 Kanonischer und symmetrischer Energie-Impuls-Tensor,

Erhaltungssdtze . ........ ... .00t 700
12.11 Losung der Wellengleichung in kovarianter Form, invariante

Green’sche Funktionen .............. ... ... ... .. iiiiiina... 708
Literaturhinweise .. ........... ... . ittt 712
UbUNZEN ...t 713
13 StoBprozesse zwischen geladenen Teilchen; Energieverlust und

Streuung; Tscherenkow- und Ubergangsstrahlung .................. 721
13.1  Energieiibertrag bet Coulomb-StdBen zwischen einem schweren

Teilchen und einem ruhenden, freien Elektron; Energieverlust bei

harten Stéen ........ ... . ... 722
13.2  Energieverlust bei weichen StéBen; Gesamtenergieverlust .......... 725
13.3  EinfluB der Dichte auf den Energieverlust beim StoB3 .............. 729
13.4  Tscherenkow-Strahlung .................. . ... .. ... .. ....... 736
13.5 Elastische Streuung schneller Teilchen an Atomen ................ 740
13.6  Mittlerer quadratischer Streuwinkel und Winkelverteilung

bei Mehrfachstreuung ............. . ... .. ... . 743
13.7  Ubergangsstrahlung .................ooiiuuiniiiinn.. 747
LiteraturhinWeise .. ...ttt e e 756
UbUNEEN . ..o 756
14 Strahlung bewegter Teilchen ................................... 763
14.1  Liénard-Wiechert’sche Potentiale und die Felder einer

Punktladung ....... ... .. . 763
14.2  Strahlungsleistung einer beschleunigten Ladung: die Larmor’sche

Formel und ihre relativistische Verallgemeinerung ................ 767



XVIII Inhalt

14.3  Winkelverteilung der Strahlung einer beschleunigten Ladung ....... 771
14.4  Die Strahlung einer ultrarelativistisch bewegten Ladung ........... 774
14.5  Frequenz- und Winkelverteilung der Strahlungsenergie

beschleunigter Ladungen ............ .. ... ... ... i i 771
14.6  Frequenzspektrum der Strahlung einer relativistisch bewegten

Ladung in momentaner Kreisbewegung ......................... 780
14.7 Undulatoren und Wiggler zur Erzeugung von Synchrotron-

strahlung . ... . e 788
148 Thomson-Streuung ...........ouiiiiiiniiii it eiie e 800
Literaturhinweise . ... ... ottt i e e 804
UBUNEEN . . oo 805
15 Bremsstrahlung, Methode der virtuellen Quanten,

Strahlung beim Beta-Zerfall ................................... 817
151 Strahlung bei StéBen ............ ... 818
15.2  Strahlung bei Coulomb’scher Wechselwirkung ................... 824
15.3  Abschirmeffekte; relativistischer Energieverlust durch Strahlung .... 832
15.4  Weizsdcker-Williams-Methode der virtuellen Quanten ............. 836
15.5 Bremsstrahlung als Streuung virtueller Quanten .................. 841
15.6  Strahlung beim Beta-Zerfall .............. ... .. ... .. ........ 843
15.7  Strahlung beim Kerneinfang eines Hiillenelektrons, Verschwinden

von Ladung und magnetischem Moment ........................ 845
Literaturhinweise . .......... oot e 850
UbUNZEN . ..o 851
16 Strahlungsdimpfung, klassische Modelle geladener Teilchen ......... 859
16.1 Einfithrende Betrachtungen ............. ... ... .. ... .. ... . ... 859
16.2  Berechnung der Strahlungsdimpfung aus dem Energieerhaltungs-

93 41 44§ o S0 862
16.3  Berechnung der Selbstkraft nach Abraham und Lorentz ........... 865
16.4 Relativistische Kovarianz; Stabilitit und Poincaré’sche

SPannUNEEN ... ..ottt e 871
16.5 Kovariante Definition von Energie und Impuls des elektro-

magnetischen Feldes ... ...... ... . ... .. ... . i 873
16.6  Das kovariante, stabile geladene Teilchen ........................ 876
16.7 Linienbreite und Niveauverschiebung eines strahlenden

Oszillators . ... vt e e 881
16.8 Streuung und Absorption von Strahlung durch einen Oszillator .... 884
LiteraturhinWeise . ... ... oottt i i e e 886

UbUNGEN . . .ottt 887



Anhang: Einheiten und Dimensionen ................ ... ... ... ... ....

1 Einheiten und Dimensionen, Grundeinheiten und abgeleitete
Einheiten ............ ... i e
2 Elektromagnetische Einheiten und Gleichungen ..................
3 Verschiedene Systeme elektromagnetischer Einheiten ..............
4 Zusammenhang zwischen Gleichungen und Betragen
in SI-Einheiten und GauB’schen Einheiten .......................
Bibliographie ............. . e

SaChregiSter ..o e






EinfGUhrung und Uberblick

Bernstein und Magnetit kannte man bereits in der Antike, doch der Elektromag-
netismus entwickelte sich erst sehr viel spiter zu einem Gegenstand quantitativer
Forschung — und dies in weniger als hundert Jahren. Cavendish fiihrte seine be-
merkenswerten Experimente zur Elektrostatik in den Jahren zwischen 1771 und
1773 aus, und die denkwiirdigen Untersuchungen Coulombs wurden das erste Mal
1785 veroffentlicht. Mit ihnen begann die weltweite quantitative Forschung auf dem
Gebiet der Elektrizitdt und des Magnetismus. Fiinfzig Jahre spéter untersuchte Fa-
raday die bei zeitverdnderlichen Stromen und Magnetfeldern auftretenden Phéno-
mene. Um 1864 schlieBlich publizierte Maxwell seine berithmte Arbeit iiber eine
dynamische Theorie des elektromagnetischen Feldes. Vierundzwanzig Jahre spiter
(1888) veroffentlichte Hertz seine Entdeckung der transversalen elektromagnetischen
Wellen, die sich mit gleicher Geschwindigkeit wie das Licht ausbreiten. Er stellte
damit die Maxwell’sche Theorie auf den festen Boden des Experiments.

Die Geschichte der Entwicklung unseres Verstindnisses von Elektrizitdt und Mag-
netismus sowie des Lichts ist natiirlich sehr viel linger und verwickelter, als es bei
Nennung von Namen eines einzigen Jahrhunderts erscheinen mag. Fiir ein einge-
hendes Studium dieser faszinierenden Geschichte empfehlen wir dem Leser das zwei-
bandige Standardwerk von Whittaker.! Eine kiirzere Darstellung, mit der Betonung
optischer Phdnomene, enthilt die Einleitung des Buches von Born (bzw. dessen eng-
lischsprachige Erweiterung von Born und Wolf).

Seit den 1960er Jahren hat sich unser Verstindnis von den elementaren Kriften
und Bausteinen der Materie griindlich gewandelt. Heute (am Anfang des 21. Jahr-
hunderts) fallt die klassische Elektrodynamik in einen Sektor der vereinigten, als
Standardmodell bekannten Theorie von Teilchen und Wechselwirkungen. Das Stan-
dardmodell beschreibt in quantenmechanisch widerspruchsfreier Weise elektromag-
netische, schwache und starke Wechselwirkungen durch elementare Bausteine —
Quarks und Leptonen —, die iliber Krafttriger — Photonen, W- und Z-Bosonen,
Gluonen — miteinander in Wechselwirkung treten. Den theoretischen Rahmen liefern
die Prinzipien der Eichinvarianz der Krifte und die diskreten Symmetrien der Teil-
cheneigenschaften.

Unter dem Gesichtswinkel des Standardmodells ist die klassische Elektrodynamik
ein Grenzfall der Quantenelektrodynamik (fiir kleinen Impuls- und Energieiibertrag
und eine grofe Zahl virtueller oder realer Photonen). Die Quantenelektrodynamik
ist ihrerseits eine Folge aus spontan gebrochener Symmetrie in einer Theorie, in
der urspriinglich die schwache und die elektromagnetische Wechselwirkung vereint
sind und beide Krafttriger masselos sind. Die gebrochene Symmetrie beldsst den

! Im Text oder in den FuBnoten kursiv gedruckte Zunamen verweisen auf die Autoren von Biichern,
deren vollstindige Titel in der Bibliographie angegeben sind.
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elektromagnetischen Krafttriger (das Photon) masselos und — entsprechend dem
Coulomb’schen Gesetz — versehen mit unendlicher Reichweite. Dagegen erhilt der
schwache Krafttriger eine Masse von ca. 80—90 GeV/c? und die schwache Wech-
selwirkung weist bei niedrigen Energien eine extrem kurze Reichweite auf (2 x 1018
Meter). Da die Theorie urspriinglich eine vereinheitlichte war, stehen Reichweite
und Stirke der schwachen Wechselwirkung in Beziehung zur elektromagnetischen
Kopplung (beschrieben durch die Feinstrukturkonstante o = 1/137).

Obwohl das Standardmodell eine betrdchtliche Anzahl seiner Parameter der ex-
perimentellen Bestimmung tiberlassen muss, liefert es (am oberen Ende der Entfer-
nungsskala zusammen mit der allgemeinen Relativitdtstheorie) in jeder Hinsicht eine
sehr genaue Beschreibung der Natur, von den Tiefen des Kerns iiber die Mikro-
elektronik bis hin zu Tisch und Stuhl und zu den entferntesten MilchstraBensyste-
men. Natiirlich sind viele Erscheinungen klassischer Art oder mit nichtrelativisti-
scher Quantenmechanik zu beschreiben. Doch im Bereich der relativistischen Quan-
tenmechanik stimmt das Modell mit experimentellen Ergebnissen der Atom- oder
Teilchenphysik erstaunlich gut iiberein. Die klassische Mechanik und klassische
Elektrodynamik dienten als Vorldufer unseres heutigen Verstindnisses und spielen
immer noch eine wichtige Rolle — im praktischen Leben wie in der Forschung.

Das vorliegende Buch ist insofern in sich geschlossen, als es — abgesehen von
einem gewissen mathematischen Hintergrund (Vektoranalysis und Differentialglei-
chungen) — die Elektrodynamik aus ihren Anfangsgriinden, der Elektrostatik, ent-
wickelt. Die meisten Leser werden jedoch nicht das erste Mal mit dem Gegenstand
dieses Buches in Beriihrung gekommen sein. Daher wollen wir in dieser Einfithrung
nicht etwa das Coulomb’sche Gesetz und anderweitige Grundlagen besprechen, son-
dern versuchen, einen Riick- und Uberblick iiber den klassischen Elektromagnetis-
mus zu geben. Wir beschéftigen uns hier mit Fragen wie der augenblicklichen Ge-
nauigkeitsgrenze des Gesetzes vom reziproken quadratischen Abstand (bzw. der
Masse des Photons), dem Giiltigkeitsbereich des linearen Superpositionsprinzips
und den Konsequenzen der Diskretheit von Ladung und Energiedifferenzen. Auch
das Problem der Grenzbedingungen makroskopischer Felder an der Trennfliche
verschiedener Medien und Leiter wird hier diskutiert. Unser Ziel ist es, den klas-
sischen Elektromagnetismus im Zusammenhang darzustellen, seinen Giiltigkeitsbe-
reich klar werden zu lassen und einige Idealisierungen zu verdeutlichen, die der
Theorie des klassischen Elektromagnetismus anhaften. Im Verlauf der Diskussion
bedienen wir uns einiger Ergebnisse aus spateren Kapiteln dieses Buches und auch
einiger nichtklassischer Uberlegungen. Natiirlich werden Leser, die sich das erste
Mal mit dem Elektromagnetismus beschiftigen, nicht allen Argumenten folgen oder
ihre Bedeutung erkennen kénnen. Den anderen Lesern aber soll diese Einfithrung
als Sprungbrett in die spiteren Teile des Buches dienen, die dem Kapitel 5 folgen,
und sie gleichzeitig an den Status der Elektrodynamik als experimentelle Wissen-
schaft erinnern.
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[.1 Die Maxwell’'schen Gleichungen im Vakuum;
Felder und Quellen

Die Grundgleichungen, die elektromagnetische Phinomene beschreiben, sind die
Maxwell’schen Gleichungen:

V-D=p
VxH—a—D=J
ot
VxE+a—B=0
ot
V-B=0 (1.1a)

wobei fiir duBere Quellen im Vakuum die Beziehungen D = €,E und B = p H gelten.
Die beiden ersten Maxwell’schen Gleichungen gehen dann iiber in

V-E =p/e,
JE

Implizit ist in den Maxwell’schen Gleichungen die Kontinuititsgleichung fiir die
Ladungs- und Stromdichte enthalten, ndmlich

ap
5, TV I=0 (1.2)

Dies erkennt man unmittelbar, wenn man die erste der Gln. (I.1a) mit der Divergenz
der zweiten dieser Gleichungen kombiniert. Wesentlich fiir das Verhalten eines Teil-
chens ist auch die Gleichung fiir die Lorentz-Kraft:

F=qgE+vxB) (1.3)

die die auf eine Punktladung ¢ im elektromagnetischen Feld ausgeiibte Kraft be-
schreibt.

Wir haben diese Gleichungen im SI-Einheitensystem geschrieben, also jenem
System elektromagnetischer Einheiten, das wir in den ersten zehn Kapiteln dieses
Buches benutzen. (Das Problem der Einheiten und Dimensionen wird ausfithrlich
im Anhang besprochen.) In Tabelle 2 des Anhangs ist angegeben, wie sich die Max-
well’schen Gleichungen in den gebrauchlichen Einheitensystemen schreiben.

Von grundlegender Bedeutung fiir die Elektrodynamik ist die Geschwindigkeit
des Lichts im Vakuum. In SI-Einheiten ist sie gegeben durch

1

I uo€o

Der genaue Wert ist
¢ =299792458 m/s

C =
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Dieser Wert ist exakt, da das Meter heute durch die Sekunde (basierend auf der
Frequenz eines Hyperfein-Ubergangs im Cs-133) und durch die Lichtgeschwindig-
keit definiert ist. Diese Definition beruht auf der Annahme, dass die Lichtgeschwin-
digkeit eine universelle Konstante ist — in Ubereinstimmung mit der Beobachtung
(s. Kap.11.2.C). Sie besagt, dass die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit mit groBer Ge-
nauigkeit unabhingig von der Frequenz ist, und zwar von sehr niedrigen Frequenzen
an bis zu Frequenzen von mindestens v ~ 10?4 Hz (4 GeV-Photonen). Fiir die meis-
ten praktischen Zwecke kann man die Niherung ¢ ~ 3 x 10® m/s verwenden oder
(wenn man genauer sein will) ¢ = 2.998 x 108 m/s.

Die elektrischen und magnetischen Felder E und B in (I.1) wurden urspriinglich
iiber die Kraftgleichung (I.3) eingefiihrt. In den Coulomb’schen Experimenten wur-
den Krifte zwischen lokalisierten, endlich ausgedehnten Ladungsverteilungen ge-
messen. In diesem Zusammenhang (vgl. Kap.1.2) ist es niitzlich, das elektrische
Feld E als Kraft pro Ladungseinheit einzufithren. In dhnlicher Weise untersuchte
Ampére in seinen Experimenten diejenigen Kréfte, die stromdurchflossene Leiter
aufeinander ausiiben (vgl. Kap. 5.2). Bedenkt man, dass NAgv gerade denjenigen
Strom darstellt, der in einem Leiter vom Querschnitt 4 mit N Ladungstridgern pro
Volumeneinheit flieBt, die sich mit der Geschwindigkeit v bewegen, so erkennt man,
dass das in (I.3) auftretende Feld B gleichbedeutend ist mit der auf den Einheitsstrom
bezogenen Kraft. Obwohl also E und B zunichst nur als Ersatz fiir die von Ladungs-
und Stromverteilungen ausgeiibten Kréfte erscheinen, kommen ihnen weitere wich-
tige Aspekte zu. Zunichst ist festzustellen, dass die Einfithrung dieser Felder den
Begrift der Quellen von dem des Testkorpers entkoppelt, auf den die elektromag-
netischen Krifte wirken. Sind die Felder E und B zweier verschiedener Quellver-
teilungen an einem bestimmten Raumpunkt die gleichen, dann sind die an diesem
Punkt auf eine Testladung oder einen Teststrom ausgeiibten Krifte ebenfalls die
gleichen, und zwar unabhingig von der Verschiedenheit der Quellverteilungen. Dies
gibt den Feldern E und B in (1.3) eine eigene, von den Quellen losgeldste Bedeutung.
Ferner konnen elektromagnetische Felder in Raumgebieten existieren, in denen sich
keine Quellen befinden. Sie kdnnen Energie, Impuls und Drehimpuls tragen und
haben somit eine von den Ladungen und Strémen vollkommen unabhéngige Exis-
tenz. Obwohl es neuerdings wieder Versuche gibt, den expliziten Bezug auf die Felder
Zu eliminieren und stattdessen die Wechselwirkung geladener Teilchen durch eine
Fernwirkungstheorie zu beschreiben, stellt doch der Begriff des elektromagnetischen
Feldes eine der fruchtbarsten Ideen in der Geschichte der Physik dar, und zwar im
klassischen wie im quantenmechanischen Bereich.

Die Interpretation von E und B als gewohnliche Felder ist klassischer Natur.
Man kann sie als klassischen Limes (Limes groBer Quantenzahlen) einer quanten-
mechanischen Beschreibungsweise durch reelle oder virtuelle Photonen betrachten.
Bei makroskopischen und sogar manchen atomaren Phinomenen kann man die
Diskretheit des Photons i. A. ignorieren. So hat z. B. das mittlere elektrische Feld
(d.h. die Wurzel aus dem zeitlichen Mittelwert seines Betragsquadrates) einer
100 Watt-Gliithbirne in 1 Meter Entfernung von ihr die GréBenordnung von 50 V/m,
und es befinden sich dort ungefihr 105 Photonen/cm? x s. In dhnlicher Weise erzeugt
eine isotrope, frequenzmodulierte Antenne mit einer Leistung von 100 Watt bei
10® Hz in einer Entfernung von 100 Kilometern ein mittleres elektrisches Feld von
nur 0,5 mV/m. Dies entspricht aber immer noch einem Fluss von 10'? Photonen/
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cm? x s oder ungefihr 10° Photonen in einem Volumen von der dritten Potenz der
Wellenlinge (27 m?) in derselben Entfernung. Normalerweise spricht ein Gerit nicht
auf die individuellen Photonen an; es ist der kumulative Effekt vieler emittierter
oder absorbierter Photonen, der als kontinuierliche, makroskopisch beobachtbare
Wirkung erscheint. In diesem Fall ist eine rein klassische Beschreibungsweise durch
die Maxwell’schen Gleichungen erlaubt und angemessen.

Wiekannmannunapriori entscheiden, wann die klassische Beschreibungsweise des
elektromagnetischen Feldes adéiquat ist? Dazu sind manchmal subtile Uberlegungen
notwendig, dochi. Allg. ist folgendes Kriterium ausreichend: Kann die Zahl der Photo-
nen als groB betrachtet werden, ist aber der Impuls eines einzelnen Photons im
Vergleich zu dem des Materiesystems klein, so ldsst sich die Reaktion des Materie-
systems in addquater Weise aus einer klassischen Beschreibung des elektromagneti-
schen Feldes gewinnen. Die oben erwdhnte frequenzmodulierte Antenne erhélt z. B.
bei einer Emission eines einzelnen Photons der Frequenz 10® Hz einen Impuls von nur
2,2x 1073 N - 5. In diesem Fall ist eine klassische Behandlung bestimmt gerechtfer-
tigt. Ebenso wird die Streuung von Licht an einem freien Elektron bei niedrigen
Frequenzen durch die klassische Thomson-Formel (vgl. Kap. 14.8) beschrieben, je-
doch durch die Gesetze des Compton-Effektes, sobald der Impuls Av/c eines einzelnen
Photons gegeniiber mc groB wird. Der photoelektrische Effekt ist fiir das Materiesystem
nichtklassicher Natur, da die quasifreien Elektronen im Metall ihre Einzelenergien um
Betrige dndern, die denen der absorbierten Photonen entsprechen; doch der photo-
elektrische Strom der Elektronen kann quantenmechanisch berechnet werden unter
Zugrundelegung einer klassischen Beschreibung des elektromagnetischen Feldes.

Die Quantennatur des elektromagnetischen Feldes muss dagegen beriicksichtigt
werden bei der spontanen Emission von Strahlung durch Atome oder andere Sys-
teme, wenn ndmlich zu Beginn iiberhaupt keine Photonen vorhanden sind und auch
nach Abschluss des Prozesses nur sehr wenige. Im zeitlichen Mittel aber kann das
elektromagnetische Feld im Wesentlichen immer noch klassisch beschrieben werden,
und zwar letzten Endes aufgrund der Erhaltung von Energie und Impuls. Ein Beispiel
hierfiir stellt die klassische Behandlung (in Kap. 16.2) eines geladenen Teilchens dar,
das sich in einem anziehenden Potential (etwa eines Atomkerns) bewegt und von
einer dufleren Bahn (einem hochangeregten Zustand) auf eine innere Bahn (etwa
den Grundzustand) herabfillt. Bei hohen Quantenzahlen ist eine klassische Beschrei-
bung der Teilchenbahn angemessen, und die Anderung von Energie und Drehimpuls
pro Umlauf kann klassisch aus der Strahlungsriickwirkung berechnet werden, da
die Energie der nachfolgend emittierten Photonen gegeniiber der kinetischen und
potentiellen Energie des umlaufenden Teilchens klein ist.

Die Quellen im Gleichungssystem (I.1) sind die elektrische Ladungsdichte p(x, 1)
und die elektrische Stromdichte J(x, ¢). In der klassischen Elektrodynamik werden
sie als kontinuierliche Raumverteilungen angenommen, obwohl wir manchmal auch
Verteilungen betrachten, die durch Punkte approximiert werden kénnen. Die Betrige
dieser Punktladungen werden als vollkommen beliebig angenommen, doch weil3
man, dass sie in Wirklichkeit auf diskrete Werte beschriankt sind. Die Grundeinheit
der Ladung ist der Betrag der Ladung eines Elektrons, ndmlich

lq.] = 4,8032068(15) x 10~ % esE
=1,60217733(49) x 107° C
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wobei die in Klammern stehenden Dezimalstellen die Ungenauigkeiten angeben.
Die Ladung des Protons und aller gegenwirtig bekannten Teilchen oder Teilchen-
systeme sind ganzzahlige Vielfache dieser Ladungseinheit®. Die experimentelle Ge-
nauigkeit, mit der man weil, dass es sich um exakt ganzzahlige Vielfache handelt,
ist auBerordentlich hoch (besser als Eins zu 10~2%). Die Experimente hierzu dis-
kutieren wir in Abschnitt 11.9, in dem wir auch die Frage der Lorentz-Invarianz
der Ladung untersuchen.

Die Diskretheit der elektrischen Ladung braucht in den meisten makroskopischen
Anwendungen nicht beriicksichtigt zu werden. Ein Kondensator von 1 Mikrofarad
hat z.B. bei einer Spannung von 150 Volt ca. 101> Elementarladungen auf jeder
Elektrode. Einige Tausend mehr oder weniger Elektronen fallen dabei nicht ins Ge-
wicht. Ein Strom von 1 Mikroampere entspricht 6,2 x 10'? Elementarladungen/
Sekunde. Natiirlich gibt es einige makroskopische bzw. quasimakroskopische Ex-
perimente, bei denen die Diskretheit der Ladung ins Spiel kommt. Der berithmte
Millikan’sche Oltrépfchenversuch ist ein Beispiel hierfiir. Die bei diesem Versuch
benutzten Tropfchen haben einen typischen Radius von 10™“cm und tragen nur
einige oder mehrere zehn Elementarladungen.

Hinsichtlich der Quellterme besteht in den Maxwell’schen Gleichung (I.1a) eine
Asymmetrie. Die beiden ersten Gleichungen enthalten Quellen, die beiden anderen
aber nicht. Dieser Umstand spiegelt den experimentellen Befund des Nichtvorhan-
denseins magnetischer Ladungen und Strome wider. Tatsdchlich kénnten Teilchen,
wie wir in Kap. 6.11 zeigen werden, sowohl magnetisch wie elektrisch geladen sein.
Wire das Verhiltnis von magnetischer zu elektrischer Ladung fiir alle in der Natur
vorkommenden Teilchen gleich, lieBen sich die Felder und Quellen so umdefinieren,
dass man die tiblichen Maxwell’schen Gleichungen (I.1) zuriickerhielte. Insofern ist
es eine Konvention zu sagen, es gebe keine magnetischen Ladungen und Strome.
In diesem Buch nehmen wir fast durchweg an, dass in den Maxwell’schen Gleichun-
gen nur elektrische Ladungen und Strome auftreten. Doch einige Konsequenzen der
méglichen Existenz eines Teilchens verschiedener magnetischer und elektrischer La-
dung, wie z. B. die eines magnetischen Monopols, werden wir in Kap. 6 besprechen.

[.2 Das Gesetz vom reziproken quadratischen Abstand
oder die Masse des Photons

Die Abstandsabhingigkeit der elektrostatischen Kraft entspricht, wie Coulomb und
Cavendish zeigten, einem Gesetz vom reziproken quadratischen Abstand. Uber das
Gaufi’sche Gesetz und den Gauli’schen Integralsatz (vgl. Kap.1.3 und 1.4) fithrt
dies zu der ersten der Maxwell’schen Gleichungen (I.1b). Die urspriinglichen Ex-
perimente hatten nur eine Genauigkeit von einigen Prozent und wurden zudem in
Bereichen von der Ausdehnung eines Labors ausgefiihrt. Experimente groferer Ge-
nauigkeit und in verschiedenen Lingenbereichen wurden seitdem in mannigfacher

2 Quarks haben, in dieser Einheit, Ladungen von 2/3 und — 1/3, wurden jedoch (bisher) nie als
freie Teilchen beobachtet.
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Weise ausgefiihrt. Es ist heute iblich, die Tests des Gesetzes vom reziproken quad-
ratischen Abstand in einer der beiden folgenden Versionen zu formulieren:

2*€ variiert, und gibt fiir € einen bestimm-

(a) Man nimmt an, dass die Kraft wie 1/r
ten Wert oder eine obere Schranke an.

(b) Man nimmt fiir das elektrostatische Potential die Yukawa-Form r~!e™#" an
(vgl. Kap.12.8) und gibt jetzt fiir u oder u~ ! einen bestimmten Wert oder eine
obere Schranke an. Da u = m,c/h ist, wenn m, die angenommene Masse des
Photons ist, wird der Test des Gesetzes vom reziproken quadratischen Abstand
auch als Test der oberen Schranke von m, bezeichnet. Laborexperimente liefern
i. Allg. einen Wert fiir € und u.U. auch fiir u oder m,, wihrend geomagnetische

Experimente u oder m, liefern.

Die urspriinglichen Experimente mit zwei konzentrischen Kugelschalen, die Caven-
dish® im Jahre 1772 ausfiihrte, ergaben fiir € die obere Schranke | €| < 0,02. Die
von Cavendish benutzte Apparatur zeigt Abb. I.1. Ungeféhr hundert Jahre spéter
fithrte Maxwell ein dhnliches Experiment in Cambridge durch* und erhielt als obere
Schranke | €] < 5x 107 5. Zwei andere bemerkenswerte Laborexperimente, die auf
dem GauB’schen Gesetz beruhen, gehen auf Plimpton und Lawton® zuriick (sie
erhielten [€| < 2x107°) und in neuerer Zeit auf William, Faller und Hill.° Die
Versuchsanordnung des zuletzt genannten Experiments ist schematisch in Abb.1.2
dargestellt. Obwohl es sich um ein nichtstatisches Experiment handelt
(v = 4 x 10° Hz), ist die ihm zugrundeliegende Idee fast die gleiche wie beim Expe-
riment von Cavendish. Letzterer suchte — vergeblich — nach einer Ladung auf der
inneren Kugelschale, nachdem sie in elektrischen Kontakt mit der duBeren, gela-
denen Kugelschale gebracht und diese dann wieder entfernt worden war. Williams,
Faller und Hill dagegen suchten nach einer Spannungsdifferenz zwischen zwei kon-
zentrischen Metallschalen (in Form von Zwanzigfiichnern), von denen die duBere
einer Wechselspannung von + 10 kV gegen Erde unterworfen war. Die Empfind-
lichkeit ihrer Versuchsanordnung war so groB, dass sie eine Spannungsdifferenz von
107*2V hitten nachweisen koénnen. Thr Nullergebnis, interpretiert auf der Basis
der Proca-Gleichung (vgl. Kap.12.8), liefert als obere Schranke fir € den Wert
€=(2,7+3,1)x107*¢,

Ausmessungen des Magnetfeldes der Erde, und zwar sowohl an ihrer Oberfliche
als auch — iiber Satellitenbeobachtungen — aulerhalb von ihr, geben fiir € bzw. die
Photomasse m, den genauesten Wert. Die geophysikalischen und die im Labor ge-
machten Beobachtungen werden in den Ubersichtsartikeln von Kobzarev und Okun
sowie Goldhaber und Nieto diskutiert, die wir am Schluss dieser Einfiihrung zitieren.
Zu den besten Werten gehdren diejenigen, die man durch Ausmessung des an der
Erdoberfliche herrschenden Magnetfeldes gewann (vgl. hierzu auch Ubg.12.15),
ndmlich

m, <4x107° kg

3 Cavendish, H., Electrical Researches, Hrsg. J.C. Maxwell, Cambridge University Press 1879,
S.104-113.

+ Ebd., Anmerkung 19.

5 Plimpton, S.J. und W.E. Lawton, Phys. Rev. 50, 1066 (1936).

Williams, E.R., J.E. Faller und H.A. Hill, Phys. Rev. Letters 26, 721 (1971).

-
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Abb.1.1 Cavendishs Versuchsanordnung zum Nachweis des Gesetzes vom reziproken
quadratischen Abstand der Elektrostatik. Der obere Teil der Abbildung zeigt das Faksimile
Cavendishs eigener Zeichnung, der untere dagegen eine technische Zeichnung. Die innere
Kugelschale hat einen Durchmesser von 30,6 cm, die hohlen Halbkugeln (bestehend aus Pappe)
sind etwas groBer. Sowohl die innere Kugelschale als auch die duBeren Halbkugeln waren
mit Stanniol beklebt, ,,um aus ihnen moglichst ideale Leiter zu machen*. (Wiedergabe der
Abbildung mit freundlicher Genehmigung von Cambridge University Press.)
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oder
u '>108m

Im Vergleich dazu ist die Masse des Elektrons, m, = 9,1 x 10~ 3! kg, auBerordentlich
groB. Das Laborexperiment von Williams, Faller und Hill liefert als obere Schranke
m, < 1,6 x 10~°° kg, die nur um den Faktor 4 schlechter ist als die geomagnetische
Schranke.

Zu einer groben Abschitzung filir die obere Schranke der Photonmasse gelangt
man auf relativ einfache Art und Weise. Hierzu braucht man nur die Tatsache aus-
zunutzen, dass in dem von der Erde und der Ionosphére gebildeten Hohlraumre-
sonator Schwingungstypen sehr niedriger Frequenz existieren (die sog. Schumann-
Resonanzen, die wir in Kap. 8.9 diskutieren). Die Einstein-Relation hv = m,c? lasst
vermuten, dass die Photonmasse einer Ungleichung der Art m, < hvy/c* geniigt,
wobei v, eine elektromagnetische Resonanzfrequenz darstellt. Die niedrigste Schu-
mann-Resonanz liegt bei v, ~ 8 Hz. Hieraus folgt m, < 6 x 107°% kg, d. h. eine sehr
kleine obere Schranke, die nur um eine GroBenordnung iiber der besten Abschatzung
liegt. Wihrend diese Argumentation nur niherungsweise Giiltigkeit besitzt, zeigen
genauere Betrachtungen (vgl. Kap.12.8 und die dort angegebenen Literaturhin-
weise), dass die auf diese Weise gewonnene Schranke um ungefahr ein Zehnfaches
hoher liegt, da sie mit (R/H)'/? ~ 10 zu multiplizieren ist, wobei R =~ 6400 km der
Erdradius und H ~ 60 km die Hohe der Ionosphire iiber der Erde ist.” Trotz dieses
Abschwichungsfaktors ist die allein durch die Schumann-Resonanzen bedingte
obere Schranke von 1048 kg recht beachtlich.

Die im Labor ausgefiihrten und die geophysikalischen Tests zeigen, dass das Ge-
setz vom reziproken quadratischen Abstand iiber Entfernungsbereiche in der Gro-
Benordnung von 1072 bis 10’ m mit extrem hoher Genauigkeit gilt. Fiir kleinere
Entfernungsbereiche muss man zu Nachweismethoden libergehen, die weniger direkt
sind und oft noch zusitzliche Annahmen enthalten. So stellt z.B. Rutherfords
historische Analyse der Streuung von Alphateilchen einen Beweis fiir den Giiltig-
keitsbereich des Coulomb’schen Kraftgesetzes bis zu Entfernungen von 10~ '3 m dar
— vorausgesetzt, dass die Alphateilchen und der Kern als klassische Punktladungen
betrachtet werden konnen, die statisch miteinander wechselwirken, und dass die
Elektronenwolke um den Kern vernachlissigt werden kann. All diese Annahmen
koénnen natiirlich nur im Rahmen des Giiltigkeitsbereichs der Quantenmechanik,
des linearen Superpositionsprinzips (s. unten) und anderer (wenn auch sehr verniinf-
tiger) Annahmen getestet werden. In noch kleineren Entfernungsbereichen muB3 man
die relativistische Quantenmechanik heranziehen, wobei allerdings Effekte der star-
ken Wechselwirkung die Fragen und die Antworten auf sie zu verdunkeln beginnen.
Dennoch haben elastische Streuexperimente mit positiven und negativen Elektronen
bei einer Schwerpunktsenergie bis hin zu 100 GeV gezeigt, dass die Quantenelekt-
rodynamik (die relativistische Theorie eines punktartigen Elektrons, das mit dem

7 Der entscheidende Punkt ist folgender: Soweit H/R vernachlissigt werden kann, breitet sich die
extrem niederfrequente Welle genauso aus wie die transversal-elektromagnetische Grundwelle
(die TEM-Grundwelle) in einem normalen Hohlleiter. Eine endliche Photonmasse hat auf diese
Ausbreitung keinen Einfluss, es sei denn durch Anderungen der statischen Kapazitit und In-
duktivitiit pro Lingeneinheit. Die Effekte einer Photonmasse liegen in der GréBenordnung von
(H/R) 2.
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Feld des masselosen Photons wechselwirkt) bis zu Abstdnden in der Groenordnung
von 10~ ¥ m giiltig ist. Wir schlieBen daraus, dass die Photonmasse iiber den ge-
samten klassischen Bereich bis tief in den quantenmechanischen Entfernungsbereich
Null gesetzt werden kann. D.h. der Giiltigkeitsbereich des Gesetzes vom reziproken
quadratischen Abstand erstreckt sich iiber eine Entfernungsskala von 25 GréBenord-
nungen.

1.3 Lineare Superposition

Die Maxwell’schen Gleichungen fiir das Vakuum sind in den Feldern E und B linear.
Diese Linearitit macht man sich dermaBen hiufig zunutze — z. B. bei der Ubertra-
gung verschiedener Telefongespréiche iiber ein einziges Mikrowellenkabel —, dass
man sie als selbstverstidndlich hinnimmt. Natiirlich kénnen auch nichtlineare Effekte
auftreten —z. B. in magnetischen Materialien oder in Kristallen, die auf Laserstrahlen
hoher Intensitit reagieren, und sogar in den Gerédten, mit denen man die erwihnten
Telefongespriache in den Mikrowellenstrahl einfiihrt und wieder aus ihm heraus.
Doch an dieser Stelle beschiftigen uns allein mit Feldern im Vakuum bzw. mit
mikroskopischen Feldern in Atomen und Kernen.

Mit welcher Evidenz nun wird das Prinzip der linearen Superposition von der
Natur untermauert? Im makroskopischen Bereich wird es von Experimenten jegli-
cher Art mit einer Genauigkeit von 0,1 % bestitigt — Systeme von Ladungen und
Strome erzeugen elektrische und magnetische Kréfte, die sich durch lineare Super-
position berechnen lassen: Transformatoren funktionieren wie erwartet, auf Lecher-
Leitungen beobachtet man stehende Wellen usw. In der Optik schlieBlich erzeugt
ein Spalt ein Beugungsbild, und die Beugung von Rontgen-Strahlen an Kristallen
gibt Aufschluss iiber deren Struktur; weiBes Licht schlieBlich wird beim Durchgang
durch ein Prisma in Regenbogenfarben zerlegt und wieder zu weiem Licht vereinigt.
Mit anderen Worten: Im makroskopischen und sogar atomaren Bereich ist das Prin-
zip der linearen Superposition in erstaunlich weitem Umfang giiltig.

Es ist der subatomare Bereich, in dem man Abweichungen vom Prinzip der
linearen Superposition legitimerweise erwarten darf. Wird die Entfernung zwischen
geladenen Teilchen sehr klein, dann werden die Feldstiarken sehr groB. Stellt man sich

Abb.1.2 Schematische Darstellung des ,,Cavendish-Experiments* von Williams, Faller und
Hill. Die konzentrischen Zwanzigflichner bestehen aus leitendem Material. Zwischen den
Schalen 4 und 5 ist eine 4 MHz-Spannung mit einer 10 kV-Amplitude angelegt. Die Schale
4 und die angrenzenden Schalen 2 und 3 haben einen Durchmesser von ca. 1,5 m und um-
schlieBen die Schale 1. Die Spannungsdifferenz zwischen den Schalen 1 und 2 tritt (wenn
iiberhaupt) am Induktor innerhalb der Schale 1 auf. Das Verstdrkersystem und das optische
System sind notwendig, um die Information iiber die Spannung dem Experimentator zugédng-
lich zu machen. Sie entsprechen den von Cavendish benutzten Fiden, die die tiber ein Schar-
niersystem miteinander verbundenen Halbkugeln automatisch 6ffneten, um die Ladung auf
der inneren Kugel mithilfe von Holunderkugeln zu testen. (Wiedergabe der Abbildung mit
freundlicher Genehmigung der Autoren.)
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ein geladenes Teilchen als eine lokalisierte, d. h. auf ein kleines Raumgebiet begrenzte
Ladungsverteilung vor, dann wird seine Energie mit zunehmender Lokalisierung
immer gréBer. Natiirlich wird man vermuten, dass eine Art Sittigung eintritt, so
dass die Feldstirken eine bestimmte obere Grenze nicht iiberschreiten und unend-
liche Selbstenergien nicht auftreten. Entsprechende klassische, nichtlineare Theorien
sind in der Vergangenheit verschiedentlich untersucht worden. Ein bekanntes Bei-
spiel ist die Theorie von Born und Infeld.® In ihr besitzt das Vakuum eine von Eins
verschiedene Dielektrizititskonstante und Permeabilitit. Sie sind gegeben durch

€ — # 0 __ 1 2 p2 2 w2
60—;1_[1+b2(CB E):I 14
wobei b eine maximale Feldstirke bedeutet. Tatsdchlich ist Gl. (1.4) die vereinfachte
Form einer Gleichung, die vorher bereits von Born allein vorgeschlagen wurde. Die
zugrundeliegende Idee ist die, dass zwar die Felder auf kurzen Abstinden offen-
sichtlich modifiziert werden, aber alle elektromagnetischen Energien endlich bleiben.
Doch solche Theorien haben den Nachteil, willkiirlich itber die Wahl der Nichtli-
nearititen zu verfiigen und beim Ubergang zur Quantentheorie groBe Probleme mit
sich zu bringen. Abgesehen davon gibt es auch keinen Hinweis auf eine derartige
klassische Nichtlinearitit. Ein Mehr-Elektronen-Atom wird mit groBer Genauigkeit
durch die normale Quantentheorie mit Wechselwirkungen zwischen dem Kern und
den Elektronen einerseits und den Elektronen untereinander andererseits beschrie-
ben, und diese Wechselwirkungen werden durch lineare Superposition von Zwei-
Teilchen-Potentialen (oder retardierten relativistischen Potentialen zur Beschreibung
der Feinstruktur) erzeugt. Am Ort der Elektronenbahnen herrschen Feldstiarken in
der GréBenordnung von 10*! — 10!7 V/m, wihrend das elektrische Feld am Rand
eines schweren Kerns 102! V/m betrigt. Energieniveaudifferenzen in leichten Ato-
men wie dem Helium, die auf der Grundlage der linearen Superposition elektro-
magnetischer Wechselwirkungen berechnet werden, stimmen mit dem Experiment
mit einer Genauigkeit von 10~ ¢ iiberein, und auch die Coulomb-Energien von schwe-
ren Kernen sind mit dem Prinzip der linearen Superposition vertraglich. Es ist na-
tiirlich méglich, dass bei Feldstirken iiber 102! V/m nichtlineare Effekte auftreten.
Nach solchen Effekten kann man z. B. bei superschweren Kernen (Z > 110) suchen,
und zwar sowohl unter den atomaren Energieniveaus als auch unter den Coulomb-
Energien des Kerns.® Bis zum heutigen Tag existiert jedoch keinerlei Hinweis darauf,
dass sich die Vakuumfelder auf kurzen Abstinden im klassischen Sinn nichtlinear
verhalten.

Tatsdchlich gibt es einen nichtlinearen Effekt elektromagnetischer Felder. Doch
dieser ist quantenmechanischer Natur und kann deswegen auftreten, weil das Un-
scharfeprinzip die momentane Erzeugung eines Elektron-Positron-Paares durch zwei
Photonen und das anschlieBende Verschwinden dieses Paares unter Emission zweier
voneinander verschiedener Photonen gestattet. Der entsprechende Prozess ist sche-

8 Born, M. und L. Infeld, Proc. Roy. Soc. A144, 425 (1934). Elementar wird dieses Problem auch
behandelt bei Born, M., Aromic Physics. London: Blackie 1949; Anhang VI.

° Der Effekt einer Nichtlinearitdt vom Born-Infeld-Typ auf atomare Energieniveaus superschwerer
Elemente wurde von Rafelski, J., Greiner, W. und L.P. Fulcher, Nuovo Cimento 13B, 135 (1973)
untersucht.
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Abb.1.3 Streuung von Licht an Licht. Sche-
matisches Diagramm der Photon-Photon-
Streuung.

matisch in Abb. 1.3 dargestellt und wird Photon-Photon-Streuung oder Streuung von
Licht an Licht genannt.!® Die beiden einfallenden ebenen Wellen e***~i®1* yund
e*+x~ o2 g ddieren sich nicht einfach kohérent, wie man es bei linearer Superposition
erwarten wiirde, sondern wechselwirken miteinander und gehen (mit geringer Wahr-
scheinlichkeit) in zwei andere, voneinander verschiedene ebene Wellen mit den Wel-
lenvektoren k4 bzw. k, liber. Dieser nichtlineare Aspekt der Quantenelektrodynamik
kann — zumindest fiir schwach verdnderliche Felder — durch elektrische und mag-
netische Permeabilititstensoren des Vakuums beschrieben werden, ndmlich

D; =€), €xE., Bi= o) mucH,
P P
mit
e

E‘G—h—7[2(E2 2B2) 5ik+7c2Bin] +"'

4

45n

€ = O+

Bik =0+ s Bame? [2(c*B* — E*) du+ TEE] + - (I.5)
Hierin bedeutet e die Ladung des Elektrons in Gaul3’schen Einheiten und m seine
Masse. Diese Resultate wurden das erste Mal von Euler und Kockel im Jahre 1935
hergeleitet.!! Im klassischen Limes (A — 0) verschwinden die nichtlinearen Effekte.
Ein Vergleich mit dem klassischen Born-Infeld-Ausdruck (1.4) zeigt ferner, dass fiir
schwache Nichtlinearititen die quantenmechanische Feldstirke

|{45n eGeG 051eG

he r3

10 Sind die beiden in Abb. 1.3 angedeuteten Photonen virtuell, d. h. stellen sie eine Wechselwirkung
zweiter Ordnung im statischen Coulomb-Feld des Kerns dar, dann spricht man von Delbriick-
Streuung. Vgl. hierzu Jauch, J. M. und F. Rohrlich, The Theory of Photons and Electrons. Reading,
Mass.: Addison-Wesley 1955; Abschn.15.8.

1t Euler, H. und B. Kockel, Naturwiss. 23, 246 (1935).
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eine zum Born-Infeld-Paramater b analoge Rolle spielt. Hierbei ist r, =
e /mc* ~ 2,8 x 10~ !> m der klassische Elektronenradius und e /r3 = 1,8 x102° V/m
ist das elektrische Feld an der Oberfliche eines solchen klassischen Elektrons. Zwei
Bemerkungen seien noch angefiigt: (a) die in Gl.(1.5) angegebenen Ausdriicke fiir
€; und p;;, sind Naherungen, die ungiiltig werden, sobald sich die Feldstarken dem
Wert von b, nihern oder die Felder zu schnell in Raum und Zeit variieren (wobei
h/mc die kritische Langenskala und h/mc? die kritische Zeitskala darstellen); (b)
die zufallige numerische Koinzidenz von b, und es/2rf ist zwar suggestiv, aber
ohne physikalische Bedeutung, da b, das Planck’sche Wirkungsquantum # ent-
halt.

In Analogie zur Polarisation P = D — ¢€,E bezeichnet man die durch (I.5) beschri-
ebene Feldabhingigkeit von €, und p;, als Vakuumpolarisationseffekte. Uber die
Photon-Photon- oder Delbriick-Streuung hinaus verursacht die Vakuumpolarisation
sehr kleine Verschiebungen atomarer Energieniveaus. Der Hauptbeitrag enthélt ein
virtuelles Elektron-Positron-Paar — dhnlich wie in Abb. 1.3, aber nur mit zwei anstatt
mit vier Photonen. Sind die Photonen reell, dann trigt der Prozess zur Photonmasse
bei und muss folglich verschwinden. Fiir virtuelle Photonen dagegen, wie sie bei
elektromagnetischen Wechselwirkungen zwischen einem Kern und einem Elektron
der Atomhiille oder tatsichlich bei jeder Wechselwirkung in einem duBeren Feld
auftreten, verursacht die Erzeugung und Vernichtung eines virtuellen Elektron-Po-
sitron-Paares mitunter beobachtbare Effekte.

Die Vakuumpolarisation bewirkt eine Anderung der elektrostatischen Wechsel-
wirkung zweier Ladungen bei kleinen Abstdnden, die sich als Abschirmung der
,,hackten Ladung mit wachsender Distanz oder — in moderner Diktion — als ,,glei-
tende* Kopplungskonstante beschreiben ldsst. Da die Ladung eines Teilchens durch
die Stirke seiner elektromagnetischen Kopplung bei groBem Abstand (d.h. bei zu
vernachlissigendem Impulsiibertrag) definiert ist, bedeutet eine Abschirmung durch
Elektron-Positron-Paare in Ladungsndhe, dass die bei geringeren Abstinden zu be-
obachtende ,,nackte’ Ladung groBer ist als die bei groBen Abstinden definierte
Ladung. Quantitativ liefert die Quantenelektrodynamik in niedrigster Ordnung fiir
die um die Vakuumpolarisation korrigierte Coulombenergie zweier Ladungen Z,e
und Z,e folgendes Ergebnis:

© 2_4 2 2 2
V(r)=hc—erZZa[1+§—Zf i VE e <1+ ;?;)e_m} (1L.6)
2m

wobei a die Feinstrukturkonstante ist (= 1/137) und m die reziproke Compton-Wel-
lenldnge des Elektrons (Elektronmasse, multipliziert mit ¢/#). Das Integral, eine
Uberlagerung von Yukawa-Potentialen (e ~*"/r), ist der sog. Ein-Loop-Beitrag aller
virtuellen Elektron-Positron-Paare. Er vergréBert die potentielle Energie bei
Abstdnden, die innerhalb der Compton-Wellenlinge des Elektrons (h/mc =
aa, ~ 3,86 x 10~ '3 m) liegen.

Wegen der geringen Reichweite ist der Energieiibertrag der Vakuumpolarisation
in leichten Atomen — auBler bei sehr genauen Messungen — kaum von Bedeutung.
Wichtig wird er jedoch bei Atomen mit hohem Z und bei miionischen Atomen, wo
der Bohr’sche Radius infolge der héheren Masse des Miions (m, =~ 207 m,) deutlich
innerhalb der Reichweite des modifizierten Potentials liegt. Die Réntgen-Spektren
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von miionischen Atomen mittlerer Masse liefern eine duBerst genaue Bestitigung
des Vakuumpolarisationseffektes, wie er durch Formel (I.6) beschrieben wird.

Der Begriff einer ,,gleitenden‘ Kopplungskonstanten, d. h. einer effektiven Wech-
selwirkung, die sich mit dem Impulsiibertrag dndert, wird innerhalb des Elektro-
magnetismus deutlich, wenn man von der Wechselwirkungsenergie (1.6) die rdum-
liche Fourier-Transformierte bildet. Sie lautet:

4nZ,Z,2(Q%
Q2
Die 1/Q?-Abhingigkeit ist typisch fiir das Coulomb-Potential (vertraut aus der

Rutherford-Streuung), aber der Betrag wird jetzt bestimmt von der gleitenden Kopp-
lungskonstanten a(Q?) mit dem reziproken Wert

-1, 1 1 Q?
[a(Q9)] " ~ 2(0) 3z In <m285/3> (I.8)
Hierbei ist « (0) = 1/137,036 ... die Feinstrukturkonstante, e die Euler’sche Zahl und
0? das Quadrat des Wellenzahl (Impuls)-Ubertrags. Der Ausdruck (1.8) ist eine
Niherung fiir groBe Q?/m?. Die gleitende Kopplungskonstante «(Q?) nimmt mit
wachsendem Q7 (geringerer Entfernung) langsam zu, die Teilchen dringen in die
abschirmende Wolke der Elektron-Positron-Paare ein und erfahren ein gréBeres
effektives Ladungsprodukt.

Da die Vakuumspolarisationsenergie in erster Naherung zum a-fachen der d&u8eren
Ladung proportional ist, spricht man von einem linearen Effekt, obwohl (iiber &)
das Quadrat der inneren Ladung von Elektron und Positron zur Wirkung kommt.
Nichtlineare Wechselwirkungen sind dann die kleinen Beitrdge hoherer Ordnung,.
Ahnlich wie in Abb. 1.3 entsprechen z. B. drei Photonen der dritten Potenz des duBe-
ren Feldes bzw. der Ladung.

AbschlieBend konnen wir feststellen: Die lineare Superposition der Vakuumfelder
ist bei klassischen Langen und fiir klassisch erreichbare Feldstirken ausgezeichnet
bestatigt, nichts spricht gegen sie. Im atomaren und subatomaren Bereich treten
quantenmechanisch bedingte, nichtlineare Effekte auf, deren Ursprung in der Kopp-
lung geladener Teilchen an das elektromagnetische Feld liegt. Sie modifizieren die
Wechselwirkung geladener Teilchen und verursachen gleichzeitig Wechselwirkungen
zwischen elektromagnetischen Feldern, und zwar selbst bei Abwesenheit physika-
lischer Teilchen.

v(H = amn

1.4 Die Maxwell’'schen Gleichungen in
makroskopischer Materie

Bisher betrachteten wir elektromagnetische Felder und Quellen im Vakuum. Die
Maxwell’schen Gleichungen (I.1b) konnen als Gleichungen betrachtet werden, die
die elektrischen und magnetischen Felder E und B in jedem Raumpunkt liefern,
sobald die Quellen p und J spezifiziert sind. Fiir eine kleine Anzahl definierter Quellen
stellt die Bestimmung der Felder ein 16sbares Problem dar, doch fiir makroskopische
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Materie ist die Losung dieser Gleichung fast unmoglich. In diesem Zusammenhang
spielen zwei Aspekte eine wichtige Rolle. Der eine ist die immens grofe Zahl einzelner
Quellen, ndmlich die der geladenen Teilchen in der Hiille und im Kern eines jeden
Atoms. Der andere ist die Tatsache, dass das detaillierte Verhalten der Felder, mit
ihren drastischen Anderungen iiber Raumgebiete atomarer Ausdehnung, fiir
makroskopische Beobachtungen nicht von Bedeutung ist. Entscheidend ist allein
der Mittelwert eines Feldes bzw. einer Quelle iiber ein Volumen, das im Vergleich
zu dem eines einzelnen Atoms oder Molekiils grof83 ist. Solche gemittelten GréBen
nennen wir makroskopische Felder bzw. Quellen. In Kap. 6.6 werden wir zeigen,
dass die makroskopischen Maxwell’schen Gleichungen die Gestalt (I1.1a) haben, wobei
E und B die Mittelwerte der Felder der mikroskopischen, d.h. fiir das Vakuum
geltenden Maxwell’schen Gleichungen sind, wihrend D und H nicht mehr einfache
Vielfache von E bzw. B sind. Die Komponenten der beiden makroskopischen Feld-
groBen D und H, die man dielektrische Verschiebung bzw. magnetisches Feld nennt
(B ist die sog. magnetische Induktion), sind gegeben durch

D,=¢€,E, + <pa_z%+...>
]

0xg

Ha=iBm—(Ma+-~) 1.9
Ho

Die GroBen P, M, Q,; stellen die makroskopisch gemittelten elektrischen Dipol-,
magnetischen Dipol- und elektrischen Quadrupoldichten des Materiesystems bei
Anwesenheit duBerer Felder dar, wihrend die Momentdichten héherer Ordnung
durch Punkte angedeutet sind. In dhnlicher Weise sind die Ladungs- und Strom-
dichten p und J die makroskopischen Mittel der , freien* Ladungs- bzw. Strom-
dichten innerhalb des Mediums. Die gebundenen Ladungen und Stréme erscheinen
in den Gleichungen tiber P, M und Q.

Die makroskopischen Maxwell’schen Gleichungen (I.1a) sind ein Satz von acht
Gleichungen fiir die Komponenten der vier Felder E, B, D und H. Die vier homo-
genen Gleichungen konnen formal gelost werden, indem man E und B durch das
skalare Potential ® und das Vektorpotential A ausdriickt. Dagegen lassen sich die
inhomogenen Gleichungen erst dann 16sen, wenn D und H als Funktion von E und
B bekannt sind. Diese Zusammenhénge, die implizit in (1.9) enthalten sind, werden
formal ausgedriickt durch die Verkniipfungsgleichungen

D = D[E, B]
H = H[E, B]

die auch Materialgleichungen genannt werden. Fur leitende Medien tritt noch das
verallgemeinerte Ohm’sche Gesetz

J = J[E, B]

hinzu. Die eckigen Klammern sollen dabei andeuten, dass die Zusammenhénge nicht
unbedingt einfach zu sein brauchen und von der Vorgeschichte des Materials ab-
hingen k6énnen (wie z.B. im Fall der Hysterese); sie konnen auch nichtlinear sein.

In den meisten Materialien kann man das elektrische Quadrupolmoment und
héhere Terme in (1.9) vollkommen vernachlissigen. Nur die elektrische Polarisation
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P und die Magnetisierung M sind von Bedeutung. Das heiBt jedoch nicht, dass die
Verkniipfungsgleichungen dann einfach werden. Es existiert eine ungeheuere Vielfalt
in den elektrischen und magnetischen Eigenschaften der Materie, und zwar beson-
ders in kristallinen Festkorpern. Zu ihnen gehoren einerseits die dielektrischen,
diamagnetischen und paramagnetischen Stoffe, andererseits die Ferroelektrika und
Ferromagnetika, deren Polarisationen, P bzw. M, selbst bei Abwesenheit duBlerer
Felder von Null verschieden sind. Das Studium der Eigenschaften dieser Materialien
macht einen Teil der Festkorperphysik aus. In diesem Buch streifen wir nur kurz
einige Aspekte. Eine systematische und ausfiihrliche Behandlung der elektromagne-
tischen Eigenschaften makroskopischer Materie findet man in Biichern iiber Fest-
korperphysik wie etwa in dem von Kitzel.

In anderen Substanzen als Ferroelektrika oder Ferromagnetika induzieren nicht
zu starke duBere elektrische oder magnetische Felder eine elektrische bzw. magne-
tische Polarisation, die proportional zum Betrag des angelegten Feldes ist. Man
sagt dann, das Medium reagiere linear, und schreibt die kartesischen Komponenten
von D und H in der Form!?

D, =) €,4E,
;
H, =3 B, (.10)

Die Tensoren €,5 und p;, heiBen Dielektrizititstensor bzw. Tensor der reziproken
Permeabilitét. Sie driicken die lincare Reaktion des Materials aus und hingen nicht
nur von seiner molekularen und u.U. auch kristallinen Struktur ab, sondern auch
von makroskopischen Eigenschaften wie Dichte und Temperatur. Linear reagierende
Materialien verhalten sich rdumlich oft isotrop. In diesem Fall sind €,5 und pg,
diagonal und ihre drei von Null verschiedenen Elemente gleich, so dass man D = €E
und H = ¢'B = B/u schreiben kann.

Um korrekt zu sein, sollte erwdhnt werden, dass die Gln. (I.10) allgemein nur fiir die raum-
zeitlichen Fourier-Komponenten der jeweiligen FeldgroBen gelten, da der lineare Zusammen-
hang zwischen D und E (bzw. H und B) nichtlokal sein kann. Allgemein gilt z. B.:

D,(x,0)=) Jd3x’ sz’ Ep(X, 1) Es(x —x,1—1)
B

wobei €,, (X, ') umx’ = 0, ' = 0 lokalisiert sein kann, aber auch noch weit weg vom Ursprung
nichtverschwindende Werte haben kann. Fiihrt man die Fourier-Transformierten D, (k, @),
Ey(k, ) und €,5(k, ) gemal

Sk o)= Id3x Jdtf(x’ 1) e~ ikxtior

12 Folgt man dem vorigen Abschnitt, so sollteman B, =Y u, 515 schreiben mit dem Permeabilitits-

8
tensor y, 5. Doch diese Schreibweise kehrt die natiirlichen Rollen von B als magnetischem Grund-
feld und von H als abgeleitete Groe um. In Kapitel 5 kehren wir jedoch zu dieser traditionellen
Schreibweise wieder zuriick.
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ein, so ldsst sich GI.(1.10) in folgender Weise durch die genannten Fourier-Transformierten
ausdriicken:

Da(k’ Cl)) = Z Ezp(k, w) E[i(ks CO) (111)
B

In dhnlicher Weise ldsst sich auch H,(k, w) durch B,(k, w) ausdriicken. Die Permeabilitits-
tensoren sind daher Funktionen der Frequenz und i. Allg. auch des Wellenvektors. Fiir sicht-
bares Licht oder langwellige elektromagnetische Strahlung ist es oft erlaubt, die rdumliche
Nichtlokalitit zu vernachldssigen. €,5 und p,, sind dann Funktionen allein der Frequenz.
Diesen Fall diskutieren wir in Kapitel 7, in dem wir in vereinfachter Weise die Hochfrequen-
zeigenschaften der Materie behandeln und die Konsequenzen fiir die Kausalitit untersuchen.
Fir Leiter und Supraleiter konnen langreichweitige Effekte von Bedeutung werden. Wird
z.B. die freie Wegldnge des Elektrons in einem Leiter gegeniiber der Eindringtiefe groB, dann
ist die raumlich lokale Form des Ohm’schen Gesetzes nicht mehr angemessen, weil auch die
Abhingigkeit vom Wellenvektor ins Spiel kommt. Fiir das Verstdndnis einer Reihe von Eigen-
schaften der Festkorper ist das Konzept einer vom Wellenvektor und von der Frequenz ab-
hingenden Dielektrizititskonstanten duBerst fruchtbar. Literatur zu diesem Gebiet findet der
Leser unter den Literaturhinweisen am Ende dieser Einfithrung.

Orientierungshalber sei erwdhnt, dass die Dielektrizititskonstante €,,/€, bei klei-
nen Frequenzen (v < 10° Hz), bei denen alle Ladungen — unabhiingig von ihrer Trig-
heit — auf duBere Felder reagieren, im Bereich zwischen 2 und 20 liegen; hohere
Werte sind jedoch nicht auBergewohnlich. Substanzen mit permanenten molekularen
Dipolmomenten kénnen weitaus groBere und temperaturabhiangige Dielektrizitats-
konstanten besitzen. Destilliertes Wasser z. B. hat bei 0°C die statische Dielektrizi-
tatskonstante €/€, = 88, bei 100°C dagegen €/€, = 56. Fiir optische Frequenzen,
bei denen nur die Elektronen merklich reagieren, sind die Dielektrizititskonstanten
€,4/ €, wesentlich kleiner; sie liegen dann zwischen 1,7 und 10, wobei fiir die meisten
Festkorper €,,/€, ~ 2—-3 ist. Wasser hat im sichtbaren Bereich die Dielektrizitats-
konstante €/€, = 1,77-1,80, und diese ist zwischen 0°C und 100 °C im Wesentlichen
unabhingig von der Temperatur.

Die Art und Weise, wie ein Material auf ein angelegtes Magnetfeld reagiert, hingt
nicht nur von den Eigenschaften der individuellen Atome und Molekiile ab, sondern
auch von deren gegenseitiger Wechselwirkung. Diamagnetische Substanzen bestehen
aus Atomen bzw. Molekiilen mit dem Gesamtdrehimpuls Null. Die Wirkung eines
angelegten Magnetfeldes besteht bei ihnen darin, dass in den Atomen Ringstrome
erzeugt werden, die ihrerseits eine dem Feld entgegengerichtete schwache Magne-
tisierung der Materie bewirken. Nach der Definition (I.10) bzw. (1.9) bedeutet dies,
dass popg, > 1 ist. Fiir Wismuth z.B. — der stirksten diamagnetischen Substanz,
die wir kennen — ist (popt,, — 1) ~ 1,8 x 10™#. D. h. der Diamagnetismus ist ein sehr
kleiner physikalischer Effekt. Besitzt das einzelne Atom einer Substanz einen aus
ungepaarten Elektronen resultierenden Drehimpuls, dann ist die Substanz paramag-
netisch. Das magnetische Moment des ungepaarten Elektrons hat die Richtung des
angelegten Feldes. Daher ist pyu,, <1. Typische Werte von (1 — pqu,,) bei
Zimmertemperatur sind 10 ~2—1073. Bei hohen Temperaturen fallen sie jedoch auf-
grund statistischer Schwankungen der thermischen Anregungen stark ab.

Ferromagnetische Materialien sind paramagnetisch, zeigen aber wegen zwischen-
atomarer Wechselwirkungen ein vollig anderes Verhalten. Unterhalb der Curie-Tem-
peratur (1040 K fiir Fe, 630 K fiir Ni) tritt bei ferromagnetischen Substanzen spon-
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tane Magnetisierung auf, d.h. alle magnetischen Momente in einem mikroskopisch
groBen Gebiet, das man Weiss’schen Bezirk nennt, sind parallel zueinander ausge-
richtet. Ein angelegtes Feld versucht, die Lage der Bezirke zu verdndern und die
Momente verschiedener Bezirke in ein und dieselbe Richtung zu bringen, bis in der
Magnetisierung schlieBlich eine Sittigung eintritt. Wird das duflere Feld wieder ab-
geschaltet, so bleibt eine betrichtliche Anzahl ausgerichteter Momente zuriick, und
dies fithrt zu einer remanenten Permanentmagnetisierung, die Werte bis zu
B, = u,M, = 1 Tesla annehmen kann.

Fiir Daten iiber dielektrische und magnetische Materialeigenschaften empfehlen
wir dem Leser die unten zitierten, grundlegenden Handbiicher, in denen speziellere
und detailliertere Werte kompiliert sind.*?

Materialien, die auf schwache Felder linear reagieren, zeigen bei hinreichend hohen
Feldstirken, die den oszillierenden Elektronen und Ionen groBe Amplituden geben,
u.U. ein nichtlineares Verhalten. Die linearen Beziehungen (I.10) gehen dann z.B.
iiber in

D, = ; e4E, + ﬂz €R EE, + - 1.12)
»¥

Fiir stationare Felder sind die Konsequenzen nicht besonders dramatisch, wohl aber
fiir zeitabhingige Felder. Eine Welle groBer Amplitude, die die Frequenzen «, und
o, enthilt, erzeugt im Medium nicht nur Wellen der urspriinglichen Frequenzen
, ud w,, sondern auch solche der Frequenzen 0, 2w,, 20,, ®, + @, und ®,-w,.
Aus kubischen und héheren nichtlinearen Termen kann ein noch reicheres Spektrum
erzeugt werden. Mit der Entwicklung von Lasern wurde dieses nichtlineare Verhalten
zu einem eigenen Forschungsgebiet, der nichtlinearen Optik, und auch zu einem
Hilfsmittel im Labor. Gegenwirtig lassen sich mit Lasern Lichtimpulse erzeugen,
deren maximale elektrische Feldstirken bis zu 10'? oder 10** V/m erreichen. Das
statische elektrische Feld, dem ein Bahnelektron im Wasserstoffatom ausgesetzt ist,
betrigt dagegen eg/ag ~ 5x 10'! V/m. D.h. Laserfelder kdnnen atomare Oszilla-
toren in ihren nichtlinearen Bereich bringen und ein Probestiick sogar zerstoren.
Literaturhinweise zu diesem Gebiet bringen wir am Ende dieser Einfithrung. Der
Leser des vorliegenden Buches wird sich im Wesentlichen mit der Untersuchung
linearer Phdnomene zufrieden geben miissen.

13 CRC Handbook of Chemistry and Physics, Hrsg. D.R. Lide, 78. Aufl., Boca Raton, FL: CRC
Press 1997-98. American Institute of Physics Handbook, Hrsg. D.E. Gray, McGraw Hill, New
York, 1972 (3. Aufl.), Abschnitte 5.d und 5.f.
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1.5 Grenzbedingungen an der Trennflache
verschiedener Medien

Die Maxwell’schen Gleichungen (I.1) sind Differentialgleichungen, die lokal auf je-
den Raum-Zeit-Punkt (x, r) anzuwenden sind. Mithilfe des Gauli’schen und Sto-
kes’schen Satzes lassen sie sich auf Integralform bringen. Sei V ein endliches Raum-
gebiet, das von der Fliche S (die aus mehreren Stiicken bestehen kann) begrenzt
wird, und n die vom Flidchenelement da nach auBlen zeigende Flichennormale. Dann
fiihrt der Gauli’sche Satz, angewandt auf die erste und letzte der Gln.(I.1a), auf
die Integralbeziehungen

§D'nda=j pd3x (1.13)
S 1 4

§B-nda ~0 1L.14)
S

Die erste dieser beiden Gleichungen ist nichts anderes als das Gauf’sche Gesetz,
nach dem der durch die Oberfliche eines Volumens hindurchtretende Gesamtfluss
von D proportional zur Ladung innerhalb des Volumens ist. Die zweite Gleichung
stellt das magnetische Analogon dar — jedoch mit dem Unterschied, dass der Fluss
von B durch die geschlossene Oberfliche insgesamt gleich Null ist, da es keine
magnetischen Ladungen gibt.

In dhnlicher Weise liefert die Anwendung des Stokes’schen Satzes auf die zweite
und dritte der Gln.(I.1a) die beiden Integralbeziechungen

3€ dl = J [J+?t):| -0’ da (1.15)
3@ dl = f— 0 da (1.16)

Dabei ist C die geschlossene Berandungskurve der offenen Fliache S’, d1 ein Linien-
element dieser Kurve, da ein Flichenelement von S’ und n’ die von da ausgehende
Flachennormale mit der durch die Orientierung von C bestimmten Richtung. Glei-
chung (1.15) ist das Ampére’sche Durchflutungsgesetz fiir magnetische Felder, wih-
rend Gl.(1.16) das Faraday'sche Induktionsgesetz darstellt.

Aus dieser bekannten Integralschreibweise der Maxwell’schen Gleichungen lassen
sich Relationen fiir die Normal- und Tangentialkomponenten der Felder zu beiden
Seiten der Trennfliche verschiedener Medien herleiten, wenn die Trennfliche mit
Flachenladungen und Flichenstromen belegt ist. Die Geometrie einer entsprechen-
den Anordnung zeigt Abb. 1.4. Die Deckflichen des infinitesimal flachen Zylinders,
auf den das Gaull’sche Gesetz angewandt werden soll, liegen jeweils in einem der
beiden Medien mit verschiedenen elektromagnetischen Eigenschaften. Entsprechend
liegen die Lingsseiten des infinitesimal kleinen Rechtecks C auf je einer der beiden
Seiten der Trennfliche, und die von C aufgespannte Fliche ist so orientiert, dass
ihre Normale Tangentenvektor der Trennfliche ist. Wir wenden zunédchst die Inte-
gralbeziehungen (I.13) und (I.14) auf das Volumen des flachen Zylinders an. Im
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Grenzfall infinitesimal kleiner Hoéhe liefert die Mantelfliche zu den Integralen auf
der linken Seite von (I.13) und (1.14) keinen Beitrag, und nur die obere und untere
Deckfliche tragen zu den Integralen bei. Liegen sie tangential zur Trennfliche und
ist ihre Fliche jeweils gleich Aa, dann hat das Integral auf der linken Seite von
(1.13) den Wert

EI;D-nda=(D2—D,)-nAa
S

Entsprechendes gilt fiir (I1.14). Ist die Ladungsdichte p auf der Trennfliche singulir
und bildet sie dort eine idealisierte Flichenladungsdichte ¢, dann ergibt sich fiir
das Integral auf der rechten Seite von (1.13):

fvpd’x=0Aa

D.h. die Normalkomponenten von D und B zu beiden Seiten der Trennfliche sind
miteinander verkniipft durch

D,—D)-n=o¢ (1.17)
B,-B):-n=0 (1.18)
Anders ausgedriickt: die Normalkomponente von B ist stetig, wihrend die von D
einen Sprung vom Betrag der Flichenladungsdichte am betrachteten Punkt macht.

In analoger Weise ldsst sich auf die rechteckige Schleife C auch der Stokes’sche
Satz anwenden, um die Unstetigkeiten der Tangentialkomponenten von E und H

Abb.L4 Schematische Darstellung einer mit idealisierten Flichenladungen und Flachenstro-
men der Dichte ¢ bzw. K belegten Trennflache verschiedener Medien. Das Volumen V wird
von einem flachen Zylinder begrenzt, dessen Deckflichen in jeweils einem der beiden Medien
liegen. Die Normale n zeigt vom Medium 1 ins Medium 2. Die rechteckige Kurve C liegt
teilweise in dem einen, teilweise in dem anderen Medium. Die von C aufgespannte Fliche
ist senkrecht zur Trennflache gerichtet, sodass ihre Normale t Tangentenvektor der Trennflache
1st.
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zu ermitteln. Sind die Querseiten von C vernachlissigbar klein und liegen die Langs-
seiten parallel zur Trennfliche, dann liefert, wenn A/ die Linge einer der beiden
Liangsseiten ist, das Integral auf der linken Seite von (1.16):

ffE-dl:(txn)-(Ez—El)Az
C

Analog lautet das Resultat fiir das Integral auf der linken Seite von (I.15). Die
rechte Seite von (I.16) verschwindet, weil dB/d¢ an der Trennfliche endlich ist und
die von C aufgespannte Fliche fiir infinitesimal klein werdende Querseiten ver-
schwindet. Die rechte Seite von (I.15) dagegen verschwindet nicht, wenn auf der
Trennfliche ein idealisierter Flichenstrom der Dichte K flieBt. In diesem Fall ergibt
sich fiir das Integral auf der rechten Seite von (I.15):

J [J+6—D]-tda=K-tAl
s ot

Der zweite Term unter dem Integral verschwindet aus dem gleichen Grund wie die
rechte Seite von (1.16). Die Tangentialkomponenten von E und H zu beiden Seiten
der Trennfldche sind also miteinander verkniipft durch

nx(E,—E)=0 (1.19)
nx(H,— H,)=K (1.20)

In Gl. (1.20) wird vorausgesetzt, dass der Fldchenstrom K an jedem Punkt nur Kom-
ponenten parallel zur Trennfliche besitzt. Die Tangentialkomponente von E ist iiber
die Trennfliche hinweg stetig. Dagegen macht die Tangentialkomponente von H
einen Sprung, der dem Betrag nach gleich dem von K ist und die Richtung von
K xn hat.

Die Sprungbeziehungen (I.17)—(1.20) benutzt man, um die Maxwell’schen Glei-
chungen fiir Raumgebiete mit verschiedenen Medien zu l16sen und die gefundenen
Losungen aneinander anzupassen, um so die Felder im ganzen Raum zu gewinnen.

1.6 Anmerkungen zu lIdealisierungen in der Theorie des
Elektromagnetismus

In den vorangegangenen Abschnitten machten wir von der Vorstellung flichenhaft
verteilter Ladungen oder Strome Gebrauch. Dies sind natiirlich mathematische Idea-
lisierungen, die in der physikalischen Realitdt nicht existieren. Dariiber hinaus gibt
es weitere Abstraktionen, denen wir in der Theorie des Elektromagnetismus stindig
begegnen. So sagt man z. B. in der Elektrostatik, man halte bestimmte Objekte auf
festem Potential bezliglich eines Nullpotentials, das man i. Allg. ,,Erde* nennt. Die
Beziehung solcher Idealisierungen zur physikalischen Realitat wollen wir hier kurz
diskutieren, wenngleich dem erfahrenen Physiker vieles als offenkundig erscheinen
mag.

Zunichst wollen wir die Frage untersuchen, was es bedeutet, einen Leiter auf
festem Potential beziiglich eines bestimmten Bezugspotentials zu halten. Impliziert
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ist dabei die Vorstellung, dass die dazu notwendigen Hilfsmittel die angestrebte La-
dungs- und Feldkonfiguration nur unmerklich stéren. Um einen Leiter auf festem
Potential zu halten, bendtigt man jedoch — zumindest zeitweilig — eine Zu- oder
Ableitung zwischen dem betrachteten Leiter und einer weit entfernten (im ,,Unend-
lichen* liegenden) Ladungsquelle. Sie sorgt dafiir, dass in dem Moment, in dem
andere geladene oder ungeladene Objekte in die Nahe des Leiters gebracht werden,
die Ladungen zu ihm hin- oder von ihm zuriickflieBen kénnen und er selbst auf
dem gewiinschten festen Potential bleibt. Obwohl es bessere Methoden gibt, benutzt
man fiir die Zu- bzw. Ableitung i. Allg. Metalldrihte. Intuitiv wiirde man erwarten,
dass sich diinne Drihte weniger stérend auswirken als dicke. Der Grund hierfiir
ist nach Maxwell folgender:

,.Da die Elektrizititsmenge auf einem gegebenen Stiick Draht bei festgehaltenem
Potential und immer kleiner werdenden Drahtdurchmesser vernachlissigbar ge-
ring wird, wird die Elektrizitdtsverteilung auf Koérpern groBer rdumlicher Aus-
dehnung nur unwesentlich beeinflusst, wenn man in deren Feld einen sehr diinnen
Metalldraht bringt, wie z. B. bei der Herstellung elektrischer Verbindungen zwi-
schen diesen Korpern und der Erde — seien es elektrische Maschinen oder Elekt-
rometer.“14

Das elektrische Feld in unmittelbarer Umgebung eines diinnen Drahtes ist natiirlich
sehr stark. In Entfernungen jedoch, die von der GroBenordnung der Abmessungen
der ,,Korper groBer raumlicher Ausdehnung‘* sind, konnen die Nebeneffekte nahezu
ausgeschaltet werden. Eine historisch wichtige Illustrierung der Worte Maxwells
stellen die Untersuchungen dar, die 200 Jahre zuvor Henry Cavendish unternahm.
Bei seinen Experimenten, die er in einer laborartig verwandelten Scheune des Hauses
seines Vaters durchfiihrte, benutzte Cavendish Leyden’sche Flaschen als Ladungs-
quellen und diinne Dréhte als Leiter. Seine Messungen galten der Ladungsmenge,
die sich bei festgehaltenem Potential auf an der Decke aufgehdngten Zylindern,
Scheiben etc. befand, und er verglich diese mit der Ladung einer Kugel (derselben,
wie sie in Abb. 1.1 dargestellt ist) auf gleichem Potential. Die von ihm gemessenen
Kapazitdtswerte haben eine Genauigkeit von nur wenigen Prozent. So fand er z.B.
fiir das Verhaltnis der Kapazititen einer Kugel und einer diitnnen Kreisscheibe von
gleichem Radius den Wert 1,57, der zu vergleichen ist mit dem theoretischen Wert /2.

Fiir den Gebrauch immer diinner werdender Drihte gibt es eine praktische Gren-
ze, da die Ladung pro Langeneinheit nur logarithmisch abnimmt [ndmlich wie das
Reziproke von In (d/a), wenn a der mittlere Radius des Drahtes ist und d ein typischer
Abstand des Drahtes von einer leitenden Fliche]. Um die Stérung des Systems un-
terhalb eines bestimmten Niveaus auf ein Minimum zu bringen, muss man zur Auf-
rechterhaltung des Potentials zu anderen Mitteln greifen, z. B. zu Vergleichsverfahren
unter Verwendung von Strahlen geladener Teilchen.

Wenn man einen Leiter als geerdet bezeichnet, so nimmt man dabei an, dass er
iiber einen diinnen, leitenden Draht mit einem weit entfernten Ladungsreservoir
verbunden ist, das als Nullpotential dient. Korper, die auf festem Potential gehalten
werden, sind in dhnlicher Weise auf der einen Seite mit einer Spannungsquelle, z. B.

14 Maxwell, J.C., A Treatise on Electricity and Magnetism, New York: Dover 1954 (Nachdruck
der 3. Aufl. aus dem Jahr 1891), Bd.1, S.96.
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einer Batterie, verbunden, auf der anderen Seite dagegen mit der gemeinsamen
,,Erde*. Werden Korper mit bestimmter Anfangsladung gegeneinander bewegt, so
dass sich ihre Ladungsverteilung dndert, aber ihr Potential konstant bleibt, dann
flieBen entsprechende Ladungsmengen von dem entfernten Reservoir ab oder zu
ihm hin — wobei vorausgesetzt wird, dass dessen Ladungsvorrat unerschépflich ist.
Der Begriff der Erdung eines Korpers ist in der Elektrostatik wohldefiniert, wird
aber fiir zeitabhdngige Felder wegen ihrer endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit
verschwommen. Anders ausgedriickt: es konnen beachtliche induktive und kapa-
zitive Storeffekte auftreten. In solchen Fillen ist groBe Miihe darauf zu verwenden,
um eine ,,gute Erdung** sicherzustellen.

Eine andere Idealisierung in der Theorie des makroskopischen Elektromagnetis-
mus ist die Vorstellung einer flichenhaft verteilten Ladungs- oder Stromdichte. In
der physikalischen Realitit sind die Ladungen oder Strome auf die unmittelbare
Umgebung der Oberfliche des Leiters beschrinkt. Ist die Dicke dieser Schicht im
Vergleich zur Ausdehnung des betrachteten Korpers klein, so kann man sie als in-
finitesimal diinn betrachten und von einer Flichenverteilung sprechen. Dabei miissen
zwei verschiedene Grenzfille unterschieden werden. In dem einen ist die ,,Flachen‘‘-
Verteilung auf einen Bereich nahe der Oberfliche begrenzt, der makroskopisch zwar
klein ist, mikroskopisch aber grof. Ein Beispiel hierfiir ist das Eindringen zeitver-
dnderlicher Felder in einen sehr guten, aber nicht idealen Leiter, das wir in Kap. 8.1
untersuchen. Dort wird gezeigt, dass die Felder auf einen Bereich der Dicke §, der
sog. Eindringtiefe, begrenzt sind, und diese Dicke wird fiir hinreichend hohe Fre-
quenzen und geniigend gute Leitfahigkeit makroskopisch sehr klein. Es ist dann
angemessen, die Stromdichte J liber die Richtung senkrecht zur Oberfliche zu in-
tegrieren, um so zu einer effektiven Flachenstromdichte K¢ zu gelangen.

Der andere Grenzfall ist rein mikroskopischer Art. Sein Ursprung sind quanten-
mechanische Effekte im atomaren Aufbau des Materials. Als Beispiel aus der Elekt-
rostatik betrachten wir einen Ladungsiiberschuss auf einem Leiter, der sich bekannt-
lich vollstindig auf dessen Oberfliche verteilt. Wir sprechen dann von einer
Flichenladungsdichte o. Innerhalb des Leiters herrscht kein elektrisches Feld, doch
in unmittelbarer Umgebung der Oberfldche ist die Normalkomponente des elektri-
schen Feldes, in Ubereinstimmung mit (I.17), von Null verschieden. Mikroskopisch
gesehen, befindet sich die Ladung nicht genau an der Oberfliche, und das Feld
andert sich nicht sprunghaft. Die meisten elementaren Uberlegungen zeigen, dass
der Ubergangsbereich eine Ausdehnung von einigen Atomdurchmessern hat. Die
Tonen in einem Metall kann man sich als relativ unbeweglich und auf einen Bereich
von 1 Angstrém lokalisiert vorstellen. Die Ergebnisse von Modellrechnungen!? sind
in Abb. 1.6 dargestellt. Sie wurden aus der Losung eines quantenmechanischen Viel-
Elektronen-Problems gewonnen, in dem die Leiterionen durch eine stetige, konstante
Ladungsdichte innerhalb des Festkorpers (d.h. im Bereich x < 0) approximiert wur-
den. Die Elektronendichte (zum Wigner-Seitz-Radius r, = 5)*¢ entspricht in etwa
der des Kupfers oder der schweren Alkalimetalle. Der Ladungsiiberschuss an Elekt-

15 Lang, N.D. und W. Kohn, Phys. Rev. B1, 4555 (1970); B3, 1215 (1971); Kenner, V.E., Allen,
R.E. und W.M. Saslow, Phys. Letters 38A, 255 (1972).

16 Der (dimensionslose) Wigner-Seitz-Radius r, hingt mit der Dichte n tber die Beziehung
(4n/3)[r,(n)]* = 1/n zusammen (Anm. des Ubersetzers).
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Abb.L5 Verteilung eines Ladungsiiberschusses und der Normalkomponente des elektrischen
Feldes an der Oberfliache eines Leiters. Die Ionen im Festkorper sind auf den Bereich x < 0
beschrankt. Sie werden durch eine konstante, kontinuierliche Ladungsverteilung approximiert,
durch die sich die Elektronen hindurchbewegen. Der Hauptanteil des Ladungsiiberschusses
ist auf einen Bereich von +2 A um die ,,Oberflache verteilt.

ronen ist, wie aus der Abbildung hervorgeht, auf einen Bereich von + 2 A um die
,Oberfliche der Ionenverteilung begrenzt. Das elektrische Feld steigt iiber diesen
Bereich stetig auf seinen Wert ¢ ,,auBerhalb* des Leiters an. Im Makroskopischen,
wo 1072 m eine vernachlissigbar kleine Strecke darstellen, kann das Verhalten
der Ladungsdichte und des elektrischen Feldes durch p(x)=0d(x) bzw.
E, (x) =08(x)/€, idealisiert werden. Dies entspricht einer wirklichen Flachenvertei-
lung bzw. einem Sprung des elektrischen Feldes, beschrieben durch eine Stufenfunk-
tion.

Die theoretische Behandlung des klassischen Elektromagnetismus enthdlt also,
wie wir gesehen haben, eine Reihe von Idealisierungen, die teils technischer, teils
physikalischer Art sind. Das Gebiet der Elektrostatik, das wir in den ersten Kapiteln
dieses Buches behandeln, entwickelte sich als experimentelle Wissenschaft der mak-
roskopischen elektrischen Phinomene, wie es letzten Endes auch alle anderen Zwei-
ge des Elektromgnetismus taten. Die Ausdehnung der entsprechenden makrosko-
pischen Gesetze auf den mikroskopischen Bereich stellte selbst fiir Ladungen und
Stréme im Vakuum eine nicht gerechtfertigte Extrapolation dar. Einige Grenzen
dieser Extrapolation diskutierten wir zu Beginn dieser Einfiihrung. An dieser Stelle
sollte folgender Punkt hervorgehoben werden: Aufgrund spaterer Erkenntnisse wis-
sen wir, dass sich sehr viele Aspekte der Gesetze des klassischen Elektromagnetismus
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auch auf den atomaren Bereich anwenden lassen. Voraussetzung hierfiir ist, dass
die Quellen quantenmechanisch behandelt werden und dass die Mittelung elektro-
magnetischer GroBen iiber Volumina mit einer grolen Anzahl von Molekiilen die
schnellen Fluktuationen dermalen glattet, dass die Materie auf statische duBere
Felder im Mittel statisch reagiert. Eine weitere Voraussetzung ist schlieBlich, dass
sich ein Ladungsiiberschuss auf der Oberfliche eines Leiters verteilt. Insofern haben
die makroskopischen Beobachtungen Coulombs und Ampéres sowie unsere mathe-
matischen Abstraktionen einen gréBeren Anwendungsbereich, als ein {ibervorsich-
tiger Physiker meinen konnte. Dall die Luft eine kaum merkliche elektrische und
magnetische Suszeptibilitdt besitzt, vereinfachte natiirlich die Dinge.
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1 Einfuhrung in die Elektrostatik

Wir beginnen unsere Diskussion der Elektrodynamik mit der Elektrostatik, d.h.
der Untersuchung ruhender Ladungsverteilungen und ihrer Felder. Fiir die meisten
Leser wird die Lektiire dieses Kapitels eine Art Wiederholung sein. Wir gehen hier
nicht sehr ins Detail, sondern fiihren nur Begriffe und Definitionen ein, die fiir das
Folgende wichtig sind, und stellen einige grundlegende mathematische Hilfsmittel
bereit. In den sich anschlieBenden Kapiteln entwickeln wir dann spezielle mathe-
matische Techniken, um sie auf verschiedenste Probleme anzuwenden.

Ein wichtiger physikalischer Gesichtspunkt sollte vorweg unterstrichen werden.
Historisch gesehen beschiftigte sich die Elektrostatik zunichst nur mit makrosko-
pischen Vorgéngen. Idealisierungen wie die Begriffe ,,Punktladung* oder ,,elektrische
Felder an einem Punkt‘ miissen daher, wie bereits am Ende der Finfiihrung erwihnt,
als mathematische Konstruktionen betrachtet werden, die zwar die Beschreibung
makroskopischer Phinomene gestatten, aber im mikroskopischen Bereich bedeu-
tungslos werden konnen.

1.1 Das Coulomb’sche Gesetz

Die gesamte Elektrostatik beruht auf dem Coulomb’schen Gesetz. Es beschreibt in
quantitativer Weise die Kraft zwischen zwei geladenen Korpern, die sich relativ
zueinander in Ruhe befinden. In einer beeindruckenden Reihe von Experimenten
zeigte Coulomb, dass die Kraft zwischen zwei geladenen Korpern, deren gegensei-
tiger Abstand im Vergleich zu ihrer rdumlichen Ausdehnung grof8 ist, in der Luft
folgende Merkmale aufweist:

— Sie ist direkt proportional zum Betrag jeder Ladung.

— Sie ist umgekehrt proportional zum Quadrat des relativen Abstands der Ladun-
gen.

— Sie wirkt in Richtung der Verbindungslinie zwischen den Ladungen.

— Sie ist anziehend fiir Korper mit entgegengesetzter Ladung und abstoBend fiir
Korper mit gleichnamiger Ladung.

Ferner zeigte das Experiment, dass die Gesamtkraft, die ein kleiner geladener Korper
von einem System anderer Ladungen erfihrt, die sich in seiner Umgebung befinden,
gleich der Vektorsumme der einzelnen Coulomb’schen Zweikorperkrifte ist. Genau
genommen bezieht sich das Coulomb’sche Gesetz auf Ladungen im Vakuum oder
Medien vernachlissigbar geringer Suszeptibilitdt. Die Untersuchung von Ladungen
in Dielektrika verschieben wir auf das Kapitel 4.
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1.2 Das elektrische Feld

Obwohl letzten Endes immer Krifte gemessen werden, empfiehlt es sich, ein anderes,
wenn auch von den Kriften nur wenig losgelostes Konzept einzufithren — ndmlich
das des elektrischen Feldes, das von einer bestimmten Ladungsanordnung herriihrt.
Wir definieren es vorldufig als diejenige Kraft, die pro Ladungseinheit an einem
gegebenen Punkt wirksam wird. Diese auf die Ladungseinheit bezogene Kraft ist
eine vektorielle Funktion des Ortes und wird mit E bezeichnet. Bei dieser Definition
ist jedoch Vorsicht am Platz. Denn es muss sich nicht unbedingt um diejenige Kraft
handeln, die man z.B. beobachtet, wenn man die auf einer Holunderkugel sitzende
Ladungseinheit ins elektrische Feld bringt. Der Grund hierfiir ist darin zu suchen,
dass eine einzelne Ladungseinheit so groB sein kann, dass ihre Anwesenheit die
Feldkonfiguration merklich dndert. Man muss daher einen Grenzprozess vorneh-
men, bei dem das Verhéltnis der auf den Probekdrper ausgeiibten Kraft zu der auf
ihm sitzenden Ladung fiir immer kleiner werdenden Betrag der Testladung gemessen
wird.! Das Experiment zeigt dann, dass dieses Verhiltnis und die Richtung der
Kraft bei kleiner werdender Ladung konstant werden. Diese Grenzwerte definieren
den Betrag und die Richtung des elektrischen Feldes E an dem betreffenden Punkt.
FormelmaBig ausgedriickt ist also

F=gE (1.1)

wenn F die Kraft, E das elektrische Feld und ¢ die Ladung bedeuten. Hierbei wird
angenommen, dass sich die Ladung ¢ an dem Punkt befindet, an dem auch die
Kraft und das elektrische Feld gemessen werden.

In dhnlicher Weise lédsst sich jetzt auch das Coulomb’sche Gesetz formelmiBig
erfassen. Ist F die Kraft, die eine Punktladung ¢, am Ort x, von einer anderen
Punktladung ¢, am Ort x, erfihrt, so besagt das Coulomb’sche Gesetz:
X1 — X%

F=kqq, (1.2)

|X1_le3

Zu beachten ist hierbei, dass ¢; und g, positiv oder negativ sein kénnen. Die Pro-
portionalitidtskonstante k hingt vom benutzten Einheitensystem ab.

Abb. 1.1

! Die Diskretheit der elektrischen Ladung (vgl. Abschn.1.1) bedeutet, dass sich dieser mathema-
tische Grenzprozess physikalisch nicht realisieren lasst. Dies ist eines der Beispiele fiir die ma-
thematischen Idealisierungen der makroskopischen Elektrostatik.
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Fiir das elektrische Feld am Punkt x, das von einer Punktladung ¢ am Ort x,
herriihrt (vgl. Abb. 1.1), ergibt sich aus (1.2) unmittelbar:

_xl

X
E(x) = kq, X—x.P
1

(1.3)
Die Konstante k nimmt je nach Einheitensystem verschiedene Werte an?. In elekt-
rostatischen Einheiten (esE) wird £ = 1 gewihlt, und die Ladungseinheit ist als die-
jenige Ladung definiert, die auf eine gleiche Ladung in 1 cm Entfernung die Kraft
von 1dyn ausiibt. Die esE-Einheit der Ladung wird 1 esE (oder 1 stat-Coulomb)
genannt, und das elektrische Feld wird in stat-Volt pro cm gemessen. Im SI-System,
das wir hier verwenden, ist k = (4 n€,) !, wobei die Konstante €, ~ 8,854 x 10~ 12
Farad pro Meter (F/m) die Dielektrizitdtskonstante des Vakuums ist (die in der
ilteren deutschen Literatur auch ,,Influenzkonstante* genannt wird). Der numeri-
sche Wert von k ist per Definition exakt gleich 10~ 7 ¢2. Die SI-Einheit fiir die Ladung
ist das Coulomb (C), und das elektrische Feld wird in Volt pro Meter (V/m) gemessen.
Ein Coulomb (1C) erzeugt in 1m Entfernung ein Feld von angendhert
8,9874 x 10° V/m (bzw. 8,9874 GV/m). Ein Elektron (¢ =~ 1,602 x 10~ *° C) erzeugt
in 1 m Entfernung ein Feld von ca. 1,44 x 10~° V/m (bzw. 1,44nV/m).

Die experimentell beobachtete lineare Superposition der von mehreren Ladungen
ausgeiibten Krifte bedeutet, dass sich das elektrische Feld E am Ort x eines Systems
von n Punktladungen ¢;anden Ortenx; (i = 1,2,. .., n)als Vektorsumme schreiben lsst:

u X — X,

E(x) = — y i (1.4)

47e, i=1¢],~ Ix —x,|?

Sind die Ladungen so klein und zahlreich, dass sie durch eine Ladungsdichte p(x’)
beschrieben werden kénnen (so dass die Ladung Aq in einem kleinen Volumen
Ax Ay Az um den Punkt x’ durch Ag = p(x") Ax Ay Az gegeben ist), dann lisst sich
die Summe durch ein Integral ersetzen:

E( = :60 fp(x')

7

X—X

d*x’ :
P (1.5)

wobei d®x’ = dx'dy’ dz’ das dreidimensionale Volumenelement am Ort x’ darstellt.

An dieser Stelle ist es zweckmiBig, die Dirac’sche Delta-Funktion einzufiihren.® Es handelt
sich dabei um eine sog. verallgemeinerte Funktion oder Distribution, also keine Funktion im
iiblichen mathematischen Sinn. Sie ist, in einer Dimension, definiert durch die beiden Eigen-
schaften

1) d(x—a)=0 fir x=+a,
und

2) f6(x—aydx = {

1 wenn x = a im Integrationsgebiet liegt
0 sonst

Die Delta-Funktion gewinnt eine anschauliche, wenn auch nicht strenge Bedeutung, wenn
man sie als Grenzfall einer Kurve mit stark ausgeprigtem Maximum, etwa einer GauB3-Kurve,

2 Das Problem der Einheiten diskutieren wir ausfiihrlich im Anhang.
3 Die folgenden Ausfiihrungen zur Delta-Funktion enthalten gegeniiber dem amerikanischen Ori-
ginal einige Erginzungen (Anm. des Ubersetzers).
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interpretiert, die immer schmaler und gleichzeitig immer héher wird, und zwar so, dass die
Fliche unter der Kurve stets gleich 1 bleibt. Tatsichlich lasst sich die Delta-Funktion streng
als Limes von Folgen gewohnlicher Funktionen §,(x) definieren, die auf Eins normiert sind
und fiir die

lim {dx 4, (x — ) f(x) = f(a)

gilt. Beispiele fiir solche Funktionenfolgen sind

3,(x) = ne” ™

5,(x) = g(sinnx)2

nx

und

Einen umfassenden und strengen mathematischen Zugang zur Delta-Funktion und ihrer
Handhabung gibt die von Laurent Schwartz entwickelte Theorie der Distributionen. Litera-
turhinweise zu diesem Teilgebiet der Mathematik findet der Leser am Ende dieses Kapitels.

Aus den oben angegebenen, definierenden Eigenschaften der Delta-Funktion folgt fiir eine
beliebige Funktion f(x):

&) Jf(X) o(x —a)dx =f(a).

Das Integral liber eine mit der Ableitung der Delta-Funktion multiplizierte Funktion f(x)
ist einfach zu verstehen, wenn man die Delta-Funktion in dem oben erlduterten Sinn als
Grenzwert gewohnlicher Funktionen mit stark ausgeprigtem Maximum definiert. Partielle
Integration fithrt dann auf

@ _[f (x)0'(x — a)dx = —f"(a)

wobei der Strich die Differentiation beziiglich des Arguments bezeichnet.
Ist das Argument der Delta-Funktion wieder eine Funktion der unabhédngigen Variablen
x, so ldsst sich folgende Formel verwenden:

® - de;é(x %)
l d_(xi)
X

sofern f(x) an den Stellen x = x; nur einfache Nullstellen besitzt. Aus dieser Formel ergibt
sich die hidufig benutzte Beziehung

1
d(x*—aH) = m[é(x —a)+5(x+a).
Die Definition der Delta-Funktion lasst sich auf eine beliebige Anzahl von Dimensionen

erweitern. So gilt z.B. in drei Dimensionen bei Verwendung kartesischer Koordinaten:
Q) O(x —x) = d(x; — x1)d(x; — x3) 6(x3 — x3)
d(x — x') stellt also eine ,,Funktion* dar, die nur im Punkt x = x" nicht verschwindet, und
zwar derart, dass

J' Sx— x)dx' = {1 wenn AV den Punkt x’ = x enthilt

AV 0 sonst

M

Beim Ubergang von kartesischen Koordinaten (x,, x,, x;) zu krummlinigen Koordinaten
(£, &5, &5) gilt fiir das Volumenelement bekanntlich d3x = J(x;, £;)d>¢ wenn J die Jakobi-
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Determinante dieser Transformation ist. Aus der Definitionsgleichung (2) folgt daher unmit-
telbar

. 1
EERD]

Hiernach lautet z.B. die Darstellung der Delta-Funktion in Zylinderkoordinaten (p, ¢, z):
1
d(x—x)= ;5(/7 —p)0(@—¢)o(z—2)

®) d(x —x) 0(8 — &8, — &) — &)

Man beachte, dass die Delta-Fuktion stets die Dimension eines reziproken ,,Volumens*
hat, im Dreidimensionalen speziell die des reziproken riumlichen Volumens.

Eine diskrete Anordnung von Punktladungen ldsst sich mithilfe einer Ladungsdichte be-
schreiben, die aus einer Summe von Delta-Funktionen besteht. So stellt z. B.

px) = Y. q:5(x—x) (1.6)

eine Verteilung von n Punktladungen g; an den Orten x, dar. Setzt man diese Ladungsdichte
in Gl. (1.5) ein, so erhilt man bei Integration und Beachtung der Eigenschaften der Delta-
Funktion die diskrete Summe (1.4).

1.3 Das Gaul¥'sche Gesetz

Das Integral (1.5) ist nicht immer dazu geeignet, um elektrische Felder zu berechnen.
Es gibt jedoch eine andere Integralbeziehung, das sog. Gaufi’sche Gesetz, das oft
nitzlicher ist und dariiberhinaus zu einer Differentialgleichung fiir E(x) fiihrt. Um
dieses Gesetz herzuleiten, betrachten wir eine Punktladung ¢ und eine geschlossene
Flache S (vgl. Abb.1.2). Der Abstand, den die Ladung von einem Punkt auf der
Flache hat, sei r, wihrend n die nach auBen gerichtete Flichennormale und da das
zugehorige Flachenelement bezeichne. Bildet das von der Punktladung ¢ herriih-
rende elektrische Feld E mit der Flichennormale am betrachteten Punkt den Winkel
0, dann gilt fiir die mit dem Flachenelement da multiplizierte Komponente von E
in Richtung der Normalen:

g cosf

E-nda = drne, r?

(1.7)

Da E in Richtung der Verbindungslinie vom Flidchenelement zur Ladung ¢ liegt,
ist cosOda = r*dQ, wenn dQ der riumliche Winkel ist, unter dem das Flichen-
element da vom Ort der Ladung ¢ aus erscheint. Wir kénnen also schreiben:

q
E-nda=-—4dQ .

naa 4rne, (1.8)
Integriert man jetzt die Normalkomponente von E iiber die gesamte Fliche, so ist
leicht zu sehen, dass

§E-nda _ {q/e0 wenn g innerhalb von S liegt
s

0 wenn g auflferhalb von S liegt (19)
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S

g innerhalb von §

Abb.1.2 Zum GauB’schen Gesetz. Die Normalkomponente des elektrischen Feldes wird iiber
die geschlossene Fliche S integriert. Liegt die Ladung innerhalb (auBerhalb) von S, dann
liefert der iiber g errichtete und auf das Innere (AuBere) von S zeigende Raumwinkel nach
Integration 4 7 (0).

Dieses Ergebnis ist das Gauf’sche Gesetz fiir eine einzelne Punktladung. Fiir einen
diskreten Satz mehrerer Ladungen lautet es:

1
fﬁE-nda:—Zqi (1.10)
s € 5

wobel die Summe iiber simtliche Ladungen innerhalb von S zu nehmen ist. Im Falle
einer kontinuierlichen Ladungsdichte p(x) nimmt das Gauf3’sche Gesetz die Gestalt

iﬁE-nda=eiJ. p(x)d3x (1.11)

an, wenn V das von der Fliche S umschlossene Volumen bedeutet.
Gleichung (1.11) ist eine der Grundgleichungen der Elektrostatik. Sie ist unmit-
telbare Folge

— des Gesetzes vom reziproken quadratischen Abstand fiir die Kraft zwischen zwei
Ladungen,

— des zentralen Charakters der Coulomb-Kraft sowie

— der linearen Superposition der Wirkungen verschiedener Ladungen.
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Natiirlich gilt das Gaul3’sche Gesetz auch fiir die Newton’sche Gravitationskraft;
an die Stelle der Ladungsdichte tritt dann die Massendichte.

Interessant ist folgende historische Feststellung: Schon vor den Experimenten von
Cavendish und Coulomb ging Priestley der von Franklin gemachten Beobachtung
nach, dass die an die Innenwand eines metallischen Bechers gebrachte Ladung stets
zur dufleren Oberfliche abwandert (so dass das Innere feldfrei bleibt). In Analogie
zum Newton’schen Gesetz der universellen Gravitation schloss er daraus, dass sich
auch die elektrostatische Kraft umgekehrt proportional zum Quadrat der Entfer-
nung dndern miisse. Die gegenwirtige Giiltigkeitsgrenze dieses Gesetzes diskutierten
wir bereits in Abschnitt 2 des einleitenden Kapitels.

1.4 Differentielle Form des Gauld'schen Gesetzes

Das GauB’sche Gesetz kann als Integralform eines der beiden Grundgesetze der
Elektrostatik betrachtet werden. Seine differentielle Form (d.h. die 4quivalente Dif-
ferentialgleichung) gewinnt man aus dem Gauf’schen Integralsatz.* Er besagt fol-
gendes: Ist A(x) ein stetig differenzierbares Vektorfeld, das in dem von einer ge-
schlossenen Fliche S begrenzten Volumen V definiert ist, dann gilt:

§A-na’a=J~ V-Ad3x
s v

Hiernach ist also das Volumenintegral der Divergenz von A gleich dem Oberfld-
chenintegral der nach aulen gerichteten Normalkomponente von A. Tatsichlich
kann diese Gleichung auch als Definition der Divergenz benutzt werden (vgl. Strat-
ton, S.4).

Der GauB’sche Integralsatz gestattet es nun, das Gaul3’sche Gesetz

§E~nda=—1—J~ p(x)d3x
s € Jv

auf die Form

J (V-E —pleg)d®x =0 (1.12)
Vv

zu bringen, wobei V ein beliebiges Volumen ist. Hieraus folgt aber, dass der Integrand
Null sein muss, d.h. es muss die Beziehung

V-E = ple, (1.13)

gelten, die die gesuchte differentielle Form des Gaufy’schen Gesetzes darstellt. Sie
kann zur Lésung elektrostatischer Probleme herangezogen werden, doch ist es oft
einfacher, mit einer skalaren anstatt mit einer vektoriellen, ortsabhdngigen Funktion
zu arbeiten und anschlieBend, falls erforderlich, die vektoriellen GréBen daraus ab-
zuleiten (s. unten).

4 Den GauB’schen Integralsatz zitieren wir im folgenden, wenn keine Verwechslung mit dem
GauB’schen Gesetz moglich ist, auch kurz als ,,GauB’schen Satz*“ (Anm. des Ubersetzers).
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1.5 Die Wirbelfreiheit des elektrostatischen Feldes
und das skalare Potential

Die eine Gleichung (1.13) geniigt noch nicht, um die drei Komponenten des elekt-
rischen Feldes E(x) vollstindig festzulegen. Der Leser wird wahrscheinlich wissen,
dass ein Vektorfeld nahezu® vollstindig festgelegt ist, wenn seine Divergenz und
seine Rotation im ganzen Raum bekannt sind. Wir suchen daher nach einer Glei-
chung, die auch die Rotation von E als Ortsfunktion festlegt. Eine solche Gleichung,
nidmlich

VXE=0 (1.14)

folgt unmittelbar aus dem Coulomb’schen Gesetz (1.5), d.h. aus

E(x)=4; fp( )a e

x?

Der Faktor des Integranden, mit dem p(x') multipliziert wird, ist — als Funktion
von x betrachtet — der negative Gradient des Skalars 1/|x — x'|:

Xx—Xx 1
L. S ) S
[x —x'? (lx—x’l)

Da sich der Gradient auf x bezieht, nicht aber auf die Integrationsvariable X', kann
er vor das Integralzeichen gezogen werden. D.h. das Feld E (x) ldsst sich in der Form

—1 pPX) 5,
E(x )— > x— |d x (1.15)
schreiben. Da die Rotation des Gradienten einer Ortsfunktion verschwindet
(VX Vyp = 0 fiir alle y), folgt Gl. (1.14) in der Tat unmittelbar aus (1.15).

Es sei darauf hingewiesen, dass es fir die Giiltigkeit der Gleichung VX E =0
nur auf den zentralen Charakter der zwischen den Ladungen wirkenden Kraft und
deren Abhingigkeit vom relativen Abstand ankommt. Die Abhdngigkeit vom re-
ziproken quadratischen Abstand geht dabei iiberhaupt nicht ein.

In GI. (1.15) wird das elektrische Feld (ein Vektor) aus einem Skalar durch Gra-
dientenbildung gewonnen. Da es sich mit einer skalaren Funktion leichter rechnen
ldsst als mit den drei skalaren Komponenten einer Vektorfunktion, ist es sinnvoll,
sich auf die skalare Funktion zu konzentrieren und ihr auch einen Namen zu geben.
Wir definieren daher das Skalarpotential ®(x) durch die Gleichung

E=-V0 (1.16)
Nach (1.15) ldsst sich dann ® folgendermaflen durch die Ladungsdichte ausdriicken:

p(x 37
P (x) =i foJ d’x 1.17)

Ix — x|

5 D.h. bis auf den Gradienten einer der Laplace’schen Gleichung gentigenden skalaren Funktion.
Vgl. hierzu Abschnitt 1.9 iiber Eindeutigkeit.
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B

Abb.1.3

wobei iiber simtliche im Raum verteilten Ladungen zu integrieren ist und @ nur
bis auf eine Konstante festgelegt ist, die man zur rechten Seite von (1.17) hinzu-
addieren darf.

Die physikalische Bedeutung des Skalarpotentials wird klar, wenn man die Arbeit
berechnet, die beim Transport einer Probeladung g von einem Punkt (4) zu einem
anderen Punkt (B) im elektrischen Feld E(x) zu verrichten ist (vgl. Abb. 1.3). Die
auf die Ladung wirkende Kraft ist an jedem Raumpunkt durch

F =qgE

gegeben. Die beim Transport der Ladung von 4 nach B aufzubringende Arbeit ist
daher

B B

W=—j F-dl=—qJ E-dl (1.18)
A A

Das Minuszeichen tritt deswegen auf, weil wir die an der Ladung gegen das elekt-

rische Feld zu verrichtende Arbeit berechnen. Mit der Definition (1.16) ldsst sich

fiir W auch folgendes schreiben:

'B B
W=qJ V(I)-dl=qf dd = q(@;— ®,) (1.19)
A A

D.h. das Produkt ¢® kann als die potentielle Energie der Probeladung im elektro-
statischen Feld interpretiert werden.

Aus (1.18) und (1.19) folgt, dass das zwischen zwei Punkten genommene Lini-
enintegral des elektrischen Feldes unabhingig vom Weg und gleich dem Negativen
der Potentialdifferenz zwischen den betrachteten Punkten ist:

JBE.d1=—(q>B—<DA) (1.20)

A

Dies folgt natiirlich auch unmittelbar aus der Definition (1.16). Ist der Weg geschlos-
sen, so verschwindet das Linienintegral:

9€E-dl =0 (1.21)

Dieses Ergebnis ldsst sich auch direkt aus dem Coulomb’schen Gesetz herleiten,
und die Gleichung

VXxE=0
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folgt dann aus dem Stokes’schen Satz. Denn nach ihm gilt ja fiir ein stetig diffe-
renzierbares Vektorfeld A (x) aufi einer beliebigen offenen Fliche S und lings deren
geschlossener Berandung C die Integralbeziehung

SEA-dl= J, (VXxA)-nda

wenn d] ein Linienelement von C und da ein Flichenelement von S ist. Die Beran-
dung von S ist dabei beziiglich der Flichennormalen n in rechtshindig negativem
Drehsinn zu durchlaufen.

1.6 Flachenhaft verteilte Ladungen und Dipole,
Unstetigkeiten des elektrischen Feldes und
seines Potentials

Eines der allgemeinen Probleme der Elektrostatik ist die Bestimmung des elektri-
schen Feldes oder Potentials einer gegebenen Flichenladungsverteilung. Das
Gauli’sche Gesetz (1.11) gestattet es, einen Teil der Losung dieses Problems direkt
hinzuschreiben. Tragt die Fliche S mit der von der Seite 1 zur Seite 2 zeigenden
Normalen n eine Flachenladung der Dichte o(x) (gemessen in Coulomb pro m?)
und sind E, und E, die elektrischen Felder zu beiden Seiten der Flache (vgl. Abb. 1.4),
dann folgt aus dem GauB’schen Gesetz unmittelbar:

(E,—E,)-n=o0/¢, (1.22)

Seite 2

Seite 1 —

Abb.1.4 Unstetigkeit der Normalkompo-
nente des elektrischen Feldes beim Durch-
gang durch eine Fliachenladung.

Diese Gleichung allein bestimmt jedoch nur dann die Felder E; und E,, wenn keine
anderen Feldquellen vorhanden sind und die Geometrie und Form von ¢ besonders
einfach sind. Gleichung (1.22) besagt nichts anderes, als dass die Normalkomponente
des elektrischen Feldes beim Durchgang durch die Fldche mit der Flachenladungs-
dichte einen Sprung um o/€, macht, wenn die Fliche in Richtung der Normalen
durchquert wird.

Dagegen ist die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes beim Durchqueren
einer Grenzfliche stetig. Um dies zu zeigen, braucht man nur Gl. (1.21) auf das
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Linienintegral von E ldngs eines Rechtecks anzuwenden, dessen beide Schmalseiten
vernachlidssigbar klein sind, wahrend seine Langsseiten auf je einer der beiden Seiten
der Fliache liegen.

Einen Ausdruck fiir das Potential (und somit, durch Differenzieren, auch fiir das
Feld) an einem beliebigen Raumpunkt (der nicht unbedingt auf der Fliche zu liegen
braucht) erhilt man aus (1.17) durch Substitution von p d3x durch o da:

1 o(x) .,
d(x) = ane, L x _x,|da (1.23)
Fiir raumlich oder flichenhaft verteilte Ladungen ist das Potential iiberall stetig,
und zwar selbst innerhalb der Ladungsverteilung. Dies lisst sich entweder anhand
von (1.23) nachweisen oder unter Verwendung der Tatsache, dass E beschriankt ist,
obwohl es beim Durchgang durch eine Flichenladungsverteilung unstetig ist. Fiir
Punkt- oder Linienladungen oder auch Doppelschichten ist das Potential nicht mehr
stetig.

Die Verhiltnisse bei der Doppelschicht wollen wir hier naher untersuchen. Man
versteht unter ihr eine Fliche, die mit Dipolen belegt ist, deren Achsen die Richtung
der Flichennormalen haben. D.h. eine Dipolschicht kann man sich vorstellen als
zwei dicht libereinanderliegende Flichen S und §’, von denen die obere eine Fla-
chenladung der Dichte o (x) tragt, wihrend die Ladungsdichte der unteren Flache
gleich —o(x) ist (vgl. Abb.1.5). Eine Doppelschicht mit einem Dipolmoment der

s’

o(x)

d(x)

-q

S Abb.1.5 Grenzprozess zur Erzeugung einer
5. Doppelschicht.

Starke D (x) erhilt man, indem man die lokale Entfernung d(x) zwischen den beiden
Fliachen infinitesimal klein werden lasst, und zwar so, dass das Produkt aus o (x)
und d(x) in der Grenze d(x) —» 0 den Wert D(x) annimmt:

lim o(x)d(x) = D(x)
d(x)—0

Das Dipolmoment ist parallel zur Flichennomralen von S gerichtet und weist von
der negativen zur positiven Ladung.

Um das Potential der Doppelschicht zu bestimmen, kann man entweder einen
einzelnen Dipol betrachten und dann aus einer Vielzahl solcher Dipole eine Fla-
chendichte bilden oder aber fiir die Potentiale der beiden Fliachen S und S’ den
mathematischen Grenzprozess vornehmen, den wir oben bei der Definition von D (x)
in Worten beschrieben haben. Der erste Weg mag zwar einfacher erscheinen, aber
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S Abb.1.6 Geometrie einer
o - s’ Doppelschicht.

der zweite stellt eine niitzliche Ubung im Umgang mit VektorgroBen dar, und daher
wahlen wir diesen. Ist ndie von S’ wegzeigende Flachennormale von S (vgl. Abb. 1.6),
so schreibt sich das Potential der beiden benachbarten Flichen in der Form

D(x) = — J 7 g 4 J a(x”),,lda”

|x —x'| 4ney Jo |Xx—x

1 o (x') o (x) :
= N ! da
dne, Js||1x—X| |x—x +nd|
Fir kleine d kann man den reziproken Abstand |x — x’ + nd| ™! entwickeln. Wir

betrachten dazu zunichst den allgemeineren Ausdruck |x + a| ! fiir |a| << |x|. Sei-
ne Taylor-Reihenentwicklung in drei Dimensionen lautet:

# = 1 +a \Y 1 +
x+a| x x)
Damit erhalten wir fiir das Potential in der Grenze d — 0:

®(x) = % L D(x')n-v'<lx—_1ﬂ> da’ (1.24)

Der Integrand in dieser Gleichung ist nichts anderes als das Potential eines punkt-
artigen Dipols mit dem Dipolmoment p = nDda’. Das Potential, das ein an der
Stelle x’ lokalisierter Dipol p am Ort x erzeugt, ist gegeben durch

_ 1 px-x)
(I)(x)— 41’[60 W (125)

Gleichung (1.24) lasst eine einfache geometrische Interpretation zu. Zunichst stellen
wir fest, dass

n.vl(_l_,>da' _ _cosbda .o
|x — x|

Cx=xP
ist, wobei dQ den rdumlichen Winkel darstellt, unter dem ein Flichenelement da’
vom Aufpunkt aus erscheint (vgl. Abb. 1.7). Man beachte, dass d2 positiv ist, wenn

# ein spitzer Winkel ist, d.h. wenn der Beobachter die ,,innere* Seite der Doppel-
schicht sieht. Fiir das Potential ldsst sich nun schreiben:

O(x) = — J D(x)dQ (1.26)

4re,
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Abb.1.7 Das am Punkt P herrschende Potential einer Doppelschicht, die iiber ein Fliachen-
element da’ ausgebreitet ist und die Stirke D hat, ist gleich dem Negativen des Produktes
aus D und dem iiber P von da’ aufgespannten riumlichen Winkel dQ.

Bei konstantem D ist somit das Potential nichts anderes als das Produkt aus dem
durch 4 n¢, dividierten Moment und dem rdumlichen Winkel, unter dem ein Be-
obachter die Fliche sieht, unabhingig von deren Gestalt.

Das Potential macht beim Durchqueren der Doppelschicht einen Sprung. Dies
erkennt man, wenn man mit dem Aufpunkt infinitesimal nahe an die Doppelschicht
heranriickt. Es ist dann zweckmiBig, sich die Schicht in zwei Anteile zerlegt zu
denken — eine kleine Scheibe unmittelbar vor dem Aufpunkt und den Rest. Die
Scheibe sei dabei so klein, dass sie als eben und das Dipolmoment als konstant
betrachtet werden konnen. Das Gesamtpotential der Schicht erhilt man dann offen-
sichtlich aus der linearen Superposition der Potentiale der kleinen Scheibe und des
Restes. Aus (1.26) ist ersichtlich, dass das Potential der Scheibe beim Durchgang von
der Innenseite zur Auflenseite einen Sprung um D/€, macht, resultierend aus dem
Wert von — D/2 €, auf der inneren und + D)2 €, auf der d&uBeren Seite. Das Potential
des Restes, d. h. der Doppelschicht mit der ausgesparten Scheibe, ist beim Durchgang
durch diese Offnung stetig. Insgesamt ergibt sich daher fiir den Sprung des Potentials:

®, — @, = D/e, (1.27)

Dieses Ergebnis befindet sich in Analogie zu Gl. (1.22) fiir die Unstetigkeit des elekt-
rischen Feldes beim Durchgang durch eine Flichenladungsdichte. Der Ausdruck
(1.27) kann ,,physikalisch* als Potentialabfall ,,innerhalb‘‘ der Doppelschicht ge-
deutet werden und berechnet sich als das Produkt aus dem elektrischen Feld zwischen
den beiden Flichenladungsdichten und deren Abstand vor dem Grenziibergang.

1.7 Die Poisson’sche und Laplace’sche Gleichung

In den Abschnitten 4 und 5 dieses Kapitels zeigten wir, dass sich das elektrostatische
Feld durch die beiden Differentialgleichungen

V.E = p/e, (1.13)
und
VxE=0 (1.14)
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beschreiben lisst, wobei die letzte Gleichung dquivalent zu der Feststellung ist, dass
E der Gradient einer skalaren Funktion, nimlich des Skalarpotentials ® ist:

E=-Vo (1.16)

Die Gln. (1.13) und (1.16) konnen zu einer einzigen partiellen Differentialgleichung
fiir die Funktion ®(x) allein kombiniert werden:

VZ(D = —,0/60 (128)

Diese Gleichung ist die sog. Poisson'sche Gleichung. In Raumgebieten ohne Ladun-
gen reduziert sie sich auf die Laplace’sche Gleichung

V20 =0 (1.29)

Eine Losung fiir das Skalarpotential hatten wir bereits in dem Ausdruck (1.17) ge-
funden:
1 PX)

O(x) = —
) 4re, | |x—X|

1.17)
Um zu zeigen, dass dieser Ausdruck tatsiachlich der Poisson’schen Gleichung geniigt,
haben wir auf beiden Seiten von Gl. (1.17) den Laplace’schen Operator anzuwenden.
Der dabei resultierende Integrand auf der rechten Seite erweist sich jedoch als sin-
guldr. Wir nehmen daher einen Grenzprozess vor und fithren ein sog. a-Potential,
@, (x), ein, definiert durch

1 p(x)
dney ) I/ (x —x)2 +a?

Das tatsichliche Potential (1.17) ergibt sich hieraus im Limes a — 0. Die Anwendung
des Laplace’schen Operators auf das a-Potential fiithrt zunichst auf

V20, (x) = 1 Jp( )V2<%>d3x’
r‘+a

1 , 3a? )
" " dne, J”(")[W]dax (1.30)

mit 7 = |x — x’|. Der Ausdruck in eckigen Klammern ist der negative Laplace’sche
Operator, angewandt auf (r2 + a?)~!/2. Er ist fiir nicht-verschwindendes a wohl-
definiert, wiahrend er im Limes a — 0 an der Stelle r = 0 unendlich wird und fir
r + 0 verschwindet. Sein Volumenintegral hat fiir beliebige a den Wert 4 7. Zur Aus-
fithrung der Integration ist es zweckméBig, den Raum in zwei Gebiete zu unterteilen,
indem man um x eine Kugel mit festem Radius R legt. Dabei ist R so zu wihlen,
dass sich p(x’) im Innern der Kugel nur wenig dndert. Gleichzeitig soll a sehr viel
kleiner als R sein und schlieBlich gegen Null streben. Ist dann die Ladungsdichte
p(x") so beschaffen, dass das Potential (1.17) existiert, so verschwindet der Integral-
beitrag vom AuBenraum der Kugel im Limes @ — 0 wie a2 und es braucht nur der
Innenraum betrachtet zu werden. Eine Taylor-Entwicklung von p(x’) um x’ = x
fiihrt dann auf

2
VO, (x) = f P+ adyl +a2)5/2 [ (x) + %Vzp +.. ] r’dr+ 0(a*

@, (x) =
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und die Integration liefert
V0,0 = ——p(1 + O@R)] + 0@ a*logd) VP + .
0

Im Limes @ — 0 gewinnt man daraus die Poisson’sche Gleichung (1.28).

Den singulidren Charakter von V2 (1/r) kann man formal mit Hilfe der Dirac’schen
Delta-Funktion verdeutlichen. Da V?(1/r) = Oist fiir r # 0 und das Volumenintegral
von V2(1/r) den Wert — 4 = hat, kann man formal V2(1/r) = — 4 n §(x) schreiben
oder allgemeiner:

V2<—1—> = —4nd(x —x) (1.31)

|x — x|

1.8 Der Green’sche Satz

Hitte man es bei elektrostatischen Problemen stets nur mit lokalisierten diskreten
oder kontinuierlichen Ladungsverteilungen ohne Randflichen zu tun, dann stellte
die allgemeine Lésung (1.17) den geeignetsten und direktesten Weg zur Losung eines
jeden elektrostatischen Problemen dar. Die Poisson’sche oder Laplace’sche Glei-
chung brauchte man dann nicht mehr. In Wirklichkeit aber hat man es bei vielen,
wenn nicht den meisten elektrostatischen Problemen mit endlichen Raumgebieten
Zu tun, in denen sich Ladungen befinden (oder auch nicht), wobei an den Rand-
flachen vorgegebene Bedingungen zu erfiillen sind. Diese Randbedingungen kénnen
durch geeignete Ladungsverteilungen auBerhalb des interessierenden Raumgebiets
(u.U. im Unendlichen) simuliert werden. Aber dann wird der Ausdruck (1.17) -
abgesehen von besonders einfachen Fillen (in denen sich z. B. die Methode der Spie-
gelladungen anwenden ldsst) — zur Berechnung des Potentials ungeeignet.

Um Randbedingungen in den Griff zu bekommen, miissen wir einige zusitzliche
mathematische Hilfsmittel entwickeln, ndmlich die nach George Green (1824) be-
nannten Green’schen Identitdten. Sie folgen aus einer einfachen Anwendung des
GauB’schen Integralsatzes

J V-Ad3x=§; A-nda
v s

der bekanntlich fiir ein Vektorfeld A gilt, das in dem von einer geschlossenen Fliche
S begrenzten Volumen V definiert ist. Ist nun A = ¢Vy mit beliebigen skalaren
Feldern ¢ und y, dann gilt zunédchst

V- (¢Vy)=¢V2p + Vo -Vy (1.32)
und

F
éVy-n= d’a_tﬁ (1.33)
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wobei 0/0n die Ableitung in Richtung der (duBeren) Normalen von S bedeutet.
Setzt man (1.32) und (1.33) in den Gaull’schen Integralsatz ein, so erhilt man die
erste Green’sche Identitit

f (pV3p + Vo -Vy) d3x =§ ¢ a—wafa (1.34)
| 4 s on

Vertauscht man in dieser Gleichung ¢ mit y und subtrahiert die resultierende Glei-
chung von der urspriinglichen, so fallen die Terme mit V¢ - Vi heraus, und als
Ergebnis erhilt man die zweite Green’sche Identitdt

JV (oViyp — pVig) d3x=§s[ —g—ls —wg—f] da (1.35)

die auch Green’scher Satz genannt wird.

Die Poissonsche Differentialgleichung fiir das Potential kann in eine Integralglei-
chung verwandelt werden, indem man fiir ¢ eine spezielle Funktion wihlt, ndmlich
1/R =1/|x —x'|, wobei x der Aufpunkt und x’ die Integrationsvariable ist. Ferner
setzen wir ¢ = ® mit dem skalaren Potential ® und benutzen V2® = —4np. Aus
(1.31) wissen wir nun, dass V?(1/R) = —4né(x —x') ist. Daher fiihrt (1.35) zu der
Gleichung

, NN o (1\ 1007,
J;/I:—47I®(X)5(X—X)+EO—RP(X)}d3 —§S[®W<ﬁ>—ﬁﬁ]da

Liegt x innerhalb von V, so ergibt sich hieraus:

U [ p®) s, L L1000 (1]
M= 1z L R %Y b raw % \R) | (1.36)

Fiir auBBerhalb von V liegende Punkte x verschwindet die linke Seite von (1.36)°.
(Man beachte, dass dies konsistent ist mit der Interpretation des Oberflicheninteg-
rals als Potential einer Flichenladungsdichte ¢ = €,0®/0n’ und einer Doppelschicht
vom Moment D = — €,®. Die durch (1.22) und (1.27) beschriebenen Unstetigkeiten
des elektrischen Feldes bzw. Potentials beim Durchgang durch eine Flichenladung
fithren dann zu einem verschwindenden Potential auBerhalb des Volumens V)
Zwei Bemerkungen zu dem Ergebnis (1.36) seien hier noch angefiigt. Zundchst:
riickt die Flache S ins Unendliche und fillt das elektrische Feld auf S schneller ab
als R™*, dann verschwindet das Oberflichenintegral, und (1.36) reduziert sich auf
das bereits bekannte Ergebnis (1.17). Ferner: in (1.36) wird das Potential fiir ein
ladungsfreies Volumen (in dem ® also Losung der Laplace’schen Gleichung sein
muss) an jedem Punkt innerhalb des Volumens durch seine eigenen Werte und die
seiner Ableitung in Normalenrichtung allein auf der Randfliche S bestimmt. Diese
liberraschende Feststellung besagt, dass (1.36) ketne Losung eines Randwertprob-
lems sein kann, sondern nur eine Integralbeziehung fiir @, da die willkiirliche Fest-

6 Der Leser mag sich daran stoBen, dass die Art und Weise, wie wir (1.36) hergeleitet haben, nicht
ganz legal war, da ja 1/|x —x’| im Innern von V singuldr werden kann. Um streng zu sein, hétte
man einen Grenzprozess vornehmen miissen und — wie schon im vorigen Abschnitt — den Punkt
x = x’ durch eine kleine Kugel vom Integrationsgebiet ausschlieBen miissen. Auch in diesem Fall
aber wiirde man zu Gl.(1.36) gelangen.
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legung sowohl von ® als auch von 8®/0n (Cauchy ’sche Randbedingungen) eine Uber-
bestimmung des Problems darstellt. Diesen Punkt werden wir in den nédchsten Ab-
schnitten ausfiihrlich besprechen. Dort werden wir Techniken entwickeln, die bei
Verwendung des Green’schen Satzes (1.35) zu Lésungen von Problemen mit geeig-
neten Randbedingungen fiihren.

1.9 Eindeutigkeit der Losung mit Dirichlet’'scher oder
Neumann’scher Randbedingung

Es erhebt sich die Frage, inwieweit Randbedingungen fiir die Poisson’sche (oder
Laplace’sche) Gleichung geeignet sind, um zu eindeutigen und physikalisch verniinf-
tigen Losungen innerhalb eines begrenzten Raumgebietes zu fithren. Die physika-
lische Erfahrung ldsst vermuten, dass die Festlegung des Potentials auf einer ge-
schlossenen Fldche (z. B. eines Systems von Leitern, die auf verschiedenen Poten-
tialen gehalten werden) ein eindeutiges Potentialproblem definiert. Dieses Problem
wird Dirichlet’sches Problem oder auch Dirichlet’sches Randwertproblem genannt.
In dhnlicher Weise darf man vermuten, dass die Festlegung des (aus einer gegebenen
Flachenladungsdichte resultierenden) elektrischen Feldes (d.h. der Ableitung des
Potentials in Normalenrichtung) auf jedem Punkt der Fliche ebenfalls ein eindeu-
tiges Problem definiert. Die Vorgabe der Abteilung des Potentials in Normalenrich-
tung bezeichnet man als Neumann’sche Randbedingung. Die Richtigkeit unserer Ver-
mutungen wollen wir jetzt mithilfe der ersten Green’schen Identitit beweisen.

Zunichst wollen wir die Eindeutigkeit der Losung der Poisson’schen Gleichung
V2® = — p/e€, innerhalb eines Volumens V zeigen, dessen geschlossene Begrenzungs-
fliche S der Dirichlet’schen oder Neumann’schen Randbedingung unterliegt. Wir
nehmen dazu an, es gebe — im Gegenteil — zwei Losungen @, und ®,, die beide
dieselben Randbedingungen erfiillen. Es sei dann

U=, -, (1.37)

Innerhalb von V giltdann V2U = 0, und auf Sist U = 0 oder dU/dn = 0, je nachdem,
ob die Dirichlet’sche oder Neumann’sche Randbedingung vorliegt. Aus der ersten
Green’schen Identitédt (1.34) mit ¢ = v = U folgt dann:

J (UV2U+VU-VU)d3x=§; v
v s on

da (1.38)

Aufgrund der speziellen Eigenschaften von U reduziert sich dies (fir beide Arten
von Randbedingungen) auf

[y IVU?d*x =0

Dies bedeutet VU = 0, und damit ist U im Innern von ¥ konstant. Bei Dirichlet’scher
Randbedingung ist U = 0 auf S und somit @, = ®, innerhalb von V. D.h. die L6-
sung ist eindeutig. Ahnlich findet man auch im Fall der Neumann’schen Randbe-
dingung, dass die Losung — abgesehen von einer unwichtigen, willkiirlichen additiven
Konstanten — eindeutig ist.
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Aus der rechten Seite von (1.38) geht hervor, dass das gemischte Randwertproblem
(von Dirichlet’schem Typ auf einem Teil von S und von Neumann’schem Typ auf
dem Rest) ebenfalls eine eindeutige Losung besitzt.

Es ist aber klar, dass die Poisson’sche Gleichung bei willkiirlich vorgegebenen
Werten von @ und d®/dn auf einer geschlossenen Berandungsfliche (Cauchy’sche
Randbedingungen) keine Losung besitzt, da die Losungen mit Dirichlet’scher und
Neumann’scher Randbedingung separat eindeutig und im Allgemeinen nicht mit-
einander vertréglich sind. Dies ldsst sich mithilfe von GI. (1.36) unmittelbar nach-
weisen. Setzt man dort auf der rechten Seite fiir ® und d®/0n willkiirliche Werte
ein, so kann man zeigen, dass die Werte von ®(x) und V®(x) im allgemeinen un-
vertrdglich mit den vorausgesetzten Randbedingungen werden, sobald sich x der
Randfliche nidhert. Die Frage, ob die Cauchy’schen Randbedingungen auf einer
offenen Fliache ein eindeutiges elektrostatisches Randwertproblem definieren, erfor-
dert eine griindlichere Diskussion, als wir sie hier geben kénnen. Fiir ein eingehendes
Studium dieses Problems empfehlen wir dem Leser die Biicher von Morse und Fesh-
bach, Abschn. 6.2, S. 692—706 oder Sommerfeld, Partielle Differentialgleichungen der
Physik, Kap.II. AbschlieBend stellen wir fest, dass die elektrostatischen Probleme
dadurch ausgezeichnet sind, dass in ihnen jeweils Dirichlet’sche oder Neumann’sche
Randbedingungen auf einer geschlossenen Fliche (die natiirlich teilweise oder auch
vollstindig im Unendlichen liegen kann) zu erfiillen sind.

1.10 Formale Losung des elektrostatischen
Randwertproblems mithilfe der
Green’schen Funktion

Die Lésungen der Poisson’schen oder Laplace’schen Gleichung in einem endlichen
Volumen ¥ mit Dirichlet’scher oder Neumann’scher Randbedingung auf der V be-
grenzenden Fliche S lassen sich mithilfe des Green’schen Satzes (1.35) und der sog.
Green’schen Funktion ermitteln.

Um zu dem Ausdruck (1.36) zu gelangen (der nicht Losung eines Randwert-
problems ist), wéahlten wir fiir 1 das Potential einer Punktladung, ndmlich 1/|x —x’|,
das der Gleichung

V2 <|xi—x|> = —4ns(x—X) (1.31)

geniigt. Die Funktion 1/|x —x'| hdngt von zwei Argumenten ab, den Variablen x
und x'. Sie ist ein Beispiel fiir die soeben erwdhnten Gree’nschen Funktionen, die
allgemein der Gleichung

V2G(x,X) = —4nd(x —x) (1.39)

gehorchen, wobei

1
G(x, x') = TXTX’_l + F(x, XI) (140)
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ist. Die Funktion F geniigt dabei innerhalb des Volumens V der Laplace’schen
Gleichung:

V2F(x,x) = 0 (1.41)

Um die an ® oder 0®/0n gestellten Randbedingungen zu erfiillen, greifen wir
auf (1.36) zuriick. Wie oben bereits ausgefiihrt, stellt (1.36) keine Losung dar, die
dem richtigen Typ von Randbedingung geniigt, da sowohl ® wie 6®/dn im Ober-
flichenintegral auftreten. Bestenfalls handelt es sich um eine Integralbezichung fiir
®. Mit dem allgemeinen Konzept einer Green’schen Funktion und ihrer zusitzlichen
Freiheit [iiber die Funktion F(x,x")] taucht die Mdglichkeit auf, den Green’schen
Satz mit y = G(x,X’) zu benutzen und durch geeignete Wahl von F(x, x’) eines der
beiden Oberflichenintegrale zu eliminieren, um zu einem Ergebnis zu gelangen, das
der Dirichlet’schen oder Neumann’schen Randbedingung geniigt. Hinge G(x, x')
von der genauen Form der Randbedingungen ab, so wire diese Methode natiirlich
von wenig allgemeinem Wert. Wie wir aber sogleich sehen werden, ist dies nicht
der Fall, da G(x,x") auf S relativ einfachen Randbedingungen geniigt.

Wendet man den Green’schen Satz (1.35) fiir ¢ = ® und p = G(x, X) an, so erhilt
man bei Beachtung der fiir G geltenden Gl. (1.39) folgende Verallgemeinerung von
(1.36):

M) =5 L J p(X)G(x, X)) d3x’

+—§; |:G(x x)— —®(x )aG(x x)} (1.42)

Die Freiheit in der durch (1.40) definierten Green’schen Funktion bedeutet, dass
wir das Oberflichenintegral allein von der gewdhlten Art von Randbedingung ab-
hidngig machen kénnen. Dementsprechend fordern wir fiir Dirichlet’sche Randbe-
dingungen

Gp(x,x)=0 fiir Punkte x" auf § (1.43)

Der erste Term im Oberflichenintegral in (1.42) verschwindet dann, und die Losung
lautet:

d(x)= y)

p(X) Gp(x,x)d? ’—L§ O (x )aGD (1.44)
v

Bei Neumann’schen Randbedingungen muss man sorgfiltiger vorgehen. Die nichst-
licgende Randbedingung an G (x, x’) scheint
oG
N(x x)=0 fiir Punkte x" auf S

zu sein, da dann — wie gefordert — der zweite Term im Oberflichenintegral in (1.42)
verschwindet. Doch wendet man den Gauf3’schen Satz auf (1.39) an, so sicht man,

dass
oG | |
Sgsﬁd" = —dn
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ist. Die einfachste, erlaubte Randbedingung an Gy, lautet daher:

oGy , 4n . ,
Fo x,x) = — 5 fir Punkte x" auf S (1.45)

wenn S den gesamten Flicheninhalt der Randfliche bedeutet. Die Losung lautet
dann:

D(x) =<D)s +

1 [ 8@
j p(X) Gy(x, X) d3x + —fﬁ = Gydad  (1.46)
14

4rne, 4n Json

wobel (@) das iiber die gesamte Oberfliche gemittelte Potential darstellt. Das
iibliche Neumannsche Problem ist das sog. dullere Problem, in dem das Volumen
V von zwei Flachen begrenzt wird, einer geschlossenen, endlichen Fldche und einer
anderen, die im Unendlichen liegt. In diesem Fall ist S unendlich; die Randbedingung
(1.45) wird homogen, und der Mittelwert (®)¢ verschwindet.

Wie man sieht, sind die Randbedingungen (1.43) und (1.45), denen die
Green’schen Funktionen geniigen, tatsichlich einfacher Art und hingen nicht von
der detaillierten Form der Dirichlet’schen bzw. Neumann’schen Randwerte ab. Den-
noch ist es oft kompliziert (wenn nicht unmdéglich), die Funktion G(x,x’) zu be-
stimmen, da sie von der Gestalt von S abhingt. Derartigen Problemen werden wir
in Kap. 2 und 3 begegnen.

Fiir Green’sche Funktionen, die der Dirichlet’schen Randbedingung (1.43) ge-
nigen, lasst sich die Symmetriebeziehung G (x, x) = G (X', x) nachweisen, und zwar
mithilfe des Green’schen Satzes mit ¢ = G(x,y) und v = G(x',y), wo y die Inte-
grationsvariable ist. Da die Green’sche Funktion, aufgefasst als Funktion einer ihrer
Variablen, das Potential einer Punktladung darstellt, bedeutet die Symmetrie nichts
anderes als die physikalisch unmittelbar einsichtige Austauschbarkeit von Quell-
und Aufpunkt. Fiir Neumann’sche Randbedingungen folgt die Symmetrie nicht
automatisch, kann aber als separate Forderung hinzugefiigt werden.’

AbschlieBend sei noch eine wichtige Bemerkung zur physikalischen Bedeutung
von F(x, x')/4n €, gemacht. Diese Funktion ist Losung der Laplace’schen Gleichung
innerhalb von ¥V und stellt somit das Potential eines Ladungssystems auferhalb von
V dar. Man kann F(x,x')/4n€, als das Potential einer dufleren Ladungsverteilung
interpretieren, die so gewdhlt ist, dass die homogenen Randbedingungen verschwin-
denden Potentials (oder verschwindender Ableitung des Potentials in Normalenrich-
tung) auf der Fliche S erfiillt sind, wenn das Potential einer Punktladung am Quell-
punkt x’ hinzutritt. Da das von der Punktladung herriihrende Potential an einem
auf der Randfldche gelegenen Punkt x von der Lage des Quellpunkts abhingt, muss
die durch F(x,x') beschriebene dullere Ladungsverteilung ebenfalls vom ,,Parame-
ter* X’ abhdngen. So gesehen, ist die Methode der Spiegelladungen (die wir in Ka-
pitel 2 beschreiben) ein physikalisches Aquivalent zur Bestimmung einer geeigneten
Funktion F(x,x’), um den Randbedingungen (1.43) oder (1.45) zu geniigen. Fiir
das Dirichlet’sche Problem mit Leitern kann F(x, x") als das Potential einer Flachen-
ladungsdichte interpretiert werden, die auf den Leitern durch Anwesenheit einer
Punktladung am Quellpunkt x’ induziert wird.

7 Siehe Kim, K.-J. und Jackson, J.D., Am. J. Phys. 61, (12) 1144—1146 (1993).
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1.11 Elektrostatische potentielle Energie und
Energiedichte; Kapazitat

In Abschnitt 5 dieses Kapitels zeigten wir, dass das mit der Ladung multiplizierte
Skalarpotential als potentielle Energie interpretiert werden kann. Genauer gesagt:
wird eine Punktladung g; aus dem Unendlichen an den Ort x; eines rdumlich be-
grenzten Gebietes gebracht, in dem ein durch das skalare (im Unendlichen ver-
schwindende) Potential ® beschriebenes elektrisches Feld herrscht, dann ist die an
der Ladung geleistete Arbeit (und damit deren potentielle Energie) gegeben durch

W, =q;®(x,) (1.47)
Das Potential ® kann man sich erzeugt denken aus einem System von (n —1) La-
dungen ¢;(j =1, 2,...,n—1) an den Orten x;. Dann ist
n—1

P(x;) = y (1.48)

47!601 11X — X

und somit die potentielle Energie der Ladung g;:

n—1

q; q;
1.49
47'[60 jgl |Xi—xj| ( )

i=

Die gesamte potentielle Energie aller miteinander wechselwirkender Ladungen be-
rechnet sich zu

I & v 949
47[601 1J<1|x X|

(1.50)

Dies erkennt man unmittelbar, wenn man die einzelnen Ladungen sukzessiv in das
betrachtete Raumgebiet bringt. Einen symmetrischeren Ausdruck erhilt man, indem
man iiber alle i und j uneingeschriankt summiert und anschlieBend durch 2 dividiert:

we— vy 4% (1.51)

8ney T /71X — x5l

Natiirlich sind hierbei die Terme mit i = j (unendliche ,,Selbstenergie‘‘-Terme) aus
der Doppelsumme auszuschlieBen.

Fiir kontinuierliche Ladungsverteilungen [oder Delta-funktionsartige Ladungs-
verteilungen wie (1.6)] nimmt die potentielle Energie die Form

p(x) p(x) ,
8MJJ d3xd?x (1.52)

|x —x'|

an. Finen anderen, hierzu dquivalenten Ausdruck findet man, wenn man beriick-
sichtigt, dass eines der beiden Integrale in (1.52) gerade das Skalarpotential (1.17)
ist. Man kann daher auch schreiben:

W=_ Jp(x)@(x) d3x (1.53)
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Die Gln.(1.51), (1.52) und (1.53) stellen die elektrostatische potentielle Energie
in Abhéingigkeit vom Relativabstand der Ladungen dar, und die Betonung liegt bei
thnen auf der Coulomb’schen Wechselwirkung der Teilchen. Eine andere, sehr frucht-
bare Alternative hierzu besteht darin, das Hauptgewicht auf das elektrische Feld
zu legen und die Energie als im elektrischen Feld der Ladungen gespeichert zu be-
trachten. Um einen entsprechenden Ausdruck zu erhalten, machen wir von der Pois-
son’schen Gleichung Gebrauch, um so die Ladungsdichte aus (1.53) zu eliminieren:

1

JQ Vidd3x
Partielle Integration fiihrt dann auf
W=%J|V®|2d3x=%J|E|2d3x (1.54)

wobei die Integration liber den gesamten Raum zu erstrecken ist. In der letzten
Gleichung besteht kein expliziter Bezug mehr zu Ladungen: Die Energie wird aus-
gedriickt durch ein iiber den gesamten Raum erstrecktes Integral des Betragsquad-
rats des elektrischen Feldes. Dies fiihrt in natiirlicher Weise zur Identifikation des
Integranden

w= %IEIZ (1.55)

als Energiedichte.

Der Ausdruck (1.55) zeichnet sich dadurch aus, dass er fiir die Energiedichte
stets einen positiv-definiten Wert liefert. Mithin kann sein Volumenintegral nie ne-
gativ werden. Dies scheint in Widerspruch zu stehen zu dem Eindruck, den (1.51)
erweckt, dass nimlich die potentielle Energie von zwei Ladungen entgegengesetzten
Vorzeichens negativ ist. Die Ursache dieses scheinbaren Widerspruchs ist darin zu
suchen, dass (1.54) und (1.55) ,,Selbstenergie*‘-Beitrage zur Energiedichte enthalten,
wahrend diese in der Doppelsumme (1.51) nicht auftreten. Zur Illustration betrachte
man zwei Punktladungen ¢, und ¢, an den Orten x, bzw. x, (vgl. Abb.1.8). Das
elektrische Feld am Punkt P mit der Koordinate x ist

- 1 g, (x—=xy) 1 ¢,(x—Xx,)
dne, |x—x,1>  4dne, [x—x,]|3

c P

'}

X1 q2
X2

o Abb.1.8
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und die Energiedichte (1.55) wird damit

2 2
91 q2 q:19,(X—%,) - (X —X,)

+2 (1.56)
x—x;[* " [x—x,[* Ix—x;*[x—x,|*

32nlegw =

Die ersten beiden Terme sind natiirlich ,,Selbstenergie*‘-Beitrage. Um zu zeigen,
dass der dritte Term fiir die potentielle Energie der Wechselwirkung das richtige
Ergebnis liefert, integrieren wir {iber den gesamten Raum:

9192 (X—%X;)-(X—X;) 5
W..,= 1.57
m 16n260j|x—x1|3|x—x2|3d * (457

Der Ubergang zur Integrationsvariablen p = (x —x,)/|x, — X, | fithrt auf

int

1 919> 1 [p-(p+m) 4
— U L .58
Imeqix, x50 a7 | pPlp 0l ” (1.58)

wobei n ein Einheitsvektor in Richtung von (x, — x,) ist. Beriicksichtigt man, dass
(p+m/ |p+n|>=—V,(1/|p+n]) ist, so ist leicht nachzuweisen, dass das Volu-
menintegral den Wert 47 besitzt und sich somit die Wechselwirkungsenergie auf
den erwarteten Wert reduziert.

Die zwischen geladenen Korpern wirkende Kraft ldsst sich berechnen, indem man
die Anderung der elektrostatischen Energie berechnet, die sich bei virtuellen Ver-
riickungen der Ladungen einstellt. Beispiele hierzu bringen wir in den Ubungen.
Es ist dabei stets darauf zu achten, dass man die Energie in einer Form darstellt,
die klar erkennen ldsst, welche Faktoren bei einer Konfigurationsinderung variieren
und welche konstant bleiben.

Ein Beispiel moge dies illustrieren. Wir berechnen die Kraft, die pro Flacheneinheit
auf die mit einer Fldchenladungsdichte o (x) belegte Oberfliche eines Leiters wirksam
wird. In der unmittelbaren Umgebung der Leiteroberfliche ist die Energiedichte:

w=%|E|2=02/260 (1.59)

Wird nun ein Element Aa der Leiteroberfliche um eine kleine Strecke Ax nach
auBen verriickt, so nimmt die elektrostatische Energie um einen Betrag ab, der ge-
geben ist durch das Produkt aus der Energiedichte und dem iiberstrichenen Volumen
Ax Aa:

AW = —6? Aa Ax|2¢, (1.60)

Dies bedeutet, dass die nach auBen gerichtete Kraft pro Flicheneinheit an der Leiter-
oberfliche gleich 6%/2 €, = w ist. Normalerweise leitet man dieses Ergebnis her, in-
dem man das Produkt aus der Flichenladungsdichte und dem elektrischen Feld
bildet und letzteres iiber das von einem Flachenladungselement hervorgerufene elekt-
rische Feld eliminiert.

Fir ein System aus » Leitern (im sonst leeren Raum) mit den Potentialen V;
und den Gesamtladungen Q; (i = 1, 2, ..., n) ldsst sich die elektrostatische potentielle
Energie allein durch die Potentiale und gewisse geometrische GréBen ausdriicken,
die man Kapazitdtskoeffizienten nennt. Fiir eine gegebene Konfiguration von Leitern
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bedeutet die lineare Abhdngigkeit des Potentials von der Ladungsdichte, dass das
Potential des i-ten Leiters in der Form

Vi= ZPUQJ (i=1,2,...,n)
=1

geschrieben werden kann, wobei die p;; von der Geometrie der Leiter abhdngen.
Diese n Gleichungen lassen sich nach der Ladung des i-ten Leiters auflésen:

Q=Y CyV; (i=1,2,...n) (1.61)
i=1

Jede der n Ladungen @, ist also eine lineare Funktion aller auf den Leitern herr-
schenden Potentiale. Die Koeffizienten C;; heilen Kapazitdten, wihrend die C;; mit
i # J Kapazitdtskoeffizienten genannt werden. Die Kapazitit eines Leiters ist somit
gleich der Gesamtladung, die sich auf ihm befindet, wenn er auf dem Einheitspotential
gehalten wird und alle anderen Leiter sich auf dem Potential Null befinden. Manchmal
wird die Kapazitit eines Leitersystems auch anders definiert. So definiert man z.B.
die Kapazitit zweier Leiter, die — bei Abwesenheit anderer geerdeter Leiter — ent-
gegengesetzt gleiche Ladungen tragen, als das Verhéltnis der Ladung auf dem einen
Leiter zur Potentialdifferenz zwischen den Leitern. Die Gleichungen (1.61) kénnen
dann dazu benutzt werden, um diese Kapazitit durch die Koeffizienten C;; auszu-
driicken.
Fiir die potentielle Energie (1.53) eines Leitersystems ergibt sich nach (1.61):

n n n
w=1Yor=1% 3 cn, (1.62)
23 2.5 =

Diese Formel, die die Energie durch die Potentiale ¥; und die Kapazitatskoeffizienten
C;j bzw. durch die Ladungen Q; und die Koeffizienten p,; ausdriickt, gestattet die
Anwendung von Variationsverfahren zur niherungsweisen Bestimmung von Kapa-
zitdten. Mithilfe solcher Verfahren lassen sich obere und untere Schranken fiir die
C;; berechnen (vgl. Ubg. 1.17 und 1.18), und sogar fiir relativ komplizierte Leiter-
systeme ermoglichen sie Kapazitdtsabschitzungen mit Angabe der Fehlergrenzen.
Die elektronische Rechentechnik macht es schlieBlich méglich, subtile Versuchsfunk-
tionen mit mehreren Parametern zu verwenden. Es sei jedoch bemerkt, dass die
Erfordernis einer Green’schen Funktion, die an der unteren Grenze einer Dirich-
let’schen Randbedingung geniigt, die Fehlerabschidtzung nichttrivial macht. Weiteres
zu diesem Verfahren der Kapazititsberechnung bringen wir in den Ubungen am
Ende dieses und des nédchsten Kapitels.
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1.12 Naherungslosung der Laplace'schen und
Poisson’schen Gleichung mithilfe von
Variationsverfahren

In vielen Bereichen der klassischen Physik und der Quantenmechanik spielen
Variationsverfahren eine hervorragende Rolle. Sie liefern einen formalen Weg, um
,,Bewegungsgleichungen*‘ herzuleiten, und mit ihrer Hilfe gewinnt man Naherungs-
lésungen und nicht selten sogar die genauen Losungen bestimmter Probleme, die
auf keinem anderen Weg zu erhalten sind. Man denke zum Beispiel an die Reso-
nanzfrequenzen akustischer Resonatoren oder an die Energieeigenwerte atomarer
Systeme.

Der Gleichgewichtszustand physikalischer Systeme ist der Zustand minimaler
Energie. Dieses grundlegende Prinzip ldsst sich erweitern auf energiedhnliche Funk-
tionale. Gegeben sei etwa das Funktional

1= J Vip- Vpddx - j gpdx (163
2 14 14

wobei p(x) innerhalb eines gegebenen Volumens ¥ und auf seiner Oberflache S (die
aus mehreren getrennten Flachen bestehen kann) eine physikalisch sinnvolle Funk-
tion ist und g(x) eine ,,Quellen““-Funktion darstellt, die in ¥ keine Singularititen
besitzt. Wir untersuchen nun, wie sich das Funktional in erster Ndherung bei dem
Ubergang y — y + Sy dndert, wenn Sy (x) eine infinitesimale Anderung innerhalb
von V ist. Die Differenz I = I[yp + dy] — I[y] ist dann gegeben durch

6I=ij-V(5w)d3x—j gopd3x + - (1.64)
v v

Der vernachlissigte Anteil ist positiv-semidefinit und von zweiter Ordnung in dy.
Aus der ersten Greenschen Identitét (1.34) mit ¢ = v und ¢ = dy erhalten wir:

o
51:J [—Vzw—g]awd3x+§; o 2 da (1.65)
14 s on
Unter der Voraussetzung, dass auf der begrenzenden Oberfliche S oy = 0 ist (so
dass das Oberflichenintegral verschwindet), ist die Anderung von I[y] in erster
Naherung gleich Null, sofern p(x) der Bedingung

Vig=—g (1.66)

gentgt. Da der in (1.64) vernachlissigte Anteil positiv-semidefinit ist, folgt, dass
I[y] ein stationdres Minimum darstellt, wenn yp im Volumen V einer Differential-
gleichung vom Poisson’schen Typ geniigt und die Anderungen dy auf der Randflache
verschwinden. Fiir yp — ® und g — p/¢, liefert die Minimierung des Funktionals die
,,Bewegungsgleichung* fiir das elektrostatische Potential bei Anwesenheit einer
Ladungsdichte und Dirichlet’schen Randbedingungen (@ auf S gegeben, so dass
dort 6® = 0 ist).

Die Herleitung der Poisson’schen Differentialgleichung aus den Variationsfunk-
tional stellt die mathematisch-formale Seite dar. Nicht weniger wichtig ist der prak-
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tische Gesichtspunkt, dass durch die stationdre Eigenschaft des Extremums von
ITy] eine Nidherungslosung fiir y (x) ermdglicht wird. Wir wihlen eine flexible ,, Ver-
suchs““-Funktion p(x) = A¥(x,a,f,...), die von einer Normierungskonstanten A
und einer Anzahl von Parametern «, f, ... abhdngt und so konstruiert werden muss,
dass sie den gegebenen Randbedingungen auf der Oberfliche S geniigt. Die Funktion
¥ kann sich aus einer Summe von Ausdriicken mit den Parametern als Koeffizienten
zusammensetzen oder eine einzige Funktion mehrerer Parameter sein. Sie sollte im
Hinblick auf die zu erwartende Form der Losung gewahlt werden. (Hier kommt es
auf Intuition an!) Die Berechnung von I [y] ergibt die Funktion /(4,, f,...). An-
schlieffend variiert man die Parameter, um das Extremum von I{4,, f3,...) (hier
ein Minimum) zu finden. Mit den optimierten Parametern ergibt sich aus der Ver-
suchsfunktion — fiir die einmal gewéhlte Funktionsform — die bestmégliche Nahe-
rung fiir die tatsdchliche Lésung. Im Falle der Laplace’schen Gleichung wird die
Normierungskonstante durch die Dirichlet’schen Randwerte von yp bestimmt. Fiir
die Poisson’sche Gleichung ergibt sie sich, ebenso wie die Randwerte auf S, aus
der Quellstirke g(x).

Bei Neumann’schen Randbedingungen braucht man ein anderes Funktional. Die
Randbedingungen fiir y seien gegeben durch dyp/dn|g = f(s), wobei s auf einen Punkt
der Randfliche S zeigt. Das geeignete Funktional ist dann

I[t,u]=1 J le-thd3x—J gwd3x—§ fyda 1.67)
2 )y v 5

Die gleichen Schritte wie oben fiihren fiir ¢ —  + dy zu der folgenden Differenz
erster Ordnung:

61=J [—Vztp—g]éwd3x+§ (-6—E —f(s)> dypda (1.68)
v s an
Die Forderung, dass 67 unabhéingig von v verschwinden soll, bedeutet:

. 0
V2yp = — g innerhalb von V' und % = f(s) auf S (1.69)
Wiederum stellt das Funktional ein stationdres Minimum dar, wenn y die Bedingung
(1.69) erfiillt. Ndherungslosungen kénnen — genauso, wie oben fiir Dirichlet’sche
Randbedingungen beschrieben — mithilfe von Versuchsfunktionen gefunden wer-
den.

Als einfache Anwendung zur Poisson’schen Gleichung betrachte man das zwei-
dimensionale Problem eines um die z-Achse zentrierten hohlen Kreiszylinders vom
Radius Eins mit einer inneren, azimutalsymmetrischen und von z unabhéingigen
Quelldichte g(x) = g(p). Das Potential verschwindet fiir p = 1. Fiir y (eine nur von
p abhingige Funktion) ergibt sich als ,,Bewegungsgleichung* in Polarkoordinaten:

10 61p>
230 <p ap (p
Als Versuchsfunktionen betrachten wir Polynome nicht zu hohen Grades in (1 — p)
und in p. Eine dreiparametrige Funktion des ersten Typs ist

¥, =a,(1—-p)+B,(1—p) +y,(1—p)° (1.71)
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Diese Wahl mag zwar naheliegend erscheinen, weil sie automatisch die Randbedin-
gung bei p = 1 erfiillt. Sie hat aber den Nachteil, dass sie eine weniger genaue Dar-
stellung von v liefert als Polynome in p. Der Grund dafiir ist darin zu suchen, dass
nach dem GauB’schen Satz, wenn die Quelldichte g im Ursprung einen endlichen
Wert hat, ¢ dort ein Maximum oder Minimum, also die Steigung Null haben muss.
Die beiden Forderungen an y, sowohl im Ursprung als auch bei p = 1, werden von
dem dreiparametrigen Versuchspolynom

¥, =ap’ + o> +yp* — @+ B+7) (1.72)

erfillt. Man darf erwarten, dass diese Versuchsfunktion im allgemeinen eine bessere
Naherung fiir g darstellt als die Funktion ¥, mit derselben Anzahl von Variations-
parametern. [Natiirlich koénnten wir an (1.71) zusidtzlich die Forderung
oy + 28, + 3y, = 0 stellen, um das richtige Verhalten im Ursprung zu erzwingen;
aber damit wiirde die Anzahl der Parameter von 3 auf 2 reduziert werden.]

Das Funktionalintegral fiir ¥, ergibt sich zu

1 1,6 .4 3. 12 i
ﬁl[‘l‘z]—liza +5txﬂ+§ay+4ﬁ +7By+y —leyatesB+ey] (1.73)

1
wobei ¢, =J g(p)(p" —1) pdp ist.

V]

Fir ¥, hat das Funktionalintegral die gleiche Form wie (1.73), aber andere Ko-
effizienten. Wie oben beschrieben, suchen wir von (1.73) ein Extremum auf, indem
wir die partiellen Ableitungen nach den Parametern «, § und y gleich Null setzen.
Aus dem resultierenden linearen Gleichungssystem ergeben sich die ,,Optimalwerte*

o = 225¢, — 420e, + 210¢,

2450
B=—420e, + 3 6 420e,

441
y = 210e, — 420, + = s (1.74)

Diese Werte kann man in (1.73) einsetzen, um /[¥,],.;, als Funktion der e, zu er-
halten. Aber diese Funktion ist nicht sehr aussagekraftig. Man wiirde nur erkennen,
dass der ,,kinetische (erste) Klammerausdruck den halben Wert des zweiten, ,,po-
tentiellen‘* Klammerausdrucks hat und das umgekehrte Vorzeichen aufweist — ein
Charakteristikum des Extremums.

Um konkret zu werden, milssen wir jetzt noch g(p) spezifizieren. Als Beispiel
wihlen wir die Quelldichte

g(p)=—-5(1-p)+10*p°1—p)° (1.75)

Die entsprechenden Ergebnisse fiir die optimalen Versuchsfunktionen ¥, und ¥,
zeigt Abb.1.9. Die im Prinzip beliebige Quelldichte wurde so gewdhlt, dass sie
ein nicht véllig strukturloses Potential ergibt. Die ,,optimalen‘‘ Parameter fiir ¥,
sind & = 2,915, f = — 7,031 und y = 3,642. Das Variationsintegral hat den Wert
I[Y,])min = —1,5817, was zu vergleichen ist mit dem exakten Wert I[y]. o =
—1,6017. Der relative Fehler betragt 1,3 %.
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Abb. 1.9 Vergleich der exakten Losung v (g) (durchgezogene Kurve) mit zwei Variationsné-
herungen fiir das Potential, ¢, (punktierte Kurve) und y, (gestrichelte Kurve). Die Ladungs-
dichte (1.75) ist in willkiirlichem MaBstab wiedergegeben (strichpunktierte Kurve).

Man beachte, dass die Versuchsfunktion W, fiir p < 0,3 eine ziemlich schlechte
Néaherung darstellt, weil bei ihr nicht beriicksichtigt wurde, dass die Steigung bei
p = 0 verschwinden muss. Dennoch liefert sie mit I [¥,],,;, = — 1,5136 ein Resultat,
das kaum schlechter (mit einem relativen Fehler von 5,5 %) ausfillt als das Ergebnis
fiir ¥, . In der Unempfindlichkeit von I [y] gegeniiber der Wahl der Versuchsfunktion
liegt eine Stirke, aber auch eine Schwiche der Variationsmethode. Sie bewéhrt sich
prinzipiell bei der Bestimmung von Eigenwerten, die mit dem Wert von I[¥] ver-
kniipft sind. Wenn es dagegen um eine Naherungslosung fiir v ~ ¥ geht, kann sie
— zumindest in Teilbereichen des Konfigurationsraumes — grob versagen.

Aus GI1.(1.70) erkennt man, dass eine Quelldichte in Form eines Polynoms zu
einem exakten Losungspolynom fiir ¢ fiihrt; uns ging es aber in erster Linie um
die Variationsmethode selbst und nicht darum, eine ganze Klasse expliziter Losungen
aufzuzeigen. Weitere Beispiele bringen wir in den Aufgaben am Ende dieses Kapitels
und spéterer Kapitel.
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1.13 Relaxationsmethode zur Losung
zweidimensionaler Probleme der Elektrostatik

Die Relaxationsmethode (gelegentlich auch ,,iterative Methode finiter Differenzen
genannt) ist ein iteratives Verfahren zur Loésung der Laplace’schen oder Pois-
son’schen Gleichung in zwei Dimensionen. Wir stellen hier nur das Prinzip dieses
Verfahrens und seinen Zusammenhang mit der Variationsmethode dar. Zunichst
betrachten wir die Laplace’sche Gleichung bei Dirichlet’schen Randbedingungen
in einem zweidimensionalen Bereich S mit der Berandungskurve C. Wir denken
uns den Bereich S von einem quadratischen Gitter mit dem Gitterabstand 4 iiber-
zogen (und die Randkurve C angendhert durch eine Treppenkurve, die die Gitter-
stellen entlang C miteinander verbindet). Die Gitterstellen bezeichnen wir mit Paaren
ganzer Zahlen (i, j), die hier die Rolle der unabhingigen Variablen spielen. Die ab-
hingigen Variablen sind die Versuchswerte w(i. /) fiir das Potential an jeder Git-
terstelle. Die Potentialwerte an den Randstellen seien vorgegeben.

* X
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Abb.1.10 VergroBerung eines Teilbereichs der Fliche S, tiber die das Funktionalintegral zu
erstrecken ist (schattierte Flache). Die Versuchswerte fiir das Potential an den Nachbarstellen
sind mit yy, Ys, Po und 1y, bezeichnet, wiahrend y,, der Wert des Potentials im Mittelpunkt
des Teilbereichs ist. (b) Eines der moglichen Iterationsverfahren besteht darin, die Versuchs-
werte an den Gitterstellen (O) durch das Mittel der Werte an den benachbarten Stellen (x)
Zu ersetzen.

Um den Zusammenhang mit dem Variationsverfahren herzustellen und ein Ite-
rationsschema zu konstruieren, denken wir uns das Funktionalintegral I[y] liber
S, wie in Abb.1.10(a) angedeutet, als Summe iiber kleine Bereiche der Fliche A2
Wir betrachten die Versuchswerte fiir das Potential an benachbarten Punkten als
feste GroBen, wahrend der Wert im Mittelpunkt eines jeden Teilbereichs die Varia-
tionsgroBe darstellt, die es zu optimieren gilt. Der Gitterabstand soll so klein sein,
dass wir die Ableitungen zum Beispiel im ersten Quadranten, dem ,,Nord-Ost*-
Quadranten, approximieren kénnen durch

opy _ 1. . fépy _1
(ax)m) = h(wo Wo); (a}');\ro % (wx — o)
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und entsprechend in den anderen drei Quadranten. Das Funktionalintegral fiir den
,,Nord-Ost““~-Quadranten ergibt sich dann zu

B 1 h/2 hi2 aw 2 aw 2
fro = EL de dy[<57> " <5> }
1
~ 3 [(wo — 1PN)2 +(wo — WO)Z] (1.76)

Fir das Integral iiber den gesamten (schattierten) Teilbereich erhalten wir:

1
I~ Z[(‘Po — )2+ (o — o) + (Wo — w)* + (W — Yw)’] 1.77)

Durch Minimieren des Integrals beziiglich ¢, ergibt sich der Optimalwert

1
(W0)optimal = 2 Wy + o +vs+vw) (1.78)

Das Integral erreicht also sein Minimum, wenn y,, gleich dem Mittelwert der Werte
an den ,,Kreuz““-Punkten ist.?

Betrachten wir nun das gesamte Funktionalintegral, also die Summe der Integrale
samtlicher Teilbereiche. Wir beginnen mit geschatzten Naherungswerten fiir die
(i, j) und bestimmen das Integral I [y] in erster Ndherung durch die Summe von
Ausdriicken der Form (1.77). Dann ersetzen wir, iiber das ganze Gitter hinweg, die
Hilfte der Werte, die zu den in Abb.1.10(b) durch einen Kreis markierten Stellen
gehoren, durch das Mittel der Werte an den benachbarten ,,Kreuz*-Punkten. Der
neue Satz von Versuchswerten y (i, j) bringt I [] dem gesuchten Minimum und damit
der exakten Losung ndher als die urspriinglichen Werte. Tatsichlich braucht man
die Mittelwertbildung nicht auf die Hailfte der Gitterpunkte einzuschranken; dies
geschah hier nur, um die in Abb.1.10(a) angedeutete Prozedur einfach zu wieder-
holen.

Es lassen sich viele Verbesserungen vornehmen. Entscheidend ist dabei die Art
der Mittelwertbildung. Anstelle der ,,Kreuz*‘-Werte hdtten wir auch die ,,Eck‘‘-Werte
des groBen Quadrats in Abb.1.10(a) mitteln kénnen oder auch eine gewichtete
Linearkombination aus beiden Mittelwerten bilden konnen. Ein spezielles gewich-
tetes Mittel fiir eine Funktion F(x, y) ist das Folgende (vgl. Ubg. 1.22):

4 1
(CF)») = 2 F+ 5P (1.79)
mit dem ,, Kreuz*- bzw. ,,Quadrat‘‘-Mittel

CFGx, ) = g IFG 4 by 3) 4+ Fx, y 4+ )
+ F(x —h,y)+ F(x,y — h)] (1.80a)

& Die Formel (1.78) heiBt auch Fiinf-Punkte-Formel, weil sie die Potentiale an den fiinf Punkten
der Abb.1.10(a) miteinander verkniipft. Den mathematischen Hintergrund der Formel (1.78)
und auch der Formel (1.79) bilden die Mittelwertsdtze der Potentialtheorie. Vgl. hierzu das Buch
von Lehner (Kap. 8) (Anm. des Ubersetzers).
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und
CF(x,y)o = j—‘[F(x+h,y+h)+F(x+h,y—h)
+F(x—hy+h)+F(x—hy—h) (1.80b)

Falls F(x, y) hinreichend oft differenzierbar ist, lasst sich durch Taylor-Entwicklung
zeigen, dass das gewichtete Mittel (1.79) zu

1

51V (V2F) + 0 () (1.81)

(CF( 90> = (5 )) + 1 IVF+
fiihrt. Hierbei sind die Laplace-Operatoren, angewandt auf F, auszuwerten an der
Stelle (x, y). Wenn die Funktion F(x, y) eine Lésung der Laplace’schen Gleichung
ist, liefert das gewichtete Mittel der Werte an den acht benachbarten Gitterstellen
nach (1.79) den Wert von F im Mittelpunkt, und zwar bis auf Korrekturen der
GroBenordnung 4°. Ein besseres Iterationsverfahren verwendet anstelle von (1.78),
was zu (1.80a) dquivalent ist, y,.,(i, ) = <{w({,j)>> + O(K®). Fir das ,Kreuz*-
oder das ,,Quadrat*“-Mittel belduft sich der Fehler jeweils auf O (4*). Dem Gewinn
an Genauigkeit bei Verwendung von {({y)) steht ein verdoppelter Rechenaufwand
an jeder Gitterstelle gegeniiber; fiir gleiche Genauigkeit bendtigt man jedoch we-
sentlich weniger Gitterpunkte: ((N>> = O({(N»?'?), wobei ({N)> die Zahl der Git-
terstellen ist, die fiir {({p>)> gebraucht werden, wihrend {N) die Anzahl der Git-
terstellen bei ,,Kreuz‘‘- oder ,,Quadrat““-Mittelung bezeichnet.

Bei Rechnungen mit der Poisson’schen Gleichung V?y = — g hat (1.81) einen
weiteren Vorteil. Die Terme der Ordnung 4% und A* lassen sich unmittelbar durch
die gegebene Ladungsdichte bzw. durch die einfachste Niherung fiir den auf sie
angewandten Laplace-Operator ausdriicken. Der neue Wert der Versuchsfunktion
am Gitterpunkt (i, j) ergibt sich zu

2 2

h h
Wrew(,7) = K0 (G)) + 5 8GN + 586Dk + O(h°) (1.82)

wobei {g)y das ,,Kreuz*“-Mittel von g gemal (1.80a) bedeutet.

Die iterative numerische Losung der zweidimensionalen Laplace’schen oder Pois-
son’schen Gleichung bei Dirichlet’schen Randbedingungen erfordert grundsitzlich
folgende Schritte:

1. Man wihlt einen Gitterabstand 4 und bezeichnet die Gitterstellen — einschlieBlich
derjenigen auf der Randkurve — nach Belieben [hier (7, j)].

2. Die Werte des Potentials an den Randstellen werden in eine Tabelle eingetragen,.
die auch die anderen Potentialwerte enthélt (vgl. Schritt 3).

3. Die Werte des Potentials an den inneren Gitterpunkten — wir bezeichnen sie mit
@, (i,j) — werden geschitzt. Am einfachsten ist es, fiir alle Punkte denselben
Wert zu wahlen. Diese Werte werden ebenfalls in die Tabelle eingetragen, und
zwar in einer Spalte ,,Startwerte*.

4. Im ersten Iterationsschritt werden die Gitterpunkte systematisch, eine nach der
anderen, durchlaufen und nach (1.79) oder nach einer der Formeln (1.80) die
{®(4,))>> berechnet. Diese Werte [oder, im Fall der Poisson’schen Gleichung,
die nach (1.82) berechneten Werte] werden als ®,.,(, ) in eine Tabelle ,,neuer*
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Potentialwerte an jedem Gitterpunkt eingetragen. Man beachte, dass die Gitter-
punkte in der Ndhe der Randkurve von den gegebenen Randwerten profitieren,
sodass ihre {(®))-Werte tendenziell sofort ndher an den endgiiltigen Werten lie-
gen, als es bei den inneren Punkten der Fall ist. Mit jedem Iterationsschritt breitet
sich die Genauigkeit vom Rand her ins Innere weiter aus.

5. Wenn alle Gitterstellen bearbeitet sind, werden die Werte @, (i, /) durch einen
Satzneuer Werte @, (i, j) ersetzt und der nichste Iterationsschritt kann beginnen.

6. Die Iteration wird fortgesetzt, bis der gewiinschte Genauigkeitsgrad erreicht ist
— also bis zum Beispiel die Differenz zwischen alten und neuen Werten an jeder
Stelle im Innern dem Betrag nach kleiner als eine vorgegebene kleine Zahl ist.

Die hier beschricbene Verfahrensweise trdgt den Namen Jacobi-Iteration. Man
braucht fiir die Werte an den Gitterstellen pro Iterationsschritt zwei Potential-
tabellen. Eine einfache Anderung fiihrt zu einem verbesserten Schema, der Gaup-
Seidel-Iteration: man ersetzt ®,, (i, j) durch ®,,,(i, j), sobald dieser neue Wert be-
rechnet ist. Damit profitiert man noch wihrend des Iterationsschrittes von den ver-
besserten Werten. {({®>> wird sich an jedem Gitterpunkt, je nach dem gewihlten
Weg lber das Gitter, typischerweise je zur Hélfte aus alten und aus neuen Werten
zusammensetzen. Es gibt viele andere Verbesserungsmoglichkeiten. Sie werden z. B.
beschrieben in dem Buch von Press et al. (,,Numerical Recipes*‘) oder in der am
Ende dieses Kapitels angegebenen Literatur. Die Relaxationsmethode lédsst sich
auch, wie in Abschnitt 5.14 kurz skizziert, zur Berechnung magnetischer Felder
verwenden.

Literaturhinweise

Eine mathematisch einfache, aber strenge Behandlung der Delta-Funktion enthalten die Bii-
cher von

— Lighthill

— Dennery und Kryzwicki.

Die funktionalanalytischen Aspekte der Delta-Funktion behandeln z.B.

— *Schwartz

— *Constantinescu.

Fiir das Studium partieller Differentialgleichungen mit verschiedenen Randbedingungen emp-
fehlen wir

Courant und Hilbert, Bd. II, Kap. III-VI

— Morse und Feshbach, Kap. 6

*Smirnow, Teil II

Sommerfeld, Partielle Differentialgleichungen der Physik

— *Tychonov und Samarski.

Die allgemeine Theorie Green’scher Funktionen wird eingehend behandelt bei
— Friedman, Kap. 3
— Morse und Feshbach, Kap. 7.

Ausfiihrlichere Darstellungen der allgemeinen Theorie der Elektrostatik enthalten die meisten
ilteren Lehrbiicher. Erwdhnenswert unter ihnen sind

— Maxwell, Bd. 1, Kap.II und IV

— Jeans, Kap.II, VI und VII
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— Kellogg.

Von den neueren Lehrbiichern, die die allgemeine Theorie der Elektrostatik behandeln, seien
erwahnt

— *Simonyi, Kap.1 und 2

— Stratton, Kap. III und Teile von Kap. II.

Leser, die sich fiir Variationsverfahren zur Lésung elektromagnetischer Probleme interessieren,
verweisen wir auf

— Cairo und Kahan

- Collin, Kap. 4

— *Lehner, Kap. 8

— Sadiku, Kap. 4

und insbesondere auf

— Polya und Szegé

fiir elegante und leistungsfihige mathematische Verfahren.

Klassische Literaturangaben zu Relaxationsmethoden sind die beiden Biicher von R. V. South-
well:

~ Relaxation Methods in Engineering Science. Oxford: Oxford University Press 1940.

— Relaxation Methods in Theoretical Physics. Oxford: Oxford University Press 1946.
Physiker werden eher zu dem zweiten Buch tendieren, aber auch das erste enthdlt sehr viel
Grundlegendes. Moderne Abhandlungen zu Relaxations- und anderen numerischen Metho-
den sind die von

~ Sadiku

— Zhou.

Ubungen

1.1 Mithilfe des GauB’schen Gesetzes [und eventuell der Gl. (1.21)] beweise man:

(a) Jeder auf einen Leiter gebrachte Ladungsiiberschuss verteilt sich vollstindig auf dessen
Oberflache. (Ein Leiter enthilt definitionsgemiB Ladungen, die sich unter Wirkung eines an-
gelegten elektrischen Feldes frei bewegen konnen.)

(b) Ein geschlossener, hohler Leiter schirmt seir'l. Inneres gegen Felder ab, die von Ladungen
auBerhalb des Leiters herriihren, nicht aber sein AuBeres gegen Felder von Ladungen in seinem
Innern.

(¢) Das elektrische Feld an der Oberfliche eines Leiters steht senkrecht auf ihr und hat den
Betrag g/€,, wenn ¢ die Ladungsdichte pro Flicheneinheit ist.

1.2 Die Dirac’sche Delta-Funktion in drei Dimensionen kann, nach Abschnitt 2 dieses Ka-
pitels, durch die Folge der GauB-Funktionen

D(n;x,y,z) = nlexp[—nn?(x2 4+ y2+2?)] fir no o

realisiert werden. Man betrachte ein allgemeines orthogonales Koordinatensystem, das durch
die Flichen u = const., v = const. und w = const. und durch die zueinander orthogonalen
Linienelemente du/U, dv/V und dw/W gekennzeichnet ist. Unter Verwendung des an obigen
GauB-Funktionen vorzunehmenden Grenzprozesses zeige man, dass

d(x—x)=6(u—u)o(w—v)Yo(w—w) UVW

Man beachte, dass man in der Grenze n — co im Exponenten nur infinitesimal kleine Abstdnde
zwischen zwei Punkten zu betrachten braucht.
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1.3 Mithilfe der Dirac’schen Delta-Funktion in geeigneten Koordinaten driicke man die
folgenden Ladungsverteilungen als rdumliche Ladungsdichten p(x) aus.

(a) Eine iiber eine Kugelschale vom Radius R gleichmiBig verteilte Ladung Q in Kugelkoor-
dinaten.

(b) Eine iiber die Oberfliche eines Zylinders vom Radius b verteilte Ladung A (pro Lingen-
einheit) in Zylinderkoordinaten.

(c) Die tiber eine flache, infinitesimal diinne Kreisscheibe vom Radius R gleichmiBig verteilte
Ladung Q in Zylinderkoordinaten.

(d) Das gleiche wie in (c), jedoch unter Verwendung von Kugelkoordinaten.

1.4 Gegeben seien drei geladene Kugeln vom Radius a mit der jeweiligen Gesamtladung
Q. Die erste von ihnen sei leitend, die zweite enthalte eine iiber ihr Volumen homogen verteilte
Ladungsdichte und die dritte eine kugelsymmetrische Ladungsdichte, die in radialer Richtung
wie r” (n > —3) variiert. Mithilfe des Gaul3’schen Gesetzes bestimme man die elektrischen
Felder innerhalb und auBlerhalb dieser Kugeln. Ferner skizziere man die Radialabhingigkeit
der Felder fiir die ersten beiden Kugeln und fiir die dritte im Falle von n = —2, 4+ 2.

1.5 Das Potential eines neutralen Wasserstoffatoms ist im zeitlichen Mittel durch

qg e« ar
D= 1+—
4ne, r < + 2)

gegeben, wobei g der Betrag der Elektronenladung und o~ ! = a,/2 der durch 2 dividierte
Bohr’sche Radius ist. Man bestimme die (kontinuierliche wie auch diskrete) Ladungsvertei-
lung, die dieses Potential erzeugt, und interpretiere das Ergebnis physikalisch.

1.6 Ein einfacher Kondensator besteht aus zwei zueinander parallelen Leitern, die durch
einen Isolator voneinander getrennt sind. Bringt man auf die Leiter entgegengesetzt gleiche
Ladungen, so stellt sich zwischen den Leitern eine bestimmte Potentialdifferenz ein. Der Quo-
tient aus dem Betrag der Ladung auf dem einen Leiter und dem Betrag der Potentialdifferenz
wird Kapazitit genannt (und bei Verwendung von SI-Einheiten in Farad gemessen). Mithilfe
des Gaufl’schen Gesetzes berechne man die Kapazitit

(a) von zwei groBen leitenden Platten der Fliche 4, die durch einen kleinen Abstand d von-
einander getrennt sind;

(b) von zwei konzentrischen leitenden Kugeln mit den Radien a, b (b > a);

(c) von zwei konzentrischen leitenden Zylindern der Linge L, die im Vergleich zu den Zy-
linderradien a bzw. b (b > a) groB sei.

(d) Welchen inneren Durchmesser hat der duBlere Leiter eines lufterfiillten Koaxialkabels,

dessen Innenleiter ein kreiszylindrischer Draht von 1 mm Durchmesser mit der Kapazitit
3x 107" F/m bzw. 3 x 10”12 F/m ist?

1.7 Zweilange, kreiszylindrische Leiter mit den Radien a, bzw. a, seien parallel im Abstand
d zueinander angeordnet. Der genannte Abstand zwischen den Dréhten sei im Vergleich zu
ihren beiden Radien groB. Man zeige, dass die Kapazitit dieses Systems ndherungsweise durch

d -1
C:n60<ln—)
a

gegeben ist, wenn a das geometrische Mittel der beiden Radien ist.

Welchen Durchmesser (in mm) miissen zwei Driahte haben, um aus ihnen eine Doppelleitung
der Kapazitit 1,2 x 10~ F/m herstellen zu kdnnen, wenn der Abstand der Drihte 0,5 cm
(1,5cm, 5,0cm) betragen soll?
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1.8 (a) Fir die drei in Ubg. 1.6 beschriebenen Kondensatoren berechne man die gesamte
elektrostatische Energie und driicke sie alternativ durch die auf den Leitern sitzenden La-
dungen Q bzw. —Q aus und durch die zwischen ihnen herrschende Potentialdifferenz.

(b) Man skizziere die Energiedichte des elektrostatischen Feldes als Funktion einer jeweils
geeigneten Abstandskoordinate.

1.9 Man berechne die anziechende Kraft zw_i_schen den Leitern eines Plattenkondensators
(Ubg. 1.6a) und eines Zylinderkondensators (Ubg. 1.7), wenn

(a) die Ladungen auf den Leitern festgehalten werden;
(b) die Potentialdifferenz zwischen den Leitern festgehalten wird.

1.10 Man beweise den folgenden Mittelwertsatz der Potentialtheorie:
Im ladungsfreien Raum ist der Wert des elektrostatischen Potentials an jedem Punkt gleich
dem Mittelwert des Potentials auf der Oberfliche einer beliebigen Kugel um diesen Punkt.

1.11 Unter Verwendung des GauB’schen Gesetzes zeige man, dass auf der Oberfliche eines
gekriimmten, geladenen Leiters die Ableitung des elektrischen Feldes in Normalenrichtung durch

1 0E 1 + 1
Edn~ \R, R,
gegeben ist, wenn R, und R, die Hauptkriimmungsradien der Leiteroberflache sind.

1.12 Man beweise den Green’'schen Reziprozitdtssatz: Ist ® das Potential, das von einer
Raumladungsdichte p innerhalb eines Volumens ¥ und von einer Flichenladungsdichte o
auf der das Volumen V begrenzenden Fliche S herriihrt, und bedeutet @' ein anderes, aus
den Ladungsverteilungen p’ und ¢’ resultierendes Potential, dann gilt:

J p®'d3x + J o®'da= J p'®d3x +-[ o'®da
v s v s

1.13 Zwei unendlich ausgedehnte und zueinander parallele, leitende Ebenen seien durch
den Abstand d voneinander getrennt. Zwischen ihnen befinde sich eine Punktladung g. Mithilfe
des Green’schen Reziprozititssatzes zeige man, dass die Ladung, die auf einer der beiden
Ebenen insgesamt induziert wird, gleich —g ist, multipliziert mit dem Bruchteil von 4, um
den die Punktladung von der anderen Ebene entfernt ist.

Hinweis: Zum Vergleich wahle man ein elektrostatisches Problem mit denselben Fldchen,
wobei aber die Ladungsdichte und das Potential auf einer der beiden Flidchen be-
kannt und einfach sind.

1.14 Man betrachte die in Abschnitt 1.10 eingefilhrten Green’schen Funktionen der Elekt-
rostatik fiir Dirichlets’che oder Neumann’sche Randbedingungen auf der Begrenzungsfliche
S des Volumens V. Auf diese Funktionen wende man den Green’schen Satz (1.35) an, und
zwar mit y als Integrationsvariable und den Funktionen ¢ = G(x,y) und v = G(x',y), wobei
die Gleichung

ViG(z,y) = —4nd(y —z)
zu beachten ist. Die Differenz G(x,y) — G(x', y) driicke man durch ein Integral iiber die Be-

grenzungsfliche S aus.

(a) Fiir Dirichlet’sche Randbedingungen des Potentials, zusammen mit der zugehérigen Rand-
bedingung der Green’schen Funktion, zeige man, dass Gp(x, X’) symmetrisch in x und x’ sein
muss.
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(b) Fiir Neumann’sche Randbedingungen benutze man die Randbedingung (1.45) fir Gy, (x, x'),
um zu zeigen, dass Gy (x, x) selbst im Allgemeinen nicht symmetrisch in x und x’ ist, wihrend
die Differenz G (x, x') — F(x) tatsdchlich symmetrisch ist, wenn F(x) definiert ist durch

A0 = 5 § Gulxn)da,

(c) Ferner zeige man, dass die Addition von — F(x) zur Green’schen Funktion das Potential
®(x) nicht dndert. Vgl. hierzu die Ubg.3.26, in der ein Beispiel fiir eine Neumann’sche
Green’sche Funktion behandelt wird.

1.15 Man beweise den folgenden Thomson’schen Satz:

Hilt man mehrere Fliachen mit jeweils vorgegebener Gesamtladung im Raum fest, so nimmt
die elektrostatische Energie in dem von den Flichen begrenzten Gebiet ein absolutes Minimum
an, wenn die Ladungen so verteilt sind, dass jede der Flichen — wie im Falle von Leitern —
eine Aquipotentialfliche bildet.

1.16 Man beweise folgenden Satz:

Hilt man mehrere leitende Flachen mit jeweils vorgegebener Gesamtladung im Raum fest,
so erniedrigt sich bei Einbringen eines ungeladenen, isolierten Leiters in das von den Fliachen
begrenzte Gebiet die elektrostatische Energie.

1.17 Ein Volumen V im Vakuum werde von einer Fliche S begrenzt, die aus mehreren,
getrennten leitenden Teilflichen S; bestehe. Einer der Leiter werde auf dem Einheitspotential
gehalten, wihrend alle anderen Leiter auf dem Potential Null liegen.

(a) Man zeige, dass die Kapazitit des einen Leiters gegeben ist durch
C= EO,( VD2 d3x
14

wobei ®(x) die Losung fiir das Potential ist.
(b) Man zeige, dass die tatsdchliche Kapazitit C stets durch die GroBe

CI¥] = ¢, L|V\y|2d3x

nach oben beschrinkt ist, wenn W eine beliebige Versuchsfunktion darstellt, die den Rand-
bedingungen auf den Leitern geniigt. Dieses Variationsverfahren liefert also eine obere Schran-
ke fiir die Kapazitit.

1.18 Man betrachte die Leiteranordnung aus Ubg. 1.17, wenn alle Leiter, mit Ausnahme
der Fliche S,, auf dem Potential Null gehalten werden.

(a) Man zeige, dass das Potential ®(x) an einem beliebigen Punkt innerhalb des Volumens
V und auf jeder der Flachen S; in der Form

(D =

) 4re,

geschrieben werden kann, wenn o, (x') die Fldchenladungsdichte auf S, bedeutet und G(x, x")

die Green’sche Funktion fiir das Potential einer Punktladung bei Anwesenheit sdmtlicher,

auf dem Potential Null gehaltener Flichen (aber bei Abwesenheit von S,) ist. Ferner zeige
man, dass die elektrostatische Energie gegeben ist durch

1
8me,

§ o,(x")G(x,x")da’
S

§ da§ da' o, (x) G(x,x) 0,(X)
S Sy
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wobei die Integrale nur iiber die Fliche S; zu erstrecken sind.
(b) Man zeige, dass das Funktional

§ da ﬁ da' o (x) G(x,x) o (x)
C—l[o.]: Sy 1

4ne, |:§ a(x) da:l2
Sy

mit einer beliebigen, auf §, definierten, integrablen Funktion o(x) stationdr gegen kleine
Anderungen von o ist, die den Betrag der Differenz zwischen ¢ und o, vergroBern. Mithilfe
des Thomson’schen Satzes weise man schlieBlich nach, dass das Reziproke von C~![g] eine
untere Schranke fiir die tatsdchliche Kapazitit des Leiters S, liefert.

1.19 Fiir den in Ubg. 1.6(c) beschriebenen Zylinderkondensator bestimme man, entspre-
chend Ubg. 1.17(b), durch Variation die obere Schranke fiir die Kapazitit, und zwar unter
Zugrundelegung der Versuchsfunktion W, (p) = (b — p)/(b — a). Das Variationsergebnis ver-
gleiche man mit dem exakten Ergebnis fiir b/a = 1,5; 2; 3 und erklére den Trend der erhaltenen
Ergebnisse aus der funktionalen Abhidngigkeit von ¥,. Eine verbesserte Versuchsfunktion
wird bei Collin, S.275-277 diskutiert.

1.20 Firdie Abschdtzung der Kapazitit einer gegebenen Leiteranordnung ist es oft niitzlich,
sie mit bekannten Kapazititen zu vergleichen. Man betrachte z.B. zwei Anordnungen von
n Leitern, von denen n —1 Leiter, die alle auf dem Potential Null gehalten werden, gleich
sind, widhrend sich der eine Leiter, dessen Kapazitit bestimmt werden soll, von den anderen
unterscheidet. Speziell habe der Leiter in der einen Anordnung eine geschlossene Oberfliche
S, und in der anderen eine Oberfliche Si, die vollkommen im Innern von S, liege.

(a) l'J'nter Verwendung des Extremalprinzips aus Abschnitt 1.12 und des Variationsverfahrens
aus Ubg. 1.17 zeige man, dass die Kapazitit C’ des Leiters mit der Oberfliche S} nicht groBer
ist als die Kapazitdt C des Leiters mit der S; umschlieBenden Oberfliche S,.

(b) Man bestimme obere und untere Schranken fiir die Kapazitit eines leitenden Wiirfels mit
der Kantenlidnge a und vergleiche die erhaltenen Ergebnisse und ihren Mittelwert mit dem
numerischen Wert C ~ 0,655(4 ze,a).

(c) Um wieviel wird sich die Kapazitit pro Lingeneinheit in dem Zwei-Drihte-System aus
Ubg. 1.7 schitzungsweise dndern (wird sie groBer oder kleiner?), wenn man einen der Drihte
durch einen anderen mit quadratischem Querschnitt ersetzt, wobei die Kantenlinge des Quad-
rats gleich dem Durchmesser des anderen Drahtes sei?

1.21 Man betrachte das folgende zweidimensionale Potentialproblem: Gegeben sei eine
quadratische Einheitsfliche (0 < x <1, 0 < y < 1), die begrenzt wird von ,,Flichen* (in z-
Richtung), die auf dem Potential Null gehalten werden. Das Quadrat sei gleichméBig mit
der Ladungsdichte Eins (pro Lingeneinheit in z-Richtung) belegt. Zu untersuchen ist das
Potential an einem beliebigen Punkt innerhalb des Quadrats.

(a) Man wende das Variattonsprinzip (1.63) fiir die Poisson’sche Gleichung an und gehe von
der ,,Variations‘‘-Versuchsfunktion ¥(x,y) = 4-x(1 — x)- y(1 — y), um den besten Wert fiir
die Konstante 4 zu bestimmen. (In dem Begriff ,,Variations*-Versuchsfunktion wurden hier
Anfilihrungszeichen gesetzt, weil aufler dem Gesamtfaktor 4 kein verdnderlicher Parameter
auftritt.)

(b) Die exakte Lésung des Problems (wenn auch nur in Form einer Reihe) lautet:

16 2 sin[2m+ 1)7x] {1_cosh[2m+1)n(y—%)]}

dree®®mN =5 X oy cosh[(2m + 1) /2]
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(vgl. Ubg.2.15 und 2.16). Fiir y = 0,25 und y = 0,5 stelle man das Ergebnis als Funktion
von x dar und vergleiche die einfache Variationsldsung aus Teil (a) mit der exakten Losung.

1.22 Bei zweidimensionalen Relaxationsrechnungen benutzt man im Allgemeinen ein aus
Quadraten bestehendes Gitter mit dem Gitterabstand bzw. der Seitenlinge Ax = Ay = Aund
bezeichnet die Schnittpunkte der Lings- und Querseiten mit (i, j), wobei i und j ganze Zahlen
sind; die Koordinaten sind dann x; = ik + x,, y; = jh + y,. Der Potentialwert im Schnitt-
oder Kreuzungspunkt (i, j) kann durch den Mittelwert der Potentialwerte an den benachbarten
Seiten angendhert werden (unter Ausnutzung des diesbeziiglichen Satzes fiir harmonische
Funktionen). Doch welcher Mittelwert ist der geeignetste?

(a) Wenn F(x, y) eine im Ursprung hinreichend oft differenzierbare, aber nicht notwendiger-
weise harmonische Funktion ist, so zeige man durch explizite Taylor-Entwicklung, dass die
,,Kreuz‘“-Summe

Sy = F(h, 0) + F(0, k) + F(—h, 0) + F(0, — k)

sich ausdriicken ldsst als
4

h
SK = 4F(0’ O) + h2V2F+ E(Fxxxx + Fyyyy) + 0(h6)

(b) In dhnlicher Weise zeige man, dass die ,,Quadrat*-Summe
So=F(h,h)+ F(—h,h)+ F(—h,—h)+ F(h, —h)

sich ausdriicken ldsst in der Form
4 h*
So=4F(©,0)+ 2h?V3F — ?(F,x,,x +F,) + 7V2 (VEF) + O(h%)

Dabei ist F,,,, die vierte partielle Ableitung von F nach x an der Stelle x =0, y = 0, usw.
Falls V2F = 0 ist, liefern die Mittelwerte Sx/4 und S,/4 jeweils den Wert von F(0,0), und
zwar korrekt bis hin zur Ordnung 43. Ein ,,verbessertes** Mittel erhiilt man mit

1 1
CFO,00) =75 [SK + ZSQ]

wobei

4
((F(0,0)>> = F(0,0) + %h2V2F+ Z—OVZ(VZF) + O(h%)

ist. Falls wiederum V2F = 0 gilt, ergibt {{F(0, 0)>) ebenfalls den Wert von F(0, 0), jetzt aber
bis hin zur Ordnung #*. Im Falle der Poisson’schen Gleichung erreicht man dieselbe Ge-
nauigkeit, wenn man die Ladungsdichte und den auf sie angewandten Laplace’schen Operator
niedrigster Ordnung einsetzt.

1.23  Gegeben sei folgende Doppelleitung: Ihr duBerer Leiter bestehe aus einem langen,
geraden Hohlzylinder quadratischer Querschnittsfliche und in ihm befinde sich ein weiterer
Leiter mit ebenfalls quadratischer Querschnittsfliche, die ein Viertel des Hohlraumquer-
schnitts ausmacht. Der innere Leiter sei symmetrisch zam Mittelpunkt der Querschnittsfliche
des duBeren Leiters angeordnet — und zwar so, dass seine Begrenzungsflichen parallel zu den
Winden des Hohlraums verlaufen. Wenn die beiden Leiter auf verschiedenen Potentialen
liegen, weisen Potential und elektrisches Feld im Zwischenraum eine achtfache Symmetrie
auf. Einen Teil der Querschnittsfliche zeigt die untere Abbildung. Die hohe Effizienz der
Relaxationsmethode bei der Bestimmung der Eigenschaften der beschriebenen Doppelleitung
zeigen die folgenden sehr einfach durchzufiihrenden Rechnungen.
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(a) Man benutze allein die in der Abbildung gezeigten vier inneren Punkte und schreibe fiir
jeden Punkt die Relaxationsgleichung fiir das ,,Kreuz*- und das ,,verbesserte* Mittel nieder
(vgl. Ubg. 1.22), wobei der innere Leiter auf dem Potential ® = 100V liege und fiir den duBeren
® = 0 gelte. Man bestimme aus beiden Mittelungsverfahren Naherungswerte des Potentials
in allen vier Punkten, und zwar entweder durch Iteration oder durch Lisen der zugehorigen
linearen Gleichungssysteme.

(b) Mithilfe der Ergebnisse aus Teil (a) gebe man eine moglichst gute Abschitzung (oder
Abschitzungen) fiir die auf die Langeneinheit bezogene Kapazitit der Doppelleitung an.

(c) man wiederhole die Relaxationsberechnungen mit halbiertem Gitterabstand (21 innere
Punkte) und vergleiche die Ergebnisse mit den vorhergehenden.

Losung: ®, = 48,87V, ©,=47,18V, &, =3834V, &, =1981V und C=10,23¢,F/m
(Ergebnis einer genauen numerischen Berechnung).

1.24 Man 16se die zweidimensionale Poisson’sche Gleichung fiir das Problem aus Ubg. 1.21
— Einheitsquadrat mit auf dem Rand verschwindendem Potential und der Ladungsdichte Eins
im Inneren — unter Verwendung der Relaxationsmethode. Fiir 4 wihle man / = 0,25, sodass
neun innere Gitterstellen existieren. Unter Ausnutzung der Symmetrie reduziere man die An-
zahl der bendétigten Stellen auf nur drei, ndmlich (0,25;0,25), (0,5;0,25) und (0,5;0,5). Mit
so wenigen Gitterstellen lassen sich die Iterationen mit Schreibblock und Taschenrechner
durchfiihren.

(a) Man verwende den ,,verbesserten‘ Mittelwert aus Ubg. 1.22 und das einfache (Jakobische)
Iterationsverfahren. Man beginne mit 4n€,® = 1,0 an allen inneren Gitterstellen. Es sind
mindestens sechs, besser jedoch acht oder zehn Iterationen durchzufiihren.

(b) Man wiederhole die Iteration mit den gleichen Anfangswerten, aber unter Verwendung
des GauB-Seidel-Verfahrens.

(¢) Die beiden Ergebnisreihen jeder Iteration trage man als Funktion der durchgefiihrten
Iterationsschritte auf und vergleiche sie mit den genauen Werten, ndmlich 4 n¢€,®(0,25;0,25)
= 0,5691, 4ne,(0,5;0,25) = 0,7205, 4 ne,®(0,5;0,5) = 0,9258. Die Konvergenzgeschwin-
digkeit und die Endgenauigkeit sind zu kommentieren.
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In vielen Problemen der Elektrostatik treten Randflichen auf, auf denen entweder
das Potential oder die Flachenladungsdichte vorgegeben ist. Die formale Losung
solcher Probleme hatten wir, unter Verwendung der Methode der Green’schen Funk-
tion, bereits in Kap.1.10 angegeben. In der Praxis (und zwar selbst dann, wenn
man sie stark idealisiert) ist das Auffinden der richtigen Green’schen Funktion nicht
immer einfach. Man hat daher fiir elektrostatische Randwertprobleme eine Reihe
von Losungsmethoden entwickelt, von denen einige nur entfernt mit der Methode
der Green’schen Funktion zusammenhingen. Drei dieser Verfahren sollen Gegen-
stand dieses Kapitels sein: (1) die Methode der Spiegelladungen, (2) die Entwicklung
nach orthogonalen Funktionen, die direkt iiber die Differentialgleichung des betref-
fenden Problems verlduft und nur wenig mit der Green’schen Funktion zu tun hat,
und (3) die Methode finiter Elemente (kurz ,,FEM* genannt), eine duBerst wichtige
Methode der numerischen Mathematik. Ein nicht ganz unbedeutendes Gebiet lassen
wir hier aus, ndmlich die funktionentheoretischen Verfahren zur Behandlung zwei-
dimensionaler Probleme, einschlieBlich der konformen Abbildung. Diese Verfahren
sind zwar von grofler Bedeutung, doch iibergehen wir sie hier aus Platzgriinden
und auch deswegen, weil dieses Gebiet in vielen anderen Biichern ausfiihrlich be-
handelt wird. Dem interessierten Leser empfehlen wir die am Ende dieses Kapitels
zitierten Biicher.

2.1 Methode der Spiegelladungen

Die Methode der Spiegelladungen benutzt man zur Losung von Problemen, bei
denen sich eine oder mehrere Punktladungen in der Nihe von Randflichen befin-
den, z.B. gegeniiber Leitern, die geerdet sind oder auf festem Potential gehalten
werden. Unter giinstigen Bedingungen ldsst sich aus der gegebenen Geometrie darauf
schlieBen, dass eine kleine Anzahl von Ladungen, die aulerhalb des interessierenden
Gebiets geeignet plaziert werden und die geeignete Stirke haben, die geforderten
Randbedingungen simulieren kénnen. Diese Ladungen nennt man Spiegelladungen
(oder auch Bildladungen), und die Ersetzung des tatsichlichen Randwertproblems
durch ein dquivalentes Problem mit einem erweiterten Gebiet mit Spiegelladungen,
aber ohne Randflichen heiBBt Methode der Spiegelladungen. Diese Spiegelladungen
miissen auBerhalb des interessierenden Gebietes liegen, da ihre Potentiale innerhalb
von ihm der Laplace’schen Gleichung geniigen miissen; das ,,partikuldre Integral*
(d.h. die Lésung der Poisson’schen Gleichung) erhdlt man durch Addition der Po-
tentiale sowohl der urspriinglichen Ladungen wie der Spiegelladungen.
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Abb.2.1 Losung nach der Methode der
Spiegelladungen. Links das urspriingliche
Potentialproblem, rechts das &dquivalente
Problem mit der Spiegelladung.

Ein einfaches Beispiel hierfiir ist eine Punktladung gegeniiber einer unendlich aus-
gedehnten, leitenden Ebene, die sich auf dem Potential Null befindet (vgl. Abb. 2.1).
Es ist klar, dass dieses Problem dquivalent ist zu dem der urspriinglichen Ladung
mit einer zusitzlichen, entgegengesetzt gleichen Ladung am Spiegelpunkt hinter der
leitenden Ebene.

2.2 Punktladung gegenuber einer geerdeten,
leitenden Kugel

Zur Ilustration der Methode der Spiegelladungen betrachten wir das in Abb. 2.2
skizzierte Problem einer Punktladung ¢ mit dem Abstand |y| vom Koordinatenur-
sprung, der Mittelpunkt einer geerdeten, leitenden Kugel vom Radius a sei. Wir
suchen das Potential ®(x), das der Bedingung ®(|x| = a) = 0 geniigt. Aus Sym-
metriegriinden ist klar, dass die Spiegelladung ¢’ (sofern tatsdchlich nur eine einzige
Spiegelladung erforderlich ist) auf der Verbindungslinie zwischen dem Ursprung
und der Ladung ¢ liegen muss. Befindet sich die Ladung auflerhalb der Kugel, dann
liegt der Ortsvektory’ der Spiegelladunginnerhalb der Kugel. Das von den Ladungen
g und ¢’ erzeugte Potential ist

q/dne, q'/Ane,

d(x) = : 2.1)

x—y|l [x—Y|

oP
X
y q

//

~~g /’tq.,’
y'/

Abb.2.2 Leitende Kugel vom Radius a mit
der Ladung ¢ und der Spiegelladung ¢’
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Wir miissen jetzt ¢’ und |y’ | so wihlen, dass dieses Potential bei | x| = a verschwindet.
Sind n und n’ Einheitsvektoren in Richtung von x bzw. y, so ist

q/dne, q'/Ane,
|xn—yn'|  |xn—yn’|

P (x) = (2.2)

Klammert man im ersten Term x und im zweiten Term y’ aus, so nimmt das Potential
bei x = a die Gestalt

O(x = a) = Vq/47t60 + q'/Ane,

(2.3)

!

an—Xn
a

an. Die Forderung @ (x = @) = 0 ist also fiir alle Werte von n - n’ erfiillt, wenn

9__49 y_a

- 7 —

a y a y
ist. Fiir den Betrag und die Lage der Spiegelladung ergibt sich daraus:

2
, a

g=-2q, y=2 24)
y y

Riickt also die Ladung ¢ néher an die Kugel heran, so wird die Spiegelladung dem

Betrag nach groBer und entfernt sich vom Mittelpunkt. Befindet sich ¢ unmittelbar

iiber der Oberfliche der Kugel, so nimmt die Spiegelladung den Wert — g an und

liegt direkt unterhalb der Kugeloberfliche.

Nachdem wir die Stirke und den geometrischen Ort der Spiegelladung bestimmt
haben, kehren wir nun zum urspriinglichen Problem einer Punktladung ¢ auBerhalb
einer geerdeten, leitenden Kugel wieder zurtick und untersuchen die verschiedenen
Effekte, die hierbei auftreten. Die auf der Kugeloberfliche induzierte Ladungsdichte
berechnet sich aus dem Wert der Normalenableitung von @ an der Oberfliche:

1 a
oD q (a 2
a=~e°6xx-a=—4na2<y><1+a2 59 cos )3/2 (2.5)
5 T4 b
y: Ty

Dabei ist y der Winkel zwischen x und y. Diese Ladungsdichte, gemessen in Einheiten
von — g/4na?, ist in Abb. 2.3 als Funktion von y aufgetragen, und zwar fiir zwei
Werte von y/a. Die Konzentration der Ladung in Richtung der Punktladung g ist
offensichtlich, insbesondere fiir y/a = 2. Durch Integration erkennt man, dass die
gesamte, auf der Kugeloberfliche induzierte Ladung gleich dem Betrag der Spie-
gelladung ist, wie es nach dem GauB’schen Gesetz auch sein muss.!

! Die Erscheinung, dass ein elektrisch geladener Korper auf der Oberfliche eines benachbarten,
urspriinglich ungeladenen Leiters Ladungen entgegengesetzten Vorzeichens hervorruft, nennt man
in der deutschen Literatur meist Influenz (zuweilen auch elektrostatische Induktion) (Anm. des
Ubersetzers).
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Abb.2.3 Die Flichenladungsdichte 6, die auf einer geerdeten Kugel vom Radius a durch
eine Punktladung ¢ im Abstand y vom Kugelmittelpunkt induziert wird. ¢ ist, in Einheiten
von — g/4na?, als Funktion des Winkels y zwischen den Ortsvektoren des Aufpunktes und
der Ladung aufgetragen, und zwar fiir die Werte y = 24, 4a. Oben rechts die Kraftlinien fiir
y=2a.

Die auf die Ladung ¢ wirkende Kraft kann auf verschiedene Art und Weise
berechnet werden. Am einfachsten ist es, auf die anziehende Kraft zwischen der
Ladung ¢ und der Spiegelladung ¢’ das Coulomb’sche Gesetz anzuwenden. Mit
y—y = y(1 —a?/y?) als dem Abstand zwischen den beiden Ladungen ergibt sich

dann:
1 q2 a 3 a2 -2
|F| = 47[600_2<;> (1 — ;2— (2.6)

Fiir groBe Entfernungen erhilt man also ein Gesetz des reziproken kubischen Ab-
stands, wahrend die Kraft in unmittelbarer Umgebung der Kugel umgekehrt pro-
portional zum Quadrat des Abstands zwischen Kugel und Ladung ist.

Eine andere Methode zur Bestimmung der Kraft besteht darin, die auf die Ku-
geloberfliche insgesamt wirkende Kraft zu berechnen. Die Kraft auf ein Flichen-
element da ist (62/2 €,) da mit der durch (2.5) gegebenen Flichendichte ¢ (vgl. hierzu
Abb. 2.4). Aus Symmetriegriinden ist jedoch klar, dass nur die Komponente parallel
zu dem vom Kugelmittelpunkt zur Ladung ¢ zeigenden Radiusvektor beitrigt. Folg-
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dF = (6%2¢g)da

Abb.2.4

lich ist die Gesamtkraft, die auf die Kugel wirkt (und der Kraft auf ¢ entgegengesetzt
gleich ist), durch das Integral

2 2 2\ 2
q a a cosy
= z _ = Q 2.
¥l 32n26002<y> (1 y2> f( a’ _2a )3d 7
1+ — — —cosy
y y

gegeben. Die Berechnung dieses Integrals fiihrt ebenfalls auf (2.6).

Wir haben bisher stets vorausgesetzt, dass sich die Punktladung g auferhalb der
Kugel befindet. Tatsidchlich aber kénnen die gewonnenen Resultate auch auf eine
Ladung g innerhalb der Kugel angewandt werden. Die einzige Anderung ist in dem
Ausdruck (2.5) fiir die Flachenladungsdichte vorzunehmen. Es ist jetzt nicht die
Ableitung in Richtung der nach aullen, sondern nach innen gerichteten Normalen
zu bilden, und dies ist gleichbedeutend mit einem Vorzeichenwechsel. Wir iiberlassen
es dem Leser, simtliche Formeln umzuschreiben. Zu beachten ist, dass jetzt y < a
ist. Die Winkelverteilung der induzierten Flichenladungsdichte verhlt sich bei ver-
schiedenen Abstdnden der Ladung ¢ vom Kugelmittelpunkt dhnlich, wie in Abb. 2.3
gezeigt, doch die insgesamt induzierte Flichenladung ist natiirlich wieder gleich — ¢,
unabhingig von y.

2.3 Punktladung gegenuber einer geladenen,
isolierten, leitenden Kugel

Im vorigen Abschnitt untersuchten wir das Problem einer Punktladung ¢ in der
Nahe einer geerdeten, leitenden Kugel und stellten fest, dass auf der Kugel eine
Flichenladungsdichte induziert wird. Diese Ladung hat den Gesamtbetrag
q' = — aq/y und verteilt sich so auf der Oberfliche, dass sie sich unter allen wir-
kenden Kraften im Gleichgewicht befindet.

Fiir das Problem einer Punktladung ¢ gegeniiber einer isolierten, leitenden Kugel
mit der Gesamtladung Q erhdlt man die Losung fir das Potential durch lineare
Superposition. Wir stellen uns hierzu die leitende Kugel (mit der auf ihrer Oberfliche
verteilten Ladung ¢’) zunéchst als geerdet vor. Sodann unterbrechen wir die Erdung
und bringen auf die Kugel eine zusétzliche Ladung vom Betrag Q — ¢'. Die Ladung
der Kugel hat dann insgesamt den Betrag Q. Um das Potential zu finden, geniigt
die Feststellung, dass sich die hinzugefiigte Ladung Q — ¢’ auf der Oberfliche gleich-



