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Vorwort zur zweiten Auflage

Seit der ersten Auflage im Jahr 1978 ist in der nichtparametrischen Theorie nichts fun-
damental Neues zu verzeichnen. Ausnahmen sind vielleicht die nichtparametrischen Dich-
teschitzungen und ihre Anwendung auf Regressionsprobleme sowie das Bootstrap-Konzept.
Dem haben wir durch die Einfiigung eines eigenstandigen Kapitels (Kapitel 9) bzw. des Ab-
schnitts 11.5 Rechnung getragen.

In der Zwischenzeit sind allerdings eine Fille weiterer Untersuchungen zu bekannten
nichtparametrischen Verfahren durchgefiihrt oder Modifikationen dieser Verfahren mit dem
Ziel hoherer Effizienz vorgenommen worden. Die Beriicksichtigung der neuen Ergebnisse
konnte natiirlich nur in begrenztem Mafle erfolgen, um den Umfang des Buches nicht zu
sprengen. Wir haben uns aber bemiiht, dariiber hinaus auf diesbeziigliche neuere Literatur
an den entsprechenden Stellen hinzuweisen. In diesem Sinne sind alle Kapitel neu bearbeitet
worden. So stellt sich diese vollstandig iiberarbeitete und erweiterte zweite Auflage auch in
einem neuen Gewand vor.

Wiederholte Verwendung des Buches in der Lehre hat uns in der Absicht bestarkt, bei der
vorliegenden zweiten Auflage den Aufbau des Buches nicht zu verandern und die problem-
orientierten Darstellungen mit den wiederkehrenden Abschnitten bei den einzelnen Tests
beizubehalten. Dieses Konzept hat sich unserer Einschatzung nach bewahrt. Natiirlich war
die erste Auflage nicht ohne Fehler, Fehler weniger bedeutender aber auch Fehler schwerwie-
gender Art. Wir danken allen Lesern, die uns im Laufe der Jahre diesbeziigliche Hinweise
und Korrekturvorschlige gemacht haben, insbesondere Prof. Dr. Hans Schneeweifi und Ralf
Bender. Wir hoffen, daB wir alle alten Fehler beseitigt und sich keine neuen (schwerwiegen-
den) eingeschlichen haben.

Fir das sorgfiltige Lesen des Manuskriptes danken wir unseren Mitarbeitern Bernd
Frohnhofer, Dr. Gabriele lhorst, Dr. Bernhard Schipp, Michael Schmidt, Thorsten Thade-
wald und Thorsten Ziebach. Unseren Dank sprechen wir auch Dr. Dietrich Trenkler flfl‘ die
Anfertigung simtlicher Graphiken, einiger Tabellen sowie des Layouts in diesem Buch aus,
zu dem Dr. Christoph von Basum wertvolle Hinweise gegeben hat. Besonders verbunden
sind wir Andreas Stich, der mit viel Geduld und Sorgfalt die druckfertige Vorlage geschrieben
hat, sowie Sven—Oliver Troschke fiir die Betreuung der Tabellen und Heide ABhoff fiir die
Erstellung des Literaturverzeichnisses. Unser Dank gilt schlieBlich Frau Dr. Ralle und Frau
Neumann vom De Gruyter Verlag fiir die gute Zusammenarbeit und rasche Drucklegung.

Berlin/Dortmund im Mai 1994 : H. Biining, G. Trenkler



Vorwort zur ersten Auflage

Nichtparametrische Verfahren haben sich in jlingster Zeit neben den klassischen parame-
trischen Verfahren in den verschiedensten Anwendungsbereichen der Statistik einen festen
Platz erobert, so z.B. in der Psychologie, Padagogik, Medizin, Biologie, Wirtschafts— und
Sozialwissenschaft, Agrarwissenschaft, im technischen Bereich u.a. Fir alle diejenigen, die
sich auf einem der genannten Gebiete mit statistischen Fragestellungen beschaftigen, sei es in
der Praxis oder in der Ausbildung, ist dieses Buch geschrieben; es wendet sich gleichermafien
an den Empiriker wie an den mehr theoretisch orientierten Statistiker. Im universitiren Be-
reich ist es als Begleittext zu Lehrveranstaltungen iber das Gebiet der nichtparametrischen
Statistik gedacht, wie sie mittlerweile an zahlreichen Hochschulen in verschiedenen Fachrich-
tungen durchgefithrt werden. Wesentliche Teile dieses Buches entstanden aus Unterlagen zu
Lehrveranstaltungen iiber ,Nichtparametrische Methoden“ im Fachbereich Wirtschaftswis-
senschaft der Freien Universitat Berlin.

Ein groler Teil der Autoren statistischer Lehrbiicher glaubt, der wachsenden Bedeutung
nichtparametrischer Verfahren dadurch Rechnung tragen zu kénnen, daf er ihnen gerade ein
Kapitel des Buches widmet. Dabei ist dann die Auswahl der angegebenen Verfahren mehr
oder weniger willkirlich; im Vordergrund steht die Vermittlung von Rechentechniken, so
daB der Leser kaum einen Einblick in den mathematischen Hintergrund erhilt. Das kann zu
dem Eindruck fiihren, daB nichtparametrische Verfahren lediglich ein “Biindel von Tricks”
darstellen, die fiir alle Arten von vagen oder schlecht—definierten Problemen herangezogen
werden (Gibbons(1971)).

Diejenigen statistischen Lehrbiicher, die sich vorrangig oder ausschlieflich mit nichtpara-
metrischen Verfahren beschaftigen, sind in der Regel entweder von hohem mathematischen
Niveau und dabei kaum oder tiberhaupt nicht anwendungsorientiert oder sie sind unter Ver-
nachlissigung der zugrundeliegenden mathematischen Theorie in erster Linie Vermittler von
»Kochrezepten® fiir den Anwender. Das vorliegende Buch soll eine Briicke zwischen diesen
beiden Richtungen schlagen.

Dabei kann der mehr praxisorientierte Leser sich auf den ,harten Kern“ der dargestell-
ten Verfahren beschranken, d.h. jeweils auf das einfithrende Beispiel und auf die Abschnitte:
Daten — Annahmen — Testproblem — Teststatistik — Testprozeduren — Auftreten
von Bindungen — Grofle Stichproben — Diskussion. Der Abschnitt Eigenschaften
und andere in den einzelnen Kapiteln untersuchten Methodenprobleme mag der mehr an-
wendungsorientierte Leser (zunachst) iibergehen. Es kann der Einwand kommen, dafi damit
die Gefahr einer unkritischen, unreflektierten und mehr mechanischen Anwendung der Ver-
fahren heraufbeschworen wird, so wie wir es leider haufig in der statistischen Praxis erleben,

wenn der Anwender vor Erhebung des Datenmaterials z.B. weder das Untersuchungsziel
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klar formuliert noch die dafiir zulissigen Verfahren ausgewihlt hat. Wir glauben jedoch,
diese Gefahr dadurch gebannt zu haben, dafl die Modellannahmen und Voraussetzungen
fiir die Anwendung eines jeden Verfahrens in den oben angegebenen Abschnitten Daten,
Annahmen usw. deutlich herausgestellt sind.

Hinsichtlich der beiden Adressaten dieses Buches, des praktischen und des theoretischen
Statistikers kénnen dann die notwendigen (unterschiedlichen) Vorkenntnisse zum Verstind-
nis des dargebotenen Stoffes wie folgt umrissen werden: Fiir den Praktiker sind Grundkennt-
nisse der schliefenden Statistik Voraussetzung, so wie sie in den statistischen Grundkursen
an den Universititen oder in den zum Selbststudium geeigneten Biichern als ,Einfithrung in
die Statistik“ vermittelt werden. Der an der Theorie Interessierte sollte die Grundlagen der
Linearen Algebra (Vektoren, Matrizen, Determinanten u.a.) und der Analysis (Integral- und
Differentialrechnung im IR™) beherrschen; insbesondere dann, wenn er sich mit dem Stoff des
3. Kapitels unter Bezugnahme auf den mathematischen Anhang (Jacobi-Transformation,
Stieltjes—Integral) intensiv auseinandersetzen will. Dem Leser, der statistische Lehrbiicher
auf einem mathematischen Niveau wie das von Hogg u. Craig (1965) oder Lindgren (1976)
lesen kann, bereitet dieses Buch keinerlei Verstandnisschwierigkeiten.

Beweise der einzelnen Lehrsatze sind nur dann angegeben, wenn sie nicht zu umfangreich
sind; hiufig werden sie nur skizziert, um dem Leser die Idee des Beweisgangs vor Augen zu
fithren. Dieser Verzicht auf ausfiihrliche und detaillierte Beweise soll der Geschlossenheit
der Darstellung zugute kommen.

Was den Aufbau eines Buches iiber nichtparametrische Methoden betrifft, so bieten sich
zwei Moglichkeiten an: Zum einen eine Gliederung nach verschiedenen Verfahren (z.B. ein
Kapitel iiber Rangtests) unter Angabe von Problemen, die mit diesen Verfahren untersucht
werden kénnen, kurz ein ,verfahrenorientiertes“ Konzept; zum anderen eine Einteilung nach
Problemen (z.B. der Zweistichproben-Fall) mit der Diskussion verschiedener Verfahren zur
Behandlung des vorliegenden Problems, kurz ein , problemorientiertes“ Konzept. Da wir ge-
zielt den Bediirfnissen und Interessen des Anwenders in der Praxis Rechnung tragen wollten,
konnte die Entscheidung nur fiir das problemorientierte Konzept ausfallen. In diesem Sinne
ist auch die nicht gleichgewichtete Darstellung der Test— und Schatzverfahren zu sehen. Wir
haben in diesem Buch bewuBt den Schwerpunkt auf Tests gelegt, weniger auf Interv:ischat-
zung und nur gering die Punktschatzung behandelt, so wie wir diese Verfahren nach ihrer
Bedeutung fiir die praktische Anwendung eingeschatzt haben.

Zu Beginn der Kapitel 3 bis 9 wird jeweils ein einfiithrendes, motivierendes Beispiel
gebracht, das das dort zu untersuchende (Test-)Problem niher beleuchten soll. Dieses Bei-
spiel, das zumeist im weiteren Verlauf des Kapitels bei der Diskussion der einzelnen Tests
wieder aufgegriffen wird, ist ganz bewuBt fiktiv und nicht Bestandteil einer empirischen
Untersuchung aus einem der eingangs genannten Anwendungsbereiche der Statistik, weil
héaufig fachspezifische Kenntnisse zum Verstandnis eines solchen Beispiels aus der Empirie
notwendig sind. Die hier ausgewihlten Beispiele diirften fiir alle Leser — zu welcher Fach-

richtung auch immer sie gehoren mégen — verstandlich sein. Hinzu kommt, da es zumeist
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recht schwierig ist, geeignete Beispiele aus der statistischen Praxis zu finden. Entweder die
Autoren publizieren ihre Daten nicht, oder die Stichprobenumfinge erweisen sich als zu grof§
bzw. zu klein, oder die Daten sind ganz offensichtlich signifikant usw. So haben wir uns fiir
simulierte Beispiele entschieden.

Zur Nachbereitung des Stoffes werden auler zu den mehr einfithrenden Kapiteln 1 und
2 und dem Ausblick-Kapitel 10 am Ende eines jeden Kapitels eine Reihe von Aufgaben
gestellt und die Losungen aller Aufgaben mit ungerader Nummer im Anhang angefiihrt.
Aus didaktischer Sicht kann unserer Auffassung nach ein Lehrbuch nicht auf Aufgaben mit
Losungshinweisen verzichten.

Es versteht sich von selbst, dafl wir im Rahmen eines solchen Lehrbuchs nicht alle Ver-
fahren und Methoden darstellen konnen. Wir haben einige weitere Verfahren, die wir fiir
wichtig erachten, in Kapitel 10 in gedringter Form zusammengestellt, wenngleich — oder
besser weil - thre Entwicklung zum Teil noch in Kinderschuhen steckt; so u.a. auch einen
Hinweis auf den multivariaten Fall, den wir in den anderen Kapiteln ausgeklammert haben.
Es bleibt zu hoffen, daB gerade durch dieses Kapitel mit seinen zahlreichen Literaturangaben
Anregungen zu weiteren Studien gegeben werden.

Noch einige Bemerkungen zur Darstellung des Stoffes: Definitionen, Sitze, Beispiele,
Abbildungen und Tabellen sind kapitelweise durchnumeriert. Ein Hinweis z.B. auf Satz 4.3
bezieht sich auf den 3. Satz des 4. Kapitels; hingegen Satz 3 auf das vorliegende Kapitel.
Das Ende eines Beweises ist stets durch O gekennzeichnet. Wir haben eine Reihe von eng-
lischsprachigen Begriffen mitangefiihrt, um den Zugang zur englischsprachigen statistischen
Literatur zu erleichtern.

Wir sind uns dariiber im klaren, dafl trotz unseres Bemiihens um Exaktheit die Menge
der Fehler in diesem Buch nicht leer ist, mit Sicherheit aber endlich. Fiir Korrekturhinweise
und fiir Verbesserungsvorschlige hinsichtlich der Darstellung des Stoffes sind wir dem Leser
dankbar.

An dieser Stelle mochten wir den zahlreichen Autoren, Herausgebern und Verlagen fiir
die Genehmigung des Abdrucks der im Anhang angefiihrten Tabellen danken.

Zu Dank verpflichtet sind wir insbesondere den Kollegen Ass. Prof. Dr. Rainer Schlitt-
gen, Ass. Prof. Dr. Bernd Streitberg und Dipl.—-Volkswirt Paul Vleugels fiir ihre wertvollen
Diskussionsbeitrige, fiir die Beseitigung von miiverstandlichen Formulierungen und fiir ihre
Hilfe beim Korrekturlesen. Unser Dank gilt nicht zuletzt Frau Marianne Kehrbaum, Frau
Ursula Krohn und Herrn Ulrich Thieme fiir die sorgfailtige Anfertigung der Reinschrift des
Manuskripts und dem De Gruyter-Verlag fiir die stets erfreuliche Zusammenarbeit.

Berlin/Hannover im August 1977 H. Biining, G. Trenkler
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Einleitung

Die ersten Ansatze nichtparametrischer Verfahren reichen weit zuriick, zumindest bis in
das Jahr 1710, als John Arbuthnot (1710) den Vorzeichentest zur Untersuchung des An-
teils der Knaben~ bzw. Madchengeburten anwandte, um einen ,Beweis fiir die Weisheit
der gottlichen Vorsehung" anzutreten (Bradley (1968)). Der eigentliche Aufschwung der
nichtparametrischen Statistik vollzog sich jedoch erst in den letzten 40 Jahren mit den Ar-
beiten von Hotelling u. Papst (1936), Friedman (1937), Kendall (1938), Smirnow (1939),
Wald u. Wolfowitz (1940), Wilcoxon (1945), Mann u. Whitney (1947) u.a. Ein Hohepunkt
wurde Mitte bis Ende der 50er Jahre erreicht, als in zahlreichen Veréffentlichungen die hohe
Effizienz nichtparametrischer Verfahren im Vergleich mit ihren klassischen parametrischen
Konkurrenten, wie z.B. dem t-Test und F-Test, nachgewiesen werden konnte. Das war
zunichst iiberraschend, schien es doch naheliegend, da mit den schwachen Annahmen,
unter denen nichtparametrische Verfahren angewendet werden kdnnen, ein hoher Effizi-
enzverlust einherginge. Einen Eindruck von der rapiden Entwicklung nichtparametrischer
Verfahren vermitteln das dreiteilige Werk von Walsh (1962) ,Handbook of Nonparametric
Statistics“ und die ,Bibliography of Nonparametric Statistics“ von Savage (1962), der ca.
3000 Publikationen aufgelistet hat; heute ist die Literatur kaum noch zu {iberschauen. So

viel zur Historie!

Zwischen den Begriffen ,nichtparametrisch und ,verteilungsfrei“ wird in den meisten
Publikationen nicht streng unterschieden; oft werden diese Begriffe sogar gleichgesetzt und
gegeneinander austauschbar verwendet. Grundsitzlich kann folgende Unterscheidung vor-
genommen werden: Ein ,verteilungsfreies* Verfahren in der Schatz— und Testtheorie ba-
siert auf einer Statistik, deren Verteilung nicht von der speziellen Gestalt der Verteilungs-
funktion der Grundgesamtheit abhingt, aus der die Stichprobe gezogen wurde. So ist
z.B. im Einstichproben—Problem die Verteilung der Kolmogorow—Smirnow-Statistik K, =
sup |Fo(z) — F..(z)| unter der Nullhypothese unabhingig von der speziellen stetigen Vertei-
ltfngsfunktion Fy der Grundgesamtheit. Der Begriff ,nichtparametrisch” bezieht sich auf
Verfahren, die keine Aussagen iiber einzelne Parameter der Grundgesamtheitsverteilung
machen. Diese Definition kann allerdings zu Mifiverstandnissen fithren. So werden z.B. all-
gemein Methoden zur Bestimmung von Konfidenzintervallen fiir Quantile einer Verteilung
(siche Abschnitt 3.5) zu den nichtparametrischen Verfahren gezahlt. Das Problem liegt in
der Definition des Begriffs ,Parameter®. Wird der Begriff Parameter im engen Sinne nur fiir
solche GroBen benutzt, die explizit in der Verteilungsfunktion erscheinen (so z.B. g, o in
der Normalverteilung), dann sind Verfahren zur Bestimmung von Konfidenzintervallen fiir
Quantile nichtparametrisch. In welchem engen bzw. weiteren Sinne auch immer der Begriff

Parameter gefaBt sein mag, in der Testtheorie, die im vorliegenden Buch eine Vorrangstel-
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lung einnimmt, beziehen sich verteilungsfreie Verfahren auf die Verteilung der Teststatistik
(PriifgroBe) und nichtparametrische Verfahren auf den Typ der zu testenden Hypothese.
Wir werden im folgenden keine strenge Trennung zwischen den beiden Begriffen vornehmen
und in erster Linie den Terminus ,nichtparametrisch“ verwenden.

Wenngleich derjenige Leser, der sich noch nicht oder nur wenig mit verteilungsfreien bzw.
nichtparametrischen Verfahren beschiftigt hat, an dieser Stelle nicht im Detail den folgenden
Vergleich parametrischer und nichtparametrischer Verfahren nachvollziehen kann, so wollen
wir dennoch schon hier wesentliche Vorteile nichtparametrischer Verfahren gegeniiber ihren
parametrischen , Gegenstiicken“ herausstellen; dies auch im Hinblick auf eine anschlieflende
Diskussion iiber die Konzeption einer statistischen Ausbildung an den Schulen, Universititen

u.a.
Vorteile nichtparametrischer Methoden

(1) Nichtparametrische Verfahren erfordern keine spezielle Verteilungsannahme fiir die
Grundgesamtheit und kein kardinales Mefiniveau der Daten, wie es bei parametri-
schen Verfahren der Fall ist. Speziell fiir Daten mit nominalem Mefiniveau gibt es
keine parametrischen Techniken. In dieser universellen Anwendbarkeit liegt wohl der

Hauptvorteil verteilungsfreier Verfahren.

(2) Nichtparametrische Verfahren sind hiufig effizienter als parametrische, wenn eine an-
dere Verteilung als diejenige postuliert wird, unter der der parametrische Test optimal
ist. Selbst bei Annahme dieser Verteilung ist der Effizienzverlust nichtparametrischer

Verfahren meist gering (siehe dazu die Figenschaften zu den einzelnen Tests und Ka-
pitel 10).

(3) Das Robustheitsproblem stellt sich nicht in dem MaBe wie bei parametrischen Verfah-
ren, weil die zur Anwendung von nichtparametrischen Verfahren erforderlichen (schwa-
chen) Annahmen in der Regel erfiillt sind.

(4) Nichtparametrische Techniken sind leicht anzuwenden und erfordern nur einen gerin-

gen Rechenaufwand und keine ,spitzfindige* Mathematik; sie sind leicht zu erlernen.

(5) Die Teststatistik ist zumeist diskret; die Herleitung der Verteilung gelingt oft mit Hilfe
einfacher kombinatorischer Uberlegungen bzw. durch ,Auszihlen“. Mit Bleistift(en)
und dem nétigen Papier ausgestattet, kann der iiber viel Zeit verfiigende Leser fiir
eine Reihe nichtparametrischer Teststatistiken eigene Tabellen mit kritischen Werten
berechnen.

(6) Die asymptotischen Verteilungen der Teststatistiken werden in der Regel (Ausnahmen
bilden z.B. die Teststatistiken vom Kolmogorow—Smirnow-Typ im 4.Kapitel) durch
die Normalverteilung (Kapitel 5, 6, 8) und durch die x%-Verteilung (Kapitel 7, 8)
erfaft.
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Nachteile nichtparametrischer Verfahren

(1) Sind alle Annahmen (Verteilungen, MeBniveau u.a.) des parametrischen statistischen
Modells erfiillt, dann ,verschwendet* ein nichtparametrisches Verfahren Information
aus den Daten, und seine Effizienz ist geringer im Vergleich zu dem unter diesen
Annahmen optimalen parametrischen Test, z.B. der Wilcoxon-Test im Vergleich zum
t~Test bei Vorliegen einer Normalverteilung und eines kardinalen MeBniveaus. Das ist
jedoch ganz natiirlich, denn ein ,Werkzeug, das fiir viele Zwecke gebraucht wird, ist
gewohnlich nicht so wirkungsvoll fiir einen einzigen Zweck, wie das gerade fir diesen
Zweck entwickelte Werkzeug® (Kendall (1962)).

(2) Da nichtparametrische Teststatistiken zumeist diskret sind, kann ein vorgegebenes
Testniveau a wie a =0.01, 0.05 oder 0.1 in der Regel ohne Randomisierung nicht voll
ausgeschopft werden. Dies fallt jedoch nicht so stark ins Gewicht, denn die Wahl eines
solchen ,glatten“ a erfolgt in der Praxis in erster Linie aus Griinden der Gewohnheit
oder Tradition. Genausogut kann statt « ein davon nur geringfiigig abweichendes a*
gewahlt werden, das dann ein exaktes Testniveau des nichtparametrischen Tests liefert.
Statt der Vorgabe eines Testniveaus o wird auch haufig der (empirische) p-Wert (siehe
2.7) angegeben, der in den meisten statistischen Programmpaketen enthalten ist.

(3) Die Berechnung der Giite eines nichtparametrischen Tests erweist sich hiufig als pro-
blematischer als im parametrischen Fall; zum einen, weil wegen der Breite der Alter-
nativhypothesen die Auszeichnung einer fiir die Bestimmung der Giite notwendigen
spezifizierten Alternative oft wenig stichhaltig ist, zum anderen, weil die Angabe der
Giitefunktion zumeist nicht in geschlossener analytischer Form méglich ist und die
Berechnung der Giitewerte sich als recht kompliziert erweist.

(4) Es gibt bislang fiir nichtparametrische Verfahren wenige Robustheitsuntersuchungen
bei Vorliegen abhangiger Stichprobenvariablen. Noch weniger st {iber exakte Vertei-
lungen multivariater nichtparametrischer Statistiken bekannt mit dem fiir die stati-
stische Praxis so wichtigen zugehorigen Tabellenwerk. Allenfalls sind Anwendungen
unter Benutzung der asymptotischen Theorie moglich. Der im univariaten Fall ge-
wichtige Vorteil nichtparametrischer Verfahren, auf (unter Hp) verteilungsfreien Sta-
tistiken zu basieren, gilt im allgemeinen nicht fiir den multivariaten Fall, siehe z.B.
Bickel (1969). Da wir uns in diesem Buch aber fast nur mit univariaten Verfahren
beschaftigen, hat der obige Aspekt hier nur marginale Bedeutung.

Die insbesondere unter (4) und (5) angefiihrten Vorteile nichtparametrischer Verfah-
ren sollten sich in der Konzeption der statistischen Ausbildung an Schule, Universitit u.a.
niederschlagen. Bislang wird an solchen Ausbildungsstitten die schliefende Statistik zu
Beginn wohl fast ausschliefllich ,,parametrisch betrieben“, was die zahlreichen Skripte und
Biicher zur Grundausbildung in Statistik zeigen. Zugegeben, die Entscheidung fiir eine ,pa-

rametrische Einfiihrung* oder fiir eine ,nichtparametrische Einfiihrung® sollte auch unter
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Beriicksichtigung substanzwissenschaftlicher Aspekte erfolgen, d.h. sich an dem Fach ori-
entieren, fiir das statistische Verfahren erlernt werden sollen. So liegen in der Psychologie
oder Padagogik wohl hiufiger Daten mit nur ordinalem Mefiniveau vor als in der Wirt-
schaftswissenschaft, so da also in den erstgenannten Fachern eher nichtparametrische, in
der Wirtschaftswissenschaft dagegen eher parametrische Verfahren eine Rolle spielen diirf-
ten. Aber unabhiingig von diesem fachspezifischen Aspekt ist eines ganz sicher in Bezug auf
den Lernenden, und das sollte letzlich ausschlaggebend sein:

Das Erfassen der Testidee, des Testablaufs, der Bedeutung der Teststatistik sowie das
Nachvollziehen der Herleitung ihrer Verteilung (mit der Angabe kritischer Werte) gelingt viel
leichter iiber einen nichtparametrischen als {iber einen parametrischen Einstieg. Ein Beispiel
soll diese These untermauern: Im Zweistichproben-Fall mit unabhangigen, normalverteilten
Stichprobenvariablen wird der Student mit folgender Teststatistik konfrontiert:

. (X —Y) — (ux — py) .
Sim—-1)+8S2(n-1)(1 1
Er—" (; ;)

Wenn sich seine Verwirrung iiber diesen Ausdruck ein wenig gelegt hat, erfahrt er, daB die
Statistik t eine t-Verteilung mit (m + n — 2) Freiheitsgraden (??) hat. Wie diese Verteilung
definiert bzw. herzuleiten ist, das wird er allerdings nur in den seltensten Fallen erfahren,
geschweige denn verstehen. Ein sehr einfacher Test fiir dieses Problem ist der Iterationstest
von Wald u. Wolfowitz (Abschnitt 5.2.1), dessen zugehérige Teststatistik R die Anzahl der
Iterationen in der kombinierten, geordneten Stichprobe angibt; R ist also durch einfaches
Auszdhlen zu bestimmen. Es ist dann intuitiv klar, daf8 ,,zu wenige“ Iterationen signifi-
kant sind. Fiir die Herleitung der Verteilung von R sind relativ einfache kombinatorische
Uberlegungen notwendig. Ebenso einfach ist der Wilcoxon-Test (Abschnitt 5.4.2) fir dieses
Zweistichproben—Problem mit der Summe der X-Ringe als Teststatistik. Ein didaktisches
Konzept fiir die statistische Ausbildung sollte diese Einfachheit nichtparametrischer Verfah-
ren dadurch honorieren, da der Student zunichst in die nicht?a.ra.metrische und dann in
die parametrische Statistik eingefithrt wird. Das ist auch heutzutage noch Wunschdenken.
Nicht einmal im Hauptstudium der Statistik geh6rt eine Vorlesung iiber nichtparametrische
Verfahren an den in Frage kommenden Fachrichtungen zum festen Bestandteil des Lehrpro-
gramms.

Noch einige Bemerkungen zum Inhalt der einzelnen Kapitel:

In Kapitel 1 werden die vier verschiedenen MeBniveaus von Daten definiert und an zahl-
reichen Beispielen illustriert. Das vorliegende Mefiniveau spielt eine ganz wesentliche Rolle
bei der Entscheidung fiir ein parametrisches oder fiir ein nichtparametrisches Verfahren.

In Kapitel 2 werden die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik, die
fiir das Verstindnis der folgenden Kapitel notwendig sind, in geraffter Form dargestellt.
Damit sollen vorhandene Kenntnisse der (parametrischen) Statistik aufgefrischt und gege-
benenfalls erginzt werden.
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In Kapitel 3 wird die Theorie der Rangstatistiken und der geordneten Statistiken mit der
Herleitung ihrer Momente und Verteilungen behandelt, ebenso das Problem der Bindungen
aufgegriffen.

In Kapitel 4 werden einige Einstichproben—Verfahren vorgestellt, insbesondere die soge-
nannten Anpassungstests: Der x2-Test und der Kolmogorow-Smirnow-Test.

In den Kapiteln 5 bis 7 steht eine Reihe nichtparametrischer Verfahren fiir das Zweistich-
proben— und das c-Stichproben—Problem als Pendants zum t-Test bzw. F-Test zur Diskus-
sion, und zwar fiir unabhingige und fiir verbundene Stichproben. Dem Zweistichproben—
Problem bei unabhéngigen Daten (Kapitel 5) ist wegen seiner besonderen Bedeutung in der
Praxis ein breiter Raum gewidmet.

In Kapitel 8 werden Korrelationsmafie und Tests auf Unabhangigkeit als Konkurrenten
fir den Produktmomenten-Korrelationskoeflizienten von Pearson behandelt.

In Kapitel 9 werden verschiedene Verfahren zur nichtparametrischen Dichteschidtzung
vorgestellt und ihre Anwendung auf die nichtparametrische Regression demonstriert.

In Kapitel 10 werden die Begriffe der finiten und asymptotischen relativen Effizienz ein-
gefiihrt, dabei insbesondere zu dem Konzept von Pitman detaillierte Ausfiihrungen gemacht.
Uber diese Pitman A.R.E. wird ein Vergleich zahlreicher nichtparametrischer Tests unterein-
ander bzw. zu den parametrischen ,,Gegenstiicken“, dem t-Test und F-Test, vorgenommen
und das Ergebnis in einer Tabelle zusammengestellt.

In Kapitel 11 wird ein kurzer Ausblick auf weitere nichtparametrische Verfahren unter
EinschluB verschiedener Anwendungsbereiche gegeben. Besondere Erwdhnung verdienen
die Quick- und Uberschreitungstests, die robusten und adaptiven (verteilungsfreien) Tests
sowie sequentielle Tests und Tests in der Zeitreihenanalyse. Auch der Bootstrap, der einen
breiten Raum in der jiingsten statistischen Literatur einnimmt, und darauf basierende Tests
seien besonders hervorgehoben.



Kapitel 1
Mefiniveau von Daten

Im taglichen Leben, im Bereich der Technik, ja wohl in jeder wissenschaftlichen Disziplin
wird gemessen:

Ermittlung des Intelligenzquotienten, der Schuhgréfle, des Kérpergewichtes, des Monats-
verdienstes, der Zugehorigkeit zu einem Bundesland eines Einwohners einer Kleinstadt, der
Lebensdauer eines zuféllig einem Produktionslos entnommenen Transistors, des Bleigehal-
tes der Atemluft in der Nahe eines Verhiittungsbetriebes, der Belastbarkeit eines neuen
Kunststoffes durch Druck, der Vertréglichkeit eines Hormonpriparates im Rattenversuch,
der Blutgruppe einer Testperson, der relativen Haufigkeit eines bestimmten Terminus in der
Umgangssprache, des pH-Wertes einer wafirigen Losung eines chemischen Praparates usw.

Bei den angefiihrten Beispielen werden nicht in allen Fillen den Untersuchungsobjekten
Zahlen zugeordnet, ein Sachverhalt, der dem landldufigen Verstindnis vom ,,Messen“ etwas
zuwiderlduft. Doch der MeBbegriff muB soweit gefaBlt werden, wie es den Anforderungen der
Praxis entspricht:

Beim Messen werden den Objekten unter Einhaltung von Vertriglichkeitsbedingungen
Zahlen oder Symbole zugewiesen.

In jedem Fall dient Messung der Informationsbeschaffung iiber die jeweils vorliegenden
Untersuchungsobjekte. Bei dem MeBvorgang selbst wird dann nicht alles erhoben, was sich
erheben 148t, sondern es werden nur die fiir die interessierende Struktur des Untersuchungs-
gegenstandes relevanten Daten erfaBt. Will man bei einer Meinungsumfrage die Haltung
der Bevolkerung zu einem neuen Gesetz ergriinden, wird man verniinftigerweise nicht das
Korpergewicht oder dhnlich fernliegende Merkmale der Befragten ermitteln.

Die Messung soll im Idealfall so vorgenommen werden, da8l kein oder nur geringer Infor-
mationsverlust verursacht wird. Eng verkniipft mit der Frage des verlustarmen Informati-
onstransfers ist die Festlegung der Skala, in der die Daten gemessen werden sollen. Welche
Information und welche Stufe der Information, die benétigt werden, bestimmen die Skalie-
rung, d.h. die Auspragungsméglichkeit der anfallenden MeBdaten? Dies kdnnen wir uns an
folgendem Beispiel klarmachen:
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Beispiel 1: Bei einem Fuiballspiel haben, bedingt durch einen Irrtum der Heimmannschaft,
alle 22 Spieler vollkommen identische Trikots. Natiirlich werden die Zuschauer nach weni-
gen Minuten lautstark eine Anderung der Spielerkleidung fordern, um beide Mannschaften
auseinanderhalten zu kénnen. Dem Platzwart gelingt es, binnen kurzem einen kompletten
Satz andersfarbiger Trikots herbeizuschaflen. Damit liegt eine zunichst grobe Skalierung
fest. Den Spielern konnen zwei verschiedene Farben zugeordnet werden, an denen man die
Spieler der Heim- bzw. Gastmannschaft erkennt. Einige Zuschauer hatten sich vor Beginn
ein Programm gekauft, in dem die Spieler mit Trikotnummern vorgestellt werden. Um es
diesen Zuschauern recht zu machen, werden zur Halbzeit an alle Spieler Nummerntrikots
unter Beibehaltung der zwei verschiedenen Farben ausgegeben. Mit einer solchen Verfeine-
rung der Skala geht ein Informationsgewinn einher: Man kennt wegen der Riickennummern
auch die Namen der Spieler. Zudem weil man bei der Heimmannschaft, auf welchem Posten
der Spieler mit der Nummer j spielt. So hat der Torwart die Nummer 1, der Libero die
Nummer 5.

Von einer noch feineren Einteilung der Skala erfahrt man durch die folgende Lautspre-
cherdurchsage: Die Spieler der Gastmannschaft haben ihre Riickennummern aufgrund ihrer
Leistungen in den bisherigen Saisonspielen erhalten. Der beste Spieler hat die Nummer 1,
der zweitbeste die Nummer 2 usw. Bei der Gastmannschaft ist also noch eine Rangordnung
hinzugekommen, ein Informationsgewinn (hinsichtlich der Leistung - ein Informationsver-
-lust aber beziiglich des Postens in der Mannschaft).

Am vorstehenden Beispiel ist deutlich geworden, daB je nach gewiinschtem Umfang der
Information, die aus einer Messung extrahiert werden soll, das Skalenniveau variiert werden
mufl. Daf8 wir nicht auf einem beliebigen Skalenniveau messen, hat weiter seinen Grund
darin, daBl wir aus den Rohdaten meist noch nicht sofort die erforderlichen Schliisse ziehen
wollen, sondern dafl wir die gewonnenen Zahlen oder Symbole noch gewissen Transforma-
tionen unterwerfen, um Charakteristika der Mefobjekte noch deutlicher hervortreten zu
lassen. Mit anderen Worten: Die Beobachtungen werden noch zu einigen fiir die Unter-
suchung wichtigen Kennziffern verdichtet, wie z.B. dem arithmetischen Mittel oder dem
hiufigsten Wert. Hierzu ein weiteres

Beispiel 2: Ein Meinungsforschungsinstitut wird nach der Ermittlung der Haltung der
Bevoélkerung zu einer geplanten Verfassungsanderung sicherlich nicht die ausgefiillten Erhe-
bungsbogen présentieren, sondern z.B. durch Angabe der relativen Haufigkeit der Zustim-
mung, Ablehnung und Indifferenz die Aussagekraft der Untersuchung erhohen.

Die vorgesehenen Transformationen bestimmen also das Mefiniveau der Daten mit. Da
im vorstehenden Beispiel allein nur die relativen Haufigkeiten der Zustimmung, der Ab-
lehnung und der Indifferenz interessieren, wire es wenig sinnvoll, das Skalenniveau durch
Ermittlung der Intensitat der Abneigung oder Zustimmung noch anzuheben.

Mit der Frage der Transformation von Daten ist auch die Einhaltung von Vertréaglich-
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keitsbedingungen beim Messen angesprochen. Skalenniveau und Transformation von Mefi-

daten miissen kompatibel sein.

Beispiel 8: Wenn Schiiler X eine 1 in Chemie auf dem Abiturzeugnis vorweisen kann,

Schiiler Y jedoch eine 3, wire es Unsinn zu behaupten, Schiiler X sei dreimal besser in

diesem Fach als Schiiler Y.

Ebenso fragwiirdig wire es, eine durchschnittliche Postleitzahl fiir Bayern zu berechnen.
Es wird nun eine Einteilung der verschiedenen Skalenniveaus nach ihrer Informationsin-

tensitdt und dem Verhalten gegeniiber Transformationen vorgenommen.

(1) Nominalskala (klassifikatorische Skala), z.B:

Kraftfahrzeugkennzeichen, Einteilung einer Grofistadt in Bezirke, Blutgruppe, Postleitzahl,
Geschlecht, Steuerklasse.

Die Objekte werden gemiB bestimmten Regeln in Klassen eingeteilt. Die Klassencharak-
terisierung geschieht durch Zuordnung von Symbolen oder Zahlen; dies bewirkt aber keine
Wertung oder Anordnung, sondern eben nur eine Klassifizierung.

Dieses niedrigste MeBniveau ist invariant gegeniiber eindeutigen (bijektiven) Transfor-
mationen. Es ist z.B. vollig gleichwertig, ob man den 5 Buslinien einer Kleinstadt mit den
Nummern 1, 2, 3, 4 und 5 stattdessen die Buchstaben A, B, C, D und E zuweist. Die
Einteilung aller Busse der Stadt in 5 disjunkte Teilklassen bleibt dabei natiirlich erhalten.
Information geht bei dieser vollstindigen Umbenennung nicht verloren.

Statistische Kennziffern wie relative Hiufigkeit oder der Modus bleiben bei derartigen
Transformationen invariant.

(2) Ordinalskala (Rangskala), z.B:

Schulnoten, militarischer Rang, sozialer Status, Ranglisten im Sport, Giiteklassen bei land-
wirtschaftlichen Erzeugnissen, Windstarke.

Im Gegensatz zur Nominalskala werden die gemessenen Individuen in eine Rangordnung
gebracht; es findet eine Auszeichnung von Objekten vor anderen statt. Im mathematischen
Sinne liegt auf der Menge der untersuchten Einheiten eine Ordnungsrelation vor, die durch
den Mefivorgang definiert wird. Es handelt sich jedoch nur um eine Aufreihung, eine inten-
sititsmiBige Abstufung. Den Differenzen und Quotienten von Mefidaten einer Ordinalskala
kommt keine Bedeutung zu.

So wird bei einem Architektenwettbewerb keine Aussage moglich sein, um wieviel bes-
ser der erste Preistriger gegeniiber dem zweiten ist. Ebensowenig ist gesagt, der erste
Preistriger sei fiinfmal qualifizierter als der fiinfte Preistrager.

Naturgemaf wird die Ordinalskala wegen ihrer Fahigkeit, mehr Informationen zu vermit-
teln, auf Skalendnderungen empfindlicher reagieren. Es sind hier nur echt monoton steigende
Transformationen zulassig, d.h., wir miissen uns nun mit einer Teilklasse der eineindeutigen
Abbildungen begniigen, um einen Verlust des MeBniveaus zu verhindern.
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Wenn statt der Giiteklassen A, B, C, D die Giiteklassenbezeichnung 1, 2, 3, 4 vermaoge
der monoton steigenden Transformation

A— 1 Cr—3
B+— 2 D+— 4

gewihlt wird, so ist dadurch die Ordnung der Klassen unverindert; es findet kein Informa-
tionsverlust statt. Eine beliebige eineindeutige Transformation liefe natiirlich die Ordnung
der Klassen nicht unverindert.

Quantile (z.B. Median) und Rangstatistiken (sieche Kapitel 3) sind invariant gegeniiber
monoton steigenden Transformationen.

(3) Intervaliskala, z.B:

Temperatur (gemessen in °C), Zeitdauer (bei verschiedenen Startpunkten).

Waihrend bei der Ordinalskala die Abstinde zwischen den zugewiesenen MeBwerten kei-
nen Informationswert haben bzw. nicht definiert sind, ist jetzt die Kenntnis einer solchen
Differenz von grofiem Belang.

Die Intervallskala realisiert sich ausschlieBlich durch reelle Zahlen und ist somit im Ge-
gensatz zu den vorstehend behandelten Skalentypen quantitativ.

Bei der Ermittlung der Erdbeschleunigungskonstante g durch ein Experiment spielt die
Differenz zwischen Fallbeginn und Fallende eine grofie Rolle. Auch bei mehrmaliger Wie-
derholung und damit unterschiedlichem Versuchsstartpunkt stellt sich an einem festen Ort
fiir ¢ jedesmal (abgesehen von MeBfehlern) ein konstanter Wert ein.

Die Intervallskala ist invariant gegeniiber linearen Transformationen der Form
y=az+b (a>0).

So besteht bekanntlich kein Unterschied, ob wir die Temperatur in °C (Celsius) oder in °F
(Fahrenheit) messen. Wegen der Beziehung

y=182+32 mityin°F, zin°C

1aBt sich die Celsiusskala eineindeutig in die Fahrenheitskala tiberfiihren.
Als Folgerung erhalten wir fiir die Intervallskala die weiteren charakteristischen Eigen-

schaften:

(1) Bei zulassigen linearen Transformationen bleibt der Nullpunkt nicht fest (0°C # 0°F).
So kdnnen wir z.B. nicht sagen, in einem Zimmer mit 20°C ist es doppelt so warm wie

in einem Zimmer mit 10°C.

(2) Der Quotient aus zwei Differenzen bleibt bei einer linearen Transformation erhalten,
d.h.,

Bi—y2  ani+b-ar,—-b z;-1;

Ys—ys azztb—azs—b z3—1z4
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(3) Der Quotient aus zwei verschiedenen MeBwerten dndert sich bei Skalenwechsel

y_l_a:tl-}-b T

y2 aza+b’ zo

Als wichtigste statistische Kennzahlen fiir Daten, die in dieser Skala gemessen werden, sind

das arithmetische Mittel, die Streuung und der Korrelationskoeffizient zu nennen.

(4) Verhiltnisskala, z.B:
Gewicht, Linge, Flache, Volumen, Temperatur (gemessen in *Kelvin), Stromspannung, Ko-
sten, Gewinn.

Der Unterschied zur Intervallskala besteht darin, da bei diesem Skalentyp ein fester
Nullpunkt existiert, der sich bei den hier zulassigen Transformationen der Form

y=az (a>0)

nicht dndert. Zudem bleibt das Verhiltnis zweier Skalenwerte bei einer derartigen Trans-

formation erhalten:

n_n
Y2 T2

Wollen wir z.B. die relative Steigerung des Umsatzes einer grofen Exportfirma berechnen,

so ist es vollig gleichgiiltig, ob wir den Umsatz auf Dollar- oder DM-Basis berechnen, wie

aus der folgenden Tabelle ersichtlich wird:

1992 | 1993
Umsatz
(in Mio. DM) 171187
Umsatz
(in Mio. Dollar) 10 1

Umsatz von 1993
Umsatz von 1992
18.7 Mio. DM

17 Mio. DM

11 Mio. Dollar
10 Mio. Dollar
= 1.1

Relative Steigerung

(Zugrundegelegter Kurs: 1 Dollar = 1.70 DM), d.h., a = 1.7.

Neben den schon bei der Intervallskala benutzten Kennzahlen treten hier der Variati-
onskoeflizient s/Z und das geometrische Mittel hinzu, MafBzahlen, welche die Kenntnis des
Nullpunktes erforderlich machen.
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Abschliefende Bemerkungen

Manchmal werden die vier Skalenarten noch weiter zusammengefafit:

Topologische Skala Kardinalskala

Nominalskala, Intervallskala
Ordinalskala Verhaltnisskala

Wihrend die bekannten parametrischen Testverfahren fast nur auf Daten, die auf der
Kardinalskala gemessen werden, anwendbar sind, sind die verteilungsfreien Methoden weit-
gehend unabhingig vom vorliegenden Skalentyp. Insofern sind diese Verfahren universeller
als die parametrischen. Selbst wenn in der Anwendung Daten mit kardinalem Mefiniveau
vorliegen, so kommt dennoch haufig kein parametrisches Verfahren in Frage, weil gewisse
Modellannahmen wie die spezifische Gestalt der Verteilungsfunktion (z.B. Normalvertei-
lung) nicht erfillt sind. So mufl dann auf ein nichtparametrisches (meist wenig rechenauf-
wendiges) Verfahren zuriickgegriffen werden, das zudem mit einem niedrigeren Skalenniveau
auskommt.

Zusammenfassend ergeben sich folgende Beziehungen zwischen den Skalenniveaus und
den Transformationsmengen:

Invarianz des Mefiniveaus gegentber Transformationen

Nominalskala S, Menge M, aller bijektiven Transformationen

Ordinalskala S, Menge M; aller echt monoton steigenden Transformationen
Intervallskala S;  Menge M, aller linearen Transformationen z — az + b, a,b € R,
a>0

Verhiltnisskala S Menge M, aller Transformationen z — az,a € R, a > 0.
Es gilt:

(1) MiDM;DM;D M,

(2) Si ist invariant gegeniiber M;, 1 <i<j <4.

Der Zusammenhang zwischen parametrischen und nichtparametrischen Verfahren hin-
sichtlich des geforderten Skalenniveaus mit dem Gewinn an Information u.a. ist in der fol-
genden Grafik dargestellt (in Pfeilrichtung findet eine Zunahme statt):
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Kapitel 2

Wahrscheinlichkeitstheoretische und
statistische Grundbegriffe

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Definitionen und Sitze der Wahrscheinlichkeits-
rechnung und der Statistik, wie sie in diesem Lehrbuch benétigt werden, in Kurzform dar-
gestellt. Fiir eine detailliertere Darstellung statistischer Grundlagen sei auf die Lehrbiicher
von Rohatgi (1984), Bickel u. Doksum (1977), Dudewicz u. Mishra (1988), Fisz (1976), Hogg
u. Craig (1978), Roussas (1973) und vor allem Mood u.a. (1974) hingewiesen.

2.1 Wahrscheinlichkeit und Zufallsvariable

FEreignisraum  Die moglichen Ausginge eines Zufallsprozesses werden durch eine Menge E
(Ereignisraum) bzw. durch ein System 2 ( Ereignisalgebra) von Teilmengen aus E beschrie-
ben. Die Elemente aus E heiflen Elementarereignisse, die Mengen aus 2 Ereignisse. Sind

A, B, Ay, Ay, As, ... € Y Ereignisse, so sollen AN B (A und B), AU B (A oder B), A (nicht
A), A UA;UAzU--- (A) oder A; oder A; oder ...) wieder Ereignisse sein. E (sicheres

Ereignis) gehort zu . A muf nicht notwendigerweise aus allen Teilmengen von E bestehen.

Weahrscheinlichkeitsmaff  Als MaB fiir den Grad der Moglichkeit des Eintretens eines Ereig-
nisses A wird ihm die Kennzahl P(A) zugeordnet. Diese Kennzahl heiit Wahrscheinlichkeit
von A. Eine Funktion

P :A-R
A~ P(A)

mit den Eigenschaften (Kolmogorowsche Aziome):

(1) 0< P(A) L1 firalle Ac¥,

(2) P(E) =1,
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(3) ist Ay, Az, As,... € A eine Folge von Ereignissen mit A; N A; = @ (i # j), so gilt

P (U A.-) =Y P(A),
=1 =1

heifit Wahrscheinlichkeitsmaf. Das Tripel (E,, P) nennen wir Wahrscheinlichkeitsraum.
Aus den Axiomen (1), (2) und (3) folgt direkt:

(4) P(A) = 1- P(A)

(5) P(8) =0

(6) A C B impliziert P(A) < P(B)

(7) P(AU B) = P(4) + P(B) — P(AN B).

Haben wir Kenntnis davon, daf ein Ereignis B eingetreten ist, so &ndert sich unter
Umstdnden P(A). Gilt P(B) > 0, so ist diese bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der
Bedingung B definiert durch

P(AN B)

P(AIB)= =5

P(-| B) hat die Eigenschaften (1), (2) und (3), ist also ebenfalls ein Wahrscheinlichkeitsmaf.
Andert sich die Wahrscheinlichkeit von A nach Eintreten von B nicht, gilt also P(A) =
P(A|B), so heien A und B unabhingig. Aquivalent mit der Unabhingigkeit von A und B
ist die Gleichung P(AN B) = P(A)P(B).

Zufallsvariable Wollen wir Ereignisse durch reelle Zahlen charakterisieren, so bietet sich
das Konzept der Zufallsvariablen an. Gegeben sei der Ereignisraum F und die Ereignisal-
gebra 2. Eine Funktion

X:E-R
heiit Zufallsvariable, wenn fiir jedes z € IR die Menge
(X <z)={e|e€ Eund X(e) < z}

ein Ereignis ist, d.h. zu 2 gehort. Ist X eine Zufallsvariable, so sind die folgenden Mengen
ebenfalls Ereignisse: (X < z), (4, < X £ z,), wobel z, z,, z, beliebige reelle Zahlen sind.
Zu einem Ereignis A aus 2 148t sich im allgemeinen eine Zufallsvariable X so finden, daf§
A = (X € B) fiir eine passende Teilmenge B von R ist. (X € B) = {e|e € E und X(e) €
B} ist das Ereignis, daB X einen Wert aus B annimmt.
Sind X und Y Zufallsvariablen und k eine reelle Zahl, dann sind auch X +Y, XY, k- X,
max{X,Y}, X/Y (wenn (Y = 0) = @) Zufallsvariablen.
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2.2 Verteilungs— und Dichtefunktion

Verteilungsfunktion Gegeben sei der Wahrscheinlichkeitsraum (E, 2, P). Ist X eine Zu-
fallsvariable, so heifit

F: R —[0,1]
z +— F(z)=P(X <z)
die zu X gehérende Verteilungsfunktion. F(z) gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit X

einen Wert kleiner oder gleich £ annimmt.

Es gilt:

(1) lim F(z)=1

z—r+400

(2) lim F(z)=0

T—+—00

(3) F ist monoton nichtfallend
(4) Fir z, < z, gilt P(z. < X < z,) = F(z,) — F(z.)

(5) F ist rechtsstetig, d.h., fiir alle recllen Zahlen z gilt

F(z + h)— F(x)
#>0

Diskrete Zufallsvariable Eine Zufallsvariable heit diskret, wenn sie endlich oder abzihlbar
unendlich viele Werte annehmen kann.
Die Funktion

P(X =2z) falls z Wert von X ist
flz) = {
0 sonst

heift die zugehérige Dichtefunktion ( Wahrscheinlichkeitsfunktion). Sie gibt die Wahrschein-
lichkeit an, mit der die Zahl z von X angenommen wird. Zwischen Verteilungsfunktion und
Dichtefunktion einer diskreten Zufallsvariablen besteht der folgende Zusammenhang

F(e)= Y (0.

t<z

Stetige Zufallsvariable Eine Zufallsvariable X heifit stetig verteilt (auch: absolut stetig),
wenn es eine Funktion f : IR — IR gibt, so da8 fiir alle reellen Zahlen z gilt:

F(z) = /_ orD
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f@®

F()=P(X <z)= [*_f(t)dt

Abb. 2.1

f heift die zu X gehorende Dichtefunktion (kurz Dichte). F heifit stetig, falls das zugehérige
X stetig verteilt ist. (Nicht zu verwechseln mit der gewdhnlichen Stetigkeit von Funktionen).
Ist f stetig im Punkt z, so gilt F'(z) = f(z). Ist X stetig verteilt, so gilt P(X =z) =0
und P(X < z) = P(X < z) fiir alle reellen Zahlen z.

Mehrdimensionale Verteilungen Sind X und Y zwei Zufallsvariablen, so ist die gemeinsame

Verteilungsfunktion Fxy erklart durch
Fxy(z,y) = P((X <z)n(Y <y)).

Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, dafl X Werte kleiner oder gleich z und Y Werte kleiner
oder gleich y annimmt. Es gelten die Regeln

(1) ligl Fxy(z,y)= Fr(y) (Fy Verteilungsfunktion von Y)
(2) 1i1+n Fxy(z,y) = Fx(z) (Fx Verteilungsfunktion von X)
Yy—+0o0

(3) lim Fxy(z,y)=0= lim Fxy(z,y).
T——00 y——00

Die gemeinsame Verteilungsfunktion von Zufallsvariablen Xi,...X, wird entsprechend
definiert durch

Fx,,..x(21,...,20) = P((Xi < z) N - N (X, £ 34)).
Sind Xj,..., X, diskret, so heiflt

fxxa (@1, 20) = P((X1=21) N - N (X = 24))
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die gemeinsame diskrete Dichtefunktion von Xi,...,X,. Xi,..., X, haben eine gemeinsa-
me stetige Verteilung, wenn es eine Funktion fx, . x, gibt, so daB fiir alle Tupel (zy,...,2,)

gilt

Ist fx,...x. in (z1,...,Z,) stetig, so ist

aﬂ

WFX.,....X..(M) ) zn) = fx..,...xn(zl» ceey xn)-

Haben Xj,..., X, eine gemeinsame stetige Verteilung, so ist jedes X; stetig verteilt, und es
ist

Ixi(z:) = / / X1y - ooy Ta) d2y - - - dTiydTiyy - - - dy.
Ein entsprechendes Resultat gilt fiir diskrete Zufallsvariablen.

Unabhdngigkeit von Zufallsvariablen Die Zufallsvariablen X,,..., X, heiBen (stochastisch)
unabhdngig, wenn fir alle n-Tupel (z,...,z,) gilt

FX; ..... Xn(zli"')zn) == FX;(zI)FX'g(Iz)'“Fxn(‘r")'

Sind Xj,...,X, gemeinsam diskret oder stetig verteilt, so gilt die Unabhangigkeit genau
dann, wenn

X0 Xa(Z15 -2 Zn) = 3, (21) fx,(22) +++ fxoa(Za)

fir alle n-Tupel (zy,...,2,) ist.

Symmetrische Verteilung Eine Zufallsvariable X heiit symmetrisch verteilt um den Punkt
zo, wenn P(X < zo — z) = P(X > z¢ + z) fiir alle reellen Zahlen z gilt.

f(z) f(z)

P(X > 29+ 2)
~ /
s }
Top—1<T o Zo+zT = Zo—T To To+ T z

Abb. 2.2 Abb. 2.3

Stochastisch gréfler Die Zufallsvariable X heifit stochastisch gréfler als die Zufallsvariable
Y, wenn gilt: Fx(z) < Fy(z) fir alle reellen Zahlen z.
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Fy FX

Abb. 2.4

Dies bedeutet also P(X < 2) < P(Y < z). Wenn X stochastisch groer als Y ist, so gilt
stets P(X >Y) > P(X < Y). Die Umkehrung gilt jedoch im allgemeinen nicht.

2.3 Momente und Quantile

Zur Beschreibung von Verteilungen dient eine Reihe von Mafizahlen, von denen wir die
wichtigsten auffiihren. Die Werte einer diskreten Zufallsvariablen seien mit z;, die Dichte
einer stetigen Zufallsvariablen sei mit f bezeichnet.

Erwartungswert E(X)

X diskret E(X) =Y z.P(X = z))

X stetig EX)= [ zf(z)dz

Fiir beliebige Zufallsvariablen X und Y giit
EX+Y)=EX)+ E(Y); E(cX)=cE(X), ceR.

X und Y heiflen unkorreliert, falls E(XY) = E(X)E(Y), andernfalls korreliert. Sind X
und Y unabhingig, so sind sie unkorreliert.

Varianz Var(X)

X diskret Var(X) = Y (z; — E(X))*P(X = x))

t

X stetig Var(X) = [ (z — E(X))*f(z)dz
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Es gilt:
Var(cX) = ¢?Var(X) und Var(c+ X) = Var(X).
Sind X und Y unkorreliert, so gilt Var(X +Y) = Var(X) 4+ Var(Y).
Standardabweichung \/\m heifit die Standardabweichung von X.

r-tes Moment r sei eine natiirliche Zahl. Dann heifit

pr = E(X") r-tes Moment von X
tr = E((X — E(X))") r—tes zentrales Moment von X.

Erwartungswert, Varianz oder die Momente miissen nicht endlich sein. Haufig wird die

Abkiirzung p = E(X) bzw. 62 = Var(X) verwendet. Es gilt:
m=p ta=EX") m=0 pp=o"

Ist r > 2, sprechen wir auch von héheren Momenten.

Quantile Sei 0 < p < 1. Jede Zahl a, mit der Eigenschaft
P(X <a,) <p < P(X < a)

nennen wir p—tes Quantil der Zufallsvariablen X. a, muB nicht eindeutig sein. Ist jedoch
Fx streng monoton wachsend, so ist @, eindeutig bestimmt. Insbesondere bei Konfidenz-
intervallen und Tests werden Quantile (kritische Werte) hiufig gebraucht. Statt p wird
dort der griechische Buchstabe o verwendet. a, bzw. a;_, heiBen dann a-Quantil bzw.
(1 — a)-Quantil.

F() F(z)
De -

{

De |

|

|

e e 5

ap T ap z
Abb. 2.5 Abb. 2.6

Median und Quartile Ein p-tes Quantil mit

p=025 heifit 1. Quartil oder unteres Quartil
p=0.5 heiBt Median (2. Quartil)
p=0.75 heift 3. Quartil oder oberes Quartil.
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Bei symmetrischer Verteilung und eindeutig bestimmtem Median stimmen Erwartungs-

wert und Median iiberein.

Kovarianz Fiir zwei Zufallsvariablen X und Y ist die Kovarianz von X und Y definiert
durch

Cov(X,Y) = E([X — E(X)][Y — E(Y))).
Die Kovarianz besitzt die folgenden Eigenschaften:
a) Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y).
b) Die Zufallsvariablen X und Y sind genau dann unkorreliert, wenn Cov(X,Y) = 0 gilt.

c) Cov(X, X) = Var(X). Ungleichung von Cauchy-Schwarz

|Cov(X,Y)| < 4/Var(X)Var(Y)

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn Y = ¢X +d mit Wahrscheinlichkeit 1 ist (¢ # 0,d

Konstanten).

e) X1,..., X, und Y4,...,Y,, seien Zufallsvariablen und a;,...,a,,b,..., b, seien reelle
Zahlen. Dann gelten die folgenden Identitaten:

Var (i X;) i Var(X;) + Zn: i:Cov(X.-, X;)

=1 j=1
it

= Zn: Var(X:) +2) ) Cov(X, X;)

i<j

Cov (Xn:a,-X;,iij}) = iia;bjCov(X;,)/j).
j=1

=1 =1 j=1

Var <2": a;X;) = i: aVar(X;) + 2“: Zﬂ:a;ajCov(X;, X;)
=1

=1 i=1 j=1
i#

n

= Z a?Var(X;) + 2 E Z a;a;Cov(Xi, X;)

i=1 i<j

Korrelationskoeffizient Der Korrelationskoeffizient zweier Zufallsvariablen X und Y ist
erklart durch

Corr(X,Y) = Cov(X,Y)

/Var(X)/Var(Y)

Abkiirzend wird p = Corr(X,Y) gesetzt. Es ist: ~1 < p <1, p = 0 genau dann, wenn X

und Y unkorreliert sind, |p| = 1 genau dann, wenn Y = cX + d mit Wahrscheinlichkeit 1
gilt (¢ # 0,d Konstanten).
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2.4 Spezielle Verteilungen und deren Eigenschaften

2.4.1 Allgemeine Begriffe

Parameter einer Verteilung Die in der Verteilungs— oder Dichtefunktion einer Zufallsva-
riablen auftretenden Konstanten heiflen Parameter. Zwei Verteilungen, die sich nur durch
Parameter unterscheiden, werden derselben Verteilungsklasse zugerechnet, sie sind vom sel-
ben Typ. Auch wenn sie nicht explizit in der Verteilungs— oder in der Dichtefunktion
auftauchen, werden Erwartungswert, Varianz, Median, h6here Momente usw. als Parameter
aufgefafit. Die méglichen Parameter einer Verteilungsklasse werden zum Parameterraum

zusammengefait. Die Parameter aus {2 werden mit 8 bezeichnet.

Heavy tails (long tails)  Viele Dichten haben die Eigenschaft, dafi f(z) fir z — —oo
bzw. £ — oo rasch gegen Null konvergiert. Bei manchen Verteilungen ist jedoch noch
eine relativ grofle ,, Wahrscheinlichkeitsmasse“ an den Riandern anzutreffen, wie z.B. bei der
Cauchy-Verteilung oder der Doppelexponentialverteilung, siehe 11.4.2. Wir sprechen dann
von heavy tails oder long tails.

(=) f(z)

e

keine heavy tails heavy tails

Abb. 2.7 Abb. 2.8

Lageparameter 6 heift Lageparameter (location parameter) der Zufallsvariablen X, wenn
die Verteilung X — 6 nicht mehr von # abhingt. Dies ist genau dann der Fall, wenn sich die
Dichte in der Form f(z) = g(z—#8) oder die Verteilungsfunktion in der Form F(z) = G(z—6)
darstellen lassen, wobei g eine Dichtefunktion und G eine Verteilungsfunktion sind.

Variabilitdtsparameter 6 > 0 heifit Variabilititsparameter (Skalenparameter, scale para-
meter) der Zufallsvariablen X, wenn die Verteilung von % nicht mehr von 6 abhangt. Dies
ist genau dann der Fall, wenn sich die Dichte in der Form f(z) = ;¢ (%) oder die Vertei-
lungsfunktion in der Form F(z) =G (%) darstellen lassen, wobei g eine Dichtefunktion und
G eine Verteilungsfunktion sind.
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Standardisierung X sei eine Zufallsvariable mit dem Erwartungswert y = E(X) und
der Standardabweichung ¢ = \/\Ef(—Xj . X wird durch die Transformation Z = 571
standardisiert, d.h., es gilt E(Z) =0 und Var(Z) = 1.

Asymptotische Verteilung Seien X;,X,,... eine Folge von Zufallsvariablen und F' eine
stetige Verteilungsfunktion. Die Folge X1, X, . .. heiBt asymptotisch verteilt nach F', falls fir
alle Stetigkeitsstellen z von F gilt lim P(X, < z) = F(z), d.h., die Folge der zugehérigen
Verteilungsfunktionen konvergiert dort punktweise gegen F.

2.4.2 Diskrete Verteilungen

Bernoulli-Verteilung (0,1-Verteilung) X geniigt einer Bernoulli-Verteilung mit dem Pa-
rameter p (X ~ Bi(l,p)) wenn

P fallsz =1
fz)=P(X=2)=¢ 1—p fallsc=0

0 sonst.
Wir setzen A = (X =1) und A= (X = 0).

Binomialverteilung Sind X, Xy, ..., X, unabhiangige, identisch verteilte Zufallsvariablen
mit X; ~ Bi(1, p), so hat die Zufallsvariable

X = iX,-
i=1

eine Binomialverteilung mit den Parametern n und p (X ~ Bi(n,p)). Die Dichte lautet

(n>Px(1 —~p)*® fallsz=0,1,...,n
f($)=P(X=:E)= T :

0 sonst.

X gibt die Anzahl des Auftretens von A bei n unabhingigen ,Bernoulli-Versuchen® an.

Diskrete Gleichvertedung X hat eine diskrete Gleichverteilung mit dem Parameter n (X ~
G(n)), wenn die Dichtefunktion lautet '

% fallsz=1,2,...,n
f@) = P(X =)=
0 sonst.

Hypergeometrische Verteilung Eine Urne enthalte N Kugeln, M rote und N — M schwarze.
n Kugeln werden der Urne zuféllig ohne Zuriicklegen entnommen. X bezeichne die Anzahl
der roten Kugeln der Stichprobe vom Umfang n. Dann hat X eine hypergeometrische
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Verteilung mit den Parametern N, M und n (X ~ H(N, M,n)). Mit a = max{0,n — (N —
M)} und b = min{n, M} ist die Dichtefunktion ist gegeben durch

M\/N-M
z n—=z
f@)=P(X =z)= N falls a<z <),
n
0 sonst.

Poissonverteilung Es sei X3, X, ... eine Folge von Zufallsvariablen mit X, ~ Bi(n,p,).
Es gelte aulerdem lim np, = A; A > 0. X heifit poissonverteilt mit dem Parameter A

n—o0

(X ~ Po(})), wenn fiir z = 0,1,... gilt: P(X =z) = lim P(X, = z). Als Dichtefunktion
ergibt sich

T

{ e)” falls z =0,1,...

0 sonst.

Multinomialverteilung  Ein Experiment bestehe aus n unabhingigen Versuchen. Jeder der
Versuche habe k sich gegenseitig ausschlieBende Ausginge A,,..., Ax mit den Wahrschein-
lichkeiten py,...,px. Sei X; = Anzahl des Auftretens von A; in den n Versuchen. Die
(vektorwertige) Zufallsvariable X = (Xj,...,X}) hat eine Multinomialverteilung mit den
Parametern py,...,p; und n (X ~ M(n,py,...,px)) mit der Dichtefunktion

floryeymr) = P(Xi=a1,..., Xe =)

k
!
n. T T2 Tk i — J—
31!12!'"11:!1’1 7R Y fur:c;—O,l,...,n, E:c.—n

= =1
0 sonst,

k
wobei Y p; =1 ist.

i=1
2.4.3 Stetige Verteilungen

Gleichverteilung (Rechteckverteilung)  Nimmt eine Zufallsvariable nur in einem Intervall
[a, 8] Werte an und besteht Grund zur Annahme, daB keiner der Werte oder Teilintervalle
»bevorzugt* wird, so hat X eine Gleichverteilung (oder auch: Rechteckverteilung) auf [a, b]
(X ~ R(a,b)) mit der Dichte

0 sonst.

Wichtige Sonderfélle sind a =0 und b=60 bzw. a =0 und b = 1.
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Normalverteilung  Sie ist die bekannteste und wichtigste aller Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen. X ist normalverteilt mit den Parametern p und o2 (X ~ N{(u,0?)), wenn die Dichte
gegeben ist durch
1
fle) = e

270

Ll

(==

2
#) LeER, o>0.

Es ist E(X) = p, Var(X) = o%. p ist ein Lageparameter, o ein Variabilititsparameter.
Fir die standardisierte Variable Z = X=£ gilt Z ~ N(0,1). Ist g = 0, 0? = 1 s0 sagen
wir, die Variable ist standardnormalverteilt. Die Verteilungsfunktion einer normalverteilten
Variablen wird mit ®(z | ;o) bezeichnet. ® ist streng monoton wachsend. Eine normalver-
teilte Zufallsvariable ist symmetrisch um zo = g verteilt. Sind X; ~ N(g;,02) (z = 1,2) zwei
unabhingige Variablen und a, b reelle Zahlen, so gilt a X1 +bX; ~ N(ap; + by, a’o? +b%0d).

Kontaminierte Normalverteilung  Diese Verteilung spielt bei Robustheitsuntersuchungen
von Schétzern oder Tests eine herausragende Rolle (siehe 11.3 und 11.4). X hat eine kon-
taminierte Normalverteilung, wenn die Dichte gegeben ist durch

IS S [0 )
flz)=(1 E)\/i;ale +6\/2_7r¢728

mit z, 41,42 € R, 05,06, > 0, € € (0,1). Fiir die Verteilung von X schreiben wir auch

F =(1-¢€)N(p1,0}) +N(ps,03).

L 4(=e)

72

Dieses Wahrscheinlichkeitsmodell kann wie folgt interpretiert werden: Eine Beobachtung
z stammt mit Wahrscheinlichkeit (1 ~ ¢) aus N(p1,02) und mit Wahrscheinlichkeit € aus
N(p2,03). Es sei darauf hingewiesen, da F im allgemeinen keine Normalverteilung ist. Es
gilt:

E(X) = (1-e)m+eps,
Var(X) = (1 —e)oj +eo;+e(l —e)(pm — pa)*.
Ein wichtiger Spezialfall, der in 11.3 und 11.4 eine Rolle spielt, ist folgende sogenannte
Skalenkontamination: gy = gy = 0, 02 = 1. Dafiir schreiben wir X ~ KN(e,0) mit

KN(z,e,0) = (1-€)®(z)+e®(z/c), wobei & die Standardnormalverteilung ist. Dann gilt
also: E(X) =0, Var(X) = (1 -~ ¢) + 02

Lognormalverteilung X ist lognormalverteilt (X ~ LN(g,0?)), wenn die Dichte gegeben
ist durch

fle) =

V2no

n x—u)?
{ 1 e_lzc“ fallsz > 0
sonst.

Dabei ist o > 0 und g € R; o? heifit Formparameter. Es giit:

E(X) = e#*47 Var(X) = e+ (ea’ - 1) .
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Die transformierte Zufallsvariable Y = In X ist dann normalverteilt mit E(Y) = p und
Var(Y) = o?.

Gammaverteilung X heiit gammavertedt mit den Parametern r und A (X ~ I'(r,))),
wobei r > 0 und A > 0 sind, wenn die Dichte gegeben ist durch
A r—1,-\z
=~ (Az) e fallsz >0
L(r ( =
fwy =4 "

0 sonst.

I' ist die Gammafunktion (vgl. Math. Anhang).

Ezponentialverteilung X ist ezxponentialverteilt mit dem Parameter A (X ~ Ex(})), wenn
X ~T(1, ). Die Dichte lautet dann, da I'(1) =1 ist:

de™* fallsz >0
f(z) =

0 sonst.

Doppelezponentialverteilung (Laplaceverteilung) X ist doppelezponentialverteilt (laplace-
verteilt) mit den Parametern « und 8 (X ~ Dez(a, $)), wenn X die Dichte
_lz=al
f(e) = gge 7
besitzt. Dabei ist 8 > 0.

x?-Verteilung Sind Xi,..., X, unabhingige standardnormalverteilte Zufallsvariablen, so
hat die Variable X = X? + --- + X? eine x%-Verteilung mit dem Parameter n (X ~ x2).
Der Parameter n heifit Fretheitsgrad (FG) von X. Das p-te Quantil der x?>-Verteilung mit
n FG wird mit x2,, bezeichnet. Die Dichte ist

1 nf2-1,-z/2 fall >
fo) — o zI‘(n/Z)x e sz >0

0 sonst.
Die x?-Verteilung ist ein Sonderfall der Gammaverteilung (r = n/2, A = 1/2).

F-Verteilung X und Y seien unabhingige Zufallsvariablen mit X ~ x2 und Y ~ x2.
Dann hat die Variable U = (X/m)/(Y/n) eine F-Verteilung mit den Parametern n und
m (U ~ Fp.n); m und n heiflen die Freiheitsgrade der F-Verteilung. Das p-te Quantil der
F-Verteilung mit m,n FG wird mit Fp,m , bezeichnet. Die Dichte ist gegeben durch
mm/2nn/2 um/2—l

f) = 4 BOm72n72) (mu + n)mH72

fallsu > 0

0 sonst.

B ist die Betafunktion (vgl. Math. Anhang).
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t-Verteilung X und Y seien unabhingige Zufallsvariablen mit X ~ N(0,1) und Y ~ x2.
Die Variable T = X//Y/n hat eine t-Verteilung mit dem Parameter n (T ~ t,); n heift
der Freiheitsgrad der t-Verteilung. Das p-te Quantil der t-Verteilung mit n FG wird mit
tpn bezeichnet. Die Dichte lautet

I‘ ntl t2 _("'+l)/ 2

ft) = __@ 14+ — .
r (%) VT n

Eine t-verteilte Variable ist symmetrisch um z¢ = 0 verteilt und zudem asymptotisch nor-

malverteilt.

Cauchy-Verteilung X hat eine Cauchy-Verteilung mit den Parametern A und g, A > 0
(X ~ C(M, p)), wenn die Dichte gegeben ist durch

1 A
IR

Die Cauchy-Verteilung ist symmetrisch um z4 = p.

f(z)

Logistische Verteilung X heiBit logistischverteilt mit den Parametern a und 3, 8 > 0
(X ~ Log(a, B)), wenn X die Dichte

besitzt. Die logistische Verteilung ist symmetrisch um zp = a.

Betaverteilung X ist betaverteilt mit den Parametern @ und 8, @ > 0 und 8 > 0,
(X ~ Be(a, 8)), wenn X die Dichte
79‘(;,—15)””“_1(1 —z)P! falls0<z<l

0 sonst

flz) =

besitzt. B ist die Betafunktion (vgl. Math. Anhang).

Bivariate Normalverteilung X und Y sind bivariat normalverteilt mit den Parametern
By iy, 02,02 und p, 0. > 0,0, > 0, -1 < p <1 ((X,Y) ~ Bin(pz, py, 02,02, p)), wenn X
und Y die gemeinsame Dichte
L |t (]
f@y) = ——— e
2roL0y\/1 —p

besitzen.
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Ubersicht (ohne mehrdimensionale Verteilungen)

Verteilung Bi(n,p) | G(n) H(N,M,n) Po()) | R(a,b)
Erwartungswert np 9—3:—1 %’l A a—;—b
. | nt=1 [ Mn(N-M)(N-n) b—a)’
Varianz np(l —p) | 53— NN — 1) A g——m—)—
Verteilung N(p,0?) | KN(e,o0) LN(g,0?) L(r, A)
Erwartungswert 7 0 st §
Varianz o? (1-¢)+eo? e2nto’? (e"2 — 1) %
Verteilung Ez()) | Dez(e,B) | X2 Fan
Erwartungswert '/IY «a n ﬁ (n>2)
. 1 2 2n*(m 4 n —2
Varianz \ 2p 2n ——g—z—Lm(n —2)(n = 4) (n>4)
Verteilung tn C(\u) | Log(a, B) Be(a, )
Erwartungswert [ 0 (n > 1) ex. nicht a 517
. n . Bir’ afl
Varianz 7—=7 (n>2) | ex. nicht 3 R ED

2.5 Funktionen von Stichprobenvariablen

Stichprobenvariablen X sei eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F'. Betrach-
ten wir unabhingige Realisationen z,...,z, von X (eine Stichprobe), so erweist es sich

als zweckmiBig, diese Stichprobe z;,...,z, als Werte von n Zufallsvariablen Xi,..., X,
aufzufassen, wobei gilt

(1) Xa,...,X, sind unabhingig
(2) alle X; sind identisch verteilt mit der Verteilungsfunktion F.

X1,...,X, heiflen dann unabhéngige Stichprobenvariablen. Aus diesen Stichprobenvariablen
werden dann neue Zufallsvariablen, sogenannte Stichprobenfunktionen oder Statistiken T =
T(X1,...,X,) gebildet, z.B.

I 1 < .
X=;ZX.~; 52=n—_—12(x.~—X)2.

i=1 =1
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Gilt E(X;) = p und Var(X;) = 0% (z = 1,..., ), so ist E(X) = p, Var(X) = o?/n,
\/ Var(X) = o/v/n (Wurzel-n-Gesetz) und E( %) =

Schwaches Gesetz der grofien Zahlen Sind Xi, X,,... unabhingige Stichprobenvariablen
mit E(X;) = p, so gilt fiir jedes e > 0
lim P(p—e<X,<p+e) =1,

n—oo

wobei X, = 1 E X; ist. Als Folgerung ergibt sich das schwache Gesetz der grofen Zahlen
von Bernoulli. Ist X ~ Bi(n,p), so gilt fiir die relative Haufigkeit X/n des Auftretens von

A in n Bernoulli-Versuchen:

limP(p—e§§§p+e)=l

n—oo

fiir jedes € > 0.

Tschebyschewsche Ungleichung Es sei X eine Zufallsvariable mit E(X) = g und Var(X) =
o2. Dann gilt fiir jedes € > 0
2

P(p—e§X$y+e)21—%.

Sind speziell X; unabhingige Stichprobenvariablen mit E(X;) = p und Var(X;) = ¢ (i =
1,...,n), so gilt

0.2

P(p-e<X< >1-—

(h-—esX<pte)21-—.

Zentraler Grenzwertsatz X, ..., X, seien unabhingige Stichprobenvariablen mit E(X;) =
p und Var(X;) = 0% (i =1,...,n).

Dann ist die Statistik Z, = x’:;“ \/n asymptotisch standardnormalverteilt. Daraus folgt der

Satz von De Moivre-Laplace Ist X ~ Bi(n,p), so ist
_ X—-np  X/n-p
Vp(l—p)  /p(1-p)/n

asymptotisch standardnormalverteilt.

Verteilung wichtiger Stichprobenfunktionen Xi,..., X, seien unabhangige Stichprobenva-
riablen mit X; ~ N(g,0?).Dann gilt

(1) X~ N (s 2)

(X: - X)?

'["]3

1l
A

(2) vVm(X = p)/Sx ~ tm-1, wobei §% = 15

(3) (m —-1)S%/o* ~ Xt
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(4) Sind ¥3,...,Y, unabhingige Stichprobenvariablen (auch unabhingig von Xj,...,X)
mit Y; ~ N(v,0?), so gilt

n

~ Fm—l,n—la wobei 5]2’ = ;1—1 Z(K - Y)Z‘
i=1

Sk
73

Konvergenz von Stichprobenfunktionen Ty, Ts,... sei eine Folge von Stichprobenfunktio-
nen.

a)  Die Folge heiBt konvergent in Wahrscheinlichkeit (stochastisch konvergent) ge-
gen die Zufallsvariable T, falls fiir jedes & > 0 gilt

lim P(|T, ~T| <e&)=1.

Wir schreiben dann: T, 5 T. Fiir T sind auch Konstanten zugelassen.

b) Die Folge heifit konvergent im quadratischen Mittel gegen die Zufallsvariable T,
falls gilt lim E [(T. — T)?] = 0. Konvergenz im quadratischen Mittel impliziert
Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

2.6 Punkt- und Intervallschitzung

2.6.1 Punktschitzung

Schétzfunktionen  Zur Schitzung von unbekannten Verteilungsparametern werden Stich-
probenfunktionen T'(Xj,..., X,) benutzt, deren Werte in der ,Nihe* der Parameter liegen
sollen. Es gibt eine Reihe von Giitekriterien fiir solche Schdtzfunktionen, von denen wir die
wichtigsten angeben. ‘

Erwartungstreve T(X,...,X,) heifit erwartungstreu (unverféilscht) fiir den Parameter 0,
wenn E(T) = 6.

Asymptotische Erwartungstreve T(X,,...,X,) heiBt asymptotisch erwartungstrev (asym-
ptotisch unverfélscht) fir den Parameter 8, wenn Lim E(T) = 4.

n—oo

Konsistenz  T(X,...,X,) heift schwach konsistent fiir den Parameter 6, wenn T LA
0. T(Xi,...,X,) heiBt konsistent im gquadratischen Mittel fiir den Parameter 6, wenn
lim E ([T — 60)?) = lim {Var(T) + [E(T) - 4)?} = 0.

Effizienz T(X,,...,X,) heifit effizient fiir den Parameter 8, wenn gilt
(1) T ist erwartungstreu fiir 6

2) Ist T' eine weitere erwartungstreue Schitzfunktion fiir 8, so ist Var(T) < Var(T").
g
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Rao-Cramérsche Ungleichung  T(Xu,...,X,) sei eine erwartungstreue Schatzfunktion fiir
den Parameter 0 der Variablen X mit der Dichtefunktion f. Fiir die Varianz von T 1afit

sich (unter gewissen Regularititsbedingungen) eine untere Schranke angeben. Es gilt

Var(T) > 1 -
nE ([%log fo(X)] )

Diese Beziehung heifit Rao—Cramérsche Ungleichung.

Mazimum-Likelihood—Methode  Sie liefert Schatzfunktionen (mit im allgemeinen guten Ei-
genschaften) fiir den Parameter 8 der Dichtefunktion f(z;8). Es wird derjenige Parameter-
wert 0 bestimmt, der die Likelihoodfunktion

 L(zy,...,20;0) = f(21;0)f(22;0) - - - f(2n;0)

beziiglich 6 bei fester Stichprobe z,...,z, maximiert. L(zy,...,z,;0) kann im diskreten
Fall als die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der Stichprobe zy,.. ., z, aufgefaBt werden,
wenn 0 der wahre Parameter ist. Existiert der Wert 6, so ist er haufig eindeutig bestimmt,
und ist L beziiglich 0 differenzierbar, so erfiillt er die Gleichung

a%L(:cl,...,:cn;()) .=0.

o=

é hangt von z,,...,z, ab; folglich gilt 6= é(zl, ..., Ty). Ersetzen wir z; durch die zugehori-
gen Stichprobenvariablen X;, so ist é(Xl, ..., Xy) die Mazimum-Likelihood-Schdtzfunktion
fiar . Man kann zeigen, dal der Maximum-Likelihood-Schitzer schwach konsistent, asym-
ptotisch erwartungstreu und asymptotisch normalverteilt ist, sofern gewisse Bedingungen
erfiillt sind, was jedoch fast immer der Fall ist.

Bei Normalverteilung ist 4 = X der Maximum-Likelihood-Schatzer fir § = g und
(n — 1)S?/n der Maximum-Likelihood-Schitzer fiir § = o2.

2.6.2 Intervallschitzung

Konfidenzintervall Anstatt den unbekannten Parameter # durch die Realisation einer Sta-
tistik T'(Xy, ..., X,) zu schitzen, kann ein Intervall konstruiert werden, welches mit einer
vorgegebenen Wahrscheinlichkeit § {iberdecken soll. Dabei hingen die Intervallgrenzen von
den Stichprobenvariablen ab, sind also auch Zufallsvariablen. Es werden Intervallgrenzen
a=a(Xy,...,Xs) und b =b(X;,...,X,) so bestimmt, daB fiir gegebenes 1 — a gilt

Pa<t<d)=1-a.

[a, b] heiit Konfidenzintervall fiir 8, 1 — « heiBt das Konfidenzniveau.
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Konfidenzintervalle bei Normalverteilung

(1) fir p
o bekannt
_ o - o
X - zl—a/277—lvx + 21—0/2\/—7—1
mit

a
®(z;- =1-—
(Z] 0/2) 2

o unbekannt
_ S S
[X - tl—a/Z;n—ljﬁ',X + tl—-a/2;n-1ﬁ]

(2) fir o®

[(n -1)§* (n— 1)52]

2 ’ 2
Xl—a/2;n—1 Xu/Z;n—l

2.7 Testen von Hypothesen

Test Aufgabe eines statistischen Tests ist es, Aussagen oder Hypothesen iber die Vertei-
lung einer Zufallsvariablen X anhand einer Stichprobe zi,...,z, zu dberprifen.

Teststatistik  Zur Uberpriifung der Hypothesen dient eine Teststatistik (auch: Prifgréfe)
T = T(Xy,...,Xn). Je nach Realisation von T entscheiden wir uns fiir oder gegen die
vorliegenden Hypothesen.

Kritisches Gebiet Das Testproblem wird in der Form einer Nullhypothese Hg und einer
Gegenhypothese H,; formuliert. H, heifit auch Alternativhypothese oder kurz Alternative.
Nach bestimmten Kriterien wird eine Menge C' gewihlt, die die Entscheidung zugunsten
einer der beiden Hypothesen vorschreibt:

Entscheidung fiir Hy, falls T' sich nicht in C realisiert,

Entscheidung fiir H;, falls T sich in C realisiert.
C wird kritisches Gebiet oder kritischer Bereich genannt. Meistens ist C eine Teilmenge
der reellen Zahlen.

Finseitige und zweiseitige Tests In der parametrischen Statistik beziehen sich Hypothesen
fast immer auf Werte eines oder mehrerer Parameter 6. Wir fassen die unter Hy zulassigen
Parameter zur Menge (s und die unter H; zulissigen Parameter zur Menge {2, zusammen.
Wir sprechen von einseitigen Tests im Falle der Hypothesen
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HO:OSGO HO:GZGO
bzw.
H,:0>8, H,:0<8,

und von zweiseitigen Tests im Falle der Hypothesen
Ho 10 = 00
H1 : 0 # 00.

Einfache und zusammengesetzte Hypothesen  Je nachdem, ob g bzw. £2; ein Element
oder mehrere Elemente enthalten, heifien Hy bzw. H; einfach oder zusammengesetzt.

Fehler 1. und 2. Art  Die Entscheidung fiir Hy oder H; kann falsch sein. Wir unterscheiden

Fehler 1.Art Entscheidung fir H,, d.h. Hy ablehnen ( T € C), obwohl Hy zutrifft.
Fehler 2.Art Entscheidung fiir Hy, d.h. Hy annehmen ( T ¢ C), obwohl H; zutrifft.

Giitefunktion eines Parametertests Wir setzen Q = oy U §2;. Die Funktion

B Q=10,1]
9+ B(8) = P(T € C)

heifit die Giitefunktion (power function) des Tests. 3(6) gibt die Wahrscheinlichkeit an, Hy
abzulehnen (H; anzunehmen), wenn 6 der wahre Parameter ist. Wenn 8 € ) ist, sollte im
Idealfall 3(6) nahe 0 sein, wenn 8 € Q, sollte 5(8) nahe bei 1 sein. B hangt natiirlich vom
kritischen Gebiet C' ab.

Gite eines Tests Schrinken wir die Giitefunktion auf §; ein, d.h., betrachten wir 8(4)
nur fiir § € 0, so hat ein Test eine umso héhere Giite, je nadher (6) bei 1 liegt, d.h., die
Wahrscheinlichkeit, sich zugunsten von H; zu entscheiden, wenn H; wahr ist, ist grof.

Operationscharakteristitk  Die Funktion

K : Q-[0,1]
60—~ K@)=P(T¢C)=1-p(0)

heifit Operationscharakteristik des Tests. K(8) gibt die Wahrscheinlichkeit an, Ho anzuneh-
men (H, abzulehnen), wenn & der wahre Parameter ist.

Testniveavr  Die Wahrscheinlichkeiten fiir die Fehler 1. und 2. Art hingen im allgemeinen
voneinander ab. Wird das kritische Gebiet eines Tests so verandert, da die Wahrschein-
lichkeit, den Fehler 1. Art zu begehen, sinkt, so steigt die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler
2. Art und umgekehrt. In der Praxis beschrinken wir uns deswegen auf Tests, deren Feh-
lerwahrscheinlichkeit 1. Art eine vorgegebene Schranke a (gebriauchlich: a =0.1, 0.05 oder
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0.01) nicht iiberschreitet, d.h., C' wird so gewihlt, daB §(8) < « fiir alle § € £ gilt.. Ein
solcher Test heift Test zum Nivear a.

p-Wert Statt bei vorgegebenem Testniveau « das kritische Gebiet C so festzulegen, daB
B(8) = Py(T € C) < a fiir § € §y gilt, kdnnen wir bei einseitigen Tests auch die Wahr-
scheinlichkeit dafiir angeben, daB unter H, die Teststatistik T einen beobachteten Wert
von T iiber— bzw. unterschreitet. Diese Wahrscheinlichkeit heifit p-Wert (auch beobachtetes
Testniveau) und gibt das kleinste Testniveau an, auf dem die Beobachtungen (noch) signi-
fikant sind. Beim zweiseitigen Test ist es iiblich, als p-Wert das Doppelte des p-Wertes
fiir den zugehérigen einseitigen Ablehnungsbereich anzugeben. Ist der p-Wert kleiner als
das vorgegebene Testniveau a, so sind die Beobachtungen signifikant, andernfalls nicht sig-
nifikant. Wird jedoch keine Testentscheidung iiber Ablehnen oder Nichtablehnen von Hg
gefordert, so sind die Vorgabe eines Testniveaus o und die Angabe einer speziellen Ableh-
nungsregel nicht notig. Der p-Wert vermeidet die mehr oder weniger willkiirliche Wahl von
a; er ist informativer als die bloBe Feststellung, daB die Beobachtungen, bei vorgegebenem
a, signifikant oder nicht signifikant sind.

Zur Interpretation des p-Wertes kann gesagt werden, daB er ein Maf fiir den Grad der
Unterstiitzung von Hp durch die Beobachtungen ist; je kleiner p, desto geringer die Un-
terstiitzung von Hp. Wird z.B. beim t-Test im Einstichproben-Problem (siehe 2.8) fiir
n =20 und Ho : p < po gegen Hy : g > po der Wert ¢t = 1.94 beobachtet, so erhalten
wir iber die t-Verteilung mit n — 1 = 19 FG den p-Wert Py, (¢t > 1.94) = 0.034, d.h.,
Hy wird nur ,schwach unterstiitzt“. Fir ¢t = 0.14 ergibt sich Py, {t > 0.14) = 0.445, d.h.,
Hy wird nun , weit starker unterstiitzt“. Die (exakte) Angabe des p-Wertes ist nicht immer
moglich, weil nicht bei allen Statistiken (insbesondere nicht bei den in diesem Buch diskutier-
ten Rangstatistiken) die vollstindige Verteilung unter Hy vorliegt; meist sind nur Quantile
bzw. kritische Werte tabelliert. In der Regel kann jedoch ein approximativer p-Wert iber
die Normalverteilung als asymptotische Verteilung der Teststatistik bestimmt werden. In
den meisten statistischen Programmpaketen ist bei der Auswertung eines Datensatzes der
(exakte oder approximative) p-Wert angegeben.

Unverfilschter Test Ein Test zum Niveau a heifit unverfdlscht (unbiased), wenn 3(6) > «
fir alle 8 € Q, gilt, d.h., die Wahrscheinlichkeit Hy abzulehnen, wenn Hy falsch ist, ist

mindestens so grofl wie jene, Hy abzulehnen, wenn Hj zutrifft.

Konsistenter Test Eine Folge von Tests zum Niveau o heifit konsistent, wenn deren Giite
mit zunehmendem Stichprobenumfang gegen 1 konvergiert. Haufig 1a8t sich ein Test als
konsistente Folge von Tests auffassen (wenn das kritische Gebiet vom Stichprobenumfang
abhidngt). Einen solchen Test nennen wir dann ebenfalls konsistent. Ein konsistenter Test
ist asymptotisch unverfélscht, d.h., "131010 B(0) 2 a fiir alle 8 € Q.
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Konservativer Test Bei der Konstruktion eines Tests zum Niveau a entsteht manchmal
die Schwierigkeit, das vorgegebene Niveau a voll auszuschépfen. Wenn z.B. die Teststatistik
diskret ist, kann B(f) < o* < a fiir alle 8 € §)y sein. Die Wahrscheinlichkeit, sich fir die
falsche Hypothese H; zu entscheiden, wird also geringer als gefordert war. Diese Begiin-
stigung von Hy macht sich -allerdings durch einen Giiteverlust bemerkbar. Derartige Tests
nennen wir konservativ; o* heiBt dann tatsdchliches (actual) Testniveau im Gegensatz zum

vorgegebenen (nominalen) Testniveau a.

Aquivalente Tests Stehen bei einem Testproblem zwei Tests zur Verfiigung, die dieselbe
Giitefunktion haben, so nennen wir beide Tests dquivalent. Die Wahrscheinlichkeiten fiir
die Entscheidungen bei zwei dquivalenten Tests zugunsten Hy oder H; sind stets dieselben.

Robuste Tests Bei der konkreten Durchfithrung eines Tests miissen bestimmte Annahmen
iiber die Verteilung in der Grundgesamtheit (z.B. Normalverteilung) und iber die Stichpro-
benvariablen (z.B. Unabhéngigkeit) als erfiillt angesehen werden, um ein kritisches Gebiet
eindeutig festlegen zu kénnen. Dabei hingen Verteilung der Teststatistik und kritisches Ge-
biet eng zusammen. Kann an einer Annahme (aus welchem Grund auch immer) nicht mehr
festgehalten werden und &ndern sich Testniveau a oder Giite # nur unwesentlich, obwohl
Teststatistik und kritisches Gebiet beibehalten worden sind, so bezeichnen wir den Test als

a— bzw. f-robust gegeniiber dieser Annahmeinderung (vgl. 11.3.3).

Randomisierte Tests Bei jedem Test sollte das Testniveau a voll ausgeschdpft werden,
d.h., es sollte gelten B(f) = « fiir mindestens ein § € Q. Bei Stetigkeit der Verteilung in
der Grundgesamtheit und bei Stetigkeit der Verteilung der Teststatistik 1aBt sich dieses Ziel
auch stets erreichen. Ist eine dieser Eigenschaften jedoch nicht gegeben, so kann B(6) < a
fiir alle 8 € (g sein (bei festem kritischen Gebiet C). Dann gibt es zwei Méglichkeiten

(1) « verkleinern (vgl. konservativer Test)

(2) a beibehalten, die Entscheidungsregel des Tests aber wie folgt zndern: Angabe dreier
disjunkter Gebiete C,C; und C3 mit der Mafigabe
a) Entscheidung fiir Hy, falls T € C,
b) Entscheidung fiir H;, falls T € C;
¢) Entscheidung fiir Hy oder fiir Hy, falls T € Cs.

Falls T sich in Cj realisiert, ist also die Entscheidung fiir Hy oder H; noch offen. Wir
machen dann noch ein zusétzliches Zufallsexperiment mit zwei Ausgingen Ap und A;, wobei
P(Ao) =1—p, P(A;) = pist. p wird dabei so bestimmt, da

P(T € C; | H trifft zu) + p- P(T € Cs| Hy trifft zu) = o

ist. Bei T' € C5 entscheiden wir uns nach dem Experiment fiir
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H,, falls Ay auftritt,
H,, falls A, auftritt.

Auf diese Weise wird o ausgeschdpft. Derartige Tests werden als randomisierte Tests be-
zeichnet. Sie werden in der Praxis jedoch kaum angewendet.

Stetigkeitskorrektur Hat die Teststatistik eine diskrete Verteilung, welche von einem gewis-
sen Stichprobenumfang an durch eine stetige Verteilung approximiert wird, so kann durch
eine geringfiigige Verdnderung der Verteilungsfunktion die Approximation hiufig noch ver-
bessert werden. Diese Anderung nennen wir Stetigkeitskorrektur.

Bester Test Gegeben sei das Testproblem mit zwei einfachen Hypothesen

Ho : 0=00
H1 . 9=01

Ein Test mit der Teststatistik 7' und dem kritischen Gebiet C heifit bester Test zum Niveau
a, falls gilt

(1) B(6o) =

(2) Fiir jeden anderen Test fiir dieses Problem mit der Giitefunktion 8’ und der Eigenschaft
B'(8) = o gilt: B(8;) > B'(61), d-h., von allen Tests mit & als Wahrscheinlichkeit fiir
den Fehler 1.Art hat ein bester Test eine mindestens so grofie Giite wie alle anderen
Tests mit dieser Eigenschaft.

Neymann-Pearson-Lemma Es sei X eine Zufallsvariable mit Dichtefunktion f(z,8), wo-
bei f als bekannt vorausgesetzt wird. Fiir das Testproblem mit einfachen Hypothesen
Hy : 8 = 0, gegen Hy : § = 6, betrachten wir den Quotienten L(fg,6;) der zugehdrigen
Likelihoodfunktionen:

f(zla' . »l‘moo)

L8 = 5 )

Dann ist der beste Test zum Niveau a durch das kritische Gebiet K bestimmt, das solche
Punkte (z4,...,%,) enthalt, fir die Py ((X1,...,Xs) € K) = aund L(b,6,) < k ist. Dieses
Lemma von Neymann-Pearson sichert nicht nur die Existenz eines besten Tests, sondern
beinhaltet auch ein Konstruktionsprinzip fiir einen solchen Test, wenngleich es nicht unmit-
telbar die zugehdrige Teststatistik T liefert. Das ist jedoch hiufig durch geeignete Umfor-
mungen von L(fp, ;) mdglich. Wir erhalten dann L(8y, 6,) als eine Funktion T'(Xy,...,X,)
und die zu (X, ..., X,) € K dquivalente Bedingung T'(X1,...,Xs) < ¢,c € R, falls 6y < 6,
und T(Xh,...,Xs) 2 ¢, falls 8y > 6,; diese Bedingung ist leichter zu handhaben. Abge-
sehen davon, daf ein derartiges Transformieren mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden
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sein kann (dies hingt unter anderem vom zugrundeliegenden Verteilungstyp ab), ist die

Bestimmung der Verteilung der resultierenden Teststatistik nicht immer einfach.

Gleichmdpig bester Test Der Begriff ,bester Test“ 18t sich auf das Problem Hy : § = 6
gegen H, : 0 € Q, (einfache Hypothese gegen zusammengesetzte Hypothese) verallgemei-
nern. Ein Test fiir dieses Problem heifit gleichmdfig bester Test (uniformly most powerful)
zum Niveau a, wenn er bester Test fiir das einfache Problem Hy : 8 = 6, gegen H; : 6 = 6,
fiir jedes 0; € §; ist. Jeder andere Test mit der Teststatistik 77, dem kritischen Gebiet
C' und der Eigenschaft Py (1" € C') = a hat keine groflere Giite als der gleichmaBig beste
Test. Im allgemeinen existieren fiir die einseitigen Probleme Hy : 8 = 6 gegen H, : 0 > 6
bzw. Hy : § = 0y gegen H, : § < 0, gleichmaBig beste Tests, jedoch nicht fiir das zweiseitige
Problem Hp : 8 = 6, gegen H; : § # 6. GleichmiBig beste Tests lassen sich vielfach mit
Hilfe des Neymann—Pearson-Lemmas konstruieren.

Likelthood-Quotienten-Test  Sind beide Hypothesen zusammengesetzt oder ist das Pro-
blem Hp : 8 = 6, gegen H; : 0 # 6y zu testen, so wird zum Auffinden ,guter® Tests auch
das Likelihood-Quotienten—Verfahren benutzt. Die Variable

sup L(6)
_ defo

~ sup L(9)
e
heifit Likelthood-Quotient (likelihood ratio) und dient zum Testen der zusammengesetzten
Hypothesen Hp : 6 € Qy gegen Hy : § € ;. Dabei ist L(8) = L(z1,...,zn;0) der Wert
der Likelihoodfunktion an der Stelle §. Es ist 0 < A < 1. Ist A nahe bei Eins, ist Hy
wahrscheinlicher — wir entscheiden uns fiir Hy; ist A nahe Null, ist H; wahrscheinlicher —

wir entscheiden uns fiir H;. Genauer:

Entscheidung fiir Hg, wenn A > A

Entscheidung fiir H;, wenn A < Ao.

Ao wird so bestimmt, daB8 ein Test zum Niveau « vorliegt. Allerdings muBl dann die Vertei-
lung von A = A(Xi,...,X,) bekannt sein. Es 1afit sich zeigen, dal —2log A unter milden
Regularititsbedingungen asymptotisch y2-verteilt ist. AuBerdem ist ein derartiger Test
meistens konsistent, jedoch haufiger verféalscht.

Finite relative Effizienz Gegeben seien zwei Tests Ty und T zum Niveau o fiir das Problem
Hy : 0 € Qg gegen H, : 0 € Q. Anstatt zu fragen, ob die Giite von Test T grofler ist als die
von Test T, wird manchmal untersucht, wie sich die Giite des einen Tests durch Variation
des Stichprobenumfangs n beim anderen Test erreichen lat. Als MaBzahl wird die finite
relative Effizienz von Test T; beziglich Test Ty (F.R.E.) definiert durch m/n, wobei m der
feste Stichprobenumfang von Test T; ist und n derjenige Stichprobenumfang von Test T,
der nétig ist, um dieselbe Giite von Test T; zu erreichen (fiir festes 6, € £;). Diese MaBizahl
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ist jedoch abhingig von o, 8; und m, so dafl die Angabe der finiten relativen Effizienz geringe
allgemeine Aussagekraft hat (vgl. 10.2).

Asymptotische relative Effizienz  Gegeben seien zwei Tests zum Niveau « fiir das Problem
Hy : 0 € Qo gegen Hy : § € Q. Das Grenzverhiltnis m/n (m — oco,n — 00) der
Stichprobenumfinge m (von Test T;) und n (von Test T3), so daB beide Tests dieselbe Giite
{bei gleichen Alternativen ,in der Nihe* der Nullhypothese) haben, heit asymptotische
relative Effizienz (A.R.E). Die A.R.E. hingt nicht von a ab (vgl. 10.3).

2.8 Wichtige parametrische Tests bei Normalverteilung

Tests auf u (X -Test)
Gegeben: n unabhingige Stichprobenvariablen Xi, ..., X, ~ N(g,0?).

(1) o bekannt

Hy H, Entscheidung kritische Werte
gegen Hy, falls

b<polp>po | X>a Cl=#0+\/lr—i‘zl—a

p>po | p<po | X<c Cz=po—-§—’—lzl-a

p=tpo | p# po | X < csoder X > ¢, 63=#o—\/L7—121-a/2

€4 = pio + —\%—521‘—01/2

Dabei ist 2, definiert durch ®(z,) = p.
(2) o unbekannt (t-Test)

Hy H; Entscheidung kritische Werte
gegen H,, falls
< X — —i-t
PS> po >a a #0+\/;'ll—a
p>po |l p<po | X<e 02=ﬂ0_'%t1—a

p=po | p#po| X <csoder X > ¢4 63=#o—\/i-ﬁt1_a/z

C4=pot+ \/i'T—ltr-a/z

t, ist das p-te Quantil der t-Verteilung mit (n — 1) Freiheitsgraden und

1 « .
5=Jn_1§(X;—X).




