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VORWORT

Zu den hier gesammelten Beitrigen habe ich im Frithjahr 1974 die
Freunde und Gesprichspartner, darunter die ehemaligen und gegenwirtigen
Schiiler von PAUL LORENZEN, aus AnlaB dessen 60. Geburtstags am 24, Mirz
1975 eingeladen.

Meine Bitte war, zur Diskussion um die konstruktive Wissenschafts-
theorie aus der Sicht der jeweils eigenen Arbeit Stellung zu nehmen, damit der
gegenwirtige Dialogstand in seinen Grundziigen einmal dokumentiert vorliegt
und anhand dieser Beitrige gesichtet und kritisch gepriift werden kann. Thema-
tisch erstreckt sich die international gefiihrte Diskussion von Logik iiber Grund-
lagen der Mathematik und Physik bis hin zu Ethik und Grundsitzen eines Ver-
stindnisses der philosophischen Tradition unter EinschluB der Kulturwissen-
schaften.

Allen Autoren, die dieser Bitte gefolgt sind, méchte ich auch offentlich
sehr herzlich fiir diese ihre Mitwirkung danken. Thre Beitrige werden es moglich
machen, die Frage zu beantworten, welche Thesen zur Zeit als vorldufig ge-
sichert und daher akzeptiert, welche als unhaltbar und welche als weiterhin
kontrovers angesehen werden miissen.

Noch eine traurige Nachricht bin ich dem Leser mitzuteilen schuldig:
Von den Autoren sind HERMANN ZELTNER und auch WILHELM KAMLAH, Erlan-
ger Kollegen von PAUL LORENZEN, zwischen Manuskripteingang und Druck-
legung gestorben. Noch vor dem Umbruch starb auch der Senior unter ihnen,
PAUL BERNAYS aus Ziirich. Fiir die Korrekturen trigt hier allein der Heraus-
geber die Verantwortung.

SchlieBlich soll nicht verschwiegen werden, daB die Debatte um die kon-
struktive Wissenschaftstheorie in den verflossenen Jahren auch viele durchaus
nicht-rationale, von individuellen Vorlieben und MutmaBungen der Gesprichs-
partner auf beiden Seiten gespeiste Teilstiicke enthalten hat und weiter enthilt,
die den in dieser Debatte sich sowohl vollziehenden wie sich darstellenden all-
méhlichen Wandel des Wissenschaftsverstandnisses einer rationalen Prognostik
weitgehend entziehen.

Wissenschaftliche oder gar wissenschaftstheoretische Diskussionen sind
nicht deshalb, weil hier scheinbar keines Einzelnen Sache vertreten wird,
scheinbar keine personlichen Interessen eine Rolle spielen, schon jverniinftigy,
namlich ihrer Struktur nach Einwidnden ohne Ansehen der Person zuganglich.
Die Bildungsgeschichten auch von Wissenschaftlern gleichen sich durchaus
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nicht und sind nur stiickweise — in einer eigenen wissenschaftlichen Anstren-
gung — ineinander iibersetzbar. Die Verniinftigkeit kann stets nur als ein mehr
oder weniger deutlich sichtbarer Zug miindlicher wie schriftlicher Argumen-
tationen begriffen werden. Wenn der Leser den vorliegenden Diskussions-
beitrdgen in diesem Sinne folgt, wird er ihnen den groBtmoglichen Nutzen ab-
gewinnen.

Danken méchte der Herausgeber noch ausdriicklich der Wissenschaft-
lichen Gesellschaft des Saarlandes ¢.V., ohne deren erheblichen Druckkosten-
zuschuB die Veroffentlichung in der gegenwirtigen Situation des Verlags-
gewerbes nicht méglich gewesen wire.

Ebenso schuldet der Herausgeber Frau S. KLEDZIK, sowie den Herren
Dr. D. GerHARDUS, B. PHILIPPI, M.A., und Dr. A. Ros Dank fiir ihre
unentbehrliche Hilfe bei der Vorbereitung der Manuskripte fiir die Druck-
legung einschlieBlich der Miihen des Korrekturlesens.

Dem Verlag Walter De Gruyter schlieBlich gebiihrt Dank sowohl fiir
die Bereitwilligkeit, mit der er den zahireichen Wiinschen des Herausgebers ent-
gegengekommen ist, wie fiir die dabei erwiesene Geduld.

Saarbriicken, im Herbst 1977
Kuno Lorenz
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KUNO LORENZ

EINLEITUNG

Als Anfang der sechziger Jahre PAUL LoReNZEN, von Kiel kommend,
in Erlangen die philosophische Zusammenarbeit mit WiLHELM KAMLAH als
Paradigma einer auch in der gegenwirtigen Philosophie nicht nur wiin-
schenswerten, sondern mdoglichen und ein Stiick weit schlieBlich sogar wirk-
lichen sachlichen Gemeinsamkeit jenseits der hergebrachten philosophischen
Schulen begreifen wollte, ahnte niemand, da damit der Grundstein wiederum
einer philosophischen Schule, der heute sogenannten >Erlanger Schulec gelegt
wiirde.

Als zugehorige Programmschrift gilt der wissenschaftlichen Offentlich-
keit die von KAMLAH und LORENZEN gemeinsam verfaBte ,Logische Propadeutik.
Vorschule des verniinftigen Redens® (in der 2., verbesserten und erweiterten
Auflage, Mannheim 1973, Einleitung und Kapitel I-VI von KamLaH, Ka-
pitel VII von LORENZEN), auch wenn fiir die dort schon angekiindigte >prak-
tische Hauptschule« die beiden Autoren durchaus verschiedene Wege ein-
geschlagen haben [KAMLAH in seinem Buch ,Philosophische Anthropologie.
Sprachkritische Grundlegung und Ethik‘ (Mannheim 1972), LORENZEN in
seinem mit O. SCHWEMMER verfaBten Band ,Konstruktive Logik, Ethik und
Wissenschaftstheorie‘ (Mannheim 1973,21975)], so daB die Gemeinsamkeit einer
sprachkritischen Haltung allein noch nicht iiber die Fortsetzung in einer sich
konstruktivc nennenden Wissenschaftstheorie entscheidet, die distinktiven
Merkmale gegeniiber den andernorts gegenwirtig vertretenen wissenschafts-
theoretischen Methodologien und Teleologien im konkreten Fall daher jeweils
erst aufgesucht werden miissen.

Es bedarf fiir jede Fragestellung einer Detailanalyse, um im Verfahren
der Antwortfindung die in der zeitgendssischen Diskussion, auch innerhalb
der >Erlanger Schuleq, strittigen Punkte bestimmen zu kénnen. Wenn gleich-
wohl im Titel dieser Verdffentlichung mit dem Ausdruck ,Konstruktion® das
Gegenliber zu einer »Position« charakterisiert sein soll, so mag dies, billigt man
groBziigig eine grobe Vereinfachung, damit gestiitzt werden, daB fiir die Be-
grindung von Behauptungen, den >Positionens, in der konstruktiven Wissen-
schaftstheorie nicht wieder bloB auf Annahmen oder bereits Zugestandenes,
also andere >Positionen¢, zuriickgegriffen wird, daB vielmehr geeignete Hand-
lungen, die >Konstruktionen¢, und seien es zuweilen auch nur Worterkla-
rungen, den Aussagen, um deren Priifung es geht, >zugrunde liegen«.
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Die Zuriickfilhrung des theoretischen Geltungsproblems (die Frage
nach dem >Sein< und dem >Sollen) auf technisches Konnen und praktisches
Wollen ist fiir die Behandlung wissenschaftstheoretischer Fragestellungen in
der konstruktiven Wissenschaftstheorie charakteristisch und verweist damit
zugleich auf ihre groBe Nédhe zum Pragmatismus in der urspriinglichen, an
KANT und dem Common-Sensism orientierten Fassung bei C. S. PEIRCE.

Kein Wunder daher, daB die konstruktive Behandlung vieler Einzel-
fragen, etwa in den Grundlagen der Mathematik oder in den Grundlagen der
Sozialwissenschaften, nur an wenigen Stellen von einer der gegenwdrtig
geiibten Standardbehandlungen, etwa in der Beweistheorie oder in der System-
theorie, abweicht, daBl andererseits aber wiederum von denjenigen, die kon-
struktiv verfahren, eine Fiille untereinander streitiger Antwortversuche auf
Einzelfragen vorgelegt werden, die es verbieten, in der konstruktiven Wissen-
schaftstheorie den Versuch eines philosophischen Systems zu sehen, gar noch
mit HUGO DINGLER als modernem Stammvater. Vielmehr gilt die von WITTGEN-
STEIN im Vorwort seines Tractatus formulierte Zusammenfassung ,,Was sich
iberhaupt sagen laBt, 1iBt sich klar sagen; und wovon man nicht reden
kann, dariiber muB man schweigen“, wird sie nicht, wie von WITTGENSTEIN
seinerzeit beabsichtigt, auf die These, allein in den exakten Wissenschaften —
Naturwissenschaften und Mathematik — lieBe sich etwas sagen, beschrinkt,
als Richtschnur guter konstruktiver wie auch guter, sich nicht ausdriicklich im
angegebenen Sinne ,konstruktiv’ nennender wissenschaftstheoretischer Arbeit.

Die nachfolgend zusammengestellten Beitrige konzentrieren sich auf
gegenwirtig im Dialog der konstruktiven Wissenschaftstheorie mit anderen
wissenschaftstheoretischen Ansédtzen strittige Fragen, wobei solche allge-
meiner Natur ebenso wie spezielle innerhalb der Grundlagen verschiedener
Einzelwissenschaften zu etwa gleichen Teilen abgehandelt werden. Natur-
gemiB erlauben die speziellen Fragen eine hohere Genauigkeit in der begriff-
lichen und argumentativen Behandlung als die sich prizisem Zugriff regel-
mafig wesentlich stirker entziehenden Fragen allgemeiner Art.

Deshalb stehen die Beitrige zur Speziellen Wissenschaftstheorie, geglie-
dert in die Abteilungen Mathematik, Logik und Physik, vornean und bilden
den Inhalt von Band I; in Band II folgen dann, gegliedert in zwei Abteilungen:
zeichen- und handlungstheoretische Aspekte sowie historisch-methodologische
Aspekte, die Beitrige zur Allgemeinen Wissenschaftstheorie.

1. Zur Diskussion um Logik, Semiotik und Linguistik

Versucht man Herkunft und Folgen des in der Logischen Propddeutik
skizzierten Programms einer methodisch vorgehenden Philosophie kritisch
abzuschitzen, so ist zunichst zu bemerken, daB hier an eine philosophische
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Tradition angekniipft wird, die Philosophie und Wissenschaften nicht als
getrennte Disziplinen versteht, sondern als Tétigkeiten, die »nur< durch den
Grad ihrer Differenzierung und die daraus folgende Beschrinkung auf beson-
dere Gegenstandsbereiche und dafiir charakteristische Aussageformen unter-
schieden sind. Weder wird Philosophie als eine eigene »Grund«wissenschaft
noch als eine >Uber« (oder »Meta«)wissenschaft angesehen, die dann entweder
nur wieder als — spekulativ verfahrende - Ontologie oder modisch als —
empirisch orientierte — Wissenschaftswissenschaft auftreten kann.

Vielmehr artikuliert sich das philosophische Interesse an der beson-
deren Weise, wie wissenschaftliche Anspriiche, gleich welcher Art, erhoben
und eingelost werden koénnen, und dabei sind die ausgesprochenen und
unausgesprochenen Behauptungen dariiber, was wissenschaftlichem Anspruch
iberhaupt zuginglich sein konne, ausdriicklich miteingeschlossen. Hinzu
kommt der bewufite Einsatz des in den letzten hundert Jahren zunichst von
der formalen Logik dann von der Analytischen Philosophie herausgebildete
Werkzeug der logischen Analyse sprachlicher Ausdriicke fiir alle Fragen, die
sich stellen, wenn das Phinomen der Entstehung einer wissenschaftlich fun-
dierten Weltauffassung und einer verniinftig orientierten Lebensfithrung ver-
standlich gemacht und das MaB seiner Berechtigung begriindet werden soll.

Von daher war es naheliegend, erst einmal den Argumentationen zur
Sicherung mit wissenschaftlichem Anspruch verbundener Behauptungen be-
sondere Aufmerksamkeit zu schenken, und das hieB, die pragmatische Basis
fiir logisches SchlieBen aufzusuchen. Diese Fragestellung fiihrte zur Aus-
arbeitung der dialogischen Begriindung der formalen Logik unter Einschluff
der Modallogik und in ihrem Gefolge zu einer Wahrheitstheorie, die im
gegenwirtigen Disput zwischen einem konsensorientierten und einem korres-
pondenzorientierten Wahrheitsbegriff — im Beitrag von ILTING thematisiert —
zu vermitteln beansprucht.

Aus der Fiille daraus erwachsender Einzelfragen, die — systematisch —
zum Beispiel die Art und Weise der Auszeichnung der intuitionistischen vor
der klassischen Logik oder das Verstindnis der Modalitéten, insbesondere bei
zeitabhingigen Aussagen, und — historisch — zum Beispiel die adiquate Re-
konstruktion von Lehrstiicken der aristotelischen Logik oder das Verstindnis
der tarskischen Wahrheitsdefinition betreffen, sind in den Beitrigen der Abtei-
lung Logik von v. WEIZSACKER, MURPHY, ROBINSON, BUHL, ANGELELLI und
RAGGIO einige herausgegriffen und teils ganz speziell, teils in einem groBeren
Zusammenhang behandelt worden.

Probleme noch vor dem Aufbau der formalen Logik, ndmlich bei der
Frage nach der Verankerung der Dialogregeln in einer Argumentationspraxis,
werden im Beitrag von KAMBARTEL erdrtert, Probleme nach ihrem Aufbau,
wenn es die Grundbegriffe einer Theorie der Wahrscheinlichkeit — allerdings
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noch ohne ihren Zusammenhang mit der Modallogik — zu bestimmen gilt, im
Beitrag von MEDINA.

Es hat sich friihzeitig herausgestellt, daB die Konzentration auf Fragen
des logischen SchlieBens fiir die Ausgangsfrage nach dem Aufbau, den Bedin-
gungen und der praktischen Verankerung wissenschaftlicher Argumentationen,
kurz: fiir die Losung des theoretischen Geltungsproblems, eine Beschrinkung
darstellt, unter der die Herausbildung der wissenschaftlichen Leistungen aus
der Alltagspraxis nicht zureichend verstanden werden kann.

So blieb insbesondere ungeklédrt, wie sich die ja auch in den Wissen-
schaften verwendete reiche grammatische Struktur natiirlicher Sprachen zu
der durch relativ wenige Bausteine und eine einfache Syntax charakterisierten
logischen Grammatik verhilt; der von PAUL LORENZEN beschrittene Weg des
Aufbaus einer methodisch von der natiirlichen Sprache grundsitzlich unab-
hingigen »Orthosprachex fiir wissenschaftliche Zwecke, also einer methodisch
geordneten Sprache, die als begriindete Metasprache fiir beliebige Disziplinen
taugt, ist auch innerhalb der konstruktiven Wissenschaftstheorie umstritten,
vermag er doch den argumentativen Status der gleichwohl fiir die Motivation der
Schrittfolge in Anspruch genommenen iiblichen Sprachmittel — das sind die
intern >Parasprache< und extern »protreptische Sprache< genannten Hilfs-
mittel — nicht allgemein iiberzeugend anzugeben.

Es war daher fast zwangsldufig, daB sich auf der Grundlage des ins-
besondere von WILHELM KaAMLAH ausfiihrlich erlduterten und in seinem hier
vorliegenden Beitrag noch einmal ausdriicklich an einem Anwendungsproblem
explizierten Verstindnis der Sprachhandlungen als schematischer Zeichen-
handlungen eine Reihe von Arbeiten mit der Einbettung von Zeichenhand-
lungen in das allgemeine Geflecht menschlicher Handlungen und Hand-
lungszusammenhéinge befaBt hat und die Entstehung von Zeichen in einem
anthropologischen Zusammenhang zu rekonstruieren versucht. Der Beitrag
von GERHARDUS geht dabei der besonderen welterschlieBenden Rolle dsthe-
tischer Zeichenhandlungen nach und hat dabei Berithrungen mit den Schlu3-
iiberlegungen von HABERMAS.

Der sachlich enge, methodisch jedoch kontroverse Zusammenhang mit
Thesen der Sprechakttheorie,in der von J.R.SEARLE vorgelegten Fassung, ist
Gegenstand des Beitrags von SCHNEIDER. Von einem methodisch genau ent-
gegengesetzten Standpunkt, unter voller Ausnutzung der formallogischen
Hilfsmittel in der Metasprache, schligt R. M. MARTIN in seinem Beitrag
eine Erweiterung der iiblichen logischen Grammatik um eine Logik der Pripo-
sitionen vor und versucht dabei, unter anderem in kritischer Auseinander-
setzung mit LORENZEN, nachzuweisen, daB mindestens diese Erweiterung schon
zur Verfiigung stehen miisse — ndmlich beim Verstindnis der Verwendungs-
regeln fiir sprachliche Ausdriicke —, um die Orthosprache iiberhaupt funk-
tionsfahig zu machen.
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An dieser Stelle kristallisiert sich einer der wichtigsten gegenwirtigen
Streitpunkte um das Programm der konstruktiven Wissenschaftstheorie, nim-
lich wie das Verhiltnis von praktischen Sprachregeln zu ihrer theoretischen
Beschreibung methodisch zu bestimmen sei.

Von der Antwort auf diese Frage nach dem umstrittenen Primat der
Praxis vor der Theorie, oder, genauer noch: von der eine kontrollierbare
Losung erst moglich machenden sinnvollen Fragestellung zu diesem Problem,
wird es abhidngen, ob die Diskussion um die konstruktive Wissenschafts-
theorie selbst zu einem Paradigma wissenschaftlichen Argumentierens sich
entwickeln kann.

2. Zur Diskussion um Pragmatik, Ethik, Wissenschaftsgeschichte
und Methodologie

Schon im Zusammenhang der Verhiltnisbestimmung zwischen der Lehre
von den Sprachhandlungen in der konstruktiven Wissenschaftstheorie und der
zeitgenossischen Sprechakttheorie — gerade auch bei der zentralen, von SCHNEI-
DER erorterten Frage nach dem Status der Priddikation — lieB sich nicht
ausklammern, daB herkémmlich ,normativ‘ genannte Uberlegungen eine ent-
scheidende Rolle spielen. Der umfangreiche Beitrag von APEL dient vor allem
einer Erorterung der fragwiirdigen SEARLE’schen Behauptung iiber die Impli-
zierbarkeit praskriptiver Sitze aus deskriptiven.

Handlungen, und also auch Sprachhandlungen, lassen sich ndmlich in
mindestens zweierlei Hinsicht betrachten, unter dem >technischen< Gesichts-
punkt des Kénnens — hier kommen insbesondere die fiir die individuelle und
soziale Erziehung erforderlichen Vermittlungsprozesse: Lehren und Lernen,
in den Blick — und unter dem )praktischen« Gesichtspunkt des Wollens —
hier ist der Ausgangspunkt einer an Bediirfnissen und ihrer Befriedigung
orientierten praktischen Philosophie. Dabei ist die mogliche gegenseitige Ver-
stindigung iiber Konnen und Wollen — unter dem Titel der >kommunika-
tiven Kompetenz« gegenwirtig intensiv diskutiert — in ihrer methodischen
Stellung beim Aufbau der Ethik noch nicht hinreichend geklirt.

Besonders zwei Fragen sind es, die eine erhebliche Aufmerksamkeit
beanspruchen: Zum einen geht es darum, ob die Anerkennung eines >Ver-
nunftprinzips« oder der >Wille zur Vernunft, d.h. die Bereitschaft zu einer
niemanden auszeichnenden gemeinsamen Beratung von Handlungsvorschli-
gen, als eine individuelle Entscheidung zu gelten hat, die selbst keiner Argu-
mentation zuganglich oder bediirftig ist. Zum anderen geht es darum, ob der bis-
her in der konstruktiven Wissenschaftstheorie explizierte Begriff der prak-
tischen Beratung, gerade weil damit der Gleichheitsgrundsatz schon in die
Vorbedingungen eingeht, tiberhaupt von der die Verniinftigkeit gegenseitiger

2 Konstruktionen versus Positionen I
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Beziehungen offenbar einschrinkenden, biologischen und sozialen Differenz
der menschlichen Subjekte zureichend Kenntnis nehmen kann, die bean-
spruchte dialogische Vernunft wiederum nur eine — transzendental verkappte
— monologische ist.

Betroffen sind von diesen beiden Fragen, die unter anderem und teil-
weise in einem erheblich verallgemeinerten Rahmen in den Beitrdgen von
APEL, HABERMAS, ILTING und SCHWEMMER behandelt werden, auch die Rekon-
struktion von KANTs Kategorischem Imperativ — der Gegenstand von PATZIGs
Studie — und das Verstindnis von PrLATONs Zuriickweisung des Ideologie-
verdachts gegeniiber dem Gleichheitsgrundsatz im Dialog Gorgias — Gegen-
stand des Beitrags von ZELTNER.

Der damit auch in der Diskussion um die konstruktive Wissenschafts-
theorie lautgewordene Zweifel an der Reichweite der von Philosophie und
Wissenschaft beanspruchten Vernunft hat zu grundsitzlichen methodologi-
schen Stellungnahmen herausgefordert, die im Beitrag von WOHLRAPP zu einer
an der Unterscheidung von ,Forschung’ und ,Darstellung’ orientierten Ab-
grenzung zwischen konstruktiver und analytischer Methode, im Beitrag von
Graser mit Hilfe von Rekonstruktionen hegelscher und marxscher Verfahren
zu einer Abgrenzung zwischen konstruktiver und dialektischer Methode ge-
filhrt haben, wahrend KRUGER in seinem Beitrag die Diskussion um die
konstruktive Wissenschaftstheorie selbst einer methodischen Analyse unter-
zieht und dabei auf noch nicht zureichend verstandene Aspekte des Dialog-
prinzips fiir Verstindigungsprozesse im Bereich theoretischer und praktischer
Angelegenheiten aufmerksam macht.

Nimmt man jetzt hinzu, daB Verstindigungsprozesse nicht nur als
gegenwiirtige Ereignisse, sondern langfristig in historischen Dimensionen
sich abspielen, so entstehen neue Fragen, die unter dem Titel ,Vernunft in
der Geschichte zu einer methodischen Rekonstruktion historischer Prozesse
auffordern und gegenwirtig besonders bei der Untersuchung der den Wissen-
schaftswandel regierenden Faktoren im Zentrum des Interesses stehen.

Der Zusammenhang der faktischen Genese mit der von LORENZEN zum
Zweck der Rekonstruktion als leitendes Prinzip vorgeschlagenen >normativen
Genese« von individuellen und institutionellen Handlungszusammenhéangen —
dabei noch ganz abgesechen vom ungelGsten Problem der begriindeten
sprachlichen Reprisentation von Genesen — ist umstritten und in seiner Ab-
héngigkeit von der den Wissenschaftsbegriff seit DILTHEY begleitenden Dis-
junktion zwischen verstehender — an Zielen orientierter — und erklirender —
an Ursachen orientierter — Methode bislang nicht geklart. Hier stellen die
Beitrige von RIEDEL, MITTELSTRASS und GATzEMEIER Uberlegungen zur Ver-
filgung, mit denen in die Diskussion um die Vorschlige von WRIGHTs zur
praktischen Begriindung und um den modernen Historismus in der Wissen-
schaftsgeschichtsschreibung bei KUBN und FEYERABEND eingegriffen wird.
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3. Zur Diskussion um Mathematik und Physik

Im besonderen Zusammenhang der Herausbildung der modernen struk-
turtheoretischen, an der axiomatischen Methode orientierten Mathematik
versteht sich die konstruktive Wissenschaftstheorie als Erbin der >genetischen¢
Methode in Arithmetik und Analysis. Mit den Mitteln der Kalkiiltheorie, er-
ginzt um die Verfahren der dialogischen Logik, wird ein Aufbau der Arith-
metik und Analysis vorgeschlagen, der sich eignet, fiir die verschiedenen
hierher gehdrenden axiomatischen Strukturen konstruktive Modelle zu lie-
fern, unabhiingig von ihrer derzeit iiblichen Interpretation innerhalb einer
axiomatischen Mengenlehre.

Obgleich die Frage nach der Existenz eines konstruktiven Modells fiir
die Mengenlehre selbst, sofern dafiir nicht pradikativ eingeschridnkte Systeme,
z.B. die verzweigte Typentheorie, zugrundegelegt werden, noch immer offen
ist, werden eine ganze Reihe spezieller metamathematischer Probleme im Um-
kreis der Grundlagen der klassischen Analysis gegenwirtig erfolgreich behan-
delt. Von besonderer Bedeutung fiir die Klirung der Reichweite >konstruktiver«
Verfahren jenseits der mittlerweile erfolgreich etablierten rekursiven Arith-
metik und Analysis sind die Versuche zur Prizisierung des Begriffs ,Pridika-
tivitdt’. Hier macht FEFERMAN in seinem Beitrag einen ausfiihrlich begriin-
deten Vorschlag zur Formalisierung von ,priadikativ' — zugleich mit dem
Nachweis der Vollstindigkeit und Konsistenz des aufgesteliten Formalismus —,
wihrend KREISEL in Auseinandersetzung mit LORENZEN und unter Bezug auf
das urspriingliche HILBERT-Programm die Konsequenzen fiir die Frage der
Rechtfertigung mathematischer Verfahren erdrtert. Kurze Bemerkungen zu
einem Problem der kombinatorischen Logik und zum Zusammenhang des
Begriindungsproblems in Objekt- und Metatheorie finden sich bei CURRY
und N. M. MarTIN. Die konstruktive Behandlung der PERRONschen Inte-
grationstheorie im Beitrag von ZAHN darf als Beispiel fiir die Verwendung
der konstruktiven Methode innerhalb der klassischen Analysis gelten.

Die Besonderheit des Zahlbegriffs — in seiner Bildung und in seiner
Verwendung — ist Gegenstand der den KonstruktionsprozeB fiir natiirliche
Zahlen kritisch wiirdigenden Beitrige von THIEL und MESCHKOWSKI. Von
BERNAYS wird in einer grundsitzlichen Stellungnahme zum konstruktiven
Programm in Arithmetik und Analysis zu bedenken gegeben, ob nicht erst
die radikale Arithmetisierung der Analysis diejenigen Probleme geschaffen
hat, die im Disput zwischen konstruktiver und axiomatischer Analysis zur
Losung anstehen; es ist noch nicht abzusehen, in welcher Weise die Anerken-
nung analytischer Grundbegriffe wie ,stetig’ etc. als von Hause aus geo-
metrisch das Begriindungsproblem der Mathematik entscheidend zu indern
vermag.

Das wird vor allem davon abhéngen, welche Richtung die Diskussion
um die Auszeichnung der euklidischen Geometrie vor den logisch-méoglichen

2%
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Alternativen und vielleicht sogar von der empirisch-wirklichen Geometrie,
sofern von dieser ein priziser Begriff sich wird bilden lassen, schlieBlich
nimmt.

Einige der zahlreichen Probleme, die sich stellen, wenn der Vorschlag
Lorenzens, die Grundbegriffe der Geometrie durch geeignete Homogenitits-
prinzipien einzufiithren, auf seine Tragfihigkeit hin iiberpriift werden soll,
sind Gegenstand der Beitrige von LAUGWITZ, LENK und INHETVEEN. An dieser
Stelle wird auch iiber die Art und Weise des Ubergangs beziehungsweise des
Zusammenhangs zwischen apriorischen — Selbsterzeugtes behandelnden — und
empirischen — Aufgefundenes darstellenden — Theorien, insbesondere also
iiber den Zusammenhang von Mathematik und Physik und damit tber die
Stellung einer >Protophysik< entschieden.

Den Anspruch der Protophysik in ihren bislang ausgearbeiteten Teilen,
insbesondere angesichts des noch ungelosten Problems ihrer Beziehung zur
Relativitatstheorie, erdrtern MITTELSTAEDT und A. KAMLAH in ihren Beitrigen,
wiahrend JANICH hier einen neuen, Einwiande gegen dltere Vorschlidge beriick-
sichtigenden vielversprechenden Versuch zur protophysikalischen Bestimmung
des Begriffs der Masse unternimmt.

Die besondere, gegenwirtig intensiv diskutierte Frage nach einer mog-
lichen Riickwirkung von der — empirisch fundierten — Quantentheorie auf
die — apriorisch begriffene — Logik in Gestalt einer Quantenlogik schlieBlich
ist Gegenstand des Beitrags von HUBNER.

Damit ist der AnschluB an die weit ausgreifenden Uberlegungen von
WEIZSACKERs zum Verhiltnis von Erkenntnistheorie, Logik, Mathematik und
Physik gewonnen und der Argumentationszusammenhang aller Beitrége erneut
sichtbar gemacht.

In der Fortsetzung der hier in einem reprisentativen Ausschnitt doku-
mentierten Diskussion um die konstruktive Wissenschaftstheorie wird sich
entscheiden, in welchem AusmaB die gegenwirtigen Streitpunkte sachlich
fundiert und nicht bloB Ausdruck von MiBverstindnissen aufgrund einer
verschiedenen Sprachlogik der Argumentationspartner gewesen sind.
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PAUL BERNAYS

BEMERKUNGEN ZU LORENZEN’S STELLUNGNAHME
IN DER PHILOSOPHIE DER MATHEMATIK

In seinen Uberlegungen iiber die Grundlagen der Mathematik kniipft
LoReNZEN an die WEYL’sche Schrift )Das Kontinuum« an. Hier polemisiert
WEYL gegen die Anwendung der impridikativen Verfahren' in der Analysis
und schliagt einen deduktiven Rahmen fiir eine pridikative Analysis vor,
welcher im Unterschied zu dem Verfahren in den »Principia mathematica¢ keine
Stufentheorie erfordert.

LoORENZEN hat diese Gedanken weiter entwickelt und besonders in seinem
Buche »Differential und Integral« (1965) eine ansprechende Art der pradikativen
Begriindung der Analysis ohne Stufen-Unterscheidung vorgefiihrt?.

Das hier angewandte regulative Prinzip besteht, kurz gesagt, darin, daB
der Gebrauch des tertium non datur« fiir die Individuengattung der natiirlichen
Zahlen zugelassen wird — wie dieses auch in der genannten WEYL’schen Schrift
geschieht —, wihrend fiir die Gattungen der Funktionen und der Mengen die fiir
den BrOUWER’schen Intuitionismus charakteristischen Beschrinkungen des
logischen Operierens angewandt werden. Die hieraus resultierenden Ein-
schrinkungen gegeniiber dem iiblichen Verfahren der Analysis sind nur gering.

Die von LORENZEN verwendete Methodik fiir die Analysis steht in Zu-
sammenhang mit seinen Gedanken zur Philosophie der Mathematik, die er in
verschiedenen seiner Publikationen auseinandergesetzt hat. Eine besonders
elementare, freilich nur kurze Darstellung seiner Gedanken bietet die Kieler
Vorlesung >»Wie ist Philosophie der Mathematik moglich ?«.

Seine Kritik richtet sich hier insbesondere gegen die Verwendung des
Aktual-Unendlichen. Diese sei, so erklirt er, »nur schwer mit der sonst grund-
sitzlich anerkannten instrumentalen Auffassung allen wissenschaftlichen
Denkens zu vereinen.«

Diese instrumentale Auffassung ist aber schwerlich generell anerkannt
und ist wohl auch nicht zutreffend. Die Wissenschaft ist eine geistige Erfahrung
der Menschheit, und ihre Bedeutung erschopft sich nicht darin, daB sie Mittel

! Impridikativ nennt man die Kennzeichnung einer reellen Zahl mittels einer
Bedingung, welche eine Bezugnahme auf die Gesamtheit der reellen Zahlen — in
der Form eines Allsatzes oder Existenzsatzes — enthilt.

In seinem Buche >Einfithrung in die operative Logik und Mathematik< (1955)
verwendet LORENZEN zur Begriindung der Analysis eine Art von Stufentheorie
durch Konstruktion von »Sprachschichten.
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fiir die Erreichung von Zwecken liefert. Die Zwecke, die wir uns setzen, sind ja
wesentlich mitbedingt durch die Vorstellungen, die wir von unserer Situation
haben. Und diese Vorstellungen werden ja durch die Wissenschaft wesentlich
beeinfluB3t.

LORENZEN betrachtet die instrumentale Auffassung insbesondere von der
Mathematik als eine Auswirkung der KaNTischen Philosophie. So erklirt er,
beziiglich der Arithmetik habe KANT »die aus dem Hellenismus stammende
Lehre, die auch von LEBNIZ aufgenommen worden war, die Zahlen seien als
Ideen Gedanken Gottes, zerstort. Seit KANT ist Gott kein Mathematiker mehr.
Die Mathematik wird vielmehr . . . zu einem Instrument des endlichen Men-
schen.«

Hiervon ist aber nur ein Teil zutreffend. Nach KaNT ist in der Tat die
Mathematik etwas Menschliches, aber nicht ein Instrument des Menschen,
sondern beruht auf einer Anlage des Menschen, an die er fiir alle wissenschaft-
liche Erkenntnis gebunden ist und durch welche sein Erkennen in gewisser
Hinsicht beschrinkt ist.

Fiir LORENZEN bildet jedoch die instrumentale Auffassung von der
Wissenschaft nur ein beildufiges Argument. Seine Erorterungen, in denen er
insbesondere die »philosophische Bedingtheit der Mathematik« darlegt, sind
von dieser Auffassung nur teilweise abhingig. Die drei Fille, an denen er diese
Bedingtheit bespricht, kdnnen wir auch hier fiir unsere Betrachtung zur Leit-
linie des Gedankenganges nehmen. Es sind die folgenden, in der Grundlagen-
diskussion strittigen Momente:

1. Die Verwendung des >tertium non daturc in der Arithmetik.

2. Die Verwendung des Begriffs der Potenzmenge.

3. Die Verwendung von Axiomensystemen, deren Widerspruchsfreiheit
nicht bewiesen ist.

1. Wie man weiB, ist die Verwendung des >tertium non datur<in bezug auf
unendliche Gesamtheiten, insbesondere schon in der Arithmetik, von
L.E.J. BRoUwER angefochten worden, und zwar in der Form einer Opposition
gegen das traditionelle logische Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten. Gegen-
iiber dieser Opposition ist zu bemerken, daB sie ja auf einer Umdeutung der
Negation beruht. BROUWER vermeidet die iibliche Negation nicht-A, und
nimmt stattdessen >A ist absurd«. Es ist dann klar, daB eine allgemeine Alterna-
tive >Jede Aussage A ist wahr oder ist absurd« nicht berechtigt ist. Eine solche ist
aber auch in der traditionellen Logik niemals aufgestellt worden. DaBl man aber
die gewohnliche Negation tatsidchlich braucht, zeigt sich insbesondere in den Ar-
gumentationen, in denen die Ablehnung des >tertium non datur< motiviert wird.
Da ist immer davon die Rede, daB man eventuell einen zahlentheoretischen
Allsatz nicht beweisen kann, aber auch nicht ein Gegenbeispiel zur Verfiigung
hat, wobei man dann an Beispiele wie diejenigen des groBen FERMAT’schen



Bemerkungen zu LoRENZEN’s Stellungnahme in der Philosophie der Mathematik 5

Satzes oder des GOLDBACH'schen Satzes denkt. Hier ist aber das zweimalige
nicht doch schwerlich im Sinne der Absurditét zu verstehen.

Man kann jedoch die Anfechtung des >tertium non datur< in der Zahlen-
theorie auch ohne die Bestreitung des logischen Prinzips vom ausgeschlossenen
Dritten motivieren, indem man darauf hinweist, daB die Vorstellung von der
Gesamtheit der natiirlichen Zahlen als einem scharf abgegrenzten Bereich eine
Art von Extrapolation bildet. Was die anschauliche Zahlvorstellung uns
liefert, ist doch nur ein progressus in indefinitum. Wir kénnen von jeder Zahl zu
einer noch weiteren fortschreiten und konnen auch durch die Rechenoperationen
weitere Zahlen gewinnen; aber eine Uberschau iiber alles so Resultierende ist
uns, zum mindesten von der arithmetischen Vorstellung her, nicht gegeben.
Die Vorstellung von der Zahlenreihe als einem mathematischen Gegenstand
stellt somit eine begriffliche Extrapolation der arithmetisch anschaulichen
Zahlvorstellung dar.

Mit dieser Feststellung ergibt sich aber nur, daB die Anwendung des
stertium non datur< in der Arithmetik nicht etwas Selbstverstindliches ist, nicht
aber daB sie unberechtigt ist.

Eine Art der Rechtfertigung, die auch von LORENZEN gewiirdigt wird,
liegt vor in den beweistheoretischen Nachweisen der Widerspruchsfreiheit fiir
die axiomatisierte Zahlentheorie, welche auf dem HiLBERT’schen Gedanken
beruhen, die Formalisierung des logischen SchlieBens, wie sie durch die sym-
bolische Logik erfolgt, zu Nachweisen der Widerspruchsfreiheit zu verwerten,
welche im Rahmen arithmetischer Anschaulichkeit vollzogen werden. Freilich
hat sich gezeigt, daB man hierfiir nicht mit so elementaren kombinatorischen
Methoden auskommt, wie sie dem finiten Standpunkt< entsprechen, von dem
aus HILBERT urspriinglich die Beweistheorie auszufithren gedachte, daB viel-
mehr Erweiterungen des finiten Standpunktes, d.h. verstirkte Methoden der
konstruktiven Mathematik erforderlich sind. Andrerseits gehen aber auch die
Ergebnisse solcher Widerspruchsfreiheitsbeweise iiber den Bereich der Zahlen-
theorie hinaus. Ein Widerspruchsfreiheitsbeweis dieser Art wurde auch von
LORENZEN geliefert.

Es ist iibrigens zu bemerken, daB fiir die elementare Zahlentheorie die
Anwendung des »tertium non datur< nicht erforderlich ist. Die typisch zahlen-
theoretischen Beweise lassen sich im Rahmen des finiten Standpunktes fiihren.
So sagt auch GENTZEN einmal in seiner Abhandlung >Die Widerspruchsfreiheit
der reinen Zahlentheorie« (Mathematische Annalen, Bd. 112, Heft 4 (1936),
Ende des III. Abschnitts): »Die Aufgabe des Widerspruchsfreiheitsbeweises
fiir die reine Zahlentheorie ist also mehr eine Begriindung von an sich méglichen
als von wirklich vorkommenden Schliissen.« Freilich ist zu beachten, daB die
betreffenden SchluBweisen, d.h. die Anwendungen des >tertium non datur<
in bezug auf die natiirlichen Zahlen, zwar nicht in der reinen Zahlentheorie,
wohl aber in der Analysis wesentlich erfordert werden.
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2. In der Kritik des Begriffes der Potenzmenge geht LORENZEN von der
pradikatenlogischen Einfithrung der Mengen aus. Die Pridikate denkt er sich
durch symbolische Formeln dargestellt. Von den Pradikaten kann man ja zu
den Mengen durch den Abstraktionsproze8 iibergehen, welcher umfangs-
gleichen Pridikaten dieselbe Menge zuordnet. Die Schwierigkeit fiir die Bildung
der Potenzmenge von einer Menge M, d. h. der Menge aller Teilmengen von M,
sieht nun LORENZEN darin, daf} die Gesamtheit aller moglichen Formeln, welche
Pridikate von Elementen von M ausdriicken, vorausgesetzt wird. Nach
LoReNZEN macht die Mathematik bei der Verwendung der Potenzmenge
implizite die Voraussetzung, daB die Gesamtheit ihrer sprachlichen Mittel
unabhingig von uns eindeutig abgegrenzt sei.

Diese Betrachtungsweise entspricht aber gar nicht der iiblichen Auffas-
sung von der Potenzmenge. Nehmen wir etwa als Menge M die Menge der
Punkte innerhalb eines Kreises, so wird ja deren Potenzmenge nicht als eine
Mannigfaltigkeit von Formeln gedacht, sondern als eine solche von Punkt-
mengen. DaB wir fiir jede von diesen Punktmengen einzeln eine Definition
haben, wird keineswegs vorausgesetzt.

Die im Operieren mit der Potenzmenge verwendete Vorstellung, da8 die
Teilmengen einer Menge M in ihrer Gesamtheit ein mathematisches Objekt
bilden, ist freilich nicht ohne weiteres mit dem Begriff der Teilmenge, der seiner-
seits unproblematisch ist, gegeben, und erst recht ist es nicht etwas Selbstver-
standliches, wenn der Ubergang von einer Menge zu ihrer Potenzmenge wie
eine simple, beliebig iterierbare Operation, analog etwa zu derjenigen des Uber-
gangs von einer Zahl zur néchsten, betrachtet wird.

Die Méglichkeit eines Zahlens iiber das Unendliche der Zahlenreihe hin-
aus hat freilich CANTOR aufgezeigt. Damit aber kommt man nicht zu der
Potenzmenge der Zahlenreihe, sondern zu den Ordnungszahlen der zweiten
Zahlenklasse. Bei der Bildung der Potenzmenge der Zahlenreihe wird dagegen
der Schritt vollzogen von der Unendlichkeit des Abzidhlbaren zur Unendlich-
keit des Kontinuums. Die Vorstellung des Kontinuums ist zundchst ja eine
geometrische Idee, wie wir sie aus den rdumlichen (den eindimensionalen und
den mehrdimensionalen) Mannigfaltigkeiten gewinnen. Im mathematischen
Gebrauch wird das Kontinuum ja vor allem reprisentiert durch die Mannig-
faltigkeit der reellen Zahlen.

Der iibliche Allgemeinbegriff der reellen Zahl wird aber von den Kritikern
der Analysis, und insbesondere auch von LORENZEN beanstandet. Diese Kritik
richtet sich im Grunde dagegen, daB durch den Begriff der reellen Zahl keine
restlose Arithmetisierung der geometrischen Vorstellungen geliefert wird. Es
ist jedoch die Frage, ob eine restlose Arithmetisierung tatsidchlich erfordert
wird.

Zur Erérterung dessen konnen wir an den methodischen Gedanken der

analytischen Geometrie ankniipfen. In dieser werden ja die geometrischen
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GroBen auf ZahlgroBen zuriickgefiihrt. Die Vorstellung von der ZahlgroBe ist
aber hierbei nicht strikt arithmetisch, sie ist vielmehr nur diejenige einer MaB-
groBe, d. h. einer GroBe von der Dimension Null: die MaBzahl ist das Verhiltnis
einer GroBe zu einer gewdhlten EinheitsgroBe der gleichen Art. Der Sinn der
Einfiihrung dieser VerhiltnisgréBen liegt ja darin, daB man sich unabhingig
macht von der Verschiedenheit der GroBenarten. So dienen die MafBzahlen
gleichermaBen zur Kennzeichnung von LangengroBen, FlachengréBen, Volu-
mina, usw.:

Zu den GroBen einer GroBenart gehoren insbesondere diejenigen, die in
einem ganzzahligen Verhiltnis zu der Einheitsgro8e stehen und fiir welche die
MafBzahl entweder eine natiirliche Zahl oder eine Bruchzahl ist. Kénnten wir
uns auf solche GroBen beschranken, so wire eine strikte Arithmetisierung der
Gro8enlehre ganz unproblematisch. Wie wir wissen, ist das nicht der Fall;
jedoch besteht eine Art von Ersatz dafiir, sofern fiir die GroBen — wie es in der
Geometrie und auch in der Physik im allgemeinen geschieht — die Giiltigkeit
des eudoxisch-archimedischen Postulates vorausgesetzt wird, wonach von
zwei GroBen der betrachteten GroBenart eine jede durch ein ganzzahliges Viel-
faches der anderen iibertroffen wird. Aufgrund dieser Voraussetzung fiir eine
GroBenart ergibt sich, da8 jede GroBe ¢ dieser Art eindeutig bestimmt ist durch

die Gesamtheit derjenigen Briiche :,"—, fir welche das m-fache der Einheits-

groBe kleiner ist als das n-fache von c. Eine solche Gesamtheit hat die bekann-
ten Eigenschaften® eines >DEDEKIND’schen Schnittes«. Als MaBzahlen kdnnen
wir somit die Mengen von Briichen nehmen, welche diese Eigenschaften
besitzen.

Wie steht es nun hierbei mit der Arithmetisierung?
Man konnte denken, sie sei vollstindig erreicht, da die MaBzahlen durch Mengen
von Briichen gebildet werden. Aber die Forderung einer strikten Arithmetisie-
rung kann weitergehen, indem man verlangt, daB die Definition eines jeden
Schnittes arithmetisch sei, d.h. frei von einer Bezignahme auf eine durch den
Schnitt zu kennzeichnende GroSe.

Eine solche independent arithmetische Definition von Schnitten ist nun
zwar in der Tat bei den geldufigen Gebrauchsfillen moglich. So besteht ja die
MaBzahl fir die Lange der Diagonalen des Einheitsquadrates aus der Menge

derjenigen Briiche % fiir welche »? kleiner ist als 2»2, und fiir die MaB-

zahl n der Flache eines Kreises mit der Einheitslinge als Radius hat man etliche
3 Die Eigenschaften sind:
a) Wenn ein Bruch dazugehort, dann auch jeder gleichgroBe und jeder kleinere
Bruch.
b) Zu jedem zugehorigen Bruch gibt es einen groBeren zugehdrigen.
¢) Mindestens ein Bruch gehort dazu, aber nicht jeder Bruch.
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Rechenausdriicke, aus deren jedem sich eine arithmetische Definition des zu n
gehorigen Schnittes (d.h. der Menge der Briiche, die kleiner als = sind) ent-
nehmen l4Bt. Aber einen allgemeinen Beweis dafiir, daB jeder Schnitt sich
independent arithmetisch definieren 148t, besitzt man nicht.

Wenn man nun daraufhin, um eine strikte Arithmetisierung der GréBen-
lehre zu erzwingen, die als MaBzahlen dienenden Mengen von Briichen
(Schnitte) auf solche beschrinkt, die sich independent arithmetisch definieren
lassen, so hat man zunéchst die Schwierigkeit, daB der Bereich der moglichen
arithmetischen Definitionen von Schnitten nicht deutlich abgegrenzt ist. Diesem
Umstande, auf den ja auch LORENZEN, wie schon erwihnt, hinweist, kann
man dadurch begegnen, dal man eine bestimmte Art der Abgrenzung der
Begriffsbildungen trifft, die eventuell anhand der symbolischen Logik prizisiert
werden kann.

Solche Abgrenzungen sind tatsichlich, und zwar unter verschiedenen
methodischen Gesichtspunkten, ausgefiihrt worden. Es ergeben sich auf diese
Weise verschiedene, mehr oder minder einschréinkende Behandlungsweisen der
Analysis. Diese haben alle ihr mathematisches Interesse als arithmetische
Disziplinen. Jedoch besteht keine Gewihr dafiir, daB auf solche Weise die
Struktur des Kontinuums angemessen dargestellt wird. Hierfiir kommt es auf
die Gesamtheit der Schnitte, nicht auf die einzelnen Definitionen an. Die
Mannigfaitigkeit der einzelnen, in einem abgegrenzten Rahmen mdéglichen
Definitionen von Schnitten, ist ja gar nicht notwendig dem K ontinuum isomorph.

Wir kénnen uns aber diesen Schwierigkeiten entziehen. Wir brauchen die
Kennzeichnung der MaBzahlen durch Schnitte nicht im Sinne einer restlosen
Zuriickfithrung auf die Zahlentheorie aufzufassen, sondern kénnen hier die
Anwendung eines intuitiven Mengenbegriffes als etwas methodisch Zusitz-
liches gelten lassen®,

Die Anwendung des Mengenbegriffes hat in mehrfacher Weise zu
erfolgen, indem man zunichst, zur Gewinnung des Allgemeinbegriffes der
MaBzahl, den Begriff eines Schnittes bildet als einer Teilmenge von der Menge
der Briiche mit den erwidhnten Schnitteigenschaften. Fiir die Gewinnung der
Menge der MaBzahlen braucht man dann die Potenzmenge der Zahlenreihe, von
der man mittels der Numerierbarkeit (Abzihlbarkeit) der Briiche zur Potenz-
menge von der Menge der Briiche iibergeht und aus dieser dann, durch Ver-
wendung der charakterisierenden Eigenschaften des Schnittes, eine geeignete
Aussonderung vollzieht. Von der Menge der Maf3zahlen gelangt man dann in

4 Die hier fiir die DEDEKIND’sche Methode der Darstellung der MaBzahlen durch
Schnitte angestellte Uberlegung 1aBt sich mit entsprechenden Modifikationen fiir
die Darstellung der Mafizahlen, nach CANTOR, durch >Fundamentalreihens, d.h.
konvergente (nach LORENZENs Bezeichnung: konzentrierte) Folgen von Briichen,
oder auch fiir die Darstellung durch unendliche Dezimalbriiche durchfiihren.
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iiblicher Weise zur Menge der reellen Zahlen, welche wir als eine quasi-
arithmetische Reprisentation der Menge der Punkte einer Geraden — man
spricht von der>Zahlengeraden<— ansehen kénnen.

Fiir die hier wesentliche Einfiihrung der Potenzmenge der Zahlenreihe
braucht man sich nicht unbedingt auf ein allgemeines Potenzmengenaxiom zu
berufen, sondern kann die Postulierung dieser speziellen Potenzmenge als
durch unsere geometrische Vorstellung des Kontinuums motiviert ansehen,
welche durch die Potenzmengenbildung in Verbindung gebracht wird mit
unseren elementaren Zahlvorstellungen.

3. Wenden wir uns nun zur Erérterung der Axiomatik. LORENZEN
spricht mit Kritik von der»totalen Axiomatik¢, d. h. der Axiomatik als genereller
Methode der Mathematik, wonach man in einer Theorie jeweils von einem
System von Begriffen und Sitzen ausgeht, welche ohne weiteres als Grundlage
fiir die Beweise genommen werden, d. h. ohne daB3 man sich um eine erkenntnis-
theoretische Rechtfertigung bemiiht.

Ein Beispiel einer motivierten Axiomatik gibt LORENZEN in seiner Ab-
handlung »Das Begriindungsproblem der Geometrie als Wissenschaft der
rdumlichen Ordnung¢ (Philosophia naturalis, Bd. 6, Heft 4, 1961). In dieser
entwickelt er, unter Ankniipfung an Gedanken von HUGO DINGLER, eine
Methode der axiomatischen Begriindung der EukLIDischen Geometrie, welche
von vornherein von der Raumgeometrie ausgeht, und bei welcher die leitende
Idee ist, die Begriffe der Ebene, der Orthogonalitidt und der Parallelitit durch
Bedingungen der Homogenitdt zu charakterisieren, welche sich formal durch
Formelschemata ausdriicken lassen. Das Schema der Parallelitit (Parallelitat
von Ebenen) z.B. besagt, dal wenn P ein Punkt auf einer Geraden # in der
Ebene E, und P’ ein Punkt auf einer Geraden /', gleichfalls in E; ist, und wenn
E, parallel zu der Ebene E, ist, dann jede zutreffende Aussage iiber P,h und
E,,E, — (sie darf keine weiteren freien Parameter enthalten) — gleichermalen
fiir P, i, E,, E, zutrifft. — Der Begriff der Kongruenz wird nicht als Grund-
begriff eingefiihrt, sondern ist hier ein definierter Begriff.

Diese Art der Axiomatisierung der Geometrie, mit Hilfe von Bedingungen
der Homogenitit, ist gewil sehr gewinnend und ihre theoretische Verfolgung
sehr lohnend. Uberdies ist die Abhandlung in grundsitzlicher Hinsicht be-
deutsam. Sie bedeutet zunichst eine Loslosung von der (von LORENZEN selbst
anderenorts befiirworteten) bloB instrumentalen Auffassung von der Wissen-
schaft. AuBerdem aber wird hier dem geometrischen Denken ein Eigenrecht
zuerkannt, im Gegensatz zu der heute verbreiteten Tendenz, die spezifische
Rolle des Geometrischen aus der Mathematik und iiberhaupt aus der Wissen-
schaft zu eliminieren.
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LorenzeN wendet sich mit Recht gegen die Aufspaltung der Geometrie
in eine physikalische und eine bloB formal-abstrakte Theorie. Auf diese Weise
wird in der Tat das spezifisch Geometrische ignoriert. Die Tendenz hierzu
erklart sich wohl, mindestens zum Teil, daraus, daB man den Schwierigkeiten
einer angemessenen Charakterisierung der geometrischen Anschauung zu ent-
gehen sucht. Was die Lehre KANTs von der reinen Anschauung betrifft, so weist
LorenzeEN darauf hin, daB diese nicht in einer fiir eine Begriindung der
Geometrie ausreichenden Weise durchgefiihrt ist. Er findet eine Direktive fiir
eine Begriindung der Geometrie in den Gedanken HUGO DINGLERs, jedoch
schlieBt er sich diesem nicht restlos an.

Bei DINGLERs Begriindung der Geometrie steht die Frage der konkreten
Realisierung der geometrischen Grundbegriffe im Vordergrund. LORENZEN
dagegen erklirt, daB fiir seine Begriindung der Geometrie die Frage nach der
Realisierung »nur zur Verdeutlichung der homogenen Grundformen dienen«
soll. So sagt er auch: ». . . jede Realisierung in einem Material wird . .. immer
unvollkommen sein. Der Geometer blickt — im Sinne PLATONs gesprochen —
nicht auf die Realisierung im Material, sondern auf die Idee selbst, auf die
reine Form. Erst durch das Wissen um die Homogenitét wird die Anschauung
realisierter Formen zu einer reinen Anschauung. Nur das Auge des Geistes ist
dieser reinen Anschauung fahig.«

Diese Formulierung ist teilweise der Auffassung PLATONs, teilweise
derjenigen von KANT angepalBt. Der intendierte Sachverhalt ist jedenfalls
kompliziert. In dem, was wir geometrische Anschauung nennen, findet ein Zu-
sammenspiel von Sensuellem und Geistigem statt, dessen genauere Modalititen
wohl kaum schon endgiiltig erforscht sind®.

Die Komplikation des Sachverhaltes besteht unter anderem darin,
daB verschiedene Schichten der Anschaulichkeit zu unterscheiden sind. Das
Erfassen der topologischen Beziehungen ist fundamentaler als das der metrischen
Verhiltnisse.

LoORENZEN behandelt die topologischen Relationen in der genannten Ab-
handlung etwas stiefmiitterlich. Er erwidhnt Beispiele von Zwischenaxiomen
(Axiome fiir die Beziehung >Die Ebene E liegt zwischen den Punkten P und Q«)
und fahrt dann fort: »Solche topologischen Axiome sind fiir das Problem der

5 Charakteristisch hierfiir ist, daB KANT sich mit der Frage des Parallelenaxioms,
die zu seiner Zeit schon lebhaft diskutiert wurde, anscheinend nicht beschéftigt hat;
er hat dazu gar nicht Stellung genommen. Man kann darum aber auch nicht sagen,
daf durch die Entdeckung der nicht-euklidischen Geometrie eine Behauptung
von KANT widerlegt wurde.

Einen erheblichen Beitrag zu dieser Forschung bilden die von JEAN PIAGET ange-

stellten Untersuchungen iiber die Entwicklung der rdumlichen Vorstellungen
beim heranwachsenden Menschen,
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Aprioritit der Geometrie nicht entscheidend, weil niemand im Ernst behaupten
wird, sie seien Urteile a posteriori, d. h. sie seien evtl. durch Erfahrung, insbeson-
dere durch physikalische Messungen, widerlegbar.« Hierzu mag man bemerken,
daB doch die Messungen letztlich auf Feststellungen von Zwischenbeziechungen
hinauskommen, wobei die Gesetze der Zwischenbeziehung als etwas sozusagen
Selbstverstindliches genommen werden. Die topologischen Begriffe sind
gewissermaBen vorgdngig gegeniiber denjenigen des Metrischen, ebenso aber
auch gegeniiber den Begriffen der Ebene, der Orthogonalitit und der Paralle-
litat.

Ein solcher Begriff des Vorgingigen ist anspruchsloser und weniger
problematisch als derjenige des Apriorischen. Wenn man sich zu diesem an-
spruchsloseren Begriff versteht, so wird das Problem der Aprioritit der
Geometrie ersetzt durch dasjenige der Erforschung des erkenntnistheoretischen
Status der Geometrie. Wir miissen in Betracht ziehen, daB eine strikte Alter-
native von a priori und a posteriori eventuell gar nicht angemessen ist, da3
wir vielmehr AnlaB haben, von geistiger Erfahrung zu sprechen, insofern nim-
lich auch im Gebiete des theoretischen Denkens das Probieren eine wesentliche
Rolle spielt’,

Zu der Komplikation im Erkenntnistheoretischen kommt diejenige des
Axiomatischen; sie besteht in der groBen Mannigfaltigkeit der Moglichkeiten
fiir eine axiomatische Begriindung der Geometrie. Eine solche kann unter sehr
verschiedenen Leitgedanken erfolgen. Doch selbst wenn, wie bei LORENZEN,
der Gesichtspunkt der Homogenitit als Leitgedanke genommen wird, so ist
damit keineswegs schon eine bestimmte Axiomatisierung der Geometrie fest-
gelegt: weder in bezug auf die Wahl der Grundobjekte noch auf die der Grund-
beziehungen und der Axiome.

Im iibrigen ist ja die Axiomatik nicht auf die Geometrie beschrinkt. Wir
waren (im Abschnitt 3) ausgegangen von der Betrachtung der Axiomatik im
allgemeinen und der Kritik, die LORENZEN an der >totalen Axiomatik« iibt.

Vergegenwirtigen wir uns das Typische des axiomatischen Verfahrens.
Seine Anwendung kommt allenthalben da in Betracht, wo in einem For-
schungsgebiet eine Reichhaltigkeit von Beziehungen vorliegt und Aussicht
besteht, durch eine schematische Fixierung des Gegenstandsbereiches sowie
von Sitzen iiber diesen, die als zugestanden angesetzt werden, eine prizisere
deduktive Behandlung zu erméglichen. Eine Verschidrfung des axiomatischen
7 Bei der hiernach sich ergebenden Ansicht bleibt die Anerkennung des Elementes
des Schopferischen im ErkenntnisprozeB erhalten, nur wird dieses nicht als eine
von vornherein fest gegebene Erkenntnis angenommen, sondern als eine reaktiv
auf empirische Anregungen erfolgende Bildung von Vorstellungen und Begriffen,
die auch der Wandlung unterworfen sein konnen. Fiir das einzelne Individuum
ist freilich vieles schon durch die Erbanlage bestimmt.
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Verfahrens besteht darin, daB das Axiomensystem so angelegt wird, da man in
den Beweisen von der Bedeutung der Grundbegriffe der Theorie abstrahieren
kann. Neuerdings geht man ja in dieser Richtung noch einen Schritt weiter,
indem man mittels der logischen Symbolik noch das Deduzieren formalisiert.
Eine Art von Umkehrung dieses Verfahrens findet in der Semantik statt, wo
man Interpretationen (Modelle) formalisierter Axiomensysteme aufsucht.

Der methodische Sinn einer Axiomatisierung der urspriinglichen Art
liegt in der deutlicheren Fixierung eines Erkenntnisstandes oder eines Program-
mes hinsichtlich einer Theorie. Durch das Axiomensystem wird eine Struktur
der betrachteten Gegenstindlichkeit beschrieben. Bei der verschirften Form
der Axiomatik wird von der Gegenstindlichkeit abstrahiert und nur die formale
Struktur festgehalten.

In der Mathematik betreibt man auch eine etwas andere Art der Axio-
matik. Man untersucht direkt Komplexe von Strukturbedingungen im Hinblick
auf mogliche Verwendungen in Theorien. Ein solcher Komplex von Struktur-
bedingungen ergibt eine explizite Definition eines Strukturbegriffes (eines Be-
griffes der >zweiten Stufe¢, im Sinne der symbolischen Logik). So liefern die
Axiome der Gruppentheorie die Definition des Begriffes der »Gruppes, die
Axiome der Verbandstheorie die Definition dessen, was man einen »Verband«
nennt. Solche Definitionen sind nicht implizite, sondern explizite Definitionen.

Die Rolle der Axiomatik ist jedoch nicht immer die, daf sie der K onstituie-
rung einer Theorie dient; Axiomatisierungen erfolgen auch fiir bereits ent-
wickelte Theorien, ja dieser Fall ist sogar in der Mathematik der vorherr-
schende. Schon bei den Griechen hat ja die geometrische Forschung nicht mit
dem Werk von EUKLID begonnen; es wurde durch dieses vielmehr eine be-
stimmte Systematik des Beweisens geschaffen. Die Zahlentheorie, die durch
Gauss, Jacosl, DIRICHLET und andere schon weit entwickelt war, wurde erst
viel spidter durch DEDEKIND und PEaNO axiomatisiert. Und fiir die durch
CaNTOR geschaffene und ausgebildete Mengenlehre wurde erst danach von
ZERMELO ein Axiomensystem aufgestellt.

Ein wesentlicher Aspekt der Axiomatik, der insbesondere bei DEDEKIND
hervortritt, ist der, daB durch eine geeignete Axiomatik das rein Strukturelle
fixiert wird, dasjenige was LORENZEN an einer zuvor zitierten Stelle die >reine
Form« genannt hat. Solche reinen Formen kommen durch die Idealisierungen
zustande. Nicht nur fiir die Geometrie, auch fiir die Zahlentheorie und fiir die
Analysis gibt es solche reinen Formen. Unter diesem Aspekt ist es unangemessen
zu fragen, was die natiirlichen Zahlen bzw. was die reellen Zahlen sind. Man
kann hier zur Antwort nur sagen, da8 die natiirlichen Zahlen und entsprechend
die reellen Zahlen die Individuen je einer bestimmten Struktur sind und diese
Struktur dann axiomatisch beschreiben.
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Neben der beschreibenden Axiomatik steht die Gebrauchsaxiomatik,
die nicht eine reine Form kennzeichnet, sondern die Verfahrensweisen einer
nach Regeln des Vorgehens abgegrenzten Theorie festlegt.

LORENZEN stellt der axiomatischen Mathematik die operative Mathe-
matik gegeniiber. Diese Entgegensetzung ist aber leicht miBverstandlich. Ein-
mal gibt es doch operative Axiomatik; z.B. eine Hauptgattung der Axiome
EUKLIDSs, die aithuato, handeln zumeist von Konstruktionen. Sodann ist das-
jenige, was an die Stelle des axiomatischen Verfahrens tritt, nicht notwendig
operativ. So kann die operative Kennzeichnung der natiirlichen Zahlen durch
ein Erzeugungsverfahren fiir gewisse Figuren ja auch ersetzt werden durch eine
anschauliche Beschreibung dieser Figuren. Durch beide Methoden wird das
gleiche bewirkt, nimlich eine Normierung des Gegenstandsbereichs der
Theorie, welche der Aufstellung eines anschaulichen Modells fiir die intendierte
Struktur gleichkommt, und zugleich auch die Einstellung auf jene elementare
Methodik, die HILBERT als den finiten Standpunkt bezeichnete.

Fiir die Behandlung der elementaren Zahlentheorie ist die Beschrinkung
aufdie finiten Methoden natiirlichund angemessen. Jedoch, diesen methodischen
Standpunkt, oder den etwas erweiterten des Intuitionismus, auch fiir die Theorien
des Kontinuierlichen und iiberhaupt fiir die gesamte Mathematik als verbind-
lich zu fordern, dieses wire nur dann berechtigt, wenn wir fiir die Mathematik
keine anderen intuitiven Ausgangspunkte zur Verfiigung hitten ais das von
BROUWER als »Urintuition< bezeichnete Element der Anschaulichkeit. Tat-
sdchlich bilden doch auch unsere Vorstellungen vom Kontinuierlichen, die-
jenigen von Kurven und Fliachen, die des Sich-Schneidens, der Beriihrung, der
Projektion, usw., alle diese geometrischen Vorstellungen Elemente des mathe-
matisch Intuitiven.

Dieses wird wohl zugegeben, jedoch man meint, daB die anschaulich
geometrischen Vorstellungen zwar fiir das mathematische Forschen heuristisch
wertvoll, jedoch fiir die endgiiltige Darstellung der mathematischen Theorien
grundsitzlich entbehrlich seien, da sie durch die Methoden der Algebra und
die Theorie der reellen Zahlen eliminiert wiirden. Wir haben uns jedoch klar-
gemacht, daB in der Theorie der reellen Zahlen keine restlose Arithmetisierung
stattfindet, daB vielmehr hierbei die Mengenlehre die Rolle eines Vermittlers
zwischen den geometrischen und den arithmetischen Vorstellungen {ibernimmt.
Die Algebra andererseits ist gegeniiber dem Unterschied des Geometrischen
vom Arithmetischen gewissermaBen neutral.

Die hiermit sich ergebende Auffassung ist, daB die Heranzichung der
Mengenlehre fiir die Begriindung der Theorie der reellen Zahlen geometrisch
motiviert ist. Die idealisierende Vorstellung ist dabei diejenige, daB die MaB-
zahlen der Strecken durch unbegrenzt verfeinerte Messungen bestimmt werden.
Man kann iibrigens sich auch die Messungen — wie es bei den HILBERT schen

3 Konstruktionen versus Positionen I
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Streckenrechnungen geschieht — durch geometrische Konstruktionen ersetzt
denken.

Wenn dem Verfahren der iiblichen Analysis Imprédikativitit vorgewor-
fen wird, so beruht das darauf, daB man sich fiir die Theorie der reellen Zahlen
nicht auf die Art der Idealisierung einlassen will, welche in der Vorstellung der
Reprisentation des Kontinuums durch die >Zahlengeradec liegt. Im Sinne
dieser Idealisierung bilden die reellen Zahlen ein Kontinuum, welches dem-
jenigen der Punkte einer Geraden isomorph ist. Denkt man sich dagegen die
reellen Zahlen reprisentiert durch Definitionsformeln fiir Mengen bzw. fiir
Folgen von Briichen (oder von rationalen Zahlen), Definitionsformeln in einer
formalen Sprache, so bilden diese — darin ist gewi3 LORENZEN zuzustimmen —
nur eine indefinite Gesamtheit. Eine solche ist aber zur Reprisentation des
Kontinuums nicht geeignet.

Die Kritiker der klassischen Analysis fordern eine verstirkte Arithmeti-
sierung der Analysis. Es ist aber doch méglich, die klassische Analysis im Sinne
einer engeren Verschmelzung von Geometrie und Arithmetik aufzufassen,
welche ebensogut eine Einheit der Theorie ergibt wie eine restlose Arithmeti-
sierung. Diese Verschmelzung von Geometrie und Arithmetik wird gewonnen
durch eine Quasi-Arithmetisierung der Geometrie, wobei, wie schon gesagt
wurde, die Mengentheorie eine vermittelnde Rolle hat.

Die Geometrie geht ja liber dasjenige, was in den Axiomensystemen der
EukLipischen Geometrie axiomatisiert wird, in den Gebieten der Differential-
geometrie und der Topologie weit hinaus. Es erscheint nicht als angemessen,
die Geometrie einfach als Anwendungsgebiet der Arithmetik zu betrachten,
entsprechend wie eine auBerhalb der Mathematik liegende Theorie.

Es ist ein groBer Bereich von Theorien, der durch die Vereinigung von
Arithmetik und Geometrie umfaBt wird. Er enthilt zunichst die elementare und
die algebraische Zahlentheorie, dann die Analysis und die analytische Zahlen-
theorie; sodann die analytische Geometrie, die projektive Geometrie, die
algebraische Geometrie sowie die Differentialgeometrie; ferner auch die al-
gebraische und die mengentheoretische Topologie.

Teilweise methodisch abgesondert von den genannten Theorien, teil-
weise aber auch mit ihnen sich iiberschneidend, sind die Theorien der reinen
Algebra, insbesondere die Gruppentheorie, die Verbandstheorie und die Theorie
der BooLE’schen Algebra, welche einen hypothetischen Charakter haben und
eine jede von einer Axiomatik jener zuvor erwiithnten Art ausgeht, durch die
je ein Komplex von Strukturbedingungen in eine explizite Dcfinition eines
Begriffes der zweiten Stufe zusammengefaBt und der deduktiven Behandlung
unterworfen wird.

Was die Mengenlehre betrifft, so ist sie in den bisher genannten Bereichen
noch nicht in vollem Umfang, wenigstens nicht notwendigerweise, einge-
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schlossen. Es 1aBt sich in einer deutlichen Weise derjenige Teil der Mengenlehre,
der methodisch iiber die klassische Analysis hinausgeht, absondern.

Uberlegen wir, was hier das methodisch Weitergehende ausmacht. Die-
ses Weitergehende besteht nicht schon in dem Aktual-Unendlichen noch auchim
Uberabzihlbaren. Das Aktual-Unendliche haben wir bereits in der geldufigen
Auffassung der Analysis, z. B. schon bei dem Punktgitter in der Ebene, gebildet
von den Punkten mit ganzzahligen Koordinaten. LORENZEN vermeidet in seiner
Begriindung der Analysis das Aktual-Unendliche; aber seine Behandlung der
Geometrie mit der Auffassung der Ebene als eines homogenen Gebildes legt die
Vorstellung des Aktual-Unendlichen zum mindesten nahe. Auch das Uber-
abzihlbare ist der iiblichen Auffassung der Analysis angemessen, wenigstens
sofern diese eine Theorie des Kontinuums enthalten soll. Der Unterschied des
Uberabzihlbaren vom Abzihlbaren entspricht ja in befriedigender Weise dem-
jenigen des Kontinuierlichen vom Diskreten.

Die Uberschreitung der Analysis durch die Mengenlehre besteht auch
nicht in der Anwendung des Auswahlaxioms. Das Auswahlaxiom kommt bei
verschiedenen Beweisen der Analysis zur Verwendung, z. B. wenn man zeigen
will, daB fiir die obere Grenze g einer beschrinkten (nicht notwendig stetigen)
einstelligen reellen Funktion eine Folge von Argument-Werten x,,Xx,, ...
existiert, derart daB die Folge der Funktionswerte f(x,), f(x,), . . . dem Werte g
zustrebt. Auch sind diese Anwendungen durchaus anschaulich.

Der Eindruck, da3 das Auswahlaxiom iiber die Analysis hinausfiihre, ist
dadurch erweckt worden, da3 mit seiner Hilfe die Existenz von Wohlordnungen
des Kontinuums bewiesen wird. Dabei muB aber die Art der Anwendung des
Auswahlaxioms beachtet werden. Dieses besagt ja in der ZERMELO’schen
Fassung, da8 fiir eine Menge von Mengen eine Repriasentantenmenge existiert.
Um die Existenz einer Wohlordnung des Kontinuums zu beweisen, hat man das
Auswahlaxiom auf die Menge der Teilmengen des Kontinuums anzuwenden.
Man muB also die Gesamtheit der Teilmengen des Kontinuums als Menge zur
Verfiigung haben, was durch das allgemeine Potenzmengenaxiom bewirkt
wird.

Hier kommt nun zur Geltung, was in unserer ErOrterung iiber die
Potenzmenge hervorgehoben wurde: daB fiir die Einfiihrung der Menge der
reellen Zahlen sowie der Punktmengen in der Ebene und im Raume das all-
gemeine Potenzmengenaxiom nicht erfordert wird, vielmehr nur die Postulie-
rung der Potenzmenge der Zahlenreihe. Diese kann tibrigens im Rahmen der
Mengenlehre durch eine Verstirkung des Unendlichkeitsaxioms der Mengen-
lehre erfolgen®.

8 Das Unendlichkeitsaxiom besagt ja, daB die natiirlichen Zahlen eine Menge

bilden. Es geniigt nun, statt dessen zu fordern, daB es eine Menge gibt, welche
jede Menge von natiirlichen Zahlen als Element hat, um daraus (mit den sonstigen

3
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Das verstirkte Unendlichkeitsaxiom kann — entsprechend, wie wir dieses
schon frither beziiglich des speziellen Potenzmengenaxioms feststellten — von
den geometrischen Vorstellungen her motiviert werden. (Bereits das iibliche
Unendlichkeitsaxiom iiberschreitet die reine Zahlentheorie und erhilt vom
Geometrischen her seine Motivierung.)

Eine geometrische Motivierung besteht dagegen nicht mehr fiir das
allgemeine Potenzmengenaxiom, welches generell die Bildung der Potenzmenge
zu einer Menge aufs Transfinite iibertrigt.’

Somit 148t sich auf eine methodisch sinnvolle Weise eine Abgrenzung der
Analysis gegeniiber der weitergehenden Mengenlehre, d.h. gegeniiber der
allgemeinen Theorie der Kardinalzahlen und Ordinalzahlen bewirken.

Die allgemeine Kardinalzahltheorie findet iibrigens in der tiblichen
Axiomatik der Mengenlehre (auch einschlieBlich des Ersetzungsaxioms) keine
definitive Begrenzung. Die diesbeziiglichen, in reichhaltiger Entwicklung
stehenden Untersuchungen sind noch unabgeschlossen.

In unserer Betrachtung der Axiomatik sind wir auf die zuvor erwihnte,
von LORENZEN kritisierte totale Axiomatik gar nicht zu sprechen gekommen.
Das mag seine Rechtfertigung darin finden, da8 jene totale Axiomatik nicht in
der tatsichlich geiibten mathematischen Praxis wesentlich ist, vielmehr nur
einen Standpunkt in der Philosophie der Mathematik bildet, nimlich jene durch
die Moglichkeit der Formalisierung der mathematischen Beweise hervor-
gerufene Doktrin des>Formalismus¢, wonach die Mathematik in nichts anderem
besteht als in der Ausfithrung formaler Deduktionen nach konventionellen
Regeln und aus den Deduktionen sich nichts anderes ergibt als die Gewinnbar-
keit der jeweiligen Endformeln mittels der benutzten Regeln. Es ist ersichtlich,
daB diese Doktrin unnétig nihilistisch gefaBt ist und daB in dieser das Moment
des Operativen in einseitiger Weise iiberbetont ist. Indem LORENZEN sich gegen
die>totale Axiomatik« wendet, trifft er damit zugleich die Doktrin des Formalis-
mus, und er zeigt damit, daB er den von ihm betonten Gesichtspunkt des
Operativen doch nicht in einseitiger AusschlieBbarkeit angewendet wissen will.

Uberhaupt mogen die angestellten Uberlegungen bei niiherem Zusehen
zeigen, daB die darin ausgedriickten Ansichten denjenigen LORENZENS viel nidher
stehen, als es aufgrund verschiedener Abweichungen im einzelnen scheinen
kann.

mengentheoretischen Axiomen) sowohl die Aussage des Unendlichkeitsaxioms
wie die des speziellen Potenzmengenaxioms zu gewinnen.

° Die generelle Bildung der Potenzmenge ist auch noch nicht gegeben durch die
rein logische Bildung der Gesamtheit ()Klasse<) der Teilmengen einer Menge, wie
sie sich ohne weiteres aus dem Begriff der Teilmenge ergibt.



HERBERT MESCHKOWSKI

DIE ZAHL ALS ARCHETYPUS

1. Die natiirliche Zahl im Aufbau der Mathematik

Am Eingang des MITTAG-LEFFLER-Instituts in Djursholm befindet sich
die Inschrift:

Die Zahl ist Anfang und Ende des Denkens,
Mit dem Gedanken wird die Zahl geboren,
Uber die Zahl hinaus reicht der Gedanke nicht.

Aus diesen Sitzen konnte man die Meinung herauslesen, daBl alle durch
Denken zu losenden Probleme auf mathematische Gesetzlichkeiten zuriick-
zufithren seien. Wir wollen den Djursholmer Sitzen eine bescheidenere,
innermathematische Deutung geben. Ihnen liegt die Auffassung zugrunde,
daB jedenfalls alle mathematischen Erkenntnisse aus dem Grundprozef des
Zdhlens zu begriinden seien. Damit wiren die Versuche gerechtfertigt, die
Mathematik >konstruktivc oder auch joperativ¢ aus elementaren Grund-
ansitzen zu fundieren.

Zur Begriindung der Thesen kénnte man LEIBNIZ zitieren®:
Manches weist keine Teile auf und entzieht sich somit der Messung . . .

Dagegen gibt es nichts, was nicht der Zahl unterworfen wire. Die Zahl ist daher
gewissermaBen eine metaphysische Grundgestalt.

Es lieBen sich auch noch viele andere Forscher von PYTHAGORAS bis KRON-
ECKER anfiihren, und schlieBlich kénnte man auf die Einsichten der modernen
Physik verweisen, die ja die Gesetzlichkeiten im atomaren Bereich durch
Relationen zwischen ganzen Zahlen deuten will.

In der modernen Mathematik hat sich aber die mengentheoretische
Betrachtungsweise des BOURBAKI-K reises weitgehend durchgesetzt. Man ver-
steht die Mathematik als Mengenlehre, da es ja immer und in allen Disziplinen
so oder so um Mengen und ihre Relationen geht. CANTOR hatte zwar seine
Theorie urspriinglich als eine >neue Provinz« der Mathematik entwickelt,
als eine Theorie des Transfiniten. Aber die Mathematiker unseres Jahrhunderts
fanden heraus, daB man schlieBlich die ganze Mathematik als Mengenlehre
deuten und damit einheitlich fundieren kann. Es verdient bemerkt zu werden,
daB sich auch diese Auffassung schon bei CANTOR findet. Kiirzlich wurde

! Zitiert nach [19], S. 57.
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eine frithe Fassung der Cantorschen Theorie der Ordnungszahlen verdffent-
licht?. Sie unterscheidet sich in der Sache nur unwesentlich von der spiteren
Zusammenfassung in den Annalen 46 vom Jahre 1895. Aber in dieser
frithen Darstellung findet sich (a.a.O. S. 84) der folgende bemerkenswerte
Satz iiber die >Typenlehrec:

Sie bildet einen wichtigen und groBen Teil der reinen Mengenlehre (Théorie des
ensembles), also auch der reinen Mathematik, denn letztere ist nach meiner
Auffassung nichts anderes als reine Mengenlehre.

Wir fragen nun nach dem Standort der Theorie der natiirlichen Zahlen in
dieser >reinen Mengenlehre< und suchen danach in einem modernen Axiomen-
system. Meist benutzt man heute eine moderne Fassung des klassischen
Systems von ZERMELO-FRAENKEL, wie wir sie bei ABIAN [1] oder auch (in
variierter Form) in [13] finden.

Erst das siebente® Axiom, das »Unendlichkeitsaxiomy, gibt Gelegenheit,
die natiirlichen Zahlen einzufiihren. Sie werden (nach J. VON NEUMANN*)
mit Hilfe der leeren Menge @ so erklirt:

1 0=9,
1={0},
2={0, 1},
3={0,1,2},

Es erscheint durchaus unnatiirlich, daB die nach Ansicht von Mathematikern
aller Epochen grundlegenden natiirlichen Zahlen erst so spit und dann noch
als Produkt eines >Unendlichkeitsaxioms¢< auftreten. Man kann versuchen,
diese Stilwidrigkeit zu mildern, indem man die Mengenlehre zunichst fiir
endliche Systeme aufbaut. Dann kann man die vON NEUMANNschen natiir-
lichen Zahlen ohne Benutzung eines »Unendlichkeitsaxioms< nach der Erkli-
rung (1) einfithren. Wir haben diese Moglichkeit in [16] (S. 12ff.) dargestellt.

Im modernen mengentheoretisch fundierten Anfangsunterricht benutzt
man einen anderen Zugang zum Zahlbegriff. Man geht aus von verschiedenen
Objekten a, b, ¢, ... und erklirt die natiirlichen Zahlen als Aquivalenz-
klassen:

2 Acta Math. 124, 1970, S. 66-107.
3 Inder Zihlung von ABIAN das sechste.
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@ 1=Ha},
2=|{a, b},
3=|{a,b, ¢},

3 ist danach die Menge aller Mengen, die zur Menge {a, b, ¢} dquivalent
sind®. Die Bildung solcher Aquivalenzklassen ist freilich nur unter gewissen
Voraussetzungen zuldssig. Man muB (um Antinomien zu vermeiden) die
Moglichkeit der Mengenbildung durch geeignete axiomatische Vorschriften
einschrinken. Das kann z.B. dadurch geschehen, daB man nur endliche
Mengen zulift.

Damit ist aber die Moglichkeit, den Zahlbegriff durch die Terminologie
der modernen (mengentheoretischen) Mathematik zu fundieren, noch nicht
erschopft. Man kann z. B. (nach einem Vorschlag von KirscH) von der Addi-
tion von >Lingen¢ (freien Strecken() ausgehen und etwa die Zahl 2 durch
die Abbildung

a——a+a
erkliren, ausfithrlicher®:
(3) 2={(a,a+a),acF}.

Dabei steht F fiir die zugrundegelegte Menge der )freien Streckenc.

Nach der zuerst erwidhnten Erklidrung des Zahlbegriffs ist die natiirliche
Zahl 2 die eine Menge {@, {@#}}; nach der (heute in der Schule iiblichen)
ist sie eine Menge von Mengen. Die dritte Moglichkeit schlieBlich deutet die
Zahl als Operator (als Funktion).

Man kann schlieBlich den Zahlbegriff formal axiomatisch fundieren, wie
dies etwa durch PEaNO oder HILBERT’ geschehen ist.

Einen besonders einfachen Zugang zur Reihe der natiirlichen Zahlen
findet man, wenn man mit LORENZEN ([11] S. 6ff) ,von den primitiven
Notationen der Steinzeit“ ausgeht und die Ziffern einfach durch Striche
erklart:

@ 1=)2=|3=],.....

Damit ist der Grund fiir eine moderne >operative« Begriindung des elemen-
taren Rechnens gelegt.
4 Diese Definition wurde zuerst mitgeteilt in einem Brief vom 15. 8. 1923 an
ZERMELO. Er ist veroffentlicht in [13], S. 271 ff.
* Diese Definition findet sich zuerst bei G. CANTOR in einem Brief an G. PEANO
vom 21.9. 1895,
$ Niheres dariiber in [12], S. 267f.
7 Vgl [12], S. 41 bzw. [6] Bd. 3, S. 192,
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Fassen wir zusammen: Es gibt eine verwirrende Fiille von Moglich-
keiten, den Zahlbegriff durch moderne Formalismen zu erkldren. Es erscheint
bemerkenswert, daB keine der hier erwihnten Definitionen der formalisti-
schen Mathematik &lter als 100 Jahre ist. Die groBen Zahlentheoretiker
EuLEr und Gauss z.B. haben die mengentheoretische Bedingung des Zahl-
begriffs noch nicht gekannt, und sie hatten auch kein Axiomensystem fiir die
Menge N der natiirlichen Zahlen. Und doch haben sie tiefliegende Gesetzlich-
keiten der Menge N herausgefunden. Und schon iiber 2000 Jahre vorher
haben die Pythagoreer wichtige Eigenschaften der Zahlenreihe richtig be-
schrieben. Es erscheint deshalb berechtigt, nach einem nicht durch Forma-
lismen zu beschreibenden >Seinsgrund« der Zahlenreihe zu fragen.

Alle solche Uberlegungen fithren notwendig auf Fragestellungen, die
man nicht durch Rechenergebnisse mathematischer Kalkiile beantworten
kann. Die Mathematiker hatten sich allerdings gerade deshalb formalistischen
Verfahren zugewandt, um ungesicherte philosophische Primissen zu vermei-
den. Inzwischen hat sich aber herausgestellt®, daB man die Widerspruchs-
freiheit der formalen Zahlentheorie nicht durch die Mittel des Systems
selbst begriinden kann. Der reine Formalismus bietet zwar gewichtige metho-
dologische Vorteile bei der Darstellung mathematischer Theorien, aber er
bleibt doch leer, da man nicht einmal die >Richtigkeit« der formalen Systeme
absolut beweisen kann. Es liegt deshalb nahe, nach dem >Quentchen Meta-
physik< zu fragen®, ohne das eine Fundierung exakter Forschung nicht moglich
Zu sein scheint.

2. Die Archetypen

Es ist bemerkenswert, daB eine Reihe von modernen Physikern bei den
Untersuchungen iiber das Wesen der Materie und iiber den Charakter der
»Naturgesetze« auf Ergebnisse gefilhrt wurden, die man als einen Riickgriff
auf die klassische Ideenlehre PLATONs bezeichnen muBl. So weist HEISENBERG
darauf hin, daB die Aussagen iiber die Theorie der Materie ,,durch eine
Reihe von Symmetrieforderungen charakterisiert sein wird“. Man kann nicht
gut sagen, daB die Elementarteilchen selbst ,,aus Materie bestehen®, sie
sind vielmehr ,,die einzig méglichen Formen der Materie*!?, Das Wesentliche,
was die moderne Physik iiber die >Substanz¢ aussagen kann, sind also Sym-
metriecigenschaften. Es sind nicht gerade die Symmetrieeigenschaften der
platonischen Korper, aber doch jeweils Grundeigenschaften gewisser mathe-
matischer Strukturen. Damit riickt die moderne Physik in die Nédhe der
klassischen Ideenlehre. Das spricht PAULI besonders deutlich aus'!:

8 Nibheres dariiber z.B. in [14], S. 112fF.

 Nach einem Satz von CANTOR. Siehe [13], S. 114.
10 13] S, 34ff.
11 Zitiert nach [3], S. 46.
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»Es handelt sich bei der Naturwissenschaft der Neuzeit also um eine christliche
Weiterbildung der >lichten Mystik« PLATONS, in der der eigentliche Grund von
Geist und Materie in den Urbildern gesucht wird.“
Ahnliche Ergebnisse findet man in den Schriften ([4), [5]) von HEITLER, aber
auch bei MARCH und anderen Forschern.

Fiir unsere Fragestellungen besonders wichtig scheinen uns die viel zu
wenig beachteten Ergebnisse der Zusammenarbeit des Physikers PAULI mit
dem Psychologen C. G. JUNG zu sein. JUNG hat mit empirischen Methoden
nachzuweisen versucht, dafl es eine ,allgemeine seelische Grundlage iiber-
persénlicher Natur“ gibt, das ,kollektive UnbewuBte“!2. In dieser ,,minde-
stens ganzen Volkern und Zeiten gemeinsamen® Schicht sind die ,,Arche-
typen® angesiedelt, die ,urtiimlichen Bilder®, die JUNG als ,Vorstufe der
Ideen® oder auch als ihren ,,Mutterboden* charakterisiert.

Der Begriff des ,Archetypus‘ ist nicht von JUNG erfunden worden. Er
nimmt vielmehr einen schon in der philosophischen Literatur des Altertums
oft gebrauchten Begriff auf, um ihm im Rahmen seiner psychologischen
Theorie eine neue Deutung zu geben.

PAuLI hat nun'? darauf hingewiesen, daB dieser Begriff des ,Urbildes®
auch in der frithen mathematischen Literatur vorkommt, uv.a. im EUKLID-
Kommentar von PROKLOS und bei KEPLER. PROKLOS spricht z. B. von den ,,in
der Seele vorhandenen“ ,,Urbildern der Zahlen, Figuren, Verhiltnisse und
Bewegungen“!#. Er versteht diese Archetypen offenbar als erklarende Um-
schreibungen der platonischen Ideen.

Es diirfte von Nutzen sein, wenn wir uns die Bedeutung des Begriffs
,Archetypus‘ in der antiken Literatur verdeutlichen!®>. Man findet ihn ([8],
S. 12) u.a. bei PHILO JUDAEUS und bei IRENAEUS (Adv. Haer. 2, 7, 4). In der
gegen die Ketzer gerichteten Schrift des Kirchenvaters findet sich das Zitat:

»Mundi fabricator non a semetipso fecit haec,

sed de alienis archetypis transtulit.“

Offenbar zitiert IRENAEUS hier einen Gnostiker, der von dem Schépfer
der Welt (unserer Welt) glaubt, daB er »fremde Urbilder« iibertrug, offenbar
Urbilder aus anderen »héheren< Welten. Die Beziehung des so verstandenen
Archetypus (des »zuerst Geprigten<) zur platonischen Idee ist offensichtlich.

In den Schriften KEPLERS findet man (wie besonders PAULI immer
wieder unterstrichen hat) einen Briickenschlag von den Begriffsbildungen der
Antike zur modernen exakten Forschung. KEPLER zitiert (sehr ausfiihrlich'®)

12" Nibheres dariiber in [7] und [8].

13 Vgl. dazu [18] und [20].

14 ProKLOs wird hier nach KEPLER zitiert: [9], S. 2091T.

Fiir philologische Hinweise danke ich Herrn J. SUIN DE BOUTEMARD.
16 vgl. [9], S. 209-212.



22 Herbert Meschkowski

den EukLiID-Kommentar von PrOKLOsS und beschreibt den ProzeS der
exakten Erkenntnis so ([9], S. 120f.):

»Erkennen heiBt, das duflerlich Wahrgenommene mit den inneren Ideen zu-
sammenbringen und ihre Ubereinstimmung beurteilen, was Proclus sehr schon
ausgedriickt hat mit dem Woit ,Erwachen‘ wie von einem Schlaf. Wie ndmlich
das uns auBen Begegnende uns erinnern macht an das, was wir vorher wuften,
so locken die Sinneserfahrungen, wenn sie erkannt werden, die intellektuellen
und innen vorhandenen Gegebenheiten hervor, so daBl sie in der Seele auf-
leuchten, wihrend sie vorher wie verschleiert in potentia dort verborgen waren.
Wie aber sind sie hineingekommen? Alle Ideen oder Formbegriffe. . . sind mit
eingeboren, so wie etwa den Pflanzenformen die Zahl der Blitter mit eingeboren
wird oder die Zahl der Kammern im Apfel.“

Der Begriff ,Archetypus‘ findet sich mehrfach bei KEPLER, so z.B. in einem
Brief an HEGULONTIUS' 7 :

»Die geometrischen Figuren sind ewig, die geometrischen Sidtze von Ewigkeit
her wahr im Geiste Gottes. Ergo quanta sunt mundi archetypus.*

Greifen wir nun die eingangs zitierten AuBerungen von Mathematikern iiber
das Wesen der Zahl wieder auf! Wenn LEIBNIZ die Zahl eine metaphysische
Grundgestalt< nennt, wenn KRONECKER von der Zahl sagt, sie sei ,,vom lieben
Gott gemacht“!®, wenn STUDY erkldrt, daB ,die Welt der Zahl nicht ein
menschliches Produkt* sei!®, wenn schlieBlich die Intuitionisten die Mathe-
matik aus der Urintuition des Zihlens herleiten wollen?°, dann haben wir
in diesen Aussagen moderne Umschreibungen der alten Lehre von den
Archetypen. Es erscheint wichtig, daB sie durch JUNG eine neue, psycho-
logische Deutung erfihrt: Die Archetypen >wohnen< im kollektiven Unbe-
wuBten, und damit wiirde verstindlich, daB sie im frithen Kindesalter als
etwas »Gegebenes< hingenommen werden. Der Versuch, im mengentheore-
tischen Anfangsunterricht die Zahl als Name fiir eine Klasse von Mengen
einzufiilhren, erscheint wie ein iberfliissiger Gewaltakt. Natiirlich ist es
durchaus bemerkenswert, daB man die Zahlen auch als Aquivalenzklassen
deuten kann, aber muBl man das den Sechsjihrigen beibringen? Sollte man

17 Zitiert nach [20], S. 121.

18 Dgs beriihmte Zitat stammt aus einem Vortrag, den K. auf der Berliner
Naturforscher-Versammlung 1886 hielt. Jahresber. DMV 2, S. 19.

19 Zitat nach [19), S. 102.

20 Curry hat den Intuitionisten vorgeworfen, sie gehen von einer metaphysischen
Grundkonzeption aus, weil sie an einen Gott, die >Intuition< glauben. Vgl
dazu [14], S. 91.
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nicht die Kinder zunichst bei jenem naiven Zahlverstindnis lassen, mit dem
die Menschheit einige Jahrtausende ausgekommen ist 22!

Aber kehren wir zuriick zur Fundierung der Mathematik! Darf man
hoffen, im Archetypus ,Zahl’ eine Grundlage fiir die gesamte Mathematik
gefunden zu haben? Die modernen konstruktivistischen und operativen
Verfahren werden ja meist mit der Absicht entwickelt, die ganze Mathematik
aus einer einfachen Grundkonzeption zu entwickeln.

3. Das Kontinuum

Bei PROKLOS (s.0.!) ist nicht nur von den Urbildern fiir die Zahlen,
sondern auch fiir die ,,Figuren, Verhiltnisse und Bewegungen“ die Rede.
Und KEPLER beschrinkt den Begriff des Archetypus ausdriicklich auf die
Geometrie. Er bezeichnet die Geometrie als den ,,Archetypus des Kosmos*
([9], S. 121), will aber den Zahlen nicht den gleichen Stellenwert zusprechen
(a.a.0,,S.213):

»Uber die Zahlen freilich mochte ich mich auf keinen Streit einlassen. Viel-
mehr hat ARISTOTELES hierin die Pythagoreer mit Recht widerlegt. Denn fiir
ihn sind die Zahlen etwas, was bei der geistigen Betitigung an zweiter oder gar
dritter und vierter Stelle kommt, sowie etwas, von dem man keine Grenze
angeben kann. Auch haben die Zahlen nichts an sich, was sie nicht von den Quan-
tititen oder von anderen wirklichen und realen Wesen oder auch von ver-
schiedenen Setzungen des Geistes empfangen hatten.”

In dieser Hinsicht werden die modernen Vertreter der exakten Wissen-
schaften KEPLER kaum folgen wollen, nachdem die Atomphysik die pythago-
reische Grundkonzeption auf so eindrucksvolle Weise bestiitigt hat. Es fallt
uns schwer, den groBen Astronomen in seiner Abwertung des Zahlbegriffs zu
verstehen.

Hier muB daran erinnert werden, daB fiir KEPLER solche geometrische
Konstruktionsverfahren zulissig waren, die Zirkel und Lineal benutzten. Er
wuBte bereits, daB man ein reguldres Siebeneck nicht mit diesen Hilfsmitteln
konstruieren konnte, und er war deshalb davon iiberzeugt, daB Gott daher
auch eine solche Figur nicht >zur Ausschmiickung der Welt« benutzen konnte.
Andererseits waren mit Zirkel und Lineal Konstruktionen moglich, die nicht
rationale Streckenverhiltnisse lieferte (Seite und Diagonale eines Quadrates
z.B.). Daher kam er zu der Meinung, daB ,,die gantze Natur vnd alle himmlische
Zierligkeit in der Geometria symbolisirt sey* ([9], S. 15).

2! Man wird dieser Auffassung am besten gerecht, wenn man im Anfangsunter-
richt entweder »naiv¢ vorgeht und das vorgegebene Zahlverstandnis ausbaut oder
aber von den oben genannten Mébglichkeiten zur Fundierung des Zahlbegriffs
die einfachste auswihlt: Das ist die von LORENZEN vorgeschlagene operative
Begriindung. Niheres zur Schulmathematik in [15], Kap. VII.
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Wir sind heute in der Lage, die Geometrie analytisch zu deuten und
damit durch den Zahlbegriff zu begriinden. Es spricht aber einiges dafiir, auch
die Grundbegriffe der Geometrie als eigenstindige >Urbilder« gelten zu lassen.

Dafiir spricht schon die Tatsache, daB3 die klassische griechische Geo-
metrie viel dlter ist als die schwieriger?? zu fundierende Koordinatengeometrie
DESCARTES’. Freilich: Die Axiomatik EUKLIDS benutzt noch (unausgesprochen)
anschauliche FElemente und gibt keine Fundierung der Stetigkeitseigen-
schaften der Geraden. Aber auch das kann heute durch eine eigenstiindige
Axiomatisierung erledigt werden?>.

Es ist fiir unsere Uberlegungen wichtig zu bemerken, daB eine befrie-
digende begriffliche Darstellung des >K ontinuums<erst in jiingster Zeit gelungen
ist. Wir finden bei BoLzaNo und CANTOR Hinweise auf die vergeblichen
Bemithungen mittelalterlicher Denker (Nikolaus voN Cugs, Thomas VON
AQuINO), das Wesen des Kontinuums zu beschreiben. Sie verlieren sich in
Paradoxien, und erst BoLzZANO wagt eine explizite Definition?*. Sie ist aber
immer noch unzulanglich. Erst CANTOR erfaBt das Wesentliche, wenn er das
Kontinuum als eine perfekte zusammenhingende Menge von Punkten des
Raumes charakterisiert.

Es erscheint fiir unsere Uberlegungen bemerkenswert, daB die Mathema-
tiker und Philosophen eine Vorstellung vom Kontinuum hatten, lange
bevor sie in der Lage waren, diesen Begriff prizis zu definieren. Sie sahen etwas
(mit den >Augen des Geistes<), was sie in Begriffen noch nicht fixieren
konnten. Dieser Umstand legt es nahe, von den vor den formellen Defini-
tionen gegebenen Archetypen der Geometrie zu sprechen. Auch bei den Zahlen
haben wir eine dhnliche Situation: Die Mathematiker erforschten ihre Ge-
setze lange bevor sie es fiir nétig hielten, der Zahlentheorie ein axiomatisches
Fundament zu geben oder gar die Zahl mengentheoretisch zu definieren.

Es wird zuweilen versucht, die Entstehung der Mathematik aus den
Erfahrungen mit der materiellen Welt zu erkliren. In der Tat 148t sich
nachweisen, daB bei der Entstehung der geometrischen Grundbegriffe phy-
sikalische Erkenntnisse im Spiel waren. Es gibt>® da Beziige zwischen der
mathematischen Terminologie und der Technik der frithen Musikinstrumente.
Man kann aber die Geometrie nicht einfach als das Ergebnis eines Abstrak-
tionsprozesses deuten. Es gibt ja fiir die geometrischen Urbilder kein Gegen-

22 Man beachte, daB zu einer korrekten Begriindung der analytischen Geometrie
eine Theorie der reellen Zahlen gehort.

23 Vgl. dazu z.B. [12}, S. 160fT.

24 Néaheres dariiber und iiber die hier benutzten topologischen Begriffe findet
man in [13], Kap. IV.

25 vgl. dazu [17], Kap. III 3.
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stiick in der physikalischen Wirklichkeit. Das wuBte schon ProkLOs. Er
schreibt in seinem EUKLID-K ommentar®®:

»Denn sage mir, wo findet sich unter den Sinnendingen das Unteilbare (Punkt),
das Breitenlose (Linie), das Tiefenlose (Fliche), oder wo die Gleichheit der
Strecken vom Mittelpunkt aus, wo genaue Rechtwinkligkeit? Ich sehe nirgends
etwas hiervon; alles Sinnliche ist gemischt und vermengt, nichts ist rein und von
seinem Gegenteil frei.*
Und er schlieBt daraus:

»Man muB also annehmen, daB die Seele selber Erzeugerin der mathematischen
Begriffe ist. Wenn sie aber nun im Besitz der Urbilder diesen Sein und Wesen
gibt, so daB das Erzeugen nichts anderes ist als das Hervorbringen der Begriffe,
die in der Seele schon vorhanden waren, dann werden wir mit PLato in Uber-
einstimmung sein, und das wahre Wesen der mathematischen Dinge ist ge-
funden.

4, Die Freiheit des Mathematikers

KEPLER wollte nur die »Objekte der Geometrie als Urbilder gelten
lassen und verwies?” die Zahlen auf die ,.zweite oder gar dritte und vierte
Stelle“. In neuerer Zeit hat man mehrfach versucht, durch konstruktive
Verfahren die gesamte Mathematik von der »Urintuition< des Zdhlens her
aufzubauen. Andere moderne Mathematiker gehen zwar keineswegs immer
konstruktiv vor, wollen aber die Geometrie als eigenstindige Disziplin aus-
schalten, die Deduktionen EukLiDs und HILBERTS durch die Theorie der
linearen Vektorraume ersetzen.

Wir meinen: Die Mathematiker sind nicht gut beraten, wenn sie Ein-
heitlichkeit um jeden Preis erstreben. Wir gingen aus von der Einsicht, dal
bei der von den Formalisten erreichten Einheitlichkeit der Zahlbegriff nicht
am rechten Platz steht. Er erscheint als ein »Abfallprodukt< des Unendlich-
keitsaxioms. Ebenso halten wir den Versuch nicht fiir gliicklich, die gesamte
Mathematik nur aus der Grundoperation des Zihlens zu begriinden. Und
die Verbannung EUkLIDs aus dem mathematischen Unterricht wiirde dazu
fiithren, daB wichtige Bildungsmoglichkeiten verschiittet werden. Die Aus-
einandersetzung zwischen HILBERT und FREGE zum Beispiel iiber das Wesen
der Axiome wird nur dem verstindlich, der die Auseinandersetzung iiber das
Parallelenaxiom kennt.

Wir méchten wiinschen, daB die Einsicht CANTORs sich in der Zukunft
durchsetze: Das Wesen der Mathematik liegt gerade in ihrer Freiheit*®. Wir

26  Zitiert nach [9}, S. 210.
27 9], S.213.
28 Ges. Abhandlungen, Hildesheim 1962, S. 182.
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haben die Freiheit, die Mathematik so oder so eirheitlich aufzubauen, aber
wir miissen dann in Kauf nehmen, daB Wesentliches verzerrt wird oder
mindestens am falschen Platz steht. Wir miissen uns auch damit abfinden,
daB manche Disziplinen der Mathematik viel schwerfilliger darzustellen
sind, wenn wir unsere >Arbeitsmittel< einschrinken.

Es erscheint geboten, immer wieder zu den »Urbildern« zuriickzugehen,
aus denen die mathematischen Disziplinen entstanden. Die Frage liegt nahe,
ob denn die »Zahlen und Figuren< die einzigen Urbilder sind, ob nicht die
Mathematik die Kraft haben konnte, noch weitere andersartige Archetypen
zu verarbeiten,

Wir halten das fiir moglich und moéchten als Beispiel die von CANTOR ein-
gefithrten transfiniten Zahlen (Ordnungs- und Kardinalzahlen) nennen.
CANTOR hatte 1884 seinem Lehrer KRONECKER gegeniiber?® die Ansicht ver-
treten, daB die >Existenz¢ dieser transfiniten Zahlen ebenso gesichert sei wie
die der natiirlichen Zahlen. Jahrzehnte spiter, in einem Brief?° an Mrs.
CHISHOLM-YOUNG spricht er erneut ,von der festen Dinglichkeit* der
Ordnungs- und Kardinalzahlen. Die ersten Definitionen dieser transfiniten
Zahlen waren freilich so vage, daB das MiBtrauen KRONECKERS und anderer
Forscher heute durchaus verstindlich erscheint. Wir haben an anderer Stelle
die mancherlei Wandlungen der grundlegenden Definitionen dargestellt>* und
wollen uns hier mit der Feststellung begniigen, daB CANTOR seine Zahlen
schon 1879 >hatte>2, aber noch Jahrzehnte brauchte, bis er (fiir die Ordnungs-
zahl) zu einer Definition durchdrang, die auch heute noch anerkannt wird.
Er betont in einem Brief an JOURDAIN, daB bei diesen Begriffsfindungen auch
das ,UnterbewuBtsein ecine Rolle“ spiele. Man konnte hier einen friihen
Bezug auf das JunGsche kollektive UnbewuBte sehen. Aber hier ging es
jedenfalls nicht um Einsichten, die schon vorher ,,mindestens ganzen Vdlkern
und Zeiten gemeinsam® waren. CANTOR hat — um die Sprache PLATONS zu
reden—in der Welt der Ideen einen Bereich »entdeckt¢, den vor ihm noch niemand
gesehen hatte. Und der Weg von den ersten Visionen bis zur begrifflichen und
axiomatischen Fundierung war weit. Immerhin kann man in diesem Fall die
Entwicklung vom ersten vagen Erkennen des Urbildes bis zu einer brauchbaren
Definition und schlieBlich zu einer Einordnung in ein geeignetes formales
System deutlich verfolgen. Bei den klassischen Urbildern ist das nicht mehr
moglich. Heute ist die Theorie der transfiniten Zahlen ebenso gut (oder
auch: ebenso schlecht) gesichert wie etwa die klassische Analysis. Die be-
kannten Antinomien sind ausgeschaltet, aber ein allgemeiner Beweis fiir die
Widerspruchsfreiheit der Theorie ist nicht (absolut) méglich.

29 Vom 9. 3. 1907; veréffentlicht in [13], S. 240f.
30 Der Mathematikunterricht 17, 1971, S. 31.

3 [17], Kap. X 5.

32 Gjehe dazu Jahresbericht DMV 73, 1971, S. 128.
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Fassen wir zusammen. Angeregt durch die Untersuchungen der Physiker
iiber das Problem der Substanz findet sich heute auch bei einigen Mathe-
matikern die Neigung, die Frage nach der Realitit der mathematischen
»Objekte« neu zu stellen. Nach der Erniichterung iiber das Scheitern der
Versuche, die Widerspruchsfreiheit formaler Systeme (absolut) zu beweisen,
wird die Frage nach der Wahrheit mathematischer Aussagen wieder inter-
essant. Es gibt Versuche, einen >reformierten< Platonismus (>platonism with
little p<) zu begriinden®3. Hier kann ein (von PAULI angeregter) Briickenschlag
zur Psychologie JUNGS von Nutzen sein. Man kann die Grundbegriffe der
Mathematik als Archetypen des kollektiven Unbewufiten deuten.

Die Reihe der natiirlichen Zahlen ist das wohl wichtigste (freilich nicht
das einzige) Urbild, das mathematische Forschung fundieren kann. Es er-
scheint geboten, iiber dem Ausbau der Formalismen die Beziige auf die
Urbilder nicht zu vernachlissigen. Das ist besonders wichtig fiir den
mathematischen Unterricht an Schulen und Hochschulen.
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CHRISTIAN THIEL
ZUR BESTIMMUNG DER ARITHMETIK

»Die Arithmetik hat es mit dem Zahibegriff zu tun«, schreibt WALTER
LIETZMANN in einem verbreiteten Bindchen iiber \Das Wesen der Mathematik¢!,
und hilt damit nur eine wohl allgemein akzeptierte Bestimmung der Arithmetik
als (elementare) Zahlentheorie fest. Besteht diese Meinung zu Recht, so hitte
ein Aufbau der Arithmetik mit einer Definition des Wortes ‘Zahl’ oder, vor-
sichtiger formuliert, mit der Einfiihrung der Rede iiber »Zahlen«< zu beginnen.
Einig ist man sich, daB Zahlen nicht Ziffern oder (bei uns synonym:) Z&hl-
zeichen sein sollen, daB jedenfalls Aussagen der Arithmetik nicht von derselben
Art sind wie die von einem Zihlzeichen handelnde Aussage ‘0 ist eine ovale
Figur’. Um eine genauere Bestimmung des Unterschiedes und damit eine
Charakterisierung der arithmetischen Aussagen scheint man sich bisher jedoch
nur in den Ansdtzen der konstruktiven Wissenschaftstheorie zur Begriindung
der Arithmetik bemiiht zu haben. Dort werden >Zahlen« als Abstrakta? aus
Zihlzeichen eingefiihrt, so daB die Bestimmung der Zahlen und damit der
arithmetischen Aussagen davon abhingt, von welchen Eigenschaften der Zihl-
zeichen in einer arithmetischen Aussage abgesehen, abstrahiert werden soll.

In dem neuesten Kompendium der Erlanger Schule heiBt es dariiber : »Die
Abstraktion, die dazu fiihrt, statt von ‘Zahlzeichen’, wie |, ||, |l, ... oder 1, 2,
3,...,10, ... 10%, ..., 10'°° von ‘Zahlen’ zu reden [. . .] beruht darauf, daB
[...] die arithmetische Gleichheit (die wir durch m=n=— -m<nvn<m-
definiert haben) eine Aquivalenzrelation ist und daB alle Aussagen der Arith-
metik invariant beziiglich dieser Gleichheit sind«®. Der Riickgang auf die er-
wihnte Definition zeigt, daB die <-Relation inhaltlich als ‘Kiirzer’-Relation,
die arithmetische Gleichheit also als Lingengleichheit von Strichlisten ver-
standen wird. Stillschweigend vorausgesetzt ist dabei eine bereits vorgenom-
mene Abstraktion von der Ausfithrung der einzelnen Strichlisten.

! WALTER LIETZMANN, Das Wesen der Mathematik. Braunschweig 1949, S. 95
(erweiterte Neuauflage von >Aufbau und Grundlage der Mathematik¢, Leipzig/
Berlin 1927, dort S. 56).

2 Vgl. PauL LORENZEN, Gleichheit und Abstraktion. Ratio 4 (1962) 77-81, Neu-
druck in P. LORENZEN, Konstruktive Wissenschaftstheorie, Frankfurt a. M. 1974,
S.190-198.

3 PauL LorenzeN und OswALD SCHWEMMER, Konstruktive Logik, Ethik und
Wissenschaftstheorie. Mannheim/Wien/Ziirich 1973 (B.1.-Hochschultaschenbuch

700), S. 145, oder S. 201 der 2., verb. Auflage von 1975.

4 Konstruktionen versus Positionen I
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Diese Kontamination zweier verschiedener Abstraktionsprozesse ist neu.
In der frithesten mir greifbaren konstruktiven Einfilhrung der Rede iiber
Zahlen schreibt PAUL LORENZEN, daB dabei »von den speziellen Objekten
»abstrahiert« wird« und eine Gleichheitsrelation zwischen »Systemen< durch

$x~y
YR TR XN,V

definiert ist; mit der Folge: »Gilt dann p~w, so nennen wir p und %
‘langengleich’«*. Dies entspricht, auch im stillschweigenden Absehen von der
Einzelausfiihrung der Figuren, ganz der zitierten neuesten Darstellung. Von
dieser letztgenannten stillschweigenden Abstraktion brauchte man auch keiner-
lei Aufhebens zu machen, hitte sich nicht in dem Zeitraum zwischen beiden
Veroffentlichungen das Schwergewicht eigenartigerweise gerade auf die Figuren-
gleichheit verlagert (sofern nicht die ganze Frage wie in >Methodisches Denkenc
und sogar in >Differential und Integral« als unwesentlich iibergangen wurde®).
Beispielsweise wird in dem bahnbrechenden Aufsatz »Gleichheit und Abstrak-
tion< (1962) der Rede von Zahlen die Abstraktion aufgrund einer Beziehung
der >Figurengleichheit« zugrunde gelegt, die zwischen zwei Figuren besteht,
wenn sie »in gleichen Schritten hétten konstruiert werden konnen«®. Ahnlich
diirfte die Intention in der ebenfalls 1962 erschienenen >Metamathematik«
sein, wo der Hinweis auf die Rolle der »Wiedererkennbarkeit«” nahelegt, daB3
an eine Abstraktion mit Invarianz beziiglich der Ausfilhrung von Figuren
gedacht ist. Ganz in demselben Sinne habe ich selbst seit 1968 von der
»Konstruktionsgleichheit« von Ziffern gesprochen und z. B. 1971 den fraglichen
Abstraktionsschritt von der Rede iiber Zahlzeichen zur Rede iiber Zahlen so
dargestellt, daB wir »hierbei nur noch auf die Konstruktionsschritte achten, die
Unterschiede in der Ausfiihrung der Ziffern aber ignorieren«®.

4 PauL LorenzeN, Einfithrung in die operative Logik und Mathematik. Berlin/
Géttingen/Heidelberg 1955 (?1969), S. 133f.

5 PauL LORENZEN, Methodisches Denken. Ratio 7 (1965) 1-23, Neudruck in
»Methodisches Denken¢< (Aufsatzsammlung), Frankfurt a.M. 1969 und 1974,
S. 24-59; ders.: Differential und Integral. Eine konstruktive Einfiihrung in die
klassische Analysis. Frankfurt a. M. 1965.

6 8. 193 des Neudrucks (vgl. Anm. 2).

7 PaAUL LORENZEN, Metamathematik. Mannheim 1962 (B.I.-Hochschultaschen-
buch 25), S. 14f.

8  CHRiSTIAN THIEL, Das Begriindungsproblem der Mathematik und die Philosophie.
In F. KAMBARTEL und J. MITTELSTRASS (Hg.), Zum normativen Fundament der
Wissenschaft. Frankfurt a. M. 1973, S. 91-114 (Zitat S. 110).
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Schon eine kurze Reflexion auf die Verwendung arithmetischer Aus-
sagen hitte jedoch zeigen konnen, dafl man deren Sinn durch keine der beiden
genannten Invarianzforderungen erfaBt. Sieht man fiir die Geltung arithmeti-
scher Aussagen die Unabhingigkeit von der jeweiligen Ausfithrung der Zahl-
zeichen mit einem gewissen Recht als trivial an, so bindet man sie andererseits
mit der Bezugnahme auf die Lingengleichheit von Zihlzeichen unndtigerweise
an einen ganz bestimmten Typ von Zihlsystemen. DaB es nicht nur auf die
Ausfiihrung der Zahlzeichen, sondern auch auf die Wahl bestimmter Figuren
als Zihlzeichen nicht ankommt, hatte ich noch 1971 zu beriicksichtigen ver-
sucht mit der an arithmetische Aussagen (mit einem Zihlzeichen »m«) ge-
stellten Forderung nach Invarianz gegeniiber der Ersetzung »von m durch zu
m Harithmetisch gleiche« Zihlzeichen, d.h. solche, die nach den gleichen
Schritten wie m in einem Zihlzeichenkalkiil mit den beiden Regeln ‘ > 2’,
‘X > Xz hergestellt sind (wobei X Variable fiir schon hergestellte Zéhlzeichen
ist und z Mitteilungsvariable fiir Einzelexemplare der speziellen Zahlzeichen,
z.B. Striche |, auf deren Verwendung man sich vorher geeinigt hat«®. Auch
diese Bestimmung wiirde jedoch schon auf ein Z3hlsystem nicht mehr zutreffen,
das mit den Regeln

> 00
X

X>X

(wobei X nichtleere Eigenvariable ist) operierte, also die Zihlzeichen

00
00
00 00
00, 00, 00, ... verwendete.

Die einzige mir bekannte Darstellung, die diese Schwierigkeit durch einen
Riickgang auf den beabsichtigten Gebrauch der Zihlzeichen wenigstens ins
Auge faflt, ist die >Einfithrung in die Mathematik« von HELMUT SEIFFERT!®.
Gerade der Verzicht auf die Untersuchung der zur Herstellung von Zihl-
zeichen bendtigten Regeln ist freilich auch das Manko dieser Darstellung. Man
konnte ja zunichst meinen, worauf es ankdme, wire die allen zum Zihlen ge-
eigneten Regelsystemen gemeinsame Strukrur, und etwa an eine eineindeutige

® CHRISTIAN THIEL, Arithmetik. In J. RiTTER (Hg.), Historisches Worterbuch der
Philosophie, Band 1 (A—C), Basel/Stuttgart und Darmstadt 1971, Sp. 517f.
(Zitat Sp. 517).

HEerMuT SEIFFERT, Einfithrung in die Mathematik. Zahlen und Mengen. Miinchen
1973 (Insbes. >Das Problem der Zihlbarkeit, S. 25f. und >Die Abstraktions,
S. 271)).
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gegenseitige Abbildbarkeit solcher Regelsysteme von der folgenden Art
denken:

A, =>| — 4,: = +

Fi.on=a>ne———>F:m=+m
oder

Ay =| «—— A4;: =00

Fin=an—F: X=

X
(mit m, n und X als nichtleeren Eigenvariablen).

DaB auch das nicht ausreicht, macht man sich sofort am Dezimalsystem
(mit arabischen Ziffern) klar, dessen Ziffern keineswegs nach einem Regel-
system erzeugbar sind, das nur aus einer Anfangsregel und einer einzigen Fort-
setzungsregel besteht. Andererseits ist klar, daB die wahren Aussagen der
Arithmetik auch dann gelten sollen, wenn wir sie unter Verwendung der
Dezimalnotation ausdriicken (wie es ja gegenwirtig auf der ganzen Welt vor-
wiegend geschieht). Das bedeutet aber, daB sich die>Strukturcder Regelsysteme,
die zur Herstellung von Zihlzeichen geeignet sind, nicht auf die soeben ver-
suchte einfache Weise erfassen 148t.

Was dabei zu fordern ist, macht man sich einfacher als am Dezimalsystem
an dem prinzipiell gleichartigen Dualsystem klar. Die in diesem System ver-
wendeten Zihlzeichen lassen sich nach dem Regelsystem

A: =1
B: e=1n
C: x0= x1

D: x0e = x1n

konstruieren (wobei e fiir eine aus lauter 1-Figuren, » fiir eine aus lauter
0-Figuren bestehende Figurenfolge steht und ¢ und » in ein und derselben
Regelanwendung jeweils die gleiche Anzahl von Figuren enthalten sollen;
x ist nichtleere Eigenvariable). Metamathematische Eleganz schndde verach-
tend sehen wir davon ab, daB man noch 4 als Spezialfall von B und C als
Spezialfall von D auffassen kann, indem man zuldBt, dal e und n auch die Lange
Null haben, d.h. fiir leere Figurenfolgen stehen diirfen. Nach diesem Regel-
system konstruiert man also Zahlzeichen wie folgt:

4180818108100 21108 11810002 ..

Es ist klar, da} dieses Regelsystem (mit vollig einwandfreien Zihizeichenregeln)
nicht in eine eineindeutige Zuordnung zu einem Regelsystem wie dem aus 4,
und F, bestehenden gebracht werden kann und in diesem Sinn eine andere
Struktur hat. Dennoch gibt es eine ganz offensichtliche Beziehung beider Regel-
systeme. Zwar haben nicht die beiden Regelsysteme selbst, dafiir aber die von
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ihnen erzeugten Zihlzeichenreihen >die gleiche Struktur¢, ndmlich in dem
Sinne, daB jedes Zihlzeichen eine genau bestimmte >Stelle< in der vom jeweili-
gen Regelsystem erzeugten lickenlosen und unverzweigten »Kette« von Zihl-
zeichen einnimmt, daB es in dieser Kette an »soundsovielter Stellec auftritt und
dadurch eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Ziahlzeichen je zweier
solcher Ketten ermdglicht wird. Damit ist auch der AnschluB an die beim
konstruktiven Ansatz zur Begriindung der Arithmetik vielberufene Zdghipraxis
erreicht, da es ersichtlich genau diese Eigenschaft ist, die ein Regelsystem zur
Herstellung von Zihlzeichen geeignet macht, durch die Anzahlen von Dingen
in Dingsystemen und Stellen oder Plitze in Reihen eindeutig feststellbar und
mitteilbar gemacht werden sollen.

Wie laf3t sich nun an den Regelsystemen selbst kontrollieren, ob sie diese
Eignung besitzen? Die Ketteneigenschaft des erzeugten Zihlzeichenvorrates
wird dann und nur dann gesichert sein, wenn es genau eine Anfangsregel gibt
und wenn auf jedes Ergebnis einer Regelanwendung die Prdimisse genau einer
Regel des Regelsystems anwendbar ist (eine Formulierung, die impliziert, daf3
Jede Fortsetzungsregel genau eine Pramisse hat). Dies ist bei unserem Regel-
system fiir das Dualsystem erfiillt: die Anwendungsergebnisse der Regel A4
haben die Form ‘1°, also die Form der Primisse von B, die Anwendungs-
ergebnisse von B haben die Form ‘1n’ und damit der Pramisse von C, die An-
wendungsergebnisse von C haben die Form ‘x1” und damit, wenn in ihnen eine
Figur 0 auftritt, die Form der Pramisse von D, andernfalls von B; die Anwen-
dungsergebnisse von D schlieBlich haben die Form ‘xin’ und damit die Form
der Primisse von C. Ein Regelsystem mit dieser Eigenschaft moge ein
kohdrentes Regelsystem heiBen. Unter der »natiirlichen Zuordnung« der durch
zwei kohidrente Regelsysteme K, und K, erzeugten Zihlzeichenketten sei die
Zuordnung verstanden, die dem durch die Anfangsregel von K, erzeugten
Ziahlzeichen das durch die Anfangsregel von K, erzeugte Zihlzeichen, und
danach schrittweise jedem durch eine Fortsetzungsregel von K, erzeugten Zihl-
zeichen das durch die ihr aufgrund der Kohirenzeigenschaft eindeutig ent-
sprechende Fortsetzungsregel von K, erzeugte Zihlzeichen zuordnet. Die zur
Bestimmung der arithmetischen Aussagen und damit der Arithmetik erforder-
liche Invarianz 148t sich dann formulieren als Invarianz gegeniiber Ersetzung
aller in einer arithmetischen Aussage auftretenden Zdihlzeichen durch die ihnen
bei der natiirlichen Zuordnung zu einem anderen kohdrenten Regelsystem ent-
sprechenden Zihizeichen. Die Unabhingigkeit von der Ausfilhrung der Zahl-
zeichen bleibt dabei als trivial und fiir die arithmetischen Aussagen auch nicht
charakteristisch unausdriicklich unterstellt. Festgehalten sei nur noch, daB die
von SEIFFERT betrachtete Verwendung paarweise verschiedener Gegenstinde
des tiglichen Gebrauchs zum Zghlen, wobei wir “von dem seigentlichen< Ge-
brauch {...] absehen und uns nur auf ihren Gebrauch rals¢ Zdhigegenstinde
konzentrieren” (a. a. 0., S. 28), nur scheinbar umfassender ist: zur Formulierung
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arithmetischer Aussagen konnten verschiedene Gegenstinde des téglichen
Gebrauchs nur dienen, wenn ihre Verwendung selbst gewissen Regeln der von
uns beschriebenen Art unterworfen wiirde.



PETER ZAHN

KONSTRUKTIVE BEGRUNDUNG
DER PERRONSCHEN INTEGRATIONSTHEORIE

0. Grundlagen

Dieser Arbeit liegt ein Zahlensystem zugrunde, das in groben Ziigen mit
den Zahlensystemen von H. WEYL in [5] und von P. LORENZEN in [3] iiberein-
stimmt. Die reellen Zahlen werden hierbei aus gewissen rationalen Folgen
re =@, 12, ...),S,, ... durch Abstraktion wie folgt gewonnen. Mit Variablen
k, I, m, n fir natirliche Zahlen 1, 2=1’, 341", ... und einer Variablen ¢ fiir
positiv-rationale Zahlen wird gesetzt

limr,,eR‘:,/\y N Irn—rl<e
n & m,n>k
limr,,=lims,,‘:,/\y /\Ir,,—s,,|<a

n n E n>
1imr,,>lims,,‘:,\/y /\‘r,,>s,,+e

" " € n>

(limr, +lims,)<lim(r, +s,)  usw.

Die Figuren limr,, fiir die lim 7, € R gilt, heiBen reelle Zahlen. Es werden nur

solche Aussagen A4(x) iiber reelle Zahlen x eingefiihrt, die invariant sind in
bezug auf die soeben definierte Gleichheit in R. D. h. fiir reelle Zahlen x, y gilt

x=y AA(x)=> A(y).

Fiir das hier gewdhlte Zahlensystem ist es wesentlich, daB zur Dar-
stellung der rationalen Zahlenfolgen r, und der reellen Zahlen lim r, nur solche

rationalen Zahlenterme r, (i.a. mit der freien Variablen n) verwendet werden,
die sich in einer Sprache 1. Stufe darstellen (kennzeichnen) lassen. Diese Sprache
nenne ich die primdre Sprache. Ihre Aussagen und Formeln enthalten nur
Variable fiir natiirliche oder rationale Zahlen, jedoch noch keine Variablen fiir
Mengen, Folgen, reelle Zahlen usw., da diese Objekte erst nach Vollendung der
Konstruktion der primiren Sprache gewonnen werden. Um dann z.B. iiber
rallec oder reinige¢ reelle Zahlen sprechen zu kdnnen, benétigen wir als Er-
weiterung der primiren noch eine sekundire Sprache. Diese erhalten wir durch
Einfiihrung von (neuen) Variablen fiir reelle Zahlen, fiir primire (evtl. auch
mehrfache) rationale Zahlenfolgen sowie fiir primire Mengen und Relationen
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rationaler Zahlen. Redet man jedoch z.B. iiber ralle< oder einige< reelle
Funktionen (s.u.) oder Mengen reeller Zahlen, die in der sekundiren Sprache
darstellbar sind, so werden dabei (neue) Variable fiir diese Funktionen oder
Mengen verwendet. Diese Variablen gehéren einer tertidren Sprache an. — Nach-
dem so sukzessive nur wenige (endlich viele) Sorten von Variablen eingefiihrt
worden sind, kann man in der dadurch erweiterten Sprache z. B. die konstruk-
tive Analysis sowie die konstruktive MaB- und Integrationstheorie in dhnlicher
Weise durchfiithren wie in H. WEYL [5], in P. LORENZEN [3], [1] und in P. ZAHN
t61, [7].

Die primire Sprache darf nicht zu eng sein. Sie muB z. B. die Darstellung
der Addition (+) in N={1,2,3, ...} gestatten. Mit der Schreibweise
(k, I, m) e (+) fiir k + I=m soll gelten

L ine(+)sesn=!
k', lL,nye(+)<= Y((k, Lmye(+)an=m’).

Allgemeiner bendtigen wir in der primédren Sprache die Darstellbarkeit ein-
oder mehrstelliger Relationen R< N x - - - x N, die Bedingungen folgender Art
geniigen:

t,n,...,n)eReAMn,, ..., n)
*',n,,...,n)eReBk,n, ...,n,R),

i=0, wobei 4(...) und B(...) primire Formeln sind. In B(k, ..., R) darf R
schon selbst vorkommen, aber nur in Teilprimformeln der Gestalt (k, ...) € R.
Aufderen Glltigkeit wird also die Giltigkeit von (', . . .) € Rorekursiv¢zuriick-
gefiihrt. Hierbei beachte man, daB k' der »Nachfolger« von & ist. Die angegebene
Kennzeichnung von R ist also nicht zirkelhaft.

Wir beschrinken uns hier auf die engste primére Sprache, in der neben der
Gleichheit in N x N Relationen R dieser Art darstellbar sind, und die abge-
schlossen ist in bezug auf die Verkniipfungen ihrer Formeln und Aussagen
mittels der logischen Junktoren und Quantoren. Die »Indefinitheit«der Méglich-
keiten zu sukzessiven Erweiterungen dieser Sprache wird hier nirgends benutzt.
Wer jedoch das LORENZENsche System aus [3] kennt, kann im folgenden die
Termini ,primir* — ,sekundir’ auch durch ,definit* — ,indefinit* ersetzen.

Die Giiltigkeit der Aussagen unserer Theorie kann definiert werden als
ihre Herleitbarkeit in einem geeigneten halbformalen Regelsystem oder als ihre
dialogische Verteidigbarkeit (vgl. P. LORENZEN [2]). Legt man dabei ¢ine ge-
eignete Interpretation der Junktoren und Quantoren zugrunde, so gelten u.a.
alle klassisch-logisch wahren Aussagen. (Vgl. auch P. ZauN[7].)



Konstruktive Begriindung der PERRONschen Integrationstheorie 37

Wenn in dieser Arbeit von Zahlenfolgen bzw. Zahlendoppelfolgen die
Rede ist, sind stets Folgen (a,,a,, ...)=a,=limr,, bzw. Doppelfolgen

aut= li’rln r,t, gemeint, die durch einen priméiren rationalen Term r,, bzw. ry,,,

gegeben sind. Ferner betrachten wir nur solche reellen Funktionen fund Folgen

/. reeller Funktionen, fiir die es zu jeder Zahlenfolge a, (mit Gliedern aus der
Urbildmenge von f) eine Zahienfolge b, bzw. Doppelfolge b, gibt, so daB fiir
alle m, n gilt

flan)=b,
bzw. f, (@) =b,.

Entsprechendes sei auch verabredet, wenn R=R u {+ o0, — o} statt R zu-
grundegelegt wird. (Fiir alle Funktionen, deren Existenz im folgenden behauptet
wird, kann man leicht einsehen, daB es sich um Funktionen dieser Art handelt.
Das gleiche gilt fiir Funktionenfolgen usw.)

Z.B. fir Funktionen f: R — R ist also der Term f(r) mit einer Variablen r
fiir rationale Zahlen primir darstellbar, und somit existiert z. B. das Supremum

sup f(r)eR.
reQ

Die folgenden Ausfithrungen sind eine Ubertragung ins Konstruktive
der entsprechenden Abschnitte aus dem Buch [4] von I. P. NATANSON. Die
LeBesGUEsche MaB- und Integrationstheorie wird dabei als bekannt voraus-
gesetzt (vgl. [1], [6]).

1. Definition des PERRON-Integrals
1.1. Vorbereitungen
Das P-Integral (PERRON-Integral) einer Funktion

f:la,b] > R=R U {+ w0, — 0}, [a,b]<R,

wird definiert mit Hilfe sogenannter Unterfunktionen U': [a, 5] — R und Ober-
funktionen V':[a,b] — R, zu denen insbesondere die Stammfunktionen von f
gehoren. Fiir x € [a, b] setzt man

DU(x)=inf sup Veth=-Ux

6>0 0<|hl<d h
asx+hsh

™)
DV(x)=sup . inf Yt -V

>0 O0<|h|<d h
asx+hzbd
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und nennt Ueine Unter-und V eine Oberfunktion von f, wenn U und V stetig sind
und fiir alle x € [a, b] gilt

U(a)=0 V(a)=0
2 { DU(x)< + DV(x)> —
DU =f(x) DV(x)2f(x).

Damit auch in unserer konstruktiv erzeugten Menge R alle in (1) vor-
kommenden Infima und Suprema fiir beliebige Funktionen U: [a, ] — R und
V:[a,b] — R existieren, verabreden wir, daB in (1) und im folgenden 4 eine
Variable fiir rationale und (um eine vereinfachte Notation zu gestatten) von
Null verschiedene Zahlen sein soll. (6, ¢ verwende ich weiterhin als Variable fiir
positiv-rationale Zahlen.)

Setzt man (bei festem x)
0= UE+) = U

y

fiir y+ 0 und a £ x + y £ b (hierzu analoge Bedingungen fiihre ich im folgenden
nicht mehr an), so ist fiir stetige U auch Q stetig (auBer bei Null). Man iiber-
legt sich leicht, daBl dann

sup Q(h)

|h) <&
sogar das Supremum aller Werte Q(y) mit 0 < |y| < ist. D.h. unsere Verab-
redung, A in (1) als Variable nur fiir rationale Zahlen zu verwenden, ist prak-
tisch belanglos. Fiir

S)=sup Q(h)

{hl <y
zeigt man ferner leicht, daB S eine wachsende Funktion darstellt (d.h.
S(x)< S(y) fiir x< y) und daher inf S(8) sogar das Infimum aller Werte S(»)
mit reellem y > 0 ist. 8

1.2.  Def.

Eine Funktion f:[a, b] = R, a < b, heiBt P-integrierbar (PERRON-integrier-
bar), wenn es Funktionenfolgen U, ¥, derart gibt, dab fiir alle » U, eine Unter-
und V¥, eine Oberfunktion von f'ist und

lim (V,,(6) - U, (8)) =0

gilt. Dann soll das Folgenpaar (U,, V,) ein P-Geriist von f heiBen. — Man
sagt auch, f sei P-integrierbar iiber [a,b], wenn /M — R und [q,h)]s M =R
gilt und f][a, b] (dies sei die Einschrinkung von fauf [a, b]) P-integrierbar ist.
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1.3. Satz

Ist (U,, V) ein P-Geriist von f, dann sind die Folgen U, und ¥, konver-
gent und es gilt

lim U, =lim ¥,.

Beweis. (U,,V,) sei ein P-Geriist von f:[a, ] — R. Nach dem spiter
angefilhrten Hilfssatz 1.8 wachsen alle Funktionen V,—U,. Wegen
V(@ —U,(a)=0istalso U,< V,. Es folgt

Vm - Vné Vm - Umé Vm(b) - Um(b)‘
Wegen lim (V,,(b) — U,,(b)) =0 gibt es also fiir alle ¢ ein k, so daB fir alle
m,n>kgilt |V, —~V,| <eund V,,— U,| <& Daraus folgt die Behauptung.

1.4. Satz
Sind (U,,,, V4,) und (U,,, V,,) P-Geriiste von f, so gilt

lim Uy, =lim U,, =lim V,,, =lim V/,,,.

Beweis. Wieder nach 1.8 gilt U,, < V,, und U,, < V,, fiir alle n, und so-
mit nach 1.3

lim ¥,,, = lim Uy, S lim ¥, = lim Uy, < lim ¥,

1.5. Def.
Ist (U,, V,) ein P-Geriist von f]{a,b], f/: M — R, [a,b)< M, so sei
b
P [ f=1im U,(b)=1lim V,(b).

das P-Integral von fiiber [a, b).

Nach 1.2 und 1.3 existiert das P-Integral fiir P-integrierbare Funktionen,
und nach 1.4 ist es eindeutig bestimmt. Da 1.5 nur insoweit eine explizite
Definition von

b
Pif

liefert, als fiir f]{a,b} ein P-Gerust (U,,V,) effektiv angegeben worden ist,

haben wir i.a. das Symbol

b
P!f
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als einen sog. Kennzeichnungsterm aufzufassen. Sitze
b
A(P ‘j; b
(wobei A (x) eine Formel mit der frei vorkommenden Zahlenvariablen x sei)

lesen wir also etwa wie folgt: Ist (U, , V) ein beliebiges P-Geriist von f][a, b], so
gilt 4 (lim V,()).

1.6. Hilfssatz
Sind F und G Funktionen von [a, b] in R und gilt
DF(x)> — o0, DG(x)> — o0, x€[a,b],

so gilt
D(F+G)(x) 2 DF(x) + DG (x).

Beweis. Es sei

0= F(x+h})l—F(x) . R(y= G(x+hz—G(x) ,

15)= inf O(h), J(@)= inf R()
(@<xsb,asx+h<bh). Fiir alle A mit |h| < gilt
1(3) + J(O) < Q(h) + R(h).
Hieraus folgt
IG)+J(® = 1z|n<fa (e + R(h)).
Da I, J fallende Funktionen sind, erhalten wir fiir 8, < 8, sukzessive
1) +J(3) <16+ S sup (10) + 7 0))
sup I(8) +J(8;) < sup (1(9) +7(3))
sup /(9) +sup J(9) = sup (1(®) +J(9)),
d.h. DF(x)+ DG(x)< D(F+ G)(x).

1.7. Hilfssatz

Sind U und V Funktionen von [a, b] in R und gilt
DU(x)< + o0, DV(x)> — 0, x€[a,b],
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so ist

D(V-U)(x) 2 DV (x)— DU().

Beweis. Nach 1.6 gilt D(V+(—U))(x) 2DV (x) + D(— U)(x). Wegen
D(— U)(x)= — DU(x) folgt daraus die Behauptung.
Nun koénnen wir den folgenden schon benutzten Hilfssatz beweisen :

1.8. Hilfssatz

Ist U eine Unterfunktion und ¥V eine Oberfunktion ein und derselben
Funktion f:[a,b] — R, so wichst die Differenzenfunktion ¥ — U. Folglich ist
U<V (wegen U(a) = V(a)).

Beweis. Nach 1.1 (2) und 1.7 folgt aus der Voraussetzung
D(V-UyzDV—DU20.
Es sei

W=v-U.

Wegen DW =0 kann nun gezeigt werden, daB W eine wachsende Funktion ist.
Wir nehmen irgendein &, setzen

W) =Wx)+e-x
und nehmen an, es wire
W, (a) > W, (b).
Ist dann ¢= %(a +b), a<b, so gilt
W (@)> W, (c) oder W,(c)> W, (b).
Im Falle W,(a) > W,(c) sei a, = a, b, = c; anderenfalls sei a, =c, b; = b. Ferner
sei ¢ =%(a1 +b,). Nun gilt wieder
W (a))> W, (c;) oder W,(c;)> W,(b,).

Nun sei a, =a,, b, =¢, fir W (a,)> W,(c,); anderenfalls sei a, =¢;, b, =b,. -
Die Fortsetzung dieses Verfahrens fithrt zu priméren reellen Folgen a,, b,, da
sich z. B. die Folgenglieder a, durch die natiirlichen Zahlen

—a
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reprisentieren lassen. Fiir alle » gilt dann

We(an)> We(bn)’ [an+1’ bn+1]E[an’ bn]’ bn_an=u-'

27!
Dabher existiert

c=lima,(=1imb,),

und fiir alle # gilt offenbar
cela,, b,],
also

W, (a,)> W, () oder W, (c)>W,(b,).

Im ersten Falle sei y, = a, — c¢( < 0), anderenfalls sei y, = b, — ¢(> 0). Jedenfalls
ist dann

We(c+yn) _ We(c) <0.

Yn
Nach der Definition von DW(c) und dem Ergebnis am Ende von 1.1 gibtes zu ¢
ein 9, so daf fiir 0 < |y| < 6 gilt

W(c+y)— W(c)
y

Fiir geniligend groBe n wird 0 < |y,| < 6, also

_(Wety)+e - (c+y))—(W()+e-¢)
B n
oy Wt —WE©

Yn
Widerspruch. Also ist obige Annahme, es wire W, (a) > W,(b) falsch, d.h. fiir
alle ¢ gilt W(@)+e-a< W(b)+¢ b, also W(a)< W(b). Entsprechend zeigt
man auch W(x)< W(y) fiir alle x, y mit aS x <y <b.

o=

>DW(c)—e.

On

>DW(c) 20.

1.9. Satz

Ist F eine Stammfunktion von f:[a, b] — R, so ist f P-integrierbar, und
es gilt

P 'f f=F(®b)—F(a).

Beweis. Die Funktionen U,=V,< F — F(a) bilden ein P-Geriist von f.
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1.10. Beispiel einer Funktion, die P-integrierbar, aber nicht L-integrierbar
(d.h. LEBESGUE-integrierbar) ist. Es sei F:[0, 1] — R mit F(0)=0und

F(x) = x? 'cos:—z fir 0<x<1.
F besitzt iiberall in [0, 1] eine endliche Ableitung F', weil insbesondere
' (0) = i ccos T\ =
F(0)—’l‘111(1)<x cos 3 ) 0

ist. Die Funktion f= F ist also P-integrierbar, jedoch nicht L-integrierbar, da
das L-Integral (LEBESGUE-Integral)

1
g |f(x)ldx = oo

ist. Denn fiir

2 1
4n+1"’ b= 2n

a, =\

ergibt sich
by 1
J 1=
Da die Intervalle [a,, b,] einander fremd sind, folgt daraus

! 1
6f|f(x)|dx=§ﬁ=oo

2, Grundeigenschaften des P-Integrals
2.1. Satz

Vor. f sei P-integrierbar iiber [a, b], und es sei a <c < b.
Beh. f ist P-integrierbar iiber [a, ¢} und iber [c, b], und es gilt

b c b
P{f=P(f+P(f.
Beweis. (U, V,) sei ein P-Gertist von f][a, b]. Dieses liefert nach 1.3 auch
ein P-Geriist von f][a, c]. Also ist f P-integrierbar iiber [a, c], und es gilt

P f=limU,(c)=1im ¥, (c).
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Als Unter- bzw. Oberfunktionen von f][c, b] dienen in [c, b}
U= U0,  Va=Va(9).

Wegen

Oé (Vn(b) - V"(C)) - (Un(b) - Un(c))

ist fauch iiber [c, b] P-integrierbar, und es gilt

b b ¢
P f=1im (V,(6)= Vo(©) =P [ f~ P .

2.2. Satz

Vor. Es sei a < ¢ < b, und die Funktion f'sei P-integrierbar iiber [a, c] und
iiber [c, b].

Beh. Dann ist f auch tiber [a, b] P-integrierbar.

Beweis. Fiir f sei (U,,, V1,) ein P-Geriist iber [a, c] und (U,,, V,,) ein
P-Geriist iber [c, b). Fiir die Funktionen U, V, mit

U.(%) fir a<x=<c
U = in ==
") {Ul,,(c)—+— Up(x) fiir c<x<b,

Via(%) fir asx<c
V = in =M=
") {Vl,,(c)+ V, (x) fir c<x<b

gilt
lim (V, (8) — U, (5))
= li;ln (Via(©) = U, (0)) + li:n (Van(b) — Uy, (b)) =0.
Ferner erkennt man leicht, daB die Ungleichungen
DU, (x) < w0, DU, (x)<f(x),
DV, (x)> — oo, DV, (x)2f(x)

insbesondere auch fiir x=c gelten. Daher ist (U,,V,) ein P-Geriist von

Nla,b].
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2.3. Satz

Vor. f sei P-integrierbar iiber [a, b], und es sei c € R.

Beh. Dann ist auch die Funktion c¢ - f P-integrierbar iiber [a, b] mit

Pi(c-f=c-P[f.

b
Beweis. Fiir ¢ =0 folgt der Satz aus P j 0 =0, und dies ergibt sich daraus,

a
daBl die Konstante 0 eine Stammfunktion von sich selbst ist.

Nun sei ¢ <0, und (U,,, V) sei ein P-Geriist von f][a, b] — R. Fiir alle n
ist dann ¢ - U, eine Oberfunktion und ¢ - ¥, eine Unterfunktion von ¢ - f.
Es gilt

lim(c - U,(b)—c - V,(b))= —c - lim (V,(b) - U, (b)) =0,
und somit ist (¢ - V,, ¢ - U,) ein P-Geriist von ¢ - f. Daraus folgt
b b
Pf(c-H=limc V,(b)=c -limV,(b)=c-P|f.

SchlieBlich sei ¢>0. Wegen c=(—1)(—¢), —1<0, —c<0 folgt in
diesem Falle die Behauptung aus dem soeben schon Bewiesenen.

24. Satz

Vor. f und g seien P-integrierbar iiber [a, b], und die Summe f+ g sei in
[a, b] nirgends unbestimmt (d.h. fiir kein x € [a, b] sei f(x)= 0, g(x)=—
oder vice versa).

Beh. Dann ist f + g P-integrierbar, und es gilt

P{(f+9=Pf[f+P(g.

Beweis. Ist (Uy,, V,,) ein P-Geriist von f und (U,,, V,,) ein P-Geriist
von g, so erweist sich (U, + U,,, Vi, +V,,) als ein P-Geriist von f+g.
Hieraus ergibt sich die Behauptung von selbst.

5 Konstruktionen versus Positionen I
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2.5. Satz

Vor. f sei P-integrierbar iiber [a,b], und fiir fast alle x€[a,b] sei
J(x)=g(x) (d.h. die Menge aller x € [a, b] mit f(x)#+ g(x) habe das LEBESGUE-
MaB Null), g:[a, 5] = R.

Beh. g ist P-integrierbar mit
b b
Plf=Pfg.

Bew. Es sei N={x €[a,b]; f(x)+g(x)} +0. Nach Vor. ist das L-MaB
(LEBESGUE-MaB) von N gleich Null. Daher gibt es nach dem folgenden Hilfs-
satz 2.6 eine stetig wachsende Funktion S:[a, 5] — R, deren Ableitung S’ =
in N ist. Dabei diirfen wir S(@) =0 und S(b) =1 annehmen. (Denn anderen-
falls gilt dies fiir die Funktion

S—S(a)
Sb)—S(a)
statt fiir S.) Nun sei
V=U,- L.s
n

W:m+is.
n

Es wird gezeigt, daB (U?,, ¥?) ein P-Geriist von g ist. Weil S wichst, gilt
DV> DV, + % -DS 2 DV, > — o in [a, b] sowie DVS2f=gin[a,b)\N.In N

gilt noch DV? = o0 2 g. Also ist V'? eine Oberfunktion von g, und entsprechend
erweist sich U? als eine Unterfunktion von g. Ferner gilt

V(B - US6) = Va(B) = Uy () +

also
lim (V) - UR(%))=0.

Somit ist (U3, #'2) ein P-Geriist von g. SchlieBlich gilt
Pig=lim Vi) =lim¥,0)=P .

Zu zeigen ist noch:

2.6. Hilfssatz
Vor. N <{a, b], N hat das L-MaB Null.
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Beh. Es gibt eine stetige, wachsende Funktion S:[a,4] — R mit
§'(x)=oo fiirallexe N.

Beweis. A seidas L-MaB. Wegen AN =0 gibt es eine Folge B, = 1P > Tl
offener Bereiche (mit rationalen Doppelfolgen p,+, ¢,+1), so da N< B, fir alle k
und li’r‘n AB, =0 gilt. k, sei das kleinste kK mit 1B, <27", und es sei C,= B, .

Fiir alle n gilt also

NeC, und AC,<27"
Ferner sei

L) =4(C, ~ [a,x]).

Die Funktionen £, sind stetig, wachsend und erfiillen in [a, 5] die Ungleichungen
0<f,<27" Dabher ist auch die Funktion

S‘:’;f,.
stetig und wachsend, und in [a, b} gilt 0 S < 1.
Fiir x € N und geniigend kleine é ist [x, x + §] = C,, also
L(x+8)=A((C, nfa,x)+(C, N }x,x +6]))
=£,(x)+9d.
Ebenso zeigt man fiir geniigend kleine 6
Lx=8)=£x) -4,
und damit insgesamt

A£G _,
té ’

Dabher gilt fiir alle » und geniigend kleine |4] :
S(x+h—S5(x) L (x+h)—£(x) —n
h h

’

z2X

vEn

also §'(x) = o0.

27. Satz

Jede P-integrierbare Funktion ist fast iiberall endlich.

Beweis. U und V sei eine Unter- bzw. Oberfunktion der P-integrierbaren
Funktion f, und es sei W=V — U. Nach dem Hilfssatz 1.7 gilt

DW2DV-DU.

5



48 Peter Zahn

Ist in einem Punkte x aber f(x)= o0, so ist erst recht DV (x)=co; wegen
DU(x) < oo ist dann also

DW(x)= 0.
Diese Gleichung gilt auch in jedem Punkte x, in dem f(x) = — oo ist. Somit ist
die Menge der Punkte x, in denen |f(x)| = o0 ist, in der Menge der Punkte x
mit DW(x) = oo enthalten, und der vorliegende Satz folgt daraus, daB DW= o
nur in einer Menge vom L-MaBe Null gelten kann, was der noch folgende wich-

tige Satz 2.10 aussagt. Dessen Beweis wird mit Hilfe der ndchsten beiden Hilfs-
sdtze gelingen.

Anmerkung. Die Sitze 2.5 und 2.7 machen im Satz 2.4 die einschrinkende
Voraussetzung iiberfliissig, da die Summe f+ g in [a, b] nirgends unbestimmt
sein darf. Denn weil die Summanden f, g fast iiberall endlich sind, kann man
auf der Restmenge vom MaBe Null f(x) + g(x) durch Null ersetzen.

2.8. Hilfssatz

In R gibt es zu jedem offenen Bereich B< ]c,d] mit ¢, de R und c=d
reelle Folgen a,,, b,, so daf§

B=Y1a, bl a,b,¢B, csa,5b,=d

fiir alle n gilt, wobei die Intervalle Ja,, b,[ einander fremd sind.

Im folgenden verwenden wir p, ¢, r, s, ¢, p;, ... als Variable fir
rationale Zahlen.

Beweis. B sei ein offener Bereich. DefinitionsgemdB heiBt dies, daB es
primére rationale Folgen p,, ¢, mit B= L,‘) 1Ps 4.l gibt. Fiir x € R sei ferner

a=a(x)=inf{p; Ip, x] < B}

b=b(x)=sup {g;[x, 4l < B}.
Dieses Infimum und dieses Supremum existieren in R, da die angefiihrten ratio-
nalen Zahlenmengen primér sind. Dies beweist man (daz.B.[x,q[= 9 x,q— 51—]

ist) mit Hilfe des Uberdeckungssatzes von HEINE-BOREL (siehe [3]):

V1€ U 1pn, @l = \k/ [x. )]s E)k 1Ps» Gl -



Konstruktive Begriindung der PERRoONschen Integrationstheorie 49

Beh. 1. Ja, b = B.

Beweis. Fiur a<y< x gibt es nach der Definition von a ein p mit
asp<y<xund lp, x]< B; hieraus folgt aber y € B. Somit ist Ja, x] < B, und
ebenso beweist man [x, 5[ < B.

Beh. 2. a,bé¢ B.

Beweis. Wire a € B, so giibe es r, s mit a € Jr, s[ = B. Nach der Definition
von a gibe es ferner ein p<s mit Jp, x]<B. Dann wire aber (wegen
r<azp<s)lr, x]<]r, s[ U Ip, x] = B, also a<r < a.— Ebenso zeigt man b ¢ B.

Nun sei r,,‘:,% @, + 4.), a,=a(r,), b,=b(r,). Wegen
1o, ol © 1, 4l =100, gl B ist 1p,, gl <]ay, b,

nach den Definitionen von g, und 5,, also nach Beh. 1
B=\1p,, gl=U la,, b[< B.

SchlieBlichsei B < e, d[,c £ dunda, = a,,b, = b,,fallsQ +]a,, b, + 1a,,, b,
fur alle m <n; a,=c=b,, falls Ja,, b,[ =0 oder ]a,, b,[ = a,,, b, fiir ein m <n.
Dann ist

B=\) la,, b,[=1 la,, b,

mit a,, b, ¢ B, c<a,< b, <d und einander fremden Intervallen ]a;, b;[.

Denn ist nicht a,=c=b;,, so ist §*]a,, b,[S]c, d und a,=a,, b,=b,,
also c<a,<b,<d. — Ferner sei jetzt y € la,, b,[ N Ja,, b)[. Wire a, <a., so
wire a,, <a,<y<b,, also a,€la,,b,[<B. Wegen a, ¢ B ist also a, >a,.
Ebenso ist a,2a,, und b, =b,, also insgesamt ]a,,, b,,( =la;, b,[+ @. Hieraus
folgt a,,=a,,, b,,=b,, a,=a,, b, =b, und schlieBlich m =n (d.h. weder m<n
noch n < m).

2.9. Hilfssatz
Vor. g:[a, b] — R sei stetig;
M={xela,b[; V g >gx).

relx, bl

Beh. Es gibt reelle Folgen a,., b, mit
M=% la, b, a,<by, g(a)<g(by) fir alle k
P

und einander fremden offenen Intervallen ]a,, 4,[.
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Beweis. M=Ja,b[n ) (—o0,r{ng ' (]— 0, g(r)D) ist wegen der
rela, b
Stetigkeit von g ein offener Bereich, und somit gilt nach 2.8

M=§ lay, il

fiir ein Paar a,, b, reeller Folgen, wobei g, < b, und g, b, ¢ M fiir alle k ist.

Zu zeigen ist nur noch: g(a,) < g (b,) fiir alle k. Hierfiir nehmen wir an,
es wire g(a,) > g(b,). Dann gibt es ein & mit

g(@)>gb) +e
Nun sei

c=sup{r€la, b[; g(r)>g(by)+e}.

Diese Menge ist nicht leer (da g stetig ist) und durch b, nach oben beschriankt.
Somit ist ¢ € ]a,, b,]. Ferner gilt, wieder wegen der Stetigkeit, g(c) =g(b,) +¢,
also ¢ € gy, b,[ < M. Daher gibt es ein 7 € ]c, b[ mit g(r) > g(c) 2 g (b,) + &. Wire
auch r < b, also r € Ja,, by[, so wire r < ¢ nach der Definition von c¢. Also ist
r € 1b,, b[. Wegen g(r) > g (b,) folgt daraus b, € M. Widerspruch. Somit ist unsere
Annahme, es wire g(a,) > g(b,), falsch.

2.10. Satz von LEBESGUE

Jede stetige wachsende Funktion f:[a, b] — R ist fast {iberall differen-
zierbar, d. h. fast iiberall in [a, b] gilt Df = Df < 0.

Beweis. Es sei

D*f(x)<inf sup i("—JrhT)'f—(")—

d O<h<d
_ B —
D™ f(x)=inf sup JeEED =8 ,
d —0<h<O h
und entsprechend seien nach D f(x) und D~ f(x) definiert. Es geniigt zu zeigen,
daB fast iiberall
D*f<w und D*fED f
gilt. Wendet man namlich die zweite Ungleichung auf die Funktion
{=f(—X%);c1a. 5y an, so folgt, daB fast iiberall auch
D f<D*f
gilt, und nun erhilt man insgesamt
D*f<D fsD f<D*f<D"f< .
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Beh. 1. D*f< oo fast iiberall.

Beweis. Fiir M= {x € la, b[; D*f(x) > T} geniigt es zu zeigen, daB
1
O M==(f®)-1@)
fur alle T> 0 gilt. — Aus D*f(x) > T folgt fiir ein h> 0
SN 7

Da f'stetig ist, gibt es also ein rationales s € ]x, b[ mit

f®O=f(x)>T - (s—x).
Fiir

Gx)=f(x)—T-x
heiBt dies

G -G =fO—Sf()—-T (s—x)>0.

Da auch G stetig ist, 1Bt sich der letzte Hilfssatz 2.9 anwenden. Es gibt also
reelle Folgen a,, b, mit

M<c3 la,, b, a,£b, und G(a,)=G(b,)

also '
Sb)~f(@)2T- (b,—a,).

Da die Intervalle ]a,, b,[ einander fremd sind und f wichst, erhalten wir
£ —f(a)z>n: (fb)—f@))=T- z (bn—a)2T M,

womit (1) und also auch Beh. 1 bewiesen ist.
Beh. 2. D*f< D f fast iberall.

Beweis. Die Menge aller x € Ja, b[mit D™ f(x) < D* f(x) ist die Vereinigung
der Mengen
N={xela b[; D" f(x)<t<T<D*f(x)},

wobei (¢, T) alle Paare rationaler Zahlen durchlduft. Wegen der primiren Ab-
zihlbarkeit der Menge dieser Paare geniigt es zu zeigen, daB fiir jedes Paar (¢, T)
die Menge N das L-Ma@B Null hat.
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Fiir D™ f(x) <t gibt es ein rationales r € Ja, x[ mit

J@)—f)<t-(x=n).

Fiir die Funktion g:[— b, —a] — Rmit
g(=x)=f(x)—t-x

gilt also
g(—x)—g(=nN=fx)—f()—1t- (x=r)<0.
Nun sei
M'={xela,bl; V g(-x)<g(-n}.

rela, x[

Es ist also N< M'. Nach dem Hilfssatz 2.9 gibt es reelle Folgen a,, b, mit
M! =Z ]ama bm[, amébma g(—°bm)§g(_am)’
also i

f(bm) _f(am)é L (bm - am)'

Fir x €]la,,, b,] und D*f(x)> T gibt es ein rationales s € Jx, b,[ mit
f©)~f(x)> T+ (s~2).
Fiir die Funktion G mit
Gx)=f(x)—-T x
folgt daraus
G(S) =G =f()—f ()~ T+ (s—x)>0.
Nun sei

M. ={x€la,, bl; V G@)>Gx)},

sel)x, bl

M=% M2,

Es ist also N n la,,, b,[< M2 <]a,, b,[ und somit N= M?>< M*. — Eine auf
der Hand liegende Verallgemeinerung der Beweise von 2.8 und 2.9 zeigt,
daB es reelle Doppelfolgen a,, 4, b, +gibt mit

ML =3 10mm, bul, GOnn) S G pur)s Ann S by
also

f(bmn) _f(amn) ; T (bmn - amn)'
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Da die Funktion f wichst, erhilt man insgesamt
T '1M2 =T Z (bmn —amn)é 2 (f(bmn) _f(amn))
ST (fO—f@))St T (bp—an)=t IM,

also
t
Mg — - AM',
AM*Z T M
hierbei und im folgenden sei N # @ und somit
T>1t>0,

Setzt man nun dieses Verfahren fort, indem man abwechselnd die Funk-
tionen g und G verwendet, so erhiilt man beliebig viele Intervallsummen

M'2M2oM*2oM*>---2N

mit
1M2k+1</1M2k<i'},M2k_l
= =T b

also

k
AN SAMP* < (%) AM?
und schlieBlich AN =0,

Anmerkung. In 2.10 kann man auf die Voraussetzung der Stetigkeit ver-
zichten. Fiir den Beweis dieser Verallgemeinerung benétigt man eine Verall-
gemeinerung des Hilfssatzes 2.9 sowie den Satz: Jede wachsende Funktion
f:la, b] — R ist fast iiberall stetig. — In diesem Zusammenhang sei an unsere
Einschrinkung des Funktionsbegriffes (am Ende von §0) erinnert. — Das hier
Gesagte ist in [6] ausfiihrlich dargestellt.

3. P-Integralfunktionen
3.1. Def.

F heiBt die P-Integralfunktion von f, wenn f: [a, b] — R P-integrierbar ist,
F:[a, b > Rund

F(X)=P§f

fiir alle x € [a, b] gilt.
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3.2. Satz
Jede P-Integralfunktion ist stetig.
Beweis. (U,, V,) sei ein P-Geriist von f:[«. b} — R. Da die Differenz-
funktionen ¥, — U,, wachsen, gilt fiir jedes xe [«. b] die Abschitzung
0=V, (x)— Upn(x) £V, (B) — U,(b)
und folglich auch
Un(®) < PIfS V().
Weiter erhilt m;n fiir alle x, y € [a, b]
IP{f=P[NSIPIf=Va@I+1Va) = VaO) +1¥,0) = P {1
22 [Va(B)— U, 0) + V(%)= V, ().

Fiir ein (geniigend groBes) n wird |V, (b) — U, (b)| < % Fiir alle y, die geniigend
nahe bei x liegen, wird auch |V, (x) — V,(»)| < % wegen der Stetigkeit von V.

3.3. Satz

Fiir jede Unterfunktion U, jede Oberfunktion ¥ und die P-Integral-
funktion F derselben Funktion f sind

F-U und V-F
wachsende Funktionen.

Beweis. Es sei f:[a, b} > R, aS x<y<b. Die Funktion V- V(x) ist
dann in [x, y] Oberfunktion von f][x, y]. Daraus folgt

¥y

FO)=F(x)=P[fsV()—V(x)
und somit *

V(x)—F(x)S V() - F(@).
Mit der Differenz F — U verfihrt man analog.

34. Satz

Jede P-integrierbare Funktion ist fast iiberall gleich der Ableitung ihrer
P-Integralfunktion.

Beweis. F sei die P-Integralfunktion und (U,, V) sei ein P-Geriist von
f:[a, b] — R. Fiir geniigend groBe n ist

V,(b)— F(b) < ¢
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Wir halten ein solches 7 fest und setzen
V=V, R=V-F.

R ist nach 3.2 und 3.3 eine stetig wachsende und also nach 2.10 fast iiberall in
[a, b] differenzierbare Funktion. Daher sind die Funktionen DR und DR me8-
bar, und fast iiberall in [a, ] ist DR= DR. Daraus folgt die MeBbarkeit der
Mengen [DR > ¢} (< {x € [a, b]}; DR(x) > &}), [DR > ¢] sowie

A[DR> ¢]=A[DR>¢].
Nach dem folgenden Hilfssatz 3.5 und der Wahl von R ist das L-Integral
b
{ DRAAS R(b)— R(a)=R(b) <.
also
[DR>¢) b
¢ A[DR>e]S | DRAAL[DRdA<ég?
und somit
A[DR>¢]=A[DR>¢] <e.

Im Falle DF(x) < DV (x) — ¢ gilt DF(x) < c0 ; wegen DV > — oo ist daher
DV (x) — DF(x) fiir kein x € [DF < DV — €] ein unbestimmter Ausdruck. Nach
1.7 ist ferner DF(x) 2 DV (x) — DR(x) fiir DR(x) < + o0. Nun erhalten wir

[DF<f—¢cls[DF <DV —¢]=[DV —DF>¢)<[DR>¢),

]

also
& ~ €
[DF<f]=(;j [pF<f——é"—] ‘;:.L"J [DR> o
- € £
}.[DF<f]§‘nz,l[DR> > ]gz =t
fiir alle ¢, d.h. A[DF <f]=0. Daher ist fast {iberall DF > f. Nimmt man Unter-
funktionen statt Oberfunktionen, so erhilt man in analoger SchluBweise fast
iiberall DFX, also insgesamt DF < DFS f< DF, d.h. F' =f fast iiberall.

3.5. Hilfssatz

Ist S eine in [a, b] wachsende reelle Funktion, so sind ihre Derivierten
Dfund Dfin [a, b] meBbar, und es gilt

b
| Dfdr < f(b) - f(a).
Beweis. Fiir jede wachsende Funktion f:[a, b] — R sind die Mengen

[f> @] m [a, b] entweder leer oder Intervalle. Daher ist f meBbar. Folglich sind
auch Dfund Df meBbar, und somit sind die L-Integrale
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b b
{ Dfdi und [ Dfdi
definiert. Fiir x> b sei noch f(x) = f(b) gesetzt. Fiir x € [a, b] gilt dann

Do gtim (- 1(x+) /),
n
und nach dem LLemma von FATOU erhalten wir hieraus

'fpfdiglg<n -§<f<x+%>—f(x)>dx>.
a n a

Da f monoton ist, sind die folgenden Integrale sogar RIEMANN-Integrale, und

daher erhilt man nacheinander (da f wichst)
1

b+
ff<x+%>dx= § f(x)dx,
a a+l
b( 1 "’ b+% a+;ll-
‘j;\f<x+7>—f(x)>dx= j; f)dx— | f(x)dx=
ark

1
= JO - | [ dss - (fO)-f@).
SchlieBlich folgt
b
[ Df dA<f(®)~f(a).

Als Folgerungen aus dem Bisherigen erhalten wir die nichsten beiden
Sitze.

3.6. Satz

Jede P-integrierbare Funktion ist meBbar.

Beweis. Setzt man
F(x)=P{f fir a<xsbh
F(x)=F(b) fir x>b,

so erhilt man fiir fast alle x € [a, b]

. 1)
f()=lim <n . (F(x+7) —F(x))),
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d.h. fist fast iiberall in [a, b] der Grenzwert einer Folge stetiger Funktionen,
also einer meBbaren Funktionenfolge.!

3.7. Satz

Jede Unterfunktion U und jede Oberfunktion V einer P-integrierbaren
Funktion ist fast iiberall differenzierbar.

Beweis. Mit denselben Bezeichnungen wie eben ist zundchst
V=(WV-F)+F.

Jeder der beiden Summanden ist aber fast iiberall differenzierbar. — Fiir U
schlieBt man analog.

4. Vergleich des P-Integrals mit dem L-Integral

An einem Beispiel haben wir bereits gesehen, daB es P-integrierbare
Funktionen gibt, die nicht L-integrierbar sind. Um zu zeigen, daB aber alle
L-integrierbaren Funktionen auch P-integrierbar sind, bendtigen wir zwei
Hilfssitze.

4.1. Hilfssatz

Vor. Die Funktion v sei L-integrierbar tiber [a, ], und es sei
V:la, b] > R,

Vix)y=fvdA fir xela,b].

v sei bei x, € [a, b] halbstetig nach unten.

L Eine Funktionenfolge f, heiBt meBbar, wenn der Mengenterm [f, > rl= {x€[a, b];
fo(x)>r} meBbar ist. Das heilt, daB es primire rationale Terme S, 7, U, V
(S=S(k,m,n,r), ...) gibt, so daB fiir alle Werte der Variablen n, r die Menge
Lf,>r] fiir k~oo approximiert wird zugleich von auBen von den offenen

Bereichen () ]U, V[ und von innen von den abgeschlossenen Bereichen
fa, BNV 1S, T:

Lk)([a, b]\LJ]S, TDE[/’,.>’]EQ U1, 1,

lim(U 1S, 7~ U 10, 7)) =0.
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Beh. DV (xy) = v(xp)-

Beweis. Wir diirfen v(x,)> — o0 voraussetzen, da anderenfalls nichts
mehr zu beweisen ist. Zu jedem r <v(x,) gibt es wegen der Halbstetigkeit
ein J, so daB fiir alle x € [a, b] aus |x — x| < J folgt v(x) > r. Fiir x € [a, b] und

0 <x—x,<distdann
I vdl%"(x_xo),

woraus
V) —Vixo) o,
x—Xxy

folgt, und diese Ungleichung erhilt man auch fiir 0 <x, —x <4, x €[a, b].
Somit ist

DV(xp)zr firalle r<uv(x),

und hieraus folgt die Behauptung.

4.2. Hilfssatz

S sei L-integrierbar iiber {a, b]. Dann gibt es eine Folge v, von Funk-
tionen v, : [a, b] — R mit folgenden Eigenschaften (a)—(d):

(a) v, ist halbstetig nach unten.

(b) v,>—o0.

© v.2f

(d) v, ist L-integrierbar, und es gilt

b b 1
foadi < fdi+—.

Beweis. 1. Fall: f sei nichtnegativ und beschrinkt, etwa
0=f<s in [a,b].
Ferner sei
&
D b—at1)
Mysik—1) - o, sf<k-c).

Zu jeder dieser Mengen gibt es — wegen der MeBbarkeit von f— einen offenen
Bereich B,, mit

¢, >S5,

1

B,2M,, ank < }'Mnk +W,
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B = 1tm,, S [ fir geeignete dreifache primére rationale Folgen 7+, 5,.+.
]

Nun sei
Cu=By N a, b,
und x,. < xC, sei die Indikatorfunktion von C,, d.h. y, (x)=1 fir x € C,,
Xnk (X) = 0 sonst. x,, ist halbstetig nach unten, da die Mengen B,, offen sind.
Wir zeigen, da8 fur

vn:cn ' Z k " Xnk
kSm,

die Folge v, die Eigenschaften (a)—(d) hat.

Zunichst sieht man sofort, daB v, nichtnegativ, halbstetig nach unten
und nach oben beschrinkt ist. Fiir x € [a, b] gibt es ferner ein k< m, mit
xe M, < Cy, also x,(x) =1 und daher

v (X) 2 ¢, - k> f(x).
SchlieBlich ist

b

fvdi=c,- ¥ k-ACy

ksmy,

<6 X k-(AM,,,+ﬁ)

ks m,

<Y 6 (k=1 iMy+c, (3 AM,+1)

ksm, ksm,

S Y ¢ (k~1) - AMy+c, (b—a)+1)
ks mp

Wihlt man ¢< 1, so ist hiermit im 1. Falle alles bewiesen. — Fiir das
Folgende ist es wesentlich, daB sich der bisherige Beweis auch auf Funk-
tionenfolgen statt Funktionen f'iibertragen 148t.

2. Fall: f20 in [a, b]. (f braucht jetzt aber nicht mehr beschrinkt zu
sein.) Nun sei

gm‘:’lnf(f’ m)’ fl =g1 ’ fm+ 1 ‘:’gm+ 1~ &m-
Die Funktionenfolge f,ist meBbar, nichtnegativ und beschrénkt, und es ist

=%t



