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Vorwort

Der hier neu vorgelegte Band Vermessungskunde ist eine Neubearbeitung
der bisher in der “Sammlung Géschen” erschienenen Binde Vermessungs-
kunde I, IT und III. Verfasser der 1. bis 9. Auflage des Bandes I, der 1.
bis 7. Auflage des Bandes II und der 1. bis 6. Auflage des Bandes III
(1910-1949) war Prof. Dr.-Ing. Paul Werkmeister. Von 1959 — 1982 setzte
Prof. Dr.-Ing. Walter Gromann die Neubearbeitung fort, fiir den Band I
bis zur 15. Auflage, den Band II bis zur 12. Auflage und den Band III
bis zur 11. Auflage. Seit 1983 iibernahm Prof. Dr.-Ing. Heribert Kahmen
die Weiterbearbeitung der Binde, die zu diesem Zeitpunkt schon eine Ge-
schichte und Tradition von mehr als siebzig Jahren aufweisen konnten;
er bearbeitete den Band I bis zur 17., den Band II bis zur 14. und den
Band III bis zur 12. Auflage.

Weitgehende Neuorientierungen und Schwerpunktverschiebungen in
den 80er und beginnenden 90er Jahren im Berufsbild des Vermessungs-
ingenieurs machten bei dem nun vorliegenden Lehrbuch eine Neugliede-
rung des Stoffgebietes und eine Uberarbeitung der Fachsprache notwendig.
Wihrend in der Vergangenheit das amtliche Vermessungswesen im Vor-
dergrund gestanden hatte, 6ffnete sich mittlerweile ein weites Feld mit
interessanten, technisch anspruchsvollen Herausforderungen auf verschie-
denen Gebieten des Bauingenieurwesens, des Maschinenbaus, der Geo-
wissenschaften und anderer technischer Disziplinen.

Bei der Entwicklung des neuen Konzepts wurde auch der BeschluBl
gefafit, die drei Binde zukiinftig gemeinsam als ein geschlossenes Lehr-
buch erscheinen zu lassen. Das neu vorgelegte Buch umfafit 21 Kapitel
mit insgesamt 699 Seiten. Nach einem einfiihrenden Kapitel tiber Grund-
begriffe des MeBwesens und der Geodisie behandelt das 2. Kapitel ele-
mentare Bausteine geoditischer Instrumente. In Kapitel 3—5 werden die
Instrumente und MefBverfahren fiir die Richtungs- und Streckenmessung
dargestellt. Neuere Instrumente dieser Art arbeiten mit elektrischen Sen-
soren und lassen daher von der Aufnahme der MeBwerte im Feld bis zur
Ubernahme in Informationssysteme oder bis zur Herstellung von Karten
und Plidnen weitgehend automatische Arbeitsprozesse zu. Hochste Ent-
wicklungsstufen der MeBsysteme haben Robotereigenschaften und wer-
den daher MeBroboter genannt. Die folgenden Kapitel 68 fithren den
Inhalt konsequent weiter, indem von den MeBverfahren zu den Berech-
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nungsmethoden iibergegangen wird. Sie behandeln Koordinatensysteme
und das Berechnen von Lagepunkten in Bezug auf diese, wobei Kapi-
tel 6 als einfache Einfithrung dient. Die Kapitel 915 befassen sich mit
dem weiten Spektrum der HohenmeBverfahren. Kapitel 9 gibt zunichst
einen Uberblick und fiihrt grundlegende Definitionen ein. Den Ubergang
zu 3D-Verfahren liefern die Kapitel 16— 18. Es handelt sich hierbei um die
topographische Geldndevermessung und die Positionierung feststehender
und bewegter Objekte mit Satellitenverfahren. Im Zusammenhang mit der
topographischen Geldndeaufnahme wird auch auf spezielle Instrumente
eingegangen, die gelegentlich bei Aufgaben kleineren Umfangs und auf
Expeditionen zum Einsatz kommen. Insbesondere die Satellitenverfahren
eroftnen heute ein weites Spektrum neuer Aufgaben, das von Arbeiten
des amtlichen Vermessungswesens iiber die Ingenieurvermessung bis zur
Navigation von Land- und Wasserfahrzeugen reicht. Da heute der Ver-
messungsingenieur nicht nur nationale, sondern auch vielfach linderiiber-
greifende Avfoaben Wsen muf, behandelt das 19, Kapite! cinfithrend den
historischen Aufbau sowie die Weiterentwicklung nationaler, kontinentaler
und globaler Festpunktfelder. Mit der Absteckung, der Ubertragung von
Plinen und anderen technischen Objekten in die Natur, beschiftigt sich
Kapitel 20. In Kapitel 21 wird in die Methoden der Ingenieurvermessung
eingefiihrt und die Vielfalt der dort anfallenden Aufgaben exemplarisch
behandelt.

Besonderer Dank gebiihrt: Herrn Dr. Karbe und Frau Wendland von
dem Verlag de Gruyter fiir zahlreiche Gespriche und ihre Bemiihungen
bei der Neugestaltung des Buches, meiner Frau Mechthild und Herrn Dipl.-
Ing. Retscher fiir ihre geduldige Mitarbeit beim Korrekturlesen.



Inhaltsverzeichnis

Symbolverzeichnis .. .. ..... .. ... ... .. L L XV
1 Grundlagen ... ... ... .. ... .. 1
1.1 Einleitung . . . ... ... ... ... . e 1
1.2 Messen, Grundbegriffe und Definitionen ............. 1
1.3  Malsysteme und MaBeinheiten. . .. .. .............. 4
1.4  Fehlerrechnung und Bilden von Mittelwerten . ......... 13
1.5 Bezugsflachen ... ........ ... ... ... ... .. ... ... 34
2 Bestandteile geoditischer MeBinstrumente . .. ......... 37
2.1 Die Libellen . ........ ... .. ... . . ... 37
2.2 Die Abbildung durch Linsen, Spiegel und Prismen . ... .. 49
24  Stative und Befestigungseinrichtungen geodétischer Instru-

14 1S) £ 17 70
3 Der Theodolit und das Messen von Richtungen und

Winkeln ... ...... . .. .. 73
3.1 Richtungen, Horizontal-, Vertikal- und Positionswinkel ... 73
32 DerTheodolit ............ .. .. ... ..., 74
33  Analoge Theodolite ........................... 84
34  Digitale Theodolite . . . .. .......... ... .......... 96
3.5  Einrichtungen des Theodolits fiir die Vertikalwinkelmessung 112
3.6 Klassifizierung der Theodolite . ................... 120
3.7 Horizontieren und Zentrieren der MeBgerdte . . ... ... ... 123
3.8 Untersuchung und Berichtigung des Theodolits fiir die

Horizontalwinkelmessung . ...................... 130
39 Die Horizontalwinkelmessung . ................... 139
3.10 Orientierung mit Vermessungskreiseln . . . ... ... ... ... 145
4 Distanzmessung mit DistanzmeBgerdten . . ... ... ...... 154
4.1 Lingenmessung mit StahlmaBstiben ... ............. 154
4.2  Lidngenmessung mit StahlmeBbindern und Drihten . . . . .. 158
4.3 Distanzmessung mit elektromagnetischen Wellen ... .. .. 171
44 Indirekte Lingenmessung mit Basislatte. . . . ... ....... 206



X

5.1
5.2

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6

7.1
7.2
73

8.1
8.2

8.3
8.4
8.5
8.6

8.7
8.8
8.9

9.1
9.2

10

10.1
10.2
10.3
10.5

Inhaltsverzeichnis

Elektronische Tachymeter und MeBroboter . . . ... ... ...
Elektronische Tachymeter .. .....................
MeBroboter . . ... ...

Lagevermessung fiir groBmafBstibige Karten . . ... ... ...
Bezeichnungen von Punkten und Ausfluchten von Geraden
Absetzen von festen Winkeln . .. ... ... ... L L.
Vermessungsverfahren. . .. ........ ... .. ... ......
Einfache Koordinatenberechnungen. ... .............
GrundriBkartierung und -zeichnung . . .. .............
Flachenberechnung . . .. ........ ... ... .. .........

Grundaufgaben der ebenen Koordinatenrechnung,

Koordinatensysteme . .. .. ........... .. .. .......
Rechtwinklige Koordinaten, Polarkoordinaten . . . . ... ...
Koordinatentransformation . . . .. .. ................
Systeme rechtwinkliger Koordinaten . . .. ............

Bestimmung von Lagepunkten . . ..................
Arten der Punktbestimmung . . ... .... ... ... ... ...
Unsicherheiten bei der Bestimmung und Definition von
Lagepunkten ... ...... ... .. ... ... .. ... ... ...
Vorbereitende Berechnungen .. ...................
Punktbestimmung durch Richtungsmessungen. .........
Punktbestimmung durch Distanzmessung . . .. .........
Punktbestimmung durch kombinierte Richtungs- und
Distanzmessungen . ... ... ...
Polare Aufnahme von Objektpunkten . ..............
Polygonometrische Punktbestimmung . ..............
Punktbestimmung in Netzen . ....................

Verfahren der Hohenmessung und Hohensysteme . ... ...
Einfihrung .. ... ... .. ... ... . .
Hohensysteme und Definitionen der Héhen .. ... ... ...

Instrumente und Gerite zum Nivellieren, Modellbildung . .
Grundprinzip und einfache Gerdte. . ... .............
Nivelliere mit Libellenhorizontierung . ... ...........
Nivelliere mit Kompensator . .. ...................
Nivelliere mit rotierendem Laser . .................



10.6
10.7

11

11.1
11.2
11.3
11.4
11.5
11.6

12

12.1
12.2
12.3
12.4

12.5
13

14

14.1
14.2
143
14.4
14.5
14.6
14.7
14.8
15

15.1
15.2

16
16.1

Inhaltsverzeichnis XI

Nivelliertachymeter . .......................... 415
Nivellierlatten .. .... ... ... .. ... ... ... .. .. ..., 416
Nivellierverfahren . ............. ... ... .. .. .... 422
Hohenausgangsflache und Hohenfestpunkte .. .. .. ... .. 422
Festpunktnivellements . . . .. ..................... 426
Nivellierverfahren in Sonderféllen. . .. ... ........... 436
Genauigkeit des Nivellements .. .................. 441
Liangs- und Querprofile . . . . ..................... 447
Flachennivellements . . .. ....................... 452
Trigonometrische Hohenmessung . ... .............. 454
Grundgleichung der trigonometrischen Hohenmessung . . . . 454
Messen von Vertikalwinkeln . .................... 455

Trigonometrische Hoheniibertragung auf kurze Entfernungen 460
Trigonometrische Hoheniibertragung iiber groe Entfernun-

205 (O 465
Trigonometrisches Nivellement. . . .. ............... 475
Hohenmessung mit Satellitenverfahren . ... ... ....... 477
Barometer und barometrische Hohenmessung . . . ... ... . 479
Physikalische Grundlagen .. ..................... 479
Die Quecksilber- oder Hg-Barometer .. ............. 480
Verbesserung der Rohablesungen am Hg-Barometer . .. .. 481
Barometer mit Membrandose . ... ................. 484
Verbesserung der Rohablesungen an den Membrandosen-

barometern . . ... ... ... ... .. e 489
Ermittlung von Hohenunterschieden aus Barometermessun-

BEI L e 493
Ermittlung von Hohenunterschieden aus Altimetermessun-

BEIL .« i e e e 499
Genauigkeit der barometrischen Hohenmessung ... ... .. 503
Hydrostatisches Nivellement ..................... 506
Die einfache Schlauchwaage . .................... 506
Die Prizisionsschlauchwaage . .. .................. 507
Spezielle Instrumente fiir topographische Vermessungen. .. 514

Tachymetertheodolite . ............ ... ... ........ 515



Xl

16.2
16.3
16.4
16.5

17

171
17.2
17.3
17.4
17.5

18
18.1
18.2

18.3
18.4

18.5
18.6

19

19.1
19.2
19.3
19.4

20

20.1
20.2
20.3

21

21.1
212
213
21.4

Inhaltsverzeichnis

Die Reduktionstachymeter . . ... ..................
Bussolen und Bussolentachymeter. . ... .............
Meftisch und Kippregel . .......................
Tachymeter mit Basis im Stand des Beobachters . . . ... ..

Topographische Vermessungen . .. .................
Karteninhalte . . .. ..... ... ... .. ... .. .........
Digitale Geldndemodelle . . . .....................
Erfassen der Geldndeformen .................. ...
Kartenherstellung . . ... ........ .. ... ... ......
Genauigkeit der Geldindeaufnahme .................

3D-Positionsbestimmung mit Satellitenverfahren . . . ... ..
Bahnen kiinstlicher Erdsatelliten . . ... ..............
Satellitensysteme fiir Positionsbestimmungen und Navi-

Zation . . . . ...
Beobachtungsgleichungen fiir die Punktbestimmung . .. ..
Auswertemodelle fiir absolute und relative Punktbestimmun-
eI Lo e
Kinematische Punktbestimmung . ..................
Genauigkeit der statischen und kinematischen Punktbestim-
mung mit dem Satellitensystem GPS . . . .............

Grundlagen der Landesvermessung . ... .............
Referenzsysteme und das geoditische Datum . .........
Altere Lagefestpunktfelder. . ... ..................
Erncuerung der Lagefestpunktfelder . ...............
Neuere globale, europdische und nationale terrestrische

Referenzsysteme . ............ ... .. ... ........

Absteckungsverfahren . . ... ... ... . ..o L oL,
Absteckung von einer frei gewihlten Messungslinie aus . . .
Absteckung von einem achsnahen Polygonzug aus ... ...
Absteckung von einem frei wihlbaren Standpunkt aus . . . .

Ingenieurgeoddsie . . . ... ... ... .
Aufgaben und Besonderheiten der Ingenieurgeodisie . . . . .
Ingenieurgeoditische Arbeiten bei Verkehrsanlagen . ... ..
Erdmassenberechnung . . . . ......................
Abstecken von Ingenieurbauten . ..................



Inhaltsverzeichnis XII1

21.5 Uberwachungsmessungen . ...................... 683
Literaturverzeichnis . . ... .. ... ... . . . ... . 700
Index . ... .. .. e 710






Symbolverzeichnis

1. Mefiwerte

R Richtungen

Z Zenitwinkel

DA am Entfernungsmesser abgelesene Distanz

T, T’ Temperatur des trockenen bzw. feuchten Thermometers
p Luftdruck

2. Abgeleitete bzw. reduzierte Meflergebnisse

Richtungen

orientierte Richtungen

Richtungswinkel

Zenitwinkel

Zenitwinkel (beeinflulit durch Refraktion)
geometrische Weglinge

Schrigstrecke

Strecke in Meereshhe

ellipsoidische Liange

Strecke im GauB-Kriiger-Koordinatensystem
Hohe iiber NN

Hohendifferenz

Brechungswinkel (Polygonzug)

Uy NN NN
290 ,

@ pim e -
X

3. Koordinaten

rechtwinklige Koordinaten

v,z in nordorientierten Abbildungssystemen
;€,n in Ortlichen Systemen
X,Y,Z  in dquatorialen Systemen

Polarkoordinaten

s, t in nordorientierten Abbildungssystemen
in ortlichen Systemen



XVI  Symbolverzeichnis

4. Statistik

s2() empirische Varianz

a2(") theoretische Varianz

s(+) empirische Standardabweichung
o() theoretische Standardabweichung

Op Standardabweichung eines Punktes



1 Grundlagen

1.1 Einleitung

Die Vermessungskunde befaBt sich mit der Vermessung und Berechnung
groBBerer oder kleinerer Teile der Erdoberfliche und ihrer Darstellung in
digitalen Gelindemodellen Karten und Pldnen. Man unterteilt die Ver-
messungskunde in die Erdmessung, die Landesvermessung und die De-
tailvermessung (Land- oder Feldmessung). Die beiden erstgenannten Ge-
biete, bei denen die Bestimmung der Figur und des Schwerefeldes der
Erde von besonderer Bedeutung sind, werden auch als Geodisie bezeich-
net. Ganz allgemein gliedern die vermessungstechnischen Arbeiten sich
in Horizontal- oder Lagemessungen, Vertikal- oder Hohenmessungen und
kombinierte, d.h. 3D-Vermessungen. Bei hohen Genauigkeitsanforderun-
gen kommt hiufig noch die Zeit als vierter Parameter hinzu.

Eine wichtige Aufgabe der Vermessungstechnik ist die Herstellung von
Landesvermessungs- und Kartenwerken. Dazu gehoren in erster Linie die
vorwiegend in den MalBstiben 1:500, 1: 1000 und 1:2000 gezeichneten
Karten, die insbesondere die Lage, die rechtméBigen Grenzen und die
Bebauung der Grundstiicke nachweisen, und die in den MaBstdben von
1: 5000 bis etwa 1:250000 stehenden topographischen Karten, die vor
allem eine Geldndedarstellung enthalten. Daneben gibt es Spezialkarten-
werke fiir Siedlungsrdume, Verkehrsanlagen, Wasserbauten und zahlreiche
andere Zwecke.

Die Vermessung in bezug auf erdfeste Koordinatensysteme und die Her-
stellung von Karten und Plidnen sind die Grundlage allen Planens und Bau-
ens. Fiir die spezielle Bauplanung, fiir die Absteckung der Bauelemente,
fiir die Baukontrolle und fiir die SchluBabnahme sind h#ufig zusétzlich
noch besondere Baumessungen notwendig.

1.2 Messen, Grundbegriffe und Definitionen

Der Ablauf einer Messung ist einerseits durch das Erfassen und Darstel-
len physikalischer GréBen, andererseits durch das Zuordnen einer Mafzahl
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gekennzeichnet. Der Grofie X wird die Maflzahl x als Vielfaches der Ver-
gleichsgrofie N, dem sogenannten Normal, zugeordnet

X=x-N.

Fiir die Definition gilt analog:

Fiir den Ablauf einer Messung miissen zwei Fundamentalvoraussetzungen
erfiillt sein:

— die zu messende Grofie muf} eindeutig definiert sein
— das Normal mufl durch eine Konvention festgelegt sein [1.3].

Die charakteristischen Merkmale eines Meflvorganges zeigt Abb. 1.1.
In dem idealisierten Schema a) wird der MeBvorgang nur durch die
Mefgrole und das Normal beeinfluft. Abb. 1.1b gibt ein fehlerbebaftetes
Mefsystem wieder.

l Nomal
Prozess
Messeinrichtung =—‘—>
M sBe. X Angezeigte GroBe, X,
essgrobe, (Anzeige)
\ J
~
Messystem

Abb. 1.1a Schema des fehlerfreien Mef3vorganges

In Anlehnung an die DIN-Normen (DIN 1319) seien folgende Begrifte
zusammengestellt:

Mefigriofie: Die MeBgroBBe ist die physikalische Grofie, die durch die
Messung erfalit wird (z.B. Hohe, Lange, Temperatur, . . .).

Anzeige: Die Anzeige ist die an einer Skala abgelesene Marke oder an
einer Ziffernanzeigeeinrichtung abgelesene GroBe. Die Anzeige kann in
Einheiten der Mef3groB3e, in Skalenteilen oder in Ziffernschritten angege-
ben werden.

Anzeigebereich: Der Anzeigebereich umfafit die Mewerte, die am An-
zeigeinstrument abgelesen werden konnen.

Mefbereich: Der MeBlbereich umfalit den Teil des Anzeigebereichs, in
dem Fehler innerhalb vorgeschriebener Fehlergrenzen bleiben.

Mefwert: Der Melwert ergibt sich aus der Anzeige; er ist das Produkt
aus Zahlenwert und Mef3groBe (z.B. 10 m).
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dussere Stérungen
A

r : N
dem Mes.slgnal das Ubertragungsverhalten 1
superponiert deformierend
é i Ausgabe
LU T S ——
; MessgroBe - | | Ubertragungs- |
Prozess 7/ | !
; : verhalten I
7] Rickwitkung L1 " ] _

innere Stdrung

Abb. 1.1b Schema des fehlerbehafteten Mef3vorganges

Meflergebnis: Das Meflergebnis erhilt man mit MeBwerten aus vorge-
gebenen Beziehungen.

Mefeinrichtung: Eine MeBeinrichtung ist die Gesamtheit der fiir die
Messung benutzten Komponenten wie: Sensoren, Steuerrechner, Auswer-
terechner, Anzeigeeinheit, . ..

Mefsystem: Das MeBsystem umfaBt einerseits die MeBeinrichtung und
andererseits den Bereich des Prozesses, der durch den Mef3vorgang beein-
fluBt wird (vgl. Abb. 1.1).

Mefgerdt: Das Mefgeridt ist ein Baustein, welcher Teil oder Ganzes
einer MeBeinrichtung sein kann.

Mefprinzip: Das MeBprinzip umfal3t das physikalische Phinomen, das
seiner Messung zugrunde liegt.

Mefverfahren: Das MeBverfahren umfaflt die Funktionsweise einer
MeSgeinrichtung. Man unterscheidet analoge und digitale, direkte und in-
direkte MeBverfahren.

Wie schon am Anfang dieses Kapitels beschrieben wurde, ist der
MeBwert das Produkt der MaBzahl x und der Dimension des zugehori-
gen Normals. Bei einem MeBvorgang wird die Information iiber diese
MaBzahl durch Signale iibertragen.

Analoge Mefverfahren enthalten diese Informationen in der direkten
Zuordnung der MafBizahl der MeBgroBe zur Maf3zahl der physikalischen
Grofe des Signals; nicht die Mafizahl selbst, sondern eine analoge Grofie
wird verarbeitet. Fiir digitale Mefiverfahren ist charakteristisch, dal} sie
die Ziffer der MaBzahl verarbeiten und ausgeben. Die Abb. 3.20, 3.21
und 3.28 sind z.B. typische Beispiele fiir die analoge Mefiwertausgabe.
Die Ablesung am Display eines digitalen Theodoliten ist typisch fiir die
digitale Mefiwertausgabe.
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Bei digitalen Verfahren wird die Mafzahl abgesehen von Rundungs-
fehlern fehlerfrei verarbeitet. Bei analogen Verfahren muf3 noch die Ana-
log/Digital Wandlung zwischengeschaltet werden, wobei die Genauigkeit
dieses Schrittes von der Genauigkeit der Interpolation abhiingt.

Direkte Mefiverfuhren kann man daran erkennen, dafl der gesuchte
MeBwert einer Melgrofie durch unmittelbaren Vergleich mit der Mel3grofie
gewonnen wird (Beispiel: Lingenmessung).

Indirekte Mefsverfahren sind dadurch charakterisiert, dafl der gesuchte
MeBwert aus andersartigen physikalischen Groflen auf der Basis physika-
lischer GesetzmiiBBigkeiten abgeleitet wird (Beispiel: Brechungsindex).

Abb. 1.1b zeigt das Schema eines fehlerbehafteten MeBsystems. Eine
Vielzahl von Storeinfliissen kann wirksam werden. Ein erster Storeinfluf
ergibt sich durch die Riickwirkung der MeBeinrichtung auf den Prozef,
der beobachtet wird. Wird z.B. die Lage eines Gegenstandes mit einem
MeBband beobachtet, das an diesem befestigt ist, so kann bereits die
Zugspannung des MeB3bandes Formveridnderungen des Objektes und damit
scheinbare Verschiebungen vortiuschen. Man unterscheidet noch zwischen
duBeren Storungen und inneren Stérungen.

Sehr hiufig treten dem MefBsignal sich iiberlagernde duflere Storungen
auf. Typisch hierfiir sind z.B. Verfilschungen der Richtungsmessung mit
einem Theodolit oder der Distanzmessung mit einem elektronischen Di-
stanzmesser, indem die Atmosphiire die physikalischen Eigenschaften der
MeBsignale dndert. Zusitzlich miissen deformierende duflere Storungen in
Betracht gezogen werden; es sind dies Storungen, die das Ubertragungs-
verhalten der MeBeinrichtung beeinflussen. Unter dem Ubertragungsver-
halten versteht man die Beziehung zwischen der Ein- und Ausgangsgrofie
einer MeBeinrichtung. So kann z.B. die Umgebungstemperatur oder die
Sonneneinstrahlung die Ubertragungseigenschaften der Mechanik eines
Theodolits oder Nivelliergerites beeinflussen. Innere Stérungen konnen
vielfiltige Ursachen haben, z.B. die Reibung von Lagern oder das Spiel
mechanischer Ubertragungseinrichtungen.

Die Art und Handhabung der Fehlereinfliisse ist sehr komplex und wird
iberblicksweise in [1.4] behandelt.

1.3 MaBsysteme und MaBeinheiten

1.3.1 Vom Archivmeter zum Einheitensystem SI

Auf Vorschlag der Pariser Akademie der Wissenschaften beschloB im Jahre 1791
die damalige franzosische Nationalversammlung, ein einheitliches Lingenmaf ein-
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zufiihren, das dem zehnmillionsten Teil eines Erdmeridians gleichen und “Meter”
heien sollte. Die GroBe des Meters wurde in den nichsten Jahren aus mehreren
Gradmessungen abgeleitet. Damit es aber jederzeit zu reproduzieren war, wurde
ein Prototyp aus Platin hergestellt und im franzosischen Staatsarchiv niederge-
legt. Dieses “Archivmeter” ist die Grundlage des Metersystems, auf das auBer
dem Liangenmaf auch die Einheiten des Flichenmafles, des RaummaBes und des
Gewichts bezogen wurden.

Das Metersystem wurde in den nichsten Jahrzehnten von mehreren Staaten
iibernommen. In Deutschland wurde es auch durch die Mafl- und Gewichtsord-
nung fiir den Norddeutschen Bund vom 17. 8. 1868 eingefiihrt, die mit ihrem
Inkrafttreten am 1. 1. 1872 fiir das ganze damalige Deutsche Reich verbindlich
wurde.

Um die internationale Anerkennung des Metersystems weiter zu betreiben,
schlossen im Jahre 1875 die damaligen Teilnehmerstaaten die “Internationale
Meter-Konvention” ab und luden alle Staaten der Erde zum Beitritt ein. Die Staa-
ten einigten sich ferner auf die Einrichtung eines Internationalen Biiros fiir Maf
und Gewicht in Breteuil bei Paris; doch sollte die Entscheidungsbefugnis iiber neue
Vorlagen den Zusammenkiinften der Delegierten der Teinehmerstaaten verbleiben,
die fortan als “Generalkonferenz fiir MaB und Gewicht” bezeichnet wurden.

Als erste groflere Aufgabe erarbeitete das Biiro in 10-jdhrigen Versuchen einen
neuen Meterprototyp mit X-formigem Querschnitt aus Platin-Iridium, der das Me-
ter noch genauer festlegen sollte als das Archivmeter. Diesen Stab erklérte die 1.
Generalkonferenz (1889) zum neuen internationalen Meterprototyp und definierte
das Meter als den Abstand zweier auf den Prototyp von Breteuil angebrachten
Strichmarken bei 0°C. Von diesem Prototyp erhielten alle der Konvention beige-
tretenen Staaten eine Kopie. Angesichts der fortschreitenden Vertiefung der phy-
sikalischen Grundlagen und der steigenden Genauigkeitsanspriiche hat auch diese
Definition sich auf die Dauer als nicht ausreichend erwiesen. Sie wurde daher,
ohne daBl die Linge des Meters geiéindert wurde, abgelost durch den Beschluff der
11. Generalkonferenz fiir MaB und Gewicht vom 14. Oktober 1960. Danach ist
das Meter das 1650763,73fache der Wellenlidnge der von den Atomen des Nuk-
lids 8Kr, eines Isotops des Edelgases Krypton mit der Masse 86, beim Ubergang
vom Zustand 5d zum Zustand 2p¢ ausgesandten Strahlung. Diese Strahlung 148t
sich unter bestimmten Voraussetzungen mit der sogenannten Engelhard-Lampe
realisieren, die sich dabei in einem Kiltebad von 63 Kelvin befindet.

Die 13. Generalkonferenz fiir Mafl und Gewicht definierte 1967 die “Atom-
sekunde” mit dem Césiumatom 133. Mit Hilfe der Cidsiumfrequenz wurden jetzt
Zeitmessungen mit relativen Unsicherheiten von 10713 bis 10~'4 moglich. Gleich-
zeitig entstanden hochgenaue Techniken, Lingenmessungen auf Laufzeitmessun-
gen elektromagnetischer Wellen zuriickzufithren. Nicht zuletzt aus dem Grunde
wurde auf der 15. Generalkonferenz fiir Maf3 und Gewicht 1975 ein Wert fiir die
Ausbreitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Wellen im Vakuum neu festge-
setzt. Er betrigt c =299 792 458 m/s. Es waren jetzt nochmals die Voraussetzungen
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fiir eine neue Definition des Meters gegeben. So beschlofl man auf der 17. Gene-
ralkonferenz fiir Maf} und Gewicht 1983 in Paris die Definition: Das Meter ist die
Linge der Strecke, die Licht im leeren Raum wihrend der Dauer von 1/299 792 458
Sekunden durchliuft.

In den Jahrzehnten nach 1875 wurden unabhiingig von der Meterkonvention,
in deren Zustindigkeit lediglich die Einheiten Meter, Quadratmeter, Kubikmeter
und Kilogramm fielen, die elektromagnetischen Einheiten Volt, Ampere, Ohm und
Watt eingefiihrt. 1901 erkannte der italienische Physiker Giovanni Giorgi, daf}
man aus diesen Einheiten und den mechanischen Einheiten Meter, Kilogramm
und Sekunde ein kohirentes (= eng zusammenhingendes) Einheitensystem mit nur
vier Grund- oder Basiseinheiten bilden konne, wenn man nur die Definitionen der
elekiromagnetischen Einheiten etwas anders formulierte. Spéter wurden noch rund
15 weitere Einheiten, darunter das Kelvin fiir die thermodynamische Temperatur
und die Candela fiir die Lichtstdrke, festgelegt. Alle diese Einheiten aber liefen
sich nach dem Vorgang von Giorgi auf (z.Zt.) 7 Basiseinheiten reduzieren.

Diesem groBartigen System erteilte im Jahre 1954 die 10. Generalkonferenz
fiir Mafl und Gewicht ihre Zustimmung. Die t 1. Generalkonferenz (1960) gab ihm
den Namen “Systeme International d’Unités”, abgekiirzt SI. In der Bundesrepublik
Deutschland wurde das System durch das Gesetz iiber die Einheiten im MeBwesen
vom 2. 7. 1969 und die Ausfiihrungsverordnung zu diesem Gesetz vom 26. 6. 1970
eingefiihrt (Ledersteger 1956; Strafier 1974; Bayer-Helms 1974; Winter 1974,
Simmerding 1970).

In den nun folgenden Abschnitten sind die Regelungen zusammengestellt, die
das Vermessungswesen an irgend einer Stelle beriihren.

1.3.2 Grundlegende Vorschriften des Einheitengesetzes

Das SI kennt nach §§ 2 und 3 des Gesetzes die folgenden 7 Basiseinheiten und
Einheitenzeichen

fir die Linge das Meter = m
fiir die Masse das Kilogramm = kg
fiir die Zeit die Sekunde =5
fiir die elektrische Stromstirke das Ampere = A
fiir die thermodynamische Temperatur das Kelvin =K
fur die Lichtstérke die Candela =cd
fiir die Stoffmenge das Mol = mol.

Nach §5 des Gesetzes und dem 2. Abschnitt der Ausfiihrungsverordnung
konnen aus den 7 Basiseinheiten durch Multiplikation mit 1 oder mit einem von 1
verschiedenen Faktor neue Einheiten abgeleitet werden. Durch Multiplikation mit
dem Faktor 1 entstehen die kohidrenten Einheiten des SI, z.B.
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fiir die Fliche 1 m?

fiir die Geschwindigkeit 1 ms™!

fiir die Beschleunigung 1 ms™2

fiir die Kraft 1 m kg s~2, genannt 1 Newton (N)

fiir den Druck 1 m™! kg s72 = | N/m? = 1 Pascal (Pa).

Nicht kohidrente Einheiten konnen mit einer ganzzahligen Potenz von 10 oder
mit einer anderen Zahl zusammengesetzt werden, z.B.

die Fliche 10? m? =1la

die Beschleunigung 1072 m s=2 =1 Gal

die Kraft 107> m kg s 2 =107 N =1 dyn
der Druck 10° m~! kg s™2 =10° N/m? = 1 bar
und

die Kraft 9,806 65 m kg s~2 =9,80665 N =1 kp

der Druck 101325 m~! kg s = 101325 N/m? = 1 atm.

Nach §6 des Gesetzes lassen sich aus den vorgenannten Einheiten durch
Vorsitze dezimale Vielfache und Teile bilden und durch Vorsatzzeichen folgen-
dermafBlen kennzeichen:

Vorsatz Vorsatz- Vorsatz Vorsatz-
zeichen zeichen
10! Deka da 10~! Dezi d
102 Hekto h 1072 Zenti c
103 Kilo k 103 Milli m
106 Mega M 10-6 Mikro m
10° Giga G 10~° Nano n
1012 Tera T 10712 Piko p-

1.3.3 Die alten und die neuen Mafieinheiten in der
Vermessungstechnik

1.3.3.1 Die Einheiten des Lingen-, Fldchen- und Volumenmafies

Diese sind in ihrer 1875 von der Meterkonvention erarbeiteten Form durch das
Einheitengesetz bestitigt. Lediglich die Einheiten des LangenmaBes sind um einige
Zehnerpotenzen nach oben und unten erweitert worden. Nach dem Einheitengesetz
und der Ausfithrungsverordnung gilt nunmehr folgendes:
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a) Die SI-Einheit des LangenmaBes ist die Basiseinheit Meter (m). Aus ihr folgen
mit dem Vorsatzzeichen unter [1.3.2]

1 Dekameter =10'm =1 dam 1 Dezimeter =10"'m =1dm
1 Hektometer =10° m =1 hm 1 Zentimeter =102 m =1cm
! Kilometer =10°m =1km I Millimeter =103 m =1 mm
1 Megameter =10°m =1 Mm 1 Mikrometer =107®m =1 um
1 Gigameter =10°m =1Gm 1 Nanometer =102 m =1 nm
1 Terameter =10'2m =1 Tm 1 Pikometer =10"2m =1 pm.

b) Die SI-Einheit des FlichenmaBes ist die abgeleitete Einheit Quadratmeter (m?).
Aus ihr folgt mit den obigen Vorsatzzeichen

1 Ar =102m?2 =1a 1 Quadrat- = 1072 m? = 1dm?
dezimeter

1 Hektar =10*m? =1 ha 1 Quadrat- = 10"* m? =1 cm?
zentimeter

1 Quadrat- =10° m? =1 km? 1 Quadrat- =107 m? = 1 mm?

kilometer millimeter

usw. usw.

¢) Die SI-Einheit des Volumenmafes ist die abgeleitete Einheit Kubikmeter (m3).
Daraus sind mit den Vorsitzen in 1.3.2 das dm?, das cm® und das mm3 usw.
abgeleitet worden. Zu Fliche und Volumen bestimmt die Ausfiihrungsverordnung:

Die FlichenmaBe Ar (a) und Hektar (= Hektoar: ha) werden als abgeleitete
MaBeinheiten fiir Grundstiicksflichen beibehalten (§ 48). Die amtliche Begriindung
hierzu bezieht sich ausdriicklich auf den Ausweis der Grundstiicksflichen in den
Grundbiichern.

1.3.3.2 Die SI-Einheiten des ebenen Winkelmafles

Sie weichen von den liberkommenen Mafleinheiten in unterschiedlicher Weise ab.
Daher miissen — schon im Hinblick auf die vorhandene Literatur — der bisherige
und der neue Zustand einander gegeniibergestellt werden. Bislang wurden benutzt:
die Sexagesimalteilung, die Zentesimalteilung und das Arcus- oder Bogenmal3. Im
einzelnen sind die beiden ersten Systeme folgendermaBen aufgebaut:

die Sexagesimalteilung: 1 Vollkreis = 360° (Grad)
1° = 60’ (Minuten) 1’ = 60" (Sekunden)

die Zentesimalteilung: 1 Vollkreis = 4008 Neugrad oder Gon
18 = 100¢ (Neuminuten) 1€ = 100°¢ (Neusekunden),

wobei das hochgestellte ¢ als Abkiirzung fiir “centi” stand.
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Die Sexagesimalteilung ist wegen ihrer engen Beziehungen zur Astronomie
und zum Gradnetz der Erdoberfldche mit ihren bisherigen Einheiten Grad, Minute
und Sekunde und deren Zeichen in das SI unverdndert iibernommen worden. Die
frilher gerne benutzten Bezeichnungen Altgrad, Altminute und Altsekunde sind
fortgefallen.

Die Zentesimalteilung kennt als SI-Einheit nur noch das Gon (Einheitenzei-
chen gon); die Bezeichungen Neugrad, Neuminute und Neusekunde sind ebenfalls
fortgefallen. Die Bruchteile des Gon sind im SI im Prinzip als Dezimale des Gon
darzustellen; doch ist es mit den in 1.3.2 angegebenen Vorsitzen erlaubt, das Zenti-
gon (Einheitenzeichen cgon) und das Milligon (Einheitenzeichen mgon) zu bilden.
Ein Einheitenzeichen fiir die ehemalige Neusekunde (“) gibt es nicht. Vielmehr
ist kiinftig

1€ = 1-10™* gon = 0,1 mgon.

Fiir den rechten Winkel oder den “Rechten” ist das Einheitenzeichen 1-geschaffen
worden.

Abb. 1.2 Definition des BogenmaBes Abb. 1.3 Das Bogenma$ im Einheits-
kreis

Das Bogenmaf} eines Winkels, die dritte der iiberkommenen Winkeleinheiten,
ist das Verhdltnis des Bogens b, den die Schenkel eines Winkels o aus einem um
seinen Scheitelpunkt geschlagenen Kreis ausschneiden, zu dem Kreishalbmesser r
(Abb. 1.2). Die Einheit des BogenmaBes ist der Winkel, fiir den dieses Verhiltnis
gleich 1 ist, d.h. fir den b = r ist. Dieser Winkel wird als “Radiant” bezeichnet,
weil er entsteht, wenn der Halbmesser eines Kreises auf seinem Umfang abge-
wickelt wird. Das Bogenmaf} des vollen Winkels ist daher 27, das des rechten
/2.

Das Bogenmal8 ist also der Quotient zweier Lingen, und wohl deshalb ist der
Radiant (Einheitenzeichen rad) im SI, das die Anzahl der Basiseinheiten moglichst
klein halten mdchte, zur (abgeleiteten) SI-Einheit des ebenen Winkels erklédrt wor-
den. Etwas spezieller als im vorigen Absatz heifit es im § 5 der Ausfiihrungsver-
ordnung: “l1 Radiant ist gleich dem ebenen Winkel, der als Zentriwinkel eines
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Kreises vom Halbmesser 1 m aus dem Kreis einen Bogen der Linge ! m aus-
schneidet”. Zur Veranschaulichung dieses Satzes sind in Abb. 1.3 (Einheitskreis)
der Zentriwinkel o, der zugehorige Bogen b und der Halbmesser » mit dem Index
Null (y) versehen worden.

Um aber dem Bediirfnis der Praxis nach den Einheiten der Sexagesimal- und
Zentesimalteilung gerecht zu werden, sind — ebenfalls in §5 a.a.0. — aus dem
Radianten noch folgende Einheiten abgeleitet, bei deren Erlduterung fiir das Wort
Einheitenzeichen hier die Abkiirzung Ez benutzt ist.

(1.1)

I Vollwinkel (kein EZ.) = 27 rad = 360° = 400 gon

1 Rechter (Ez.: ) = 7/2 rad = 90° = 100 gon

1 Grad (Ez.: ©) = a5 rad = 90ster Teil des Rechten

1 Minute (Ez.: /) =7 Bg gg rad =  60ster Teil des Grades

1 Sekunde (Ez.: ) = Tgoeoz fad =  60ster Teil der Minute

1 Gon (Ez.: gon) = stz rad = 100ster Teil des Rechten

1 Zentigon (Ez.: cgon) = 2007502 = 100ster Teil eines Gon

1 Milligon (Ez.: mgon) = EOOLW = 1000ster Teil eines Gon.

1.3.3.3 Vermessungstechnische Sonderzeichen

Die Reziproken der in (1.1) auftretenden Quotienten #/180° und #/200gon —
allgemein 7/2- — werden in der Geodisie so haufig benutzt, daf} dafiir das Symbol
o eingefiihrt ist, und zwar ist

180/ = o(°) (lies g in Grad) || 200/x = o8 (lies p in Gon). (1.2)
Zu einer ersten Anwendung entnehme man der Abb. 1.2 den Ansatz
a:b=4:2m.

Im Einheitskreis (Abb. 1.3) folgt daraus wegen by = ry = 1 fiir einen Winkel
ag = 1 rad, wenn die jeweiligen Winkeleinheiten eingesetzt werden,

2- 180° 200

a=2. o =2 ,gon _ ZHEOM

s i s
Die Winkelwerte der ¢ im Sexagesimal- und Zentesimalsystem sind demnach
gleich denen des Radianten in den entsprechenden Mafsystemen. ZahlenmiBig
sind diese Werte
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o9 = 57,295779. .. o8N = 63661977...
o) = 34377467. .. o(C8oM) —  6366,1977. ..
o) =206264,8. .. o(MEON) — 63661,977. .. (1.3)

Fiir eine zweite Anwendung ergibt sich aus Abb. 1.2
b:2rmr=qa:4".

Multipliziert man beide Seiten dieser Gleichung mit 27, so erhdlt man mit (1.2)
die in der Vermessungstechnik viel benutzte Formel

b:r=a:op, (1.4)

in die b und r bzw. a und p jeweils mit den einander entsprechenden Einheiten
einzusetzen sind.

Zahlenbeispiel: Eine 150 m lange Achse soll um 12 cgon verschwenkt werden.
Um welchen linearen Betrag b wird dadurch das freie Ende der Achse seitwirts
verlegt? Die Gleichung (1.4) ergibt mit dem (8™ aus (1.3)

(gom)  150.12.1072
(m) _ (m) & - —02
b r Eon) 63,66 0,283 m.

Eine dritte Sonderanwendung ist der Ubergang auf andere Winkeleinheiten. Die
Umwandlung von Grad oder Gon in die Einheit Radiant und umgekehrt ist in
der Vermessungstechnik kaum erforderlich. Auch der Ubergang von der Sexagesi-
malteilung in die Zentesimalteilung und umgekehrt verliert an Bedeutung, weil
das Sexagesimalsystem in der Vermessungspraxis nur noch selten gebraucht wird.
Zum Ubergang vom Sexagesimal- in das Zentesimalsystem gibt es zahlreiche Ta-
feln. Bequemer ist heute das Umrechnen mit einem elektronischen Taschenrechner
unter Verwertung nachstehender Identititen:

1° = 109 gon= 1,111 ..... gon lgon = 09°
1’ = 1,85185185 ......... cgon 1 cgon = 0,54/
1” = 0,308641975308 ....mgon 1 mgon = 3,24”,

Auch hierfiir wird man zweckmifig zuvor die Sexagesimalminuten und -sekunden
in Dezimale des Grades verwandeln.
Fiir Uberschlagrechnungen merke man:

1/ ~ 2cgon; 1” ~ 0.3mgon =3-10"*gon.

In der Bautechnik werden die Hohenunterschiede meistens in Prozenten des
Lingenunterschiedes oder durch das SteigungsmaB 1 : n, seltener durch den
Neigungswinkel «, ausgedriickt. In runden Werten bestehen folgende Zusam-
menhinge:
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Y% 1 2 3 5 10 25 50 100
a(gon) | 0,6 1,3 1,9 3,2 63 16,1 29,5 50
1:n 11:100 1:50 1:33% 1:20 1:10 1:4 1:2 1:1

Man beachte ferner bei Benutzung fremdsprachlicher Literatur:

im Englischen ist Grad — degree, gon — grade,
im Franzosischen Grad — degré, gon — grade.

1.3.4 Seltener gebrauchte SI-Einheiten

1.3.4.1 Die (abgeleitete) SI-Einheit des riumlichen Winkels

Die SI-Einheit des raumlichen Winkels ist nach § 6 der Ausfiihrungsverordnung
der Steradiant (Einheitenz. sr). 1 Steradiant ist gleich dem rdumlichen Winkel, der
als gerader Kreiskegel mit der Spitze im Mittelpunkt einer Kugel vom Halbmesser
1 m aus der Kugeloberfliche eine Kalotte der Fliche 1 m? ausschneidet.

1.3.4.2 Die (abgeleitete) SI-Einheit des Drucks

Die SI-Einheit des Drucks oder der mechanischen Spannung, die in der Vermes-
sungstechnik vor allem fiir die barometrische Hohenmessung gebraucht wird, ist
nach §20 a.a.O. das Pascal (Einheitenz.: Pa). 1 Pascal ist gleich dem auf eine
Fliche gleichmiBig wirkenden Druck, bei dem senkrecht auf die Fliche 1 m? die
Kraft 1 N = 1 Newton ausgeiibt wird. 10° Pa sind gemif [1.3.2] 1 Bar (bar), 102
Pa 1 Millibar {mbar).

Die Einheiten technische Atmosphire (at), physikalische Atmosphire (atm),
Torr (torr), Meter-Wassersdule (mWs), Millimeter-Quecksilbersdule (mm Hg) wa-
ren nur noch bis Ende 1977 zugelassen.

1.3.4.3 Die Basiseinheit der (thermodynamischen) Temperatur (T)

Die Basiseinheit der Temperatur, auch Kelvintemperatur genannt, ist nach § 3 des
Einheitengesetzes das Kelvin (Einheitenzeichen K). Dieses ist definiert als der
273,16 Teil der thermodynamischen Temperatur des Tripelpunktes des Wassers.

Hierzu vermerkt das Normblatt DIN 1301 S.11: Die Einheit, das Kelvin, gilt
auch fiir die Angabe von Temperaturdifferenzen. — Als Celsius-Temperatur (t)
wird die besondere Differenz einer beliebigen thermodynamischen Temperatur T
gegeniiber der Temperatur Ty = 273,15 K bezeichnet. Es ist also

t=T—To=T —273,15K.
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Bei der Angabe von Celsius-Temperaturen sind der Einheitenname Grad Cel-
sius und das Einheitenzeichen °C anzuwenden. Die Differenz At zweier Celsius-
Temperaturen, z.B. der Celsius-Temperaturen ¢t; = 77 — Ty und 1, = T» — Ty,
ist

At:t] —t2=T1 —T2=AT.

Eine derartige Temperaturdifferenz ist nicht mehr auf die dynamische Temperatur
Ty bezogen, somit keine Celsius-Temperatur im Sinne der Definition nach der
ersten der beiden obigen Gleichungen.

1.3.4.4 Die (gesetzliche) SI-Einheit der Zeit

Die SI-Einheit der Zeit ist gem. [1.3.2] die Sekunde (Einheitenzeichen s); von
dieser werden folgende Vielfache abgeleitet:

1 Minute (min) = 60 s, 1 Stunde (h) = 60 min = 3600 s,
1 Tag (d) = 24 h = 86400s; h von lat. hora, d von lat. dies.

Die Vorsatzzeichen in [1.3.2] sind auf dezimale Vielfache oder Teile der Zeit-
einheiten nicht anzuwenden.

1.3.4.5 Die (abgeleitete) SI-Einheit der Frequenz

Die SI-Einheit der Frequenz ist nach § 12 der Ausfithrungsverordnung das Hertz
(Einheitenzeichen Hz). 1 Hertz ist gleich der Frequenz eines Schwingungsvorgangs
der Periodendauer 1 s. Zur Kennzeichnung von Vielfachen und Teilen dienen die
Vorsatzzeichen in [1.3.2].

1.4 Fehlerrechnung und Bilden von Mittelwerten

1.4.1 Die Aufgabe der Fehlerrechnung

Die geoditischen Messungen miissen im Hinblick auf ihren jeweiligen
Zweck mit einer bestimmten Genauigkeit ausgefiihrt und gegen Irrtiimer
gesichert sein. Vollig fehlerfreie Messungen sind infolge der Mingel
der MeBgerite und der Unvollkommenheit der menschlichen Sinne nicht
moglich. Die Messungen werden daher in der Regel mehrere Male wie-
derholt und méglichst noch durch zusdtzliche Messungen gestiitzt, indem
man z.B. auer den Katheten noch die Hypotenuse mifit, oder neben zwei
Dreieckswinkeln, die man braucht, auch den dritten beobachtet.
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Bei der Auswertung der Messungen entsteht die Aufgabe,

1. aus den Beobachtungen den giinstigsten Mittelwert der gesuchten Grofie
abzuleiten,

2. eine MaBzahl fiir die Genauigkeit einer einzelnen Messung oder ihre
“Streuung” anzugeben,

3. die Genauigkeit oder die Streuung des Mittelwertes und seinen *Ver-
trauensbereich” abzuschitzen.

1.4.2 Fehlerarten

Die Messungsfehler unterteilt man nach Art ihrer Entstehung in grobe,
systematische und zufillige Fehler.

Grobe Fehler sind grob fehlerhafte Ablesungen an den MeBinstrumen-
ten, Zielverwechslungen und dergleichen. Sie werden durch Kontrollmes-
sungen entdeckt und ausgeschieden.

Systematische Fehler verfilschen das MeBergebnis stets in demselben
Sinne. Sie werden hervorgerufen durch unzureichende Eichung und ein-
seitige Handhabung der MefBinstrumente sowie durch einsinnig wirkende
Einfliisse von Temperatur, Luftdruck usw. auf das MeBinstrument oder den
zu messenden Gegenstand. Diese Fehler lassen sich in allen Regelfillen
durch Eichung der MeBinstrumente, Wahl geeigneter Mefverfahren und
rechnerisches Beriicksichtigen der einsinnigen Einfllisse zum grofiten Teil
eliminieren.

Als zufilligen Fehler einer Messung betrachtet man die Summe der
nach dem Ausscheiden der groben und der systematischen Fehler {ibrig-
bleibenden unbekannten “Elementarfehler”, die auf begrenzte Schirfe der
menschlichen Sinne, Unvollkommenheiten der MeBinstrumente, unkon-
trollierbare Verinderungen der duBeren Umstidnde und gelegentlich auch
des Gegenstandes der Messung zuriickzufiihren sind. Die zufélligen Feh-
ler werden ebenso oft positives wie negatives Vorzeichen annehmen und
sind im Sinne der mathematischen Statistik stochastisch unabhdngige
Verdnderliche. Trotz ihrer scheinbaren Regellosigkeit unterliegen sie den
Gesetzen des Zufalls.

Abb. 1.4 148t die Verteilung der wahren Fehler ¢; [1.4.3] erkennen,
die bei 160 Beobachtungen desselben Winkels gemacht wurden. Die ¢;
sind dazu ihrer GroBe nach in die auf der Abszissenachse angedeuteten
Gruppen von je 0,1 mgon Breite eingeordnet, und {iber den Abszissenab-
schnitten sind Rechtecke eingezeichnet, deren Hohe der Anzahl der in die
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betreffende Gruppe fallenden Fehler proportional ist. Wie die so entstan-
dene Treppenkurve (= Histogramm) zeigt, ist die Haufigkeit, mit der ein
Fehler ¢ auftritt, eine Funktion seiner Grofle. Diese Erscheinung ist von
C. F. GauB} in das nach ihm benannte Fehlergesetz

h —h2€2

ole) = e (15)

gebracht worden, in dem ¢(c) die relative — d.h. prozentuale — Haufig-
keit des Auftretens, e die Basis der natiirlichen Logarithmen und # eine
Konstante ist, die die Messungsgenauigkeit charakterisiert. Die danach zu
erwartende theoretische Fehlerverteilungskurve ist in Abb. 1.4 als durch-
laufende Kurve eingezeichnet; sie stimmt mit der aus den Messungen ge-
wonnenen Treppenkurve gut iiberein. Das gilt fiir alle groBeren Messungs-
reihen, die iiberwiegend zufillige Fehler aufweisen. Solche Messungsrei-
hen besitzen in der Sprache der Statistik eine Normalverteilung. Die iiber-
wiegend durch zufillige Fehler verursachten Messungswiderspriiche aber
lassen sich nach der auf C. F. GauB} zuriickgehenden Methode der kleinsten
Quadrate willkiirfrei ausgleichen.

16 — Lra%

15 9
= 14 _J—/ N
X 13- —1 \ -8
< 124 —
B 14 7%
t £
£ 109 7z 6 @
S 9 2
L oad ls 2
1Y v
s 7 |, 2
5 6 45
w K
S 5 ELS
D 4 2
&£ -
g 3

2 L1

-

—]:’ T l-lVa L r—‘5 L L |0 T T 7 T‘Is LA ",0'71 "*?37

Abb. 1.4 Histogramm eines wiederholt gemessenen Winkels

1.4.3 Mittelwerte und Streuungsmafie

Die Einzelergebnisse /;, die sich ergeben wiirden, wenn man eine Grofle
beliebig oft (n — oo) durch gleichgenaue, unabhingige und nur mit
zufilligen Fehlern behaftete Messungen bestimmte, werden um einen ge-
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wissen Mittelwert £ schwanken, den man den Erwartungswert oder auch
den wahren Wert der GroBle nennt. Da jedoch in allen Regelfillen nur
eine begrenzte Anzahl von Messungen (eine Stichprobe vom Umfang n)
vorliegt, benutzt man als Niherungswert fiir den wahren Wert das arith-
metische Mittel

1 1
X = — /4 = —[I]*. .
= h+h+-+1) n[l] (1.6)

Fiir die nach dem Bilden des arithmetischen Mittels iibrigbleibenden
Fehler oder Verbesserungen

vi=x—=11; v=x—b; ... vp=x-—1
gilt, da deren Quadratsumme [vv] ein Minimum wird, also
w] = v +vZ +-- + v} = Min. (1.7)

Das ist gleichzeitig die Grundforderung der Methode der kleinsten Qua-
drate, aus der das arithmetische Mittel sich als Sonderfall herleiten 1a63t.

Um gemidB [1.4.2] Ziff. 2 ein Map fiir die Streuung einer einzelnen
Messung /; zu bekommen, betrachtet man — zunichst fiir r — oo — die
Abweichungen der Beobachtungen /; von dem wahren Wert £, die soge-
nannten wahren Fehler

er=&8—l; e=8-h; ...; ea=&—I

und definiert als Genauigkeitsmal fiir eine einzelne Messung /; die “theo-
retische Standardabweichung”

o= @; n — oo. (1.8)

n

Die ¢; sind jedoch in allen Regelfillen nicht bekannt; man muf3 daher
auf die in [1.4.3] eingefiihrten tibrigbleibenden Fehler v; zuriickgehen und
erhilt daraus aufgrund einer statistischen Abschétzung anstelle von o den
Niherungs- oder Schitzwert

[

(1.9)

der als “empirische Standardabweichung” einer einzelnen Beobachtung
bezeichnet wird*™*.

n—1’

* In der Fehlerrechnung verwendet man nach dem Vorbild von C. F. Gaull gern eckige
Klammern als Summenzeichen.
** In der Vergangenheit wurde in der Regel die Bezeichnung mittlerer Fehler verwendet.
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Das arithmetische Mittel aus » Beobachtungen hat, wie in [1.4.4] be-
griindet werden wird, die Standardabweichung

(@) = % (1.10)
Damit sind die in [1.4.1] gestellten Aufgaben fiir den Fall gleich genauer
Beobachtungen gelost.

1.4.4 Das Fehlerfortpflanzungsgesetz

Neben der Standardabweichung einer einzelnen Messung wird oftmals
auch die Standardabweichung einer Funktion gemessener Groen bendtigt.
Das leistet das Fehlerfortpflanzungsgesetz.

Lineare Funktionen: Gegeben seien die Messungen /; und I/, sowie
deren Standardabweichungen oy und ¢;. Gesucht werde die Standardab-
weichung s(x) der Funktion

x =1l +h. (1.11)

Zur Berechnung von s(x) geht man zuriick auf die Definitionsgleichung
(1.8) und unterstellt, die /; in (1.11) seien die Mittel aus v Urmessungen
mit den wahren Fehlern &/,¢ - - - 65'/) bzw. &), €] - -- 6§V), wobei unter v
eine sehr grofie Zahl verstanden sei. Dann bestehen v Gleichungen von
der Form ¢, = €; + €2, aus denen durch Quadrieren, Aufaddieren und

Division durch v folgt

lexex] _ lere1] | [e2ea] | 2ferea]

Die 3 ersten Ausdriicke ergeben nach (1.8) die Werte o'(x)?, a% und o%. Im
letzten Ausdruck werden die gemischten Produkte, da nur zufillige Fehler,
d.h. stochastisch unabhiéingige Variable vorausgesetzt sind, im Durchschnitt
gleich oft positiv und negativ sein und sich daher beim Aufaddieren so
weitgehend tilgen, daBl der Ausdruck, zumal nach Division durch v, gegen
Null geht. Also bleibt

o(x)? = 012 + 0‘%.

Ersetzt man dann noch, wie beim Ubergang von (1.8) auf (1.9), die o
durch die entsprechenden Schitzwerte s, so erhidlt man zur Berechnung
eines Schitzwertes fiir die Standardabweichung der in (1.11) erhaltenen
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Summe x die Regel
s(x)? = st + 53, (1.12)

Anwenden desselben Gedankenganges auf die Funktion

x=aili +ah+ -+ aply,
: 2 2.2 2.2 2.2 (1'13)
gibt $(x)° = ofs{ +asss + -+ aysy.
Man beachte folgende Sonderfille:
a)Ists) =sp=---5, =, s0 wird
s(x)? = [aa]s?. (1.14)
b) Sind ferner alle o; entweder 41 oder —1, so ist
s(x)2=ns?  oder s(x)=svn. (1.15)

Dieser Fall tritt z.B. beim Nivellement und bei der Streckenmessung auf.
In Worten lautet die Regel:

Werden mehrere gleich genaue Einzelmessungen zu einer Summe oder
Differenz vereinigt, so wdchst die Standardabweichung des Ergebnisses mit
der Quadratwurzel aus der Anzahl der Einzelmessungen.

¢) Bringt man die Gleichung (1.6) in die Form

L b I

n

non
wobei alle s; = s sind, so folgt daraus nach (1.13) fiir s(%)? der bereits
in (1.10) angegebene Wert

2+s2+
n2

\S]

A
n2

[

oder s(x)= \/LE (1.10)

In Worten: Wird ein und derselbe Gegenstand n mal mit gle‘icher Ge-
nauigkeit gemessen, so geht die Standardabweichung des arithmetischen
Mittels mit der Quadratwurzel aus der Anzahl der Wiederholungen zuriick.

s(x)? =

S
[

Der Leser moge die Fille b) und c¢) wohl auseinanderhalten. Vgl. auf
S. 19 die Beispiele 1 und 2.

Nichtlineare Funktionen macht man gewdhnlich mit Hilfe der Taylor-
schen Reihe linear und wendet auf das Ergebnis die Gleichung (1.13) an.
Das Fehlerfortpflanzungsgesetz lautet dann in seiner allgemeinsten Form:
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Fiir x = f(ly, by -+ - Iy ist

2 (FN 2 (N 2 o\ -
o(x) —(6_11) 01—}-(3—12) 02+-~-+<£> o (1.16)

Zahlenbeispiele:

1. Bei einer Lingenmessung mit einem 20 m-Mefband ist die von dem
ungenauen Aneinanderlegen des Mef3bandes herrithrende Standardabwei-
chung einer einzelnen MeBbandlage gleich 2 mm. Wie groB ist die Stan-
dardabweichung einer Strecke vom 100 m?

Aus (1.15) folgt: s100 = 2V/5 = 4 mm.

2. Eine Strecke von 160 m wurde viermal unabhingig gemessen. Eine
einzelne Messung hat die Standardabweichung 12 mm. Wie groB ist die
Standardabweichung des arithmetischen Mittels aus den 4 Messungen?

12
Aus (1.10) folgt: s(X) = — mm = 6 mm.

Va4
3. Gegeben ist a = 87,46. Wie groB ist die Standardabweichung von
x =lga, wenn s(a) = 0,04 ist?
Aus (1.16) folgt:

dlga

s(r) = LB (0) = Mod

0,4343
s(@) = 2746

-0,04 = 0,00020.

4. Die Seiten eines Rechtecks und ihre Standardabweichungen sind
a=3912m, b = 71,38m, s(a) = 0,02m und s(b) = 0,04 m. Gesucht
sind die Flidche des Rechtecks und ihre Standardabweichung.

Aus F = ab folgt gem. (1.16) s(F)% = (bs(a))? + (as(b))? und mit
den gegebenen Zahlen F = 2792 m? mit s(F)? = 2,1 m2.

5. Im Dreieck ABC sind gemessen b = 221,41 m, ¢ = 166,14 m und
o = 54,2110 gon, wobei s(b) = 0,06m, s(c) = 0,05m und s(a) =
4,0 mgon ist. Gesucht sind die Seite ¢ und ihre Standardabweichung.

Aus a = \/b2 +¢2 — 2bc cos a folgt gem. (1.16)

s(a)?= (b——ﬂs—as(b))i(ws(c))ﬂ(bc sina s(a)>2

a a 0

und mit den gegebenen Zahlen a = 167,80 m mit s(a) = 0,04 m.
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1.4.5 Ausgleichung direkter Beobachtungen von gleicher
Genauigkeit

Ist eine Grofle mehrfach gemessen worden, so miissen die Messungen zur
Losung der Aufgaben in [1.4.3] nach (1.6), (1.9) und (1.10) ausgeglichen
werden. Um mit kleinen Zahlen rechnen zu konnen, fithrt man fiir die
Unbekannte einen Niherungswert xg ein und setzt x = xp+6x. Bezeichnet
man dann die Messungsgrofien anstatt mit /; kiinftig mit Z;, so hat man
die Ausgangsgleichung

L; +v; =xp+ ox. (1.17)
Darin bringt man L; nach rechts und erhilt die Fehlergleichung
vi =6x — (L; —xg) = 6x — I}, (1.18)

in der [; eine neue Bedeutung erhalten hat.
Damit ergibt sich folgendes Rechenschema: Bilde

1. die Absolutglieder —l; = —(L; —xp)
2. den Mittelwert ox = -’1;[1 ]
3. die librigbleibenden Fehler vi=0x—1;
4. die [v]-Probe v]=0
5. die [vv]-Proben w] = [ll} - [I]éx = [lI] — [ln—]2
6. die Standardabweichung einer Messung s = %
7. die Standardabweichung des Mittelwertes s(x) = %

und setze als SchluBprobe die gewonnenen Ergebnisse in Gleichungen
(1.17) ein, die erfiillt sein miissen.

Zahlenbeispiel: Zur Bestimmung eines Winkels seien die in Spalte 1
des nachstehenden Schemas eingetragenen Beobachtungen gemacht. Als
Niherungswert werde xg = 52,350 gon eingefiihrt.
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L | = v; = ox — l[ p
i ‘o v
Ll Xo + J -
1 2 3 4 5
gon mgon mgon mgon mgon? mgon?

52,356 +6 53 28 36
52,348 -2 2,7 07 04
52,346 —4 4,7 22 16
52,347 -3 3,7 14 09
52,352 +2 1,3 01 04
52,355 +5 43 18 25
+ 4 11,1 10,9 90 94

4
Sx — % = 0,7 mgon; [v] = 0,2; soll = Null.

2
[vv]=94—4-6x:94—%=91; soll = 90.

Ausgleichsergebnisse: X = xg + x = 52,351 gon;

0,90 ' 0,004
s =4/ 6;—7 = +0,004 gon; s () = ’W = 0,0013 gon.

1.4.6 Ausgleichung direkter Beobachtungen von verschiedener
Genauigkeit

1.4.6.1 Einfiihren von Gewichten

Ist eine Messungsgrole mehrere Male mit verschiedener Genauigkeit be-
obachtet worden, miissen beim Bilden des Mittelwertes die Genauigkeits-
verhiltnisse oder — in der Sprache der Ausgleichungsrechnung — die Ge-
wichte der einzelnen Messungen beriicksichtigt werden. Eine Messung
habe das Gewicht p, wenn sie die gleiche Standardabweichung hat wie
das arithmetische Mittel aus p tatsdchlichen oder fingierten Standardmes-
sungen mit dem Gewicht 1. Mithin gilt im Hinblick auf (1.10) fiir die
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Messungen L;, L ... L, mit den Gewichten p;,p; ... pn der Ansatz

2 452

o]
PlL:P2. Pp=—1—5...:
" 0’% o2

[ 84

(1.19)

:qw'l Q

Die Gewichte sind also den Quadraten der Standardabweichungen umge-
kehrt proportional. Die Standardabweichungen einer Messung vom Ge-
wicht 1 wird Gewichtseinheitsfehler genannt und gewohnlich mit o be-
zeichnet. Zur Berechnung des Gewichts p; einer Beobachtung L; mit der
Standardabweichung o; hat man dann die Gleichung

pi = (1.20)

CVES

Die Gewichtseinheit wihlt man so, daB die Gewichte moglichst wenig
von 1 abweichen. Gebriuchliche Gewichtseinheiten sind die Gewichte
einer Streckenmessung von 100 m, eines Nivellements von 1 km und das
Gewicht eines in beiden Fernrohrlagen einmal beobachteten Winkels.
Aus dem Fehlerfortpflanzungsgesetz (1.13) folgt mit den aus (1.20)
abzuleitenden Werten der 01.2 das Gewichtsfortpflanzungsgesetz

1 o’ a2 2
SRl T AT (1.21)
Dx P1 P2 Pn

Multipliziert man eine Beobachtung L; mit der Wurzel aus ihrem Gewicht,
so erhilt nach (1.21) der Ausdruck

Lipi (1.22)

das Gewicht 1.

Dieser Ausdruck wird als normierte oder standardisierte Variable be-
zeichnet.

Zahlenbeispiel: In einem Dreieck wurde Winkel o mit s(a) =
0,6 mgon und Winkel 8 mit s(3) = 0,4 mgon beobachtet. Gefragt ist
a) wie groB ist pg, wenn p, = 1 gesetzt wird; b) wie groB ist p, fiir
v =200 gon —ax — 3?

1 1 036 036

0,62 042 0,36 0,16’
1 1 1 1 1

Zub) —=-—+—=-+-==145 p,=07.
Py Pa P 1 22 K

Zua) po:pg= pg =22
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1.4.6.2 Das gewogene Mittel

Um einen Mittelwert aus Messungen verschiedenen Gewichts zu erhal-
ten, ersetzt man wegen (1.22) die Minimumsbedingung (1.7) durch die
allgemeine Forderung

[vwp] = Minimum. (1.23)

An die Stelle des einfachen Mittels (1.6) tritt dann, wenn man wie in
(1.17) einen Niherungswert xg abspaltet, als Mittelwert aus n Messungen
L; mit verschiedenen Gewichten das gewogene Mittel
L L Ry 5 l
x= 1PL+ Tapy "pn=x0+m=xo+6x. (1.24)
pP1+p2+-pn [p]

Die Standardabweichungen einer Beobachtung vom Gewicht 1 bzw. vom
Gewicht p; sind gemaB (1.9) und (1.22)

[vp]

S
—  baw. 5=t (1.25)

VPi

Die Standardabweichung und das Gewicht des gewogenen Mittels sind

so ==

s(x)=+t—— bzw. px = [p). (1.26)

Der Rechenweg entspricht durchaus dem Verfahren in 1.4.5. Hinzu kommt
lediglich, daB jede Fehlergleichung ihr besonderes Gewicht hat. Dadurch
treten im nachstehenden Zahlenbeispiel an die Stelle von [1.4.5] Ziffer 2.,
6. und 7. die Gleichungen (1.24) bis (1.26); es erscheinen zusitzlich die
Spalten Ip und vp; und vv und I/ werden durch vvp und llp ersetzt. Ferner
erhalten die [v]-Probe und die [vv] - vgl. [1.4.5] Ziffer 4. und 5. — die
Formen

w]=0 (1.27)

_ _ [ip}?
[vwp] = [llp] — [Ip)éx = [lip] — W (1.28)
Zahlenbeipiel: Ein Winkel wurde am 1. Tage 8mal, am 2. Tage 4mal, am
3. Tage 12mal und am 4. Tage 8mal gemessen. Man erhielt als Tagesmittel
der Reihe nach 40,1714 gon, 40,1718 gon, 40,1721 gon und 40,1725 gon.
Gesucht sind der Mittelwert und seine Standardabweichung.
Als Niherungswert sei 40,17 gon gewihlt. Die Gewichtseinheit sei ein
viermal gemessener Winkel. Damit erhilt man:
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l" = v,' = Up
p L,‘ — Xp lp 6x - l,' vop Ilp
+ —_
1 2 3 4 5 6 7
mgon |mgon| mgon | mgon | mgon | mgon?|mgon?
2 1,4 2,8 + 0,6 1,2 0,72 3,92
1 1,8 1,8 + 0,2 0,2 0,04 3,24
3 21 6,3 - 0,1 0,3 0,03 | 13,23
2 2,5 5,0 - 0,5 1,0 0,50 | 12,50
8 15,9 14 1,3 1,29 | 32,89
15,9
ox = = 1,988 mgon; [vp] = +0,1 mgon (soll = Null)

8
15,9
[vwp] = 32,89 — 15,9 - éx = 32,89 — 5 = 1,29; soll 1,29.
(Beachte : Damit die [vvp]-Probe stimmt, muf3 éx auf 1 bis 2 Stellen
genauer berechnet werden, als sachlich notwendig ist).

Ausgleichsergebnisse:

X = 40,17 gon + 0,002 gon = 40,1720 gon;

12 7
4—1——91 =0,7mgon; s(x)= 0 o_ L 0,24 mgon.

V8

S0 =

S)

1.4.7 Ausgleichung von direkten Beobachtungen mit einer
Summenbedingung

Oftmals miissen die ausgeglichenen Werte mehrerer Messungen L; einer
mathematischen Bedingung geniigen, z.B. mufl die Summe der den Hori-
zont fiillenden Winkel 400 gon betragen, und eine Nivellementschleife, die
zum Ausgangspunkt zuriickgefiihrt wird, muB3 mit Null abschlieBen. Fiir
die Ausgleichung solcher Messungen ergibt das Prinzip des gewogenen
Mittels folgenden Weg:

Ist S der Sollwert und [L] die Summe aus den Ergebnissen der n die
Summe bildenden Messungen, so wird der Widerspruch w = [L] — S bei
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lauter gleichgewichtigen Messungen auf alle Einzelmessungen zu gleichen
Teilen verteilt. Die Standardabweichungen einer urspriinglichen Messung
L; bzw. die einer ausgeglichenen Messung x; sind

w 1
5= bzw. s(xi):si\/l—;- (1.29)

Bei ungleichen Gewichten der Einzelmessungen dagegen wird der Wi-
derspruch proportional zu den reziproken Gewichten 1/p; verteilt. Die
Standardabweichung einer urspriinglichen Messung von Gewicht 1 bzw.
die einer ausgeglichenen Messung x; sind dann

0 =w: H baw. s(x,-)z\;;))_i 1—1%:[%]. (1.30)

1.4.8 Berechnung der Standardabweichungen aus
Doppelmessungen

Oftmals werden der Sicherheit halber n gleichartige Grolen (Winkel,
Strecken, Hohenunterschiede, Flacheninhalte usw.) je zweimal mit glei-
cher Genauigkeit beobachtet. L; und ¢; seien die Beobachtungen und die
wahren Fehler der ersten Serie, L; und e;- die der zweiten Serie. Beob-
achtung plus wahrer Fehler ergeben laut Definition den wahren Wert einer
GroBe. Also muB sein

Li+e =L;+¢€, oder L;—L,=d;=—¢; +¢.

Mithin sind die d; = —¢; +5§ als die Differenz L; —L; bekannt. Werden die
n moglichen Gleichungen fiir die d; zuerst quadriert, dann aufsummiert
und schlieBlich durch n geteilt, so erhilt man, weil wie in [1.4.4] die
gemischten Glieder gegen Null gehen,

dd
u=s2—+—s
n

72

Da aber s und s/, wenn beide Male nach dem gleichen Verfahren ge-
messen wird, als gleich angenommen werden konnen, erhilt man bei
gleichgewichtigen Messungen als Standardabweichung einer einzelnen
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Beobachtung
dd
= —1. 1.31
s=y/|5a] (1.31)
als Standardabweichung einer aus beiden Messungen gemittelten Beob-
achtung
1 /|dd
=—4/|—]. 1.32
=3 | ] (1.32)

Bei Messungen mit verschiedenen Gewichten ist die Standardabweichung
einer Beobachtung vom Gewicht 1

[ddp]

2n
Beim Nivellement ist das Gewicht, da die Standardabweichung nach der
Regel bei (1.15) mit der Wurzel aus der nivellierten Strecke wichst, gemifl
(1.21) der Strecke umgekehrt proportional; also ist, wenn die Strecke R;
heiit, p; = I/R,

Fiir die Fehlerrechnung ergeben sich dann die in [11.4.1] abgeleiteten

Formeln.

50 = (1.33)

1.4.9 Ausgleichungsalgorithmus fiir vermittelnde Beobachtungen*

Die Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen wendet man an,
wenn mehrere Unbekannte gemeinsam zu bestimmen sind und die An-
zahl der Beobachtungen groBer ist als die der Unbekannten. In vielen
Fillen sind nicht die Unbekannten selbst beobachtet worden, sondern an-
dere Grofien, die mit ihnen in einem funktionalen Zusammenhang stehen.
So werden z.B. beim trigonometrischen Einschneiden Winkel gemessen;
als Unbekannte aber werden die Koordinaten des Neupunktes N bestimmt
[vgl. Bd. II, Kap. 5]. Zur Losung driickt man zunidchst in den Fehlerglei-
chungen die Beobachtungen durch die Unbekannten aus. Alsdann werden
die dabei auftretenden Verbesserungen v aufgrund der Forderung [vv] zum
Minimum ausgeglichen.

Ein einfaches Beispiel fiir das Aufstellen von Fehlergleichungen ist be-
reits in {1.4.5] gegeben. Nachfolgend soll ein Losungsweg fiir die Bestim-
mung mehrerer Unbekannter beschrieben werden. Fiir jede Beobachtung

* Fiir die Beschreibung wird die Matrizenschreibweise verwendet. Eine kurze Einfiihrung
findet man im Anhang G.
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L; erhilt man eine Fehlergleichung. Bei mehrere Unbekannten x,y, z ha-
ben diese, falls ein linearer Zusammenhang L; + v; = f;(x,y,z) gegeben

ist, die Form
ajx +apy +aisz

L+
Ly + vy = aynx +axny +axnz
. . (1.34)

Ly +vm = amix +am2y + am3z,

wobei die a; die bekannten Koeffizienten (vgl. z.B. 1.43) beschreiben.
Der Index i bezeichnet die Beobachtungen, j die Unbekannten.
In Matrizenschreibweise hat (1.34) die Form
L + v = Ax, (1.35)

aiy a2 a3
azy 4 ax;

L v
L, V) *
. | =L, Cl=v, [yl=x, [91 432 43 |=A
L. : z .
v,
" " A9m1 Am2 Am3
Nach Anwenden der Methode der kleinsten Quadrate erhilt man aus (1.35)
fiir gleichwertige Beobachtungen die Normalgleichungen
(1.36)

ATAx - ATL =0

und daraus die Unbekannten

-1
&= (ATA> (ATL) .
(": Schitzwert)

Von besonderem Interesse in der Gleichung (1.37) ist die Kofaktorma-
trix (ATA)_I. Mit dieser berechnet man die Varianz-Kovarianzmatrix der

(1.37)

Unbekannten:
o2 Oxy Oxg .
o 03 0y | =0f (ATA) (1.38)
O Oz 012

Die Groflen in der Diagonalen sind die Varianzen der Unbekannten, die
seitwdrts liegenden die Kovarianzen. Der Faktor a(% ist eine Konstante.
Eine unverzerrte Schitzung flir die Konstante ist die empirische Varianz

T
vy (1.39)

)
n—u

2 _
So—
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wobei

n: Anzahl der Beobachtungen,

u: Anzahl der Unbekannten ist.

Bei einer ausreichenden Anzahl von Uberbestimmungen (n — u > 5)
kann sg in (1.38) an Stelle von 6(2) verwendet werden.

Die Verbesserungen erhilt man nach (1.35) aus

v=AR—L. (1.40)

Bei Beobachtungen mit unterschiedlichen Gewichten erhilt man an Stelle
von (1.36), (1.37), (1.38):

—1
(ATPA> x — ATPL =0, (1.36a)
-1
&= (ATPA) ATPL, (1.37a)
0')% ny Oxz
oy 0% oy | =o3(ATPA)T =N (1.38a)
Uu Uzy Ug’
mit
Py
P
2 _p
Py
und
T
2 V' Pv
_ 1.39
0= (1.39a)

Sind die urspriinglichen Fehlergleichungen (1.34)
L +v=fi(x,y,z)

nicht linear, so werden sie — mit Hilfe der Taylorschen Reihe fiir mehrere
Unbekannte — linear gemacht. Nach Einfijhren von Niherungswerten

x=xp+dx,y=yo+dy, z =2 +dz, (1.41)
erhilt man an Stelle von (1.34) die linearisierten Fehlergleichungen:

oy —f o o o
L1+Vl _ft(xo’y0720)+(ax)odx+(8y>0dy+(az)0dz+ .
1
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Wi\ _o (%) o, (2 =
(%) < (%) (L) =an 9

L; _ﬁ(XanO,ZO) = lia (144)
so bekommen die umgeformten Fehlergleichungen die Form:

Setzt man

und

v; = a;1dx + appdy + aj3dz — ;. (1.45)

Beispiele*:
a) Die unspriinglichen Fehlergleichungen fiir die von Festpunkten (x;,y;),
zu einem Neupunkt (x,y) gemessenen Strecken lauten:

sitvi=qy O -2+ —x)?, (1.46)

bzw. nach Einfiihren von Niherungskoordinaten fiir den Neupunkt N

si +vi = qO\/(yo —yi +dy)? + (xo — x; +dx)%.

g ist ain Mafstabsfaktor, gg ein N#herungswert.
Fiir die einzelnen Glieder von (1.45) erhdlt man dann

fi(x0,50) = 610\/()’0 —yi)?+ (0 —x;)? = sD;

so daB die umgeformten Fehlergleichungen lauten

YO_yt

Vi =qo dy + g0t dx + sPdg — (sz —~ sO) (1.47)
l

l
b) Bei Richtungsbeobachtungen von Festpunkten (x;,y;) zu einem Neu-
punkt (x,y) gelten die urspriinglichen Fehlergleichungen:

(r,(\),)i + v; = arctan y_:%, (1.48)
4

* vgl. [8.4]
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wobei (rN) die zum Neupunkt weisenden orientierten Richtungen sind
[8.3.2]. Nach Einfithren von Niherungswerten
yi =yo +dyi, xi = x +dx;

erhilt man durch Linearisieren

—¥i 0 arcta O arct
(r}\),). + v; = arctan WY + < ng> dy + (ﬂ) dx
! 0 0

XQ — X Oy Ox
mit
_Yotdy—y
xo-}-dx—x,-’
O arctan g xg —x; 200
(e ), = =+ 20,
Y 0 () i
Jdarctan g yo—y 200
T )T T T e
* 0 (s?) i

2
(S,Q) = (yo —¥i)? + (x0 — %)%
)’0 )’t _t0

Setzt man noch arctan -
chungen:

cofomxn 200, yo—yi 200, ((0) _ 0
= dy o7 ax— (%) -10).  (149)

4

so gilt fiir die umgeformten Fehlerglei-

i

¢) Sind auf einem Neupunkt (x, y) Richtungen r; zu mehreren Festpunkten
(x;,y;) gemessen, so gilt fiir die Richtung nach einem beliebigen Punkt:

ri +v; = —¢ + arctan N—) (1.50)
Xi — X

Die arctan Funktion unterscheidet sich von der in (1.48) auftretenden da-
durch, dal im Zzhler und Nenner des Quotienten die Vorzeichen vertauscht
sind. Im Vergleich zu (1.49) haben daher auch die Koeffizienten der Feh-
lergleichungen ein umgekehrtes Vorzeichen; der Betrag der Koeffizienten
bleibt erhalten, ¢ ist eine Orientierungsunbekannte. An Stelle von (1.49)
erhilt man:

v =

—x 2 —y; 2
Xo—x 200~ yo—yi 200 (ri__tf) (1.51)

GOF T 0w
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mit
t,-o — arctan 20— 2 200gon.
X0 — X

Beim Riickwirtseinschneiden sind nicht nur die Koordinaten des Neu-
punktes, sondern auch die Orientierung ¢ der gemessenen Richtungen
unbekannt. Das System der Fehlergleichungen kann daher geldst wer-
den, wenn auch fiir die Unbekannte ¢ ecine Fehlergleichung aufgestellt
ist. Da hierfiir keine Beobachtung vorliegt, muf} eine fingierte Gleichung
eingefithrt werden. Diese lautet nach Schreiber:

Vnt1 = [ai1]1dy + |a;2)dx — [I;]]; Gewicht: p, 4| = (1.52)

1
pil}’
wobei

l; = (r,- —tio).

Einzelne Aufgaben kann man nach folgendem Rechenschema 16sen: Bilde

(1) Niherungskoordinaten X0, Y0
(2) die linearen bzw. nichtlinearen L +vi =fix,y,2)
Beziehungen zwischen den
Beobachtungen und Unbekannten,
d.h. stelle jede Beobachtung als
Funktion der Unbekannten auf

(3) die Koeffizienten aj1,qi,- .

(4) die Absolutglieder I; = L; — f;(x0,¥0,20)
(5) die Matrix der Koeffizienten A

(6) die Matrix der Absolutglieder 1

(7) die Unbekannten % = (ATA)"/(ATI) =N-!n
(8) die Verbesserungen der Beobachtungen v =A%-1
(9) die Ausgleichungsprobe viv=1Ty

(10) die empirische Varianz 58 = vIv/(n —u)

(11) die Varianz der Unbekannten ( ATA)_I)SO2

(12) das Endergebnis X.

1.4.10 Fehlergrenzen und Vertrauensbereich

Die Fliache unter der Kurve Abb. 1.4 reprisentiert die Gesamtheit aller
aufgetretenen Fehler. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung einen
Fehler zwischen den Grenzen € = a und € = b zu begehen, erhdlt man
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demnach durch Integration von (1.5) zu

b
- h
@(e) = NG / e M ge. (1.53)
e=a
Wihlt man als Grenzen a = —u;0 und b = +u;0, wobei ug ein Zahlen-

faktor und ¢ der nach (1.8) fiir den Fall n — oo gefundene theoretische
Wert der Standardabweichung ist, so gewinnt man fiir bestimmte Werte
von u; die in der Tabelle 1 vermerkten Prozentsétze der Sicherheit S dafiir,
dafBl die Beobachtungen in dem Vertrauensbereich

x tuso (1.54)

liegen. Nach der letzten Zeile dieser Tabelle wird also der dreifache Wert
von ¢ nur in 0,3% aller Fille iiberschritten.

Tabelle 1
Us S%
1 68,3
1,96 95
2 95,4
2,58 99
3 99,7

Gestiitzt auf diese Erkenntnisse und auf langjéhrige praktische Erfah-
rungen betrachten die Vermessungsverwaltungen den 3- bis 4fachen Betrag
der theoretischen Standardabweichung der verschiedenen Messungsarten
als Fehlergrenze und schreiben vor, dafl Messungen, bei denen die jewei-
ligen Fehlergrenzen tiberschritten werden, wiederholt werden miissen [vgl.
4.2.6, 6.7.6.3, 11.4.3]. Diese Vorschrift fithrt vielfach zu der Auffassung,
daB ein Messungsergebnis, bei dem die aus den Messungen selbst errech-
nete Standardabweichung den durch die Fehlergrenzen gesteckten Rah-
men nicht iiberschreitet, als gesichert angesehen werden kann. Das trifft
in dieser Allgemeinheit nicht zu. Aus der begrenzten Zahl der Messungen
gewinnt man namlich nicht den theoretischen Wert o der Standardabwei-
chung, sondern z.B. nach (1.9) oder (1.31) lediglich den Naherungswert
s, und nach [1.4.5] und [1.4.6] den Niherungswert s(x). s und s(x) aber
sind um so ungenauer, je kleiner die Anzahl f der zu ihrer Berechnung
verwandten iiberschiissigen Messungen ist.

Die mathematische Statistik verzichtet daher auf den Begriff der Feh-
lergrenze und ermittelt statt dessen fiir das Messungsergebnis den soge-
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nannten Vertrauensbereich, dessen untere und obere Grenze beschrieben
wird durch die Formel

x £ t55(3). (1.55)

Der darin auftretende Faktor ¢ ist eine Funktion der Anzahl f der zur
Berechnung von s(x) benutzten iiberschiissigen Messungen und des je
nach Lage des Falles fiir erforderlich gehaltenen Sicherheitsprozentsatzes
S. Einige Zahlenwerte dieser sog. “Studentschen” Funktion sind in der
Tabelle 2 wiedergegeben. In diese geht man cin mit f und findet rechts
daneben die Werte fiir #; bei S = 95% und S = 99%.

Tabelle 2
Wert von ¢t fiir
f S =95% S =99%
1 12,71 63,66
2 4,30 9,92
3 3,18 5,84
4 2,78 4,60
5 2,57 4,03
8 2,31 3,36
10 2,23 3,17
20 2,09 2,85
50 2,01 2,68
00 1,96 2,58

Der sogenannte Erwartungswert oder wahre Wert der Messungsgrofie
selbst liegt dann mit dem gewdhlten Sicherheitsprozentsatz S in dem durch
(1.36) beschriebenen Bereich.

Zahlenbeispiele:
1. Im Zahlenbeispiel zu [1.4.5] wurden x = 52,351 gon und

s(x) = 40,0013 gon

mit f = 5 iiberschiissigen Beobachtungen berechnet. Also ist der Vetrau-
ensbereich bei 95% Sicherheit:

X +2,57-0,0013 oder 52,351gon £ 0,003 gon,
und bei 99% Sicherheit:
x +4,03-0,0013 oder 52,351gon + 0,005 gon.

Die Unsicherheit des Ergebnisses ist also 3 bzw. Smal groBer als meistens
aufgrund der berechneten Standardabweichung angenommen wird.
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2. Im Zahlenbeispiel zu [1.4.6.2] ergab sich x = 40,1720 gon und s(x) =
0,00024 gon mit f = 3. Also ist der Vertrauensbereich bei § = 95%

X £ 3,18 -0,00024 gon oder 40,1720 gon & 0,0008gon
und bei § = 99%
x +5,84-0,00024 gon oder 40,1720 gon 4+ 0,0014 gon.

Der SchluBBsatz zum vorigen Beispiel gilt entsprechend.

Es iiberrascht zunichst, daB bei steigenden Anspriichen an die Sicherheit in
beiden Beispielen die Vertrauensgrenzen weiter nach aulen geriickt sind und da-
mit das Ergebnis x mit groBerer Unsicherheit behaftet zu sein scheint als bei
geringeren Anspriichen. Die Erklidrung ist jedoch einfach: Wenn zwischen den Ve-
trauensgrenzen bei sonst gleichbleibenden Verhiltnissen ein groBerer Prozentsatz
an Sicherheit untergebracht werden soll, so miissen die Grenzen erweitert werden.
Wiinscht man dagegen das endgiiltige Messungsergebnis X in engeren Grenzen
einzuschlieBen, so muff man — eine aus (1.36) folgende triviale Erkenntnis — ent-
weder durch genaueres Messen fiir eine kleinere Standardabweichung sorgen oder
durch Vermehrung der Zahl der iiberschiissigen Beobachtungen in der Tabelle 2
zu einem kleineren Wert von t; kommen.

1.5 Bezugsflichen

Um die zu vermessenden Gegenstinde nach Lage und Hohe festlegen zu
konnen, bedarf es einer Ausgangs- oder Bezugsfliche. Hierfiir empfiehlt
sich, da man die Vertikalachsen der Vermessungsinstrumente mit Hilfe von
Pendeln oder Libellen in die Richtung der Schwerkraft zu bringen pflegt,
eine Niveaufliche, d.h. eine Flidche, die in jedem ihrer Punkte normal
zu der jeweiligen Richtung der Schwerkraft verlauft. Eine Flidche dieser
Art ist auf der Erde durch die Oberfliche des Weltmeeres gegeben, das
man sich hierzu in einer von Gezeiten, Stromungen usw. freien mittleren
Lage ruhend vorzustellen und mittels kommunizierender Rohren unter den
Kontinenten fortgesetzt zu denken hat. Diese auf der ganzen Erde eindeutig
definierbare Fliche wird in Anlehnung an das griechische Wort fiir Erde
als Geoid bezeichnet und als die mathematische Figur der Erde betrachtet
(Abb. 1.5).

Die Meeresoberfliche stellt sich nach Maligabe der Schwerkraft ein.
Da diese aber infolge der Massenverteilung im Erdinnern gewisse Unre-



1.5 Bezugsflichen 35

gelméBigkeiten aufweist, ist auch das Geoid keine regelmifige Fliche.
Es gleicht jedoch mit Abweichungen, die 80 m kaum iiberschreiten, ei-
nem Umdrehungsellipsoid, dessen Aquatorhalbmesser im Jahre 1987
wihrend der “General Assembly der 1.U.G.G.” (Internationale Union fiir
Geodisie und Geophysik) in Vancouver durch internationale Vereinba-
rung zu 6378137 m festgelegt ist. Als MaB fiir die Abplattung — das
ist die relative Verkiirzung der Drehachse gegeniiber der Aquatorachse —
ist 1:298,25 angenommen worden. Die Drehachse ist also nur rund 3%o
kiirzer als die Aquatorachse.

sichtbare Erdoberfldche

\ . -
~Ellipsoid
Abb. 1.5 Geoid, Ellipsoid, physische Erdoberfliache

Soll nun ein Ausschnitt aus der sichtbaren Erdoberfliche vermessen
werden, so denke man sich alle Oberflichenpunkte in der jeweiligen Lot-
richtung auf das Geoid projiziert. Als Fliche gilt dann die Projektion des
Ausschnitts auf das Geoid. Die horizontale Entfernung zweier Punkte ist
die auf dem Geoid zu messende kiirzeste Entfernung der LotfuSpunkte;
die Hohe (= Meereshohe) eines Punktes ist sein in der Lotlinie gemesse-
ner Abstand vom Geoid, und der Hohenunterschied zweier Punkte ist die
Differenz ihrer Meereshohen.

Angesichts der geringen Unterschiede von Geoid und Umdrehungsel-
lipsoid kann man, sofern man sich auf Linder von mittlerer Grofle be-
schrinkt, fiir Lagemessungen ein Umdrehungsellipsoid als Bezugsfliche
nehmen und hat dann den Vorteil, auf einer mathematisch beherrschbaren
Fliache rechnen zu konnen. Fir kleinere Lénder reicht hiufig eine sich
der Erdkrimmung im Vermessungsgebiet moglichst eng anschmiegende
Kugel aus, und wenn das Vermessungsgebiet 10 km im Quadrat nicht
iiberschreitet, geniigt die Ebene als Bezugsfliche.

Bei den Hohenmessungen sind diese Vereinfachungen im allgemeinen
nicht erlaubt. Einerseits ist ndmlich die Kriimmung der Erdoberfliche so
bedeutend, daB} eine Tangentialebene, die man in irgendeinem Punkt an
die als Ellipsoid oder Kugel betrachtete Erde legt, in 35 km Entfernung
vom Beriihrungspunkt bereits rund 100 m von der Erde absteht. Zum
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anderen machen die Unterschiede zwischen Ellipsoid und Geoid sich bei
der Hohenmessung durchaus bemerkbar. Hohenmessungen werden daher
in der Regel auf das Geoid — oder wie man in der Praxis zu sagen pflegt —
auf den mittleren Meereshorizont bezogen.



2 Bestandteile geodéitischer MeBinstrumente

2.1 Die Libellen

Um die geoditischen Lage- und Hohenmessungen auf die in [1.5] bzw.
[3] eingefithrten Bezugsfiichen beziehen zu konnen, miissen die Achsen
der MeBinstrumente in die Lotrichtung gebracht oder rechtwinklig zu ihr
eingerichtet werden. Hierfiir bedient man sich in vielen Instrumenten der
Libellen, die in unterschiedlichen Austfiihrungen als Dosenlibellen fiir Gro-
beinstellungen und als Roéhrenlibellen oder Libellen mit einem Fliissig-
keitshorizont fiir feinere Messungen gefertigt werden. Man unterscheidet
analoge und digitale Libellen; die ersteren haben eine analoge, die zwei-
ten eine digitale MeBwertausgabe. Digitale Libellen haben den Vorteil,
dafl ihre MeBwerte von einem Rechner weiterverarbeitet oder durch Zif-
fernanzeigeeinheiten angezeigt werden konnen.

2.1.1 Die Dosenlibelle

Eine Dosenlibelle (Abb. 2.1) besteht aus einem in Metall gefafliten runden
GlasgefiB3, dessen Deckel auf der Innenseite kugelférmig ausgeschliffen
und dessen Boden zugeschmolzen ist. Das GefiB ist bis auf einen kleinen
Rest — die Blase — mit Ather oder Alkohol gefiillt. Die Mitte des GefiBes
ist durch einen oder mehrere Kreise angedeutet.

Mit einer justierten Dosenlibelle wird eine auf Stellschrauben ruhende
Ebene, z.B. ein Meftisch, horizontiert und eine durch Stellschrauben ge-
haltene Vertikalachse lotrecht gestellt, indem man die Libellenblase mit
den Stellschrauben zum Einspielen bringt. Die Dosenlibelle ist justiert,
wenn eine an den Mittelpunkt der Kugelkappe gelegte Tangentialebene
der Auflagenfliche der Libelle parallel ist oder wenn sie normal zu der
Vertikal- oder Stehachse verliuft.

Um eine Dosenlibelle zu justieren, 148t man die Blase mit Hilfe der
Stellschrauben genau einspielen und bewegt die Libelle (durch Umset-
zen auf dem Tisch bzw. Drehen der Stehachse) ganz langsam um 200
gon. Zeigt sich dabei ein Ausschlag, so beseitigt man ihn zur Hilfte mit



38 2 Bestandteile geoditischer Mefinstrumente

Abb. 2.1 Dosenlibelle

den Stellschrauben, zur Hilfte mit den an der Libellenfassung sichtbaren
Justierschrauben.

2.1.2 Die Rohrenlibelle

(1) Rohrenlibellen mit analoger MeBwertausgabe

Eine solche Rohrenlibelle (Abb. 2.2) besteht aus einer in Metall gefaBten
zylindrischen Glasrohre, deren Innenseite im oberen Teil tonnenformig
ausgeschliffen ist, so daB sie im Lingsschnitt als Kreisbogen erscheint.
Die Rohre ist an beiden Enden zugeschmolzen und hiufig mit Ather
gefiillt bis auf die von Atherdimpfen eingenommene lingliche Blase, die
an die jeweils hochste Stelle der Libelle wandert. An der AuBenwand des
Glaskorpers ist eine Teilung angebracht, deren Striche (Tonnenreifen) bei
dlteren Libellen 2,26 mm (eine Pariser Linie), bei neueren Libellen 2 mm
voneinander entfernt sind. Der Abstand zweier Teilstriche heifit Pars. Der
Mittelpunkt der Teilung ist der Normalpunkt oder die Mittelmarke; die
in der Mittelmarke in Lingsrichtung der Libelle an die innere Wandung
gelegte Tangente ist die Libellenachse; ihre Projektion auf die Unterseite
der Fassung — d.h. auf die Ebene, mit der die Fassung aufliegt — wird als
Setzlinie bezeichnet. Der Winkel, um den die Libelle geneigt werden muB,
damit die Blase um einen Pars weiterlduft, heifit die Angabe der Libelle.
Sie wird in der Regel in Sexagesimalsekunden angegeben und liegt bei
Feinnivellierlibellen bei 5”, bei mittleren Libellen bei 20” und bei einfa-
chen Libellen bei 45”. Die entsprechenden Schliffhalbmesser sind 82,5 m,
20,6 m und 9,2 m.
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)

Abb. 2.2a Réhrenlibelle mit analoger MeBwertanzeige

Phasenempfindlicher
Ausgang

Elektrolyt
Abb. 2.2b Rohrenlibelle mit digitaler MeBwertanzeige

(2) Digitale Rohrenlibellen

Bei diesem Typ von Rohrenlibellen wird der Neigungswinkel in eine ana-
loge Spannung und diese durch einen Analog/Digital-Wandler in eine di-
gitale Grofle umgeformt.

Als Sensor dient eine Elektrolytlibelle (Abb. 2.2b). Die Rohre enthilt
eine leitende Fliissigkeit und drei in die Glaswand eingeschmolzene Elek-
troden. An die der Blase zugewandten Elektroden wird gegenphasig eine
Wechselspannung (z.B. von 1 KHz) gelegt. Wandert die Blase aus ihrer
Mitteneinstellung heraus, so wird die Symmetrie der Wechselstrombriicke
gestort und am Ausgang entsteht analog zur Neigung eine Wechsel-
spannung. Die Wechselspannung wird gleichgerichtet und durch einen
Analog/Digital-Wandler digitalisiert. Der MeBwert kann dann an einer
Ziffernanzeigeeinheit abgelesen werden (Michelbacher 1990).

2.1.3 Libellen mit einem Fliissigkeitshorizont

Bei diesen Libellen handelt es sich um Zwei-Komponenten-Neigungsmes-
ser, mit denen Neigungen in zwei zueinander senkrechten Richtungen be-
stimmt werden kénnen (Abb. 2.3).
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by

Fliiseigkeita-
kompensator
Abbildungesyetem
Beleuchtungsdiode
Photodiode (Posicon)
Prisma

Pentaprisma

@ e ok Sa B

1 = ¢4 Quadranten
/ e Lichtpunkt
’ +—+ Fermrohr-Richtung

I Kippachs=-Richtung

Abb. 2.3 Libelle mit Fliissigkeitshorizont

Das MeBprinzip basiert auf der Reflexion eines Lichtstrahls an ei-
ner Fliissigkeitsoberflache. Der Lichtstrahl einer Lumineszenzdiode wird
nach der Reflexion an der Fliissigkeitsoberfliche als Lichtfleck auf eine
4-Quadrantendiode abgebildet. Die Leuchtdiode, der Fliissigkeitsbehilter
und die 4-Quadrantendiode sind gehdusefest angebracht; der Lichtpunkt
wandert daher iiber den Detektor, wenn die Libelle unterschiedlich ge-
neigt wird. Neigungen der Libelle werden von der 4-Quadrantendiode
(durch je zwei gegeniiberliegende Dioden) in den beiden Achsrichtun-
gen als Spannungswerte detektiert. Die Spannungen konnen durch einen
Analog/Digital-Wandler in digitale MeBwerte umgewandelt werden. Be-
findet sich eine solche Libelle z.B. in einem Theodolit, so ordnet man die
eine Achse des Quadrantendetektors in Richtung der Kippachse und die
andere in der Ebene der Zielachse an.



2.1 Die Libellen 41
2.1.4 Justierung und Gebrauch der Libellen

(1) Justierung und Gebrauch der Rohrenlibellen

Befindet sich die Rohrenlibelle in einer Fassung, die das Umsetzen der
Libelle ermoglicht, so heift sie Setzlibelle; mit ihr lassen sich Geraden
und Ebenen horizontieren.

Die Setzlibelle ist justiert, wenn die Libellenachse der Setzlinie parallel
ist. Wird eine justierte Setzlibelle auf eine horizontale Ebene gesetzt, so
spielt die Blase auf die Mittelmarke ein.

Um Einblick in das Verhalten einer Setzlibelle zu gewinnen, stelle man
mit Hilfe eines “Legebrettes”, d.h. eines schmalen ebenen Brettes, das
mit einer Stellschraube um eine horizontale Achse gekippt werden kann
(Abb. 2.4), eine um « geneigte Ebene her und setze auf diese Ebene eine
um [ dejustierte Libelle.

Tangente an S P S
N A

Abb. 2.4 Gebrauch der Setzlibelle

Der Ausschlag L, den die Blase zeigt, ist das Ergebnis von Neigung
und Dejustierung; er ist, wie man in Abb. 2.4 links erkennt, gleich (a+3).
Setzt man die Libelle um (rechts im Bild), so schlégt die Blase um (a—3)
nach der entgegengesetzten Seite aus. Der Weg der Blase von L; bis zur
neuen Stellung L, betrdgt also im WinkelmaBl 2¢, und wenn man den
Punkt in der Mitte des Bogens LjL;, den Spielpunkt, mit § bezeichnet,
so ist L|S = SL; = o. Folglich ist, wenn die Blase im Spielpunkt steht,
a = 0, d.h. die Ebene ist horizontal. Der Bogen MS aber entspricht,
wie man anhand der Zeichnung erkennt, dem Dejustierungswinkel 5. Um
die Libelle zu justieren, hat man mithin den Bogen MS gleich Null zu
machen, oder, anders ausgedriickt, man hat den Spielpunkt mit Hilfe der
Libellenjustierungsschraube auf die Mittelmarke zu verlegen.
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Die Justierung wird besonders einfach, wenn man zuvor a =  macht.
Das wird automatisch erreicht, indem man zunichst die Blase mit den
Stellschrauben des Legebrettes auf die Mittelmarke einstellt. Setzt man
dann um, so schlidgt die Blase um 2a = 23 aus. Jetzt wird eine Hilfte
des Ausschlages mit der Stellschraube des Legebrettes beseitigt; dann ist
die Setzlinie horizontal. Die andere Hilfte wird fortgeschafft, indem man
die Blase mit den Justierschrauben der Libelle wieder auf die Mittelmarke
bringt; damit ist die Libelle justiert. Wenn sich nach abermaligem Umset-
zen noch ein Ausschlag zeigt, so ist der Vorgang zu wiederholen.

Wird lediglich das Horizontalstellen der Setzlinie ohne Libellenjustie-
rung verlangt, so bestimmt man durch Umsetzen der Libelle den Spiel-
punkt der Blasenmitte oder eines Blasenendes in Beziehung auf die Setz-
linie und stellt die Blase mit Hilfe der Stellschraube des Legebrettes auf
den Spielpunkt ein.

Die Vertikalachsenlibelle wird — anders als die Setzlibelle — nicht als
selbstdndiges Geridt gebaut, sondern sie findet sich als Zusatzeinrichtung
z.B. an Theodoliten und anderen Instrumenten, deren Vertikalachse mittels
einer Vertikalachsenlibelle streng lotrecht gestellt werden soll. Eine Verti-
kalachsenlibelle ist justiert, wenn die Libellenachse — d.i. die Tangente in
M - mit der Vertikalachse einen rechten Winkel bildet (Abb. 2.5). Man
erhilt den Spielpunkt der Libelle in Beziehung auf die Vertikalachse, in-
dem man durch Drehen der Vertikalachse die Richtung der Libellenachse
um 200 gon dndert und den Blasenweg L;L; halbiert.

Abb. 2.5 Gebrauch der Vertikalachsenlibelle

Um eine Vertikalachse lotrecht zu stellen und die Vertikalachsenlibelle
zu justieren, geht man wie schon zuvor beschrieben, wieder von dem Fall
a = (3 aus und hat dann folgende Schritte zu machen:
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Vertikalachse mit Dosenlibelle genédhert aufrichten.

. Rohrenlibelle parallel zu zwei FuB3schrauben stellen und Blase auf Mit-

telmarke einspielen lassen.

Achse nebst Libelle um 200 gon drehen und Ausschlag ablesen.

4, Die Hilfte des Ausschlages mit den Fuf3schrauben beseitigen; die Blase
steht damit im Spielpunkt, und die Achse ist in einer Richtung aufge-
richtet.

S. Achse nebst Libelle um 100 gon drehen und Blase mit der dritten
FuBlschraube auf den vorher bestimmten Spielpunkt bringen; damit ist
die Achse auch in der zweiten Richtung aufgerichtet.

6. Zur Probe Achse langsam drehen; bleibt die Blase dann nicht im Spiel-
punkt stehen, so sind die Vorginge 2. bis 5. zu wiederholen.

7. Wenn die Blase stehenbleibt, ist die Achse streng lotrecht. Stellt man

alsdann die Blase mit den Libellenjustierschrauben auf die Mittelmarke

ein, so wird der Spielpunkt auf die Mittelmarke verlegt; die Libelle ist
justiert. Bei digitalen Libellen kann die Restabweichung auch gespei-
chert und rechnerisch in Form einer Korrektur berticksichtigt werden.

N =

bt

(2) Justierung und Gebrauch der Libellen mit einem
Fliissigkeitshorizont

Wird eine solche Libelle [vgl. 2.1.3] z.B. in einem Theodolit montiert,
so wird sie bei vertikaler Stehachse so justiert, da die Restausschlige
in beiden Achsrichtungen nahezu Null sind. Die Restabweichungen wer-
den wie in [2.1.4(1)] in einer Zweilagenmessung ermittelt; diese konnen
schlieBlich abgespeichert und von einem Mikroprozessor als Korrektur
beriicksichtigt werden.

2.1.5 Das Bestimmen der Libellenangabe

Mit der Libellenangabe wird die Genauigkeit der Libellen mit analoger
MeBwertausgabe charakterisiert. Die Angabe einer Libelle 146t sich nach
unterschiedlichen Verfahren bestimmen. Libellen, die mit einem Fernrohr
Jest verbunden sind, konnen mit Hilfe eines in der Entfernung s senkrecht
aufgestellten Maflstabes (z.B. einer Nivellierlatte) untersucht werden. Man
stellt das Instrument so auf, daB} eine der drei FuBlschrauben zur Latte
weist, liest an der Libellenteilung den Stand eines Blasenendes ab und
macht mit Hilfe des Fernrohrs am MaBstab die Ablesung /;. Dann lafit
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man die Blase durch Bewegen der zum Maflstab weisenden FuBBschraube
um n Pars weiterwandern und liest am MaBstab I, ab. Jetzt stellt man die
Neigungsidnderung in Pars dem aus der Ablesung am Malstab abzuleiten-
den Winkel gegeniiber und erhilt

7

ll _l2 i

npars = —=p oder lpars = =— (I; — bb).
s

Beispiel: n =20;s = 18,80 m; [ = 1,397 m; [, = 1,361 m

| oars _ 206265 0,036
A = 018,80

e
ns

— 20//

Libellen, die nicht fest mit einem Instrument verbunden sind, kann man
auf einem Libellenpriifer untersuchen. Die schematische Darstellung eines
Libellenpriifers einfacher Bauart zeigt Abb. 2.6. Er besteht aus einem T-
formigen Triger, besitzt zwei Y-Lager zur Aufnahme der Libellen und
kann mittels einer FeinmeBschraube geneigt werden. Die FeinmeBschraube
kann z.B. eine Ganghdhe von 15 mm und eine Teilung von 100 Teilstrichen
haben. Hiufig sind die Neigungen unmittelbar in der Einheit [”] abzulesen.

Abb. 2.6 Libellenpriifer

Ist 7 die Ganghohe der Schraube und / die wirksame Lénge des Libel-
lenpriifers, so bewirkt eine volle Schraubenumdrehung eine Neigungsénde-
rung k" = ¢”-h /I, die als Konstante des Libellenpriifers bezeichnet wird.
Ist £ bekannt, so wird zunidchst die Anfangsstellung der Blase abgelesen,
und es wird nach + Umdrehungen eine zweite Ablesung gemacht. Dieser
Vorgang wird mit kleinen Anderungen in der Ausgangsstellung mehrere
Male wiederholt. Ist die Blase im Mittel um n Pars weitergelaufen, so
errechnet sich der Wert fiir 1 Pars oder die Angabe der Libelle aus

t
npars =tk”  oder  lpars = —k”.
n
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Beispiel: Bestimmung der Angabe einer Rohrenlibelle. Die Ganghohe der
Schraube ist 0,5 mm, die wirksame Linge 250,0 mm, so daB k = 400"
ist. Die Schraubentrommel gestattet Ablesungen auf 0,01 Schraubenum-
drehungen.

Trommel- Libellenablesungen
t n
ablesung links | rechts | Mitte
0,00 1,7 15,2 8,45
—_— 0,25 5,10
0,25 6,8 20,3 13,55
0,02 2.4 16,0 9,20
0,25 4.80
0,27 7,2 20,8 14,00
0,05 3,0 16,6 9,80
_—F 025 4,75
0,30 7,7 21,4 14,55
0,13 4.6 18,3 11,45
0,25 4,90
0,38 9,5 23,2 16,35
0,23 6,3 20,0 13,15
—_— o 0,25 5,05
0,48 11,4 25,0 18,20
Mittel 4,92

Mithin ist die Angabe %33 - 400" = 20,3".

Als behelfsmiBiger Libellenpriifer kann ein Legebrett dienen. Man hat dann
zur Ermittlung der Konstanten die Lange ! unmittelbar zu messen. Die Ganghohe
h der Schraube bestimmt man, indem man die Schraube auf einem Blatt Papier
abdriickt und den Abstand mehrerer Windungen mit einem Millimeterstab mift.

Abb. 2.7 zeigt einen Libellenpriifer hoher Prdizision. Ein solcher Libel-
lenpriifer ist erschiitterungsfrei auf einem massiven Sockel in einem Raum
mit konstanter Temperatur aufzustellen. Drei Feinstellschrauben tragen
eine Grundplatte. Die Grundplatte ist liber ein mechanisches Hebelsystem
mit einem Kipptisch (MeBfliche) verbunden. Mit der FeinmeBschraube
kann man die MeBfliche kippen. Das Kippgelenk bilden zwei Blattfedern,
iiber die der Kipptisch und die Grundplatte miteinander verbunden sind.
Ein zweiseitiger Hebel, der ebenfalls mit einer Grundplatte durch eine
Blattfeder verbunden ist, stiitzt sich einerseits an der Mikrometerspindel
und andererseits am Kipptisch ab.
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Abb. 2.7 Libellenpriifer Likon (Breithaupt)
(1 Kipptisch, 2 Stellschraube, 3 Dosenlibelle, 4 FeinmeBschraube, 5 Libellen-
halter, 6 Ableselupe, 7 Schutzhaube)

Die wichtigsten technischen Daten sind:

Mikrometerintervall: 1”
MeBbereich: +1500"
—1000"

max. system. Fehler iiber
den gesamten MeBbereich: <5%
max. Belastung: 20 kp.

Mit dem Libellenpriifer lassen sich ungefafite, gefate und fest mit
einem Instrument verbundene Libellen priifen.

2.1.6 Besonderheiten der Rohrenlibellen

a) Die Libellenteilung geht bei Gebrauchsinstrumenten in der Regel
von der Mitte aus nach beiden Seiten; fiir feinere Libellen ist sie durch-
laufend beziffert. Bei der Ablesung von Libellen mit Mittelteilung hilft
man sich, indem man eine Richtung, etwa die zum Fernrohrobjektiv, als
+-Richtung betrachtet.

b) Wendelibellen sind auf der Oberseite und der Unterseite ausgeschlif-
fen und geteilt, so daB sie in beiden Lagen benutzt werden konnen. Sie
haben deshalb eine obere und eine untere Libellenachse, die parallel sein
miissen. Diese Forderung ist bei neueren Libellen bis auf wenige Bogen-
sekunden erfiillt.
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nicht it

einsprelend

einspielend '\{LJ/IN

Abb. 2.8 Koinzidenzlibelle

¢) Kammerlibellen enthalten an einem Ende eine durch eine Scheide-
wand abgetrennte Kammer, in die ein Teil der Libellenfliissigkeit durch
Heben und Senken des Kammerendes iiberfithrt werden kann. Dadurch
148t sich die zwangsldufige von der Temperatur der Libellenfliissigkeit
abhingige Blasenldnge regulieren. Besser baut man die Libelle in eine
isolierende Fassung ein, so dal Temperatureinfliisse moglichst ferngehal-
ten werden.

d) Bei Koinzidenzlibellen ist, um eine sehr scharfe Einstellung der
Libelle vom Beobachterstand aus zu erméglichen, iiber der Libelle ein
Prismensystem angebracht, das die Blasenenden in der Lingsrichtung
spaltet und die Bilder der gespalteten Blasenenden nebeneinanderspiegelt
(Abb. 2.8). Wenn man dann durch Bewegen der FuB3schrauben des Unter-
baus die beiden gespaltenen Blasenenden zur Koinzidenz bringt, so dafy
sie sich zu einer symmetrischen Figur vereinigen, spielt die Libelle ein.
Koinzidenzlibellen haben in der Regel keine Teilung. Zur Bestimmung der
Angabe mif3t man den Blasenweg am Glaskorper mit einem Millimeterstab
und bezeichnet als Angabe den Neigungswinkel, der einem Blasenweg von
2 mm entspricht.

e) Die Reitlibelle ist eine Nebenform der Setzlibelle. Sie dient zum Ho-
rizontieren von zylindrischen Achsen. Anstelle der ebenen Grundfliche hat
sie zwei meistens kreisformig ausgesidgte Fiile. Setzlinie ist die Verbin-
dungsgerade der Scheitelpunkte.

) Eine Libellenkreuzung liegt vor, wenn die Horizontalprojektion der
Achse einer Fernrohrlibelle nicht parallel zur Zielachse ist, oder wenn
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die Achse einer Reitlibelle nicht parallel zur zylindrischen Achse verlduft.
Man erkennt die Libellenkreuzung daran, dafl die Blase beim Hin- und
Herwilzen des Fernrohrs — bzw. beim Hin- und Herkippen der Reitlibelle —
nach verschiedenen Seiten lauft. Die Libellenkreuzung kann durch seitlich
wirkende Justierschrauben beseitigt werden.

2.1.7 Libellen und Kompensatoren

Bis etwa zum Jahre 1950 waren fast alle geoditischen Beobachtungs-
instrumente mit Rohrenlibellen ausgestattet, bei denen die Position der
Blase an Teilstrichen abgelesen wurde. Die Libellen, insbesondere die fei-
nen Rohrenlibellen der Nivelliere und die Hohenindexlibellen der Theo-
dolite, sind jedoch recht anfillig gegen einseitige Sonneneinstrahlung;
sie reagieren ferner stark auf mechanische Storungen durch vorbeirol-
lende Fahrzeuge und durch das Herumtreten des Beobachters um das In-
strument. Schlielich miissen die Rohrenlibellen der Feinnivelliere und
der Hohenzeiger auch in bereits horizontierten Instrumenten vor jeder
Ablesung durch Bestitigung einer zusitzlichen Einstellschraube (Kipp-
schraube) sorgfiltig eingespielt werden. Das kostet Zeit und wird leider,
insbesondere bei der Vertikalwinkelmessung, des Ofteren vergessen.

Aus allen diesen Griinden brachten die Gerdte bauenden Firmen in
steigendem Umfang Instrument heraus, bei denen nach vorheriger Grob-
horizontierung mit Dosenlibellen — die Feinhorizontierung automatisch er-
folgt. Das wird erreicht durch den Einbau eines insbesondere der Schwer-
kraft folgenden optisch-mechanischen Bauelements, fiir das sich die Be-
zeichnung Kompensator eingeblirgert hat. Wihrend aber die Libellen mit
den Nivellierfernrohren und den Ablesevorrichtungen der Vertikalkreise
durch verhiltnismiflig einfache Vorrichtungen verbunden sind, ist bei den
Instrumenten mit Kompensatorhorizontierung die Art des Kompensators
oftmals maBigebend fiir den optisch-mechanischen Aufbau des ganzen In-
struments. Bei manchen Nivellieren kann der Kompensator geradezu als
das Herzstiick des Instruments angesehen werden. Aus diesem Grunde
wollen wir die Kompensatoren nicht an dieser Stelle besprechen, sondern
sie zusammen mit der Beschreibung der Instrumente darstellen und zwar
die der Nivelliere in [10] und die der Theodolite in [3].

Bei digitalen Theodoliten verwendet man haufig als Kompensatoren
elektronische Libellen, die mit einem Mikroprozessor gekoppelt sind. Nach
anfinglicher Grobhorizontierung werden Restabweichungen von dem Mi-
kroprozessor als Korrekturen beriicksichtigt.
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2.2 Die Abbildung durch Linsen, Spiegel und Prismen

2.2.1 Geometrisch-optische Grundbegriffe

Aus der geometrischen Optik, die hier als bekannt vorausgesetzt wird,
werden die fiir die Fernrohroptik wichtigsten Beziehungen kurz zusam-
mengestellt:

Eine Linse ist ein von zwei Kugelflichen begrenzter durchsichtiger
Glaskorper. Die Verbindung der beiden Kugelmittelpunkte ist die optische
Achse der Linse; auf ihr liegt auch der optische Mittelpunkt der Linse.

Linsen, die nach den Rindern diinner werden, heien konvexe oder
Sammellinsen; Linsen, die in der Mitte diinner sind als am Rand, heiBBen
konkave oder Zerstreuungslinsen. Abb. 2.9 zeigt der Reihe nach eine bi-
konvexe, plankonvexe, konkavkonvexe sowie eine bikonkave, plankon-
kave und konvexkonkave Linse.

UL

Abb. 2.9 a-c Sammellinsen, d-f Zerstreuungslinsen

Die meisten optischen Instrumente enthalten mehrere Linsen, die zen-
triert sein miissen. Ein System von Linsen ist zentriert, wenn die optischen
Achsen der Linsen einer Geraden angehéren.

Die Gesetze fiir den Gang der Lichtstrahlen durch Linsensysteme wer-
den sehr einfach, wenn man sich auf achsnahe Strahlen beschrankt und —
was in der Praxis allerdings meistens nicht zutriftt — unterstellt, da} die
Linsen verschieden diinn sind.

Die Abbildung durch konvexe Linsen unterliegt dann in groBen Ziigen
folgenden Gesetzen:

a) Lichtstrahlen, die den optischen Mittelpunkt der Linse durchdringen,
treten — von einer kleinen Parallelverschiebung bei schrigem Durchgang
abgesehen — ungebrochen hindurch.

b) Parallel zur optischen Achse einfallende Strahlen vereinigen sich
nach ihrem Austritt aus der Linse in deren Brennpunkt. Verlaufen die
Strahlen schrig zur Achse, aber untereinander parallel, so schneiden sie
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sich dort, wo der durch den optischen Mittelpunkt einfallende Strahl die
Brennebene trifft.

c) Diese Gesetze gelten entsprechend fiir den Strahlenverlauf in umge-
kehrter Richtung.

Fiir die Fernrohroptik sind die nachstehenden Fille wichtig, bei deren
Darstellung , wie iiblich, unter a die Gegenstandsweite und b die Bildweite
verstanden ist.

1. Fall a > 2 f: Abbildung durch eine Sammellinse (Abb. 2.10).

Abb. 2.10

Zur Ableitung der Linsengleichung entnimmt man der Figur y : y’ =
(a —f) : f und erhilt daraus durch Umformung
| I |
= e 2.1
a ® b f &1)
Die Linse entwirft ein reelles verkleinertes umgekehrtes Bild des Gegen-
standes, das bei endlichem a hinter der Brennebene entsteht. Die Bildgrofe
y’ errechnet sich aus
b
e
2.Fall a < f: Die Sammellinse als Lupe (Abb 2.11). Ist a < f, so kom-
men nicht die Strahlen selbst, sondern ihre riickwirtigen Verldngerungen
zum Schnitt. Es entsteht ein virtuelles, aufrechtes, vergroBertes Bild; die
Linse wird zur Lupe. Die Bildweite ist negativ, so daf} die Lupengleichung

lautet

111
S5 (2.2)

Riickt der Gegenstand in den vorderen Brennpunkt, so wird a = f. Die
vom Gegenstandspunkt kommenden Strahlen fallen parallel zueinander
aus, so daBl das Auge eines normalsichtigen Beobachters sich entspannen
kann. Er wird die Lupe daher unwillkiirlich so halten, da der Gegenstand
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==
-

Abb. 2.11

sich im vorderen Brennpunkt befindet. Fiir diesen Fall 146t sich die Lu-
penvergroBerung — das ist das Verhiltnis der Sehwinkel unter dem ein Ge-
genstand mit bewaffnetem Auge und unbewaffnetem Auge gesehen wird —
leicht angeben: Bei freiem Auge hilt der Beobachter den Gegenstand in
die giinstigste Sehweite w, die beim Normalsichtigen 25 cm betrigt; sein
Sehwinkel ist also gleich y : w. Der Sehwinkel beim Blick durch die Lupe
aber ist gemiB Abb. 2.12 gleich y : f. Mithin ist die LupenvergroBerung

s ¥ @
yiw f

(2.3)

Abb. 2,12

Wirksame Lupen miissen also kurze Brennweiten haben.

Die Abbildung durch konkave Linsen gibt virtuelle, verkleinerte, auf-
rechte Bilder (Abb. 2.13). Bildweite und Brennweite werden negativ, so
daB die Linsengleichung lautet

I 1 1

B 2.4

T (24)
Alle achsenparallelen Strahlen weisen nach der Brechung mit ihrer
riickwirtigen Verldngerung auf den hinteren Brennpunkt F’.
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Abb. 2.13

2.2.2 Abbildungsfehler

Die oben beschriebenen Abbildungsgesetze gelten nur fiir einfarbiges Licht
und fiir Strahlen innerhalb eines schmalen stricknadeldicken Raumes lidngs
der optischen Achse. Andernfalls treten Bildfehler auf, die die Bildgiite
verringern oder Lagefehler der Bildorte zur Folge haben.

Achsenparallele Strahlenbiindel werden von der Farbabweichung und von der Ku-
gelabweichung betroffen. Bei schrig einfallenden Biindeln kommen Astigmatis-
mus und Bildwélbung und, wenn die Biinde!l breit sind, auBerdem die Koma hinzu.
SchlieBlich tritt bei Abbildung auBerhalb der Achse die sogenannte Verzeichnung
auf.

a) Die Farbabweichung oder chromatische Aberration (Abb. 2.14) entsteht,
weil der kurzwellige (violette) Teil des weilen Lichtes stirker gebrochen wird
als der langwellige (rote) Teil. Infolgedessen sind die Bildorte von der Farbe des
Lichtes abhingig, und es erscheinen Bilder mit farbigen Sdumen.

Abb. 2.14 Farbabweichung Abb. 2.15 Kugelabweichung

b) Die Kugelabweichung oder sphdrische Aberration (Abb. 2.15) wird da-
durch hervorgerufen, daB achsferne Strahlen stirker gebrochen werden als achs-
nahe Strahlen. Daher sind die Bildorte auf der Achse von der Einfallshéhe des
Strahles abhingig. Der Beobachter sieht einen scharfen Kern, der von einem Zer-
streuungskreis umgeben ist.
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Abb. 2.16 Astigmatismus

c) Der Astigmatismus schriger Strahlen — wortlich iibersetzt die Punktlosig-
keit — entsteht, weil fiir auBerhalb der Achse liegende Punkte eines Gegenstandes
die Brennweite der Linse in den verschiedenen durch die Linsenachse hindurch-
gehenden Ebenen verschieden groB ist (Abb. 2.16).

d) Unter Bildwdlbung versteht man den Umstand, daB achsnormale Gegen-
standsebenen nicht als Ebenen, sondern als flache Schalen abgebildet werden
(Abb. 2.17).

Abb. 2.17 Bildwdlbung

e) Die Koma ist die sphirische Aberration bei schrig einfallenden Biindeln;
der Gegenstandspunkt wird als verwaschener Kern mit einer Art Kometenschweif
abgebildet.

f) Die Verzeichnung entsteht dadurch, dal die Hauptstrahlen schiefer Biindel
mit wachsendem Einfallswinkel so abgelenkt werden, daB sie in der Bildebene zur
Bildmitte hin oder von ihr fort versetzt erscheinen. Z.B. wird ein Gegenstandsqua-
drat tonnen- oder kissenférmig verzeichnet.

Die Verzeichnung spielt bei den geoditischen MeBfernrohren keine groBe Rolle.
Um so beachtlicher ist sie fiir die Photogrammetrie, wo sie durch duBerst kompli-
zierte Linsensysteme beseitigt werden muB.

2.2.3 Planspiegel- und Reflexionsprismensysteme
Ein Planspiegelsystem besteht aus zwei oder mehreren unter festen Win-

keln zusammengebauten Spiegeln. Ein solches System hat zwei Wirkun-
gen:
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— die Richtung eines auftreffenden Biindels wird geédndert,
— man kann die Bildorientierung dndem, d.h. die Ausrichtung des Bildes
gegeniiber dem Gegenstand.

In vielen Fillen ersetzt man die Spiegel durch Reflexionsprismen, in-
dem man die Totalreflexion nutzt. Prismen werden bevorzugt verwendet,
da sie kompakt sind und praktisch unveridnderliche Flichenwinkel ha-
ben. Justierhalterungen sind in der Regel tiberfliissig. Reflexionsprismen-
systeme erzeugen jedoch die Abbildungsfehler einer Planplatte. Beziiglich
der Anderung der Bildorientierung und der Biindelrichtung verhalten sie
sich wie Spiegelsysteme. Nachfolgend wird zunichst von Systemen ge-
sprochen, deren Spiegelflichen komplanar sind; sie haben dann eine ge-
meinsame Einfallsebene. Fiir die Zeichnungen bedeutet dieses, daf} alle
Spiegelflichen senkrecht zur Zeichenebene stehen.

2.2.3.1 Anderung der Biindelrichtung

In der Abb. 2.18 erkennt man verschiedene Richtungsinderungen eines
Biindels durch Spiegelsysteme. Abb. 2.18a zeigt die Ablenkung an einer
einzelnen Spiegelfiiche. Die urspriingliche Strahlrichtung wird um den
Winkel 6 gedreht. Es gilt:

§ = 180° — 2¢. (2.5)

Erfolgt die Reflexion an zwei unter dem festen Winkel o zueinander an-
geordneten Spiegelflichen (Abb. 2.18b), so ergibt sich [vgl. auch 6.2.1]:

6 = 2.

Abb. 2.18 Richtungsinderung eines Biindels durch Spiegelsysteme

Beide Reflexionsvorgidnge weisen einen bemerkenswerten Unterschied
auf:
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— dreht man einen Planspiegel um den Winkel Ae, so schwenkt der aus-
tretende Strahl um den doppelten Winkel,

— dreht man den Winkelspiegel um eine zur Zeichenebene senkrechte
Achse, so dndert sich der Winkel zwischen dem einfallenden und aus-
fallenden Strahl nicht.

Dreht man das System der Abb. 2.18¢, so behilt der Strahl hinter der
zweiten Fliche seine Richtung bei. Gegeniiber diesem Strahl dreht sich
jedoch die Fliche 3, was bedeutet, daB sich der Gesamtablenkungswinkel
61 2,3 mit der Drehung des Systems éandert.

Bei einer geraden Anzahl komplanarer Spiegelungen bewirkt eine Dre-
hung des in sich starren Spielgesystems um eine senkrechte zur Einfalls-
ebene stehende Achse keine Verinderung der Biindel-Gesamtablenkung.
Bei einer ungeraden Anzahl von Spiegelungen dndert sich die Gesamtab-
lenkung.

2.2.3.2 Bildorientierung

Wie Abb. 2.19 zeigt, gibt es in bezug auf einen Gegenstand (Abb. 2.19a)
eine Vielzahl von unterschiedlichen Bildorientierungen. Die Abb. 2.19b-e
demonstrieren eine Auswahl. Nachfolgend soll in Abb. 2.20 gezeigt wer-
den, wie sich Bildorientierungen durch Spiegelungen @ndern. Es soll dabei
die perspektivisch dargestellte x-Richtung der L-Figur immer senkrecht
zur Zeichenebene nach hinten weisen. Die Lichtrichtung und die positive
z-Richtung sollen zusammenfallen. Bei der Betrachtung muB man stets
der Strahlrichtung z entgegensehen. Die L-Figuren haben nur symboli-
sche Bedeutung und kennzeichnen keine Bildorte.

al b)

Abb. 2.19 Darstellung verschiedener Bildorientierungen

Eine Spiegelung ergibt nach Abb. 2.20a eine einseitige Bildumkeh-
rung; aus zwei Spiegelungen folgt ein aufrechtes Bild (Abb. 2.20b) oder
ein vollstindig umgekehrtes Bild (Abb. 2.20c); bei drei Spiegelungen
(Abb. 2.20d) erhidlt man wieder ein einseitig umgekehrtes Bild.

Allgemein gilt: Bei gerader Anzahl komplanarer Spiegelungen entsteht
keine einseitige Bildumkehr. Bei ungerader Spiegelzahl wird nur eine Ko-
ordinate umgekehrt.
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Zur Betrach-
tung des
Gegenstandes

2

Zur Betrach-
tung des C)
Bildes

Abb. 2.20 Anderung der Bildorientierung bei Reflexionen

2.2.3.3 Prismen mit Dachkante

Bei den Bildern der Abb. 2.20 wurde bei den Reflexionen stets nur
die y-Koordinate beeinfluBlt. Die x-Koordinate behielt ihre Richtung bei.
Beide Koordinatenrichtungen kann man beeinflussen, wenn man eine Spie-
gelfliche durch ein Dachflichenpaar bzw. Dachkantprisma ersetzt. Man hat
dann zwei unter 90° zueinander stehende Reflexionsflichen, die in einer
Dachkante D zusammensto8en (Abb. 2.21). Bei der Abb. 2.21a liegt die
Dachkante in der Zeichenebene, die beiden Dachflichen schlieen mit ihr
einen Winkel von +45° ein. Die Dachflachen sind nicht komplanar zu
den anderen Prismenflichen. Man erkennt aus Abb. 2.21a: Die Verwen-
dung eines Dachfliichenpaares anstelle einer Spiegelfliche ermdglicht eine
zusdtzliche einseitige Bildumkehr.

Abb. 2.21b zeigt das als Riickstrahler verwendbare Tripelprisma mit
drei Dachkanten. Ein einfallender Strahl wird nach dreifacher Refle-
xion um 180° abgelenkt, d.h. er fillt entgegengesetzt zur Einfallsrichtung
zuriick. Die Richtungsumkehr ist gegeniiber Drehungen des Systems um
beliebige Achsen invariant. Prismen dieser Art werden sehr vorteilhaft bei
der elektrooptischen Distanzmessung eingesetzt.

2.2.3.4 Prismensysteme zur vollstindigen Bildumkehr

Die Abb. 2.22a und b zeigen Prismensysteme zur vollstindigen Bildum-
kehr. Das aus zwei rechtwinklig-gleichschenkligen Prismen bestehende
Umkehrsystem “Porro 1.Art” nimmt die Hohen- und Seitenumkehrung
nacheinander vor (Abb. 2.22a). Bei dem System “Porro 2.Art” handelt es
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Abb. 2.21 Prismen mit einer oder mehreren Dachkanten

sich um eine Kombination dreier rechtwinkliger Prismen (Abb. 2.22b).
Es erfolgen zwei Bilddrehungen um 90°. Prismensysteme dieser Art wer-
den in Fernrohre eingebaut. Das bei der Zwischenabbildung im Fernrohr
entstehende vollstindig umgekehrte Bild wird durch ein solches Prismen-
system wieder aufgerichtet.

Abb. 2.22a Umkehrsystem Abb. 2.22b Umkehrsystem
“Porro 1.Art” “Porro 2.Art”

2.2.3.5 Planparallelplatte

Zwei ebene, parallele Fldchen 1 und 2 im Abstand D bilden eine Planparal-
lelplatte (Abb. 2.23). Bei einer Planparallelplatte mit dem Brechungsindex
n entsteht in Luft die achsiale Bildversetzung:

— n—1
'=D 2.7
00 - (2.7)
Die Parallelversetzung A betrigt A = 00’ - sin o.. Fiir kleine « gilt daher
niherungsweise:
1
A:a'D<1——>. (2.8)
n

Dieser Zusammenhang kommt im Planplattenmikrometer zur Anwendung,
indem kleine Plattendrehungen in kleine Parallelverschiebungen umgesetzt
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Abb. 2.23 Planparallelplatte in Luft

werden. Mit einem Planplattenmikrometer kann man z.B. den Abstand
zwischen einem Teilstrich einer Teilung und einem Indexstrich sehr ge-
nau ausmessen. Zum Ablesen von Nivellierlatten oder Teilkreisen eines
Theodolits verwendet man z.B. Planplattenmikrometer (3], [10].

2.3 Die Meffernrohre

2.3.1 Der Aufbau eines MefBfernrohrs

Das Fernrohr besteht in seiner einfachsten, von J. Kepler bereits im
Jahre 1611 angegebenen Form, aus zwei zentrierten Sammellinsen, und
zwar einer Objektivlinse mit grofler und einer Okularlinse mit kleiner
Brennweite. Das Objektiv liefert ein umgekehrtes verkleinertes Bild, das
durch das Okular betrachtet wird. Fiir einen in endlicher Entfernung be-
findlichen Gegenstand ergibt sich daraus der in Abb. 2.24 (oben) gezeich-
nete Strahlengang, wihrend das untere Bild die Abbildung eines seitlich
der Achse liegenden oo fernen Gegenstandes zeigt.

Um das Fernrohr zu einem MeBfernrohr umzugestalten und gleichzei-
tig die Abbildungsfehler moglichst weit herunterzudriicken, sind einige
Zusatzeinrichtungen und mehrere Abwandlungen vom urspriinglichen Typ
erforderlich.
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Abb. 2.24 Keplersches Fernrohr

2.3.1.1 Das Strichkreuz

Damit das Fernrohr auf ein Ziel eingestellt werden kann, ist am hinteren
Ende eine Glasplatte mit einem feinen Strichkreuz eingebaut, das von 3
oder 4 Justierschrauben gehalten wird (Abb. 2.25). Das Kreuz befindet
sich in der Regel kurz vor dem Okular, das zum Scharfsehen ein wenig
verstellt werden kann.

Schnitt a-b
Strichkreuzplatte

b
Abb. 2.25 Justicrbarcs Strichkreuz

Optischer Mittelpunkt des Objektivs und Schnittpunkt der Striche be-
stimmen die Ziellinie. Um diese erforderlichenfalls parallel der Achse ei-
ner Fernrohrlibelle oder senkrecht zur Kippachse eines Theodolits machen
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zu konnen, wird das Strichkreuz von einem Ring gehalten, der mit Hilfe
von Justierschrauben geringfiigig verschoben werden kann (Justierung der
Ziellinie).

2.3.1.2 Die Zwischenlinse

Wenn das Ziel in endlicher Entfernung liegt, entsteht das Bild hinter der
Brennebene des Objektivs, und zwar um so weiter nach hinten, je ndher
der Gegenstand riickt.

Das Strichkreuz ist normalerweise — abgesehen von kleinen Justierbe-
wegungen senkrecht zur optischen Achse — fest in dem Fernrohr ange-
bracht*. Das vom Objektiv erzeugte Bild muB daher durch eine Zusatz-
einrichtung in die Strichkreuzebene verlegt werden . Hierzu ist zwischen
der Objektivlinse und ihrem hinteren Brennpunkt eine — meistens schwach
negative — Zwischenlinse eingebaut, die die vom Objektiv gesammelten
Strahlen ein wenig zerstreut (Abb. 2.26). Die Strahlen vereinigen sich in-
folgedessen erst etwas spiter, d.h. das Bild entsteht weiter hinten, und
zwar um so weiter, je ndher die Zwischenlinse dem Objektiv ist.

)

Abb. 2.26 Fernrohr mit Zwischenlinse

2.3.1.3 Objektiv und Okular

Sie werden zur Bekdmpfung von Farbabweichung und Kugelabweichung
aus mehreren Linsen mit verschiedener Brechkraft und verschiedenen
Halbmessern zusammengesetzt. Bei Okularen wird zur Minderung der
Farbabweichung auBerdem ein Abstand zwischen den Einzellinsen ge-
lassen.

Als Objektiv wurde bei geoditischen Instrumenten friiher iiberwiegend
der von Fraunhofer angegebene Typ verwandt, der aus einer bikonvexen
Linse aus dem verhaltnismaBig schwach brechenden Kronglas (n = 1,52)
und einer konkavkonvexen Linse aus dem stark brechenden Flintglas (n =

* In dlteren Theodoliten war es gemeinsam mit dem Okular verschiebbar angebracht.



