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Vorwort

Diese Aufgabensammlung enthilt detailliert ausgearbeitete Losungen von Aufgaben
aus dem Bereich der statistischen Physik und der Thermodynamik. Die Aufgaben sind
dem Buch von

F. Reif, Grundlagen der Physikalischen Statistik und der Physik der Wirme, Verlag
Walter de Gruyter Berlin, 1976,

entnommen, das keine Losungswege enthilt. Im Zusammenhang mit der deutsch-
sprachigen Ausgabe des genannten Lehrbuches haben die Herren Dr. rer. nat. K.-P.
Charlé und Dipl.-Phys. H. U. Zimmer unter Verwendung der zugehorigen amerikani-
schen Losungssammlung* eine Auswahl unter den Aufgaben vorgenommen, sie teil-
weise umformuliert und die Wege zu ihrer Losung vollstindig neu bearbeitet. Die Aus-
wahl der Aufgaben erfolgte so, dafl die Sammlung das Gesamtgebiet des Reifschen
Buches moglichst dicht iiberdeckt. Dabei wurde darauf geachtet, daRl die ausgewihiten
Aufgaben den Stoff vertiefen und ergiinzen und daf} insbesondere Anwendungsbei-
spiele auch hoheren Schwierigkeitsgrades enthalten sind. Die Bearbeitung der Auf-
gaben wurde so ausfihrlich gehalten, da® Riickverweise auf das Reifsche Lehrbuch
vermieden werden konnten, d. h., die Aufgabensammlung ist autonom und kann auch
unabhingig vom Lehrbuch benutzt werden. So finden sich in ihr auch Losungen von
Aufgaben aus dem

Berkeley Physik Kurs 5, Statistische Physik.

Wie auch das Reifsche Buch ist die vorliegende Sammlung zur

Einfithrung in die statistische Physik und in die Theorie der Wirme fiir Studenten aller
Semester der Physik, der Chemie und der Physikalischen Ingenieurwissenschaft be-
stimmt. Welchen Stellenwert Reif seiner Aufgabensammlung beimift, geht aus der
folgenden Bemerkung hervor:

Es ist unerlifilich, daf der Student einen betrichtlichen Anteil dieser Aufgaben 16st,
wenn er ein tieferes Verstindnis des Stoffes erlangen will und nicht nur eine beikiufige
Kenntnis.

Da jedoch Regelstudienzeit und Studienverkiirzung dem Studenten eine Selbstbe-
schiftigung mit insbesondere anspruchsvolleren Ubungsaufgaben erschweren und teil-
weise unmoglich machen, ist die detaillierte Ausarbeitung dieser Aufgabensammlung

*R. F. Knacke, Solutions to Problems
to accompany F. Reif’s
Fundamentals of Statistical and
Thermal Physics
McGraw Hill Book Company, New York, 1965.
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geeignet, ihm eine Hilfe beim Kennenlernen von Losungswegen und hiufig verwende-
ten Modellvorstellungen zu sein, die er sich sonst aus Zeitmangel nicht erarbeiten kann.

In diesem Sinne moge diese Aufgabensammlung den Studenten — und nicht nur ihnen
— niitzlich sein.

Berlin, im Januar 1979 W. Muschik
Institut fiir Theoretische Physik
Technische Universitit Berlin
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1. Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung
(EinfGhrung in die statistische Methode)

1.1 Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, mit drei Wiirfeln insgesamt hochstens
6 Augen zu werfen?

1.1 Es gibt insgesamt 6 - 6 + 6 = 216 verschiedene Moglichkeiten, drei Wiirfel zu
werfen, wobei jede dieser Moglichkeiten die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzt. Die
Wiirfe, die eine Summe von hochstens 6 ergeben, sind

Wurf 1,1,1 1,1,2 1,13 1,14 122 1,23 22,2
Anzahl der

Permutationen 1 3 3 3 3 6 1

Die Wahrscheinlichkeit fiir ein bestimmtes Ereignis ist allgemein gegeben durch
das Verhiltnis der Zahl der fiir das betreffende Ereignis giinstigen Mdglichkeiten
zur Zahl der insgesamt vorhandenen (gleichwahrscheinlichen) Méglichkeiten. Da es
hier insgesamt 20 Permutationen und damit 20 fiir das betreffende Ereignis (nim-
lich einen Wurf mit hochstens 6 Augen) giinstige Moglichkeiten gibt, ist die ge-
suchte Wahrscheinlichkeit

20 5

W=l "5

1.2 Bei einem Spiel werden sechs ideale Wiirfel geworfen. Man bestimme die
Wahrscheinlichkeit dafiir, da® man dabei

a) genau eine Eins,

b) mindestens eine Eins,

¢) genau zwei Einsen
wirft.

1.2 a) Durch das Wirfeln werden unabhdngige Ereignisse produziert, so dafl nach
dem Multiplikationstheorem der Wahrscheinlichkeitsrechnung gilt:

(Die Wahrscheinlichkeit, beim Werfen von 6 Wiirfeln mit einem bestimmten Wiirfel
eine Eins zu werfen und mit den 5 anderen keine Eins) = (Wahrscheinlichkeit,
mit dem betreffenden Wiirfel eine Eins zu werfen) - (Wahrscheinlichkeit, mit je-
dem der S iibrigen Wiirfel keine Eins zu werfen) = (1/6) (1 — 1/6)°.

Da es insgesamt 6 (gleichwahrscheinliche und einander ausschlieBende) Moglich-
keiten gibt, mit einem von 6 Wiirfeln eine Eins zu werfen und mit den 5 ibrigen
Wiirfeln irgendeine andere Ziffer, ergibt sich nach dem Additionstheorem der
Wahrscheinlichkeitsrechnung fir die gesuchte Wahrscheinlichkeit, mit irgendeinem
von 6 Wiirfeln als einzigem eine Eins zu werfen,
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Wa=6-t- (1— l)s =(§)5 = 0,402,
6] \6

b) Die Wahrscheinlichkeit, mit 6 Wiirfeln mindestens eine Eins zu werfen, ist
1 minus die Wahrscheinlichkeit fiir das Gegenteil, nimlich mit keinem der 6 Wiir-
fel eine Eins zu werfen; also

5\6
Wp=1-— (g) = 0,667.

¢) Aus dhnlichen Uberlegungen wie in a) folgt: Da es beim Werfen von 6
Wiirfeln 6!/4!2! einander ausschlieffende und jeweils mit der Wahrscheinlichkeit
(1/6)? - (1 — 1/6)* behaftete Méglichkeiten gibt, mit 2 Wiirfeln eine Eins zu wer-
fen und mit den restlichen 4 Wiirfeln irgendeine andere Ziffer, ist nach dem Ad-
ditionstheorem die gesuchte Wahrscheinlichkeit dafiir, daf} dies auf irgendeine Wei-
se geschieht,

1\2 V4 6 1(5)5
W. = |— . _ = . — = == = 201.
¢ (6) (1 6) 4120 2 \6 0.20

1.6 Man betrachte das Problem der Zufallsbewegung mit p = q und bezeichne
mit m = n; — n, die Gesamtverschiebung nach rechts W1e groB} sind bei insge-
samt N Einzelverschiebungen die Mittelwerte @, m?, m® und m*?

1.6 Die Berechnung des Mittelwertes mn (mit neN) liBt sich wegen
m = 2n; — N (1)

auf die Berechnung der Mittelwerte nk¥ (k = 1, 2, ..., n) zuriickﬁi_hren In der Auf-
gabe ist der maximale n-Wert n = 4, so dafl dne M1ttelwerte iy, n?, n? und n? be-
notigt werden. Da die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die moglichen n,-Werte die
Binomialverteilung ist, erhilt man

3)_ N N! N
M Ty PR
N N' -

= % n - ph (1-pN ™ (2)

n

=1 n! (N —ny)!

1

N (N —1)!
n =1 (n =D N—ny)!
Mit der Substitution
n; — l1=m

Np

pn‘-l (1- p)N-nl_

wird daraus
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_ No ! (N -1
m=Np 2 N - m)

pm (1 - pN-1-m

=Np [p+ (1 —-pI" "' =Np. 3
Ganz entsprechend lassen sich auch die Summenausdriicke fiir die héheren Mittel-
werte von n; durch geeignetes Umformen immer wieder auf die einfache Binomi-
alreihe zuriickzufithren

—_ N !
b) I’l% = 2 I'l% . N pnl (1 4p)N_n1

0 n,!(N-n,)!

N N!
me - (N =gyt P

M1 -pN T

Mit der Substitution

ng—1=m
wird dann
F: NE-I N! p 1(1 )N—l—m ¥
mfoen m!(N—1-m)! P
N-1
N! m+1 N-1-m
+ _
,,Eo m(N-1-m? (-9
N-1
N —2)! -1 N-1-
= N(N-—-1p? X ( m 1— m o+
( )p i DI(N_T_my P (1-p
N-1
N - 1)! 1-
+ N E ( _ ,m 1— N-1-m
pm=o m!(N—-1—-m)! pr (1 —p)
N-2 . '
= N(N_l)p2 Z M k(l _p)N—Z—k+

oo K(N—2—K) P

N-—1
N-—-1)! N-l-
+Np X (N m 1— m
pm:O m!(N—l—m)!p ( P)

NN -Dp? [p+(1 -p)IN + Np[p+ (1 —p)"~!

N(N - 1)p* + Np. 4)
Die in a) und b) durchgefihrte Methode zur Berechnung der Mittelwerte nk ist
zwar im Prinzip fiir jedes keN durchfiihrbar, wird fiir hohere k-Werte jedoch sehr

umstédndlich. Schneller und systematischer fiihrt der folgende Weg zum Ziel. Be-
trachtet man die durch
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N
Fk(p,@ = T nk (,III) phig! )
) 1

n, =

definierte Funktion der beiden unabhdingigen Variablen p und q, so gilt offenbar
> nk(p) = F (p, 1 - p). (©)

Der komplizierte Summenausdruck in der Definitionsgleichung (5) ldft sich nun
wegen

nll( pnl = nl(-l . nlpnl = n}l(—l . (p ga}-_)) pnl (7)

YA ) 3\
ny 2(9 g)nlp"* = nk2 p(@;) p™

Bk g
(pap) P

umformen, so dal man fir Fk(p, q) den handlicheren Ausdruck

9\ kN .
w0 (o) ", ()

_ FRR L AN
(P2) @9 ®)
erhilt. Wegen (6) ist damit die Berechnung der Mittelwerte Eauf die Berechnung
relativ einfacher Differentialausdriicke zuriickgefiithrt.
¢) Fir k = 3 erhdlt man aus (8)

F3 (p,q)=(paa—p)3 (p+ q)N

2

(p3) BNG+ QM) ©

(P ) NG+ Q™"+ PNO- 1) + 2]

=pN@+ QN +3p? NN -1 (p+ "~ +
+pPNIN-D(N-2)(p+ "3
und damit aus (6)
n =pN+3p? NN- 1)+ p? NN—1) (N-2) (10)

d) Aus der letzten Zeile von (9) ergibt sich fiir k = 4
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Fo(p.@) = (3 ) Fa 0.9

PN+N ' + 7pP NN -1 (p+ N2 + (11)
+6p NN-1)(N-2)(p+ N> +
+p*NIN-1) (N-2) N -3) (p+ ™*

und daraus mit (6)

n} = pN+ 7p? N(N—1) + 6p> N(N - 1) (N—2) +
+p* N(N=1) (N=2) (N -3). (12)

Wie man sich leicht klarmacht, sind die ,,ungeraden” Mittelwerte von m fiir
p = q =% aus Symmetriegriinden Null. Fiir die verbleibenden ,,geraden” Mittel-
werte folgt aus (1)

2

m? = (2n, - N)2 =4 n? — 44;N + N?

m*=(2n; —N)* =16n% —32Nnd + 24 N2 n? — 8N® m3 + N*. (13)

Mit den Ergebnissen (3), (4), (10) und (12) ergibt sich daraus schlieBlich fiir
p=*%

m? =N
o (14)
m* =3 N? - 2N.

1.7 Man leite die Binomialverteilung auf die folgende algebraische Art her, die
keinerlei explizite kombinatorische Untersuchungen enthilt. Gesucht ist wieder
die Wahrscheinlichkeit W(n) fiir n positive Ausginge aus einer Gesamtheit von N
unabhingigen Versuchen. Es sei w; = p die Wahrscheinlichkeit fiir einen positiven
Ausgang und w, = 1 — p = q die entsprechende Wahrscheinlichkeit fiir einen ne-
gativen Ausgang. Dann ist W(n) offenbar durch diejenige Teilsumme von

2 2
W=32 =

i=1 j=

TMo

2
T WiWjWE* Wiy (1
m=1

—

1

gegeben, in der bei jedem Summanden w; n-mal als Faktor auftritt (denn jeder
einzelne Summand in (1) gibt die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte Kombi-
nation von positiven und negativen Ausgingen an). Man berechne diese Teilsumme,
indem man unter Benutzung elementarer Eigenschaften von Mehrfachsummen (1)
so umformt, daB sich das Binomialtheorem anwenden, d.h. eine Entwicklung nach
Potenzen von w; durchfiihren lifit.

1.7 Die Wahrscheinlichkeit W(n) fiir n Erfolge bei N Versuchen ist nach dem
Muitiplikations- und Additionstheorem durch denjenigen Anteil der Summe
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2 2
Z « o Z W . e e . 1
=1 et in ()

W =

-:I-I.MN

gegeben, der alle Summanden enthilt, in denen w; n-mal als Faktor auftritt. Um
diese Teilsumme zu berechnen, wird (1) so umgeformt, da alle Summanden mit
derselben Potenz von w, zusammengefalt sind. Mit Hilfe des Binomialtheorems
ergibt sich

2 2 2
W=2ZI w X Wit T wiy
iy=1 L=1 iNT!
N N! 2)
- N _ . : k wN-k
=(w; twy) = k§0 KRN _ k! Wi w3
Hieraus folgt dann nach dem Vorangehenden
N!
W(n) = - — wi wh-n, 3)

n!'(N — n)!

1.8 Zwei Betrunkene starten gemeinsam vom Ursprung der x-Achse aus und bei
beiden ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Schritt nach rechts genauso grof8 wie
die fir einen Schritt nach links. Man bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, da}
sie sich nach N Schritten wieder treffen. Dabei wird natiirlich vorausgesetzt, daf
die Minner ihre Schritte gleichzeitig machen (Die Betrachtung der Relativbewe-
gung kann hier hilfreich sein).

1.8 Betrachtet wird die Relativbewegung der beiden Betrunkenen. Bei jedem
Schritt ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,

1: daB sie ihren Abstand vergrofiern, w; = Y%,
2: daf} sie ihren Abstand verkleinern, w, = %,
3: da} sie ihren Abstand beibehalten, ws

Y.

Wenn jeder der beiden Betrunkenen N voneinander unabhingige Schritte macht,
so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf dabei in einer bestimmten Reihenfolge

n,-mal der Fall 1
und ny-mal der Fall 2 mit n; + n, + n3 = N )
und nz-mal der Fall 3

eintritt, wi'* - w32 + wis. Da es nach der elementaren Kombinatorik insgesamt
N!/n;!n,'n,! Moglichkeiten gibt, N Schritte (nach den Kriterien 1, 2, 3) in 3
Klassen zu n;, n, und n; Schritten jeweils einer Sorte einzuteilen, und da diese
Moglichkeiten alle die gleiche Wahrscheinlichkeit, nimlich w w3z wi's, besitzen,
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf® (1) auf irgendeine Weise eintritt,
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N!
W=;l'!n2!—n3!w{1'w2"2w§3, n; +n, + ny3 =N. (2)
Die beiden Betrunkenen treffen sich nach N Schritten, falls n; = n, = n. Somit
ist die Wahrscheinlichkeit dafir, da® nach N Schritten auf irgendeine Weise, d.h.
unabhingig von der Anzahl n; der den Abstand unverindert lassenden Schritte
ein Zusammentreffen stattfindet, durch

NN
P = Z—#TW{]W?W?, 2n+n3; =N

n, n'n'ny!

N
N! 1\N-n, 1\n

SR U - (—) (3)" 3

m N —n, ' 2 4 2 ( )

5 . 1'13!

gegeben, wobei je nachdem, ob N gerade oder ungerade ist, iber die geraden oder
ungeraden Werte von ny zu summieren ist.

Um den hier fir P gefundenen Summenausdruck zu berechnen, wird ein Kunst-
griff angewandt und in Anlehnung an die Aufg. 1.7 davon ausgegangen, dafl die-
ser (hier durch kombinatorische Uberlegungen gewonnene) Ausdruck diejenige
Teilsumme von
3 3 3
P,='22 "'EWilWiz"'WiN (4)
i=1i,=1 iN=1
darstellt, die alle Summanden enthilt, in denen w, und w, gleich oft als Faktor
auftreten (Man iiberzeuge sich davon durch explizites Nachrechnen!). Betrachtet
man nun neben der Summe P’ die Summe

3 3 3

PP= 2 X -2 wow oW (5)
P . 1 2 N
ip=1i,=1 iN=1

mit
W2
’ ’ ’
W1 = XWp, Wp = x_’ W3 = W (6)

so ist diejenige Teilsumme von P”, die alle Summanden enthilt, in denen der Pa-
rameter x nicht auftritt, weil er sich herauskiirzt, offenbar identisch mit der Teil-
summe von P, die alle Summanden enthilt, in denen w; und w, gleich oft als
Faktor auftreten.

Nach dem Vorangehenden ld8t sich daher die Berechnung des in (3) fir die Wahr-
scheinlichkeit P gefundenen Summenausdrucks auf die Berechnung desjenigen An-
teils von P” zuriickfihren, der x nicht enthilt. Letzeres nun gelingt dadurch, daf
man in der Summe P” alle Summanden mit derselben Potenz von x zusammen-
faBt und anschlieBend den Term mit der Potenz x° aufsucht. Mit Hilfe des Bino-
mialtheorems erhilt man aus (5)
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3 3 3
PP= T w Z w Z wiy
ij=1 L,=1 iN=1
= (Wi +w + wy)N
- (5 s L l)N
4 4x 2
— (l) . (x'/z + x-‘/Z)
2
1y28 2N (2N)! v V2N~
== ey — (X" (x n 7
(2) n=0 n'(2N—n)' ( ) ( ) ( )

Wie man unmittelbar erkennt, kiirzt sich in dem Term mit n = N der Parameter
X heraus, so dafl das Ergebnis lautet

P=(%)2N-%2N—I\?)—;. (8)

1.9 Die Wahrscheinlichkeit W(n) dafiir, da® ein durch die Wahrscheinlichkeit p
charakterisiertes Ereignis bei N Versuchen n-mal eintritt, ist, wie gezeigt wurde,
durch die Binomialverteilung

!

W(n) = _N

n _ mN-n
AN PP M

gegeben. Man betrachte eine Situation, bei der die Wahrscheinlichkeit p sehr klein
ist (p € 1) und bei der man an dem Fall n € N interessiert ist. [Man beachte,
daf} falls N sehr grof ist, W(n) mit n - N sehr kiein wird, da der Faktor pn
sehr klein fir p < 1 ist.] Es lassen sich dann verschiedene Niherungen durchfiih-
ren, um (1) in eine einfachere Form zu bringen.

a) Unter Benutzung von In(1 — p) ~ -p zeige man, daf (1 — p)N™" ~ NP,

b) Man zeige, daB N!/(N — n)! ~ N".

¢) Damit zeige man, dal (1) sich auf

n

W(n) = H)\'_ e 2

reduziert, wobei A = Np die mittlere Anzahl der mit der Wahrscheinlich-
keit p behafteten Ereignisse ist. Die Verteilung (2) heifit ,,Poisson-Ver-
teilung”.

1.9 Fiir den Fall n € N und p <€ 1 gilt
a) In(1-pN"~ —p(N-n) ~ ~ pN

also (1 —p)N™" ~ ¢™NP,
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b)m!—=N(N—l)‘ c+(N—n+1)~N"

¢) Damit erhilt man

N! _
W(Il)=mpn(1—P)N "
N® M
%Fp"eNp=§e}‘,7\=Np.

1.10 Man betrachte die Poisson-Verteilung der vorangehenden Aufgabe:

N

a) Man zeige, dafl die Normierung lautet: X W, = 1.
n=0

(Dabei kann die Summation iiber n in guter Niherung auf ,junendlich” ausgedehnt
werden, da W, vernachlissigbar klein ist, wenn n 2 N).

b) Man benutze die Poisson-Verteilung, um n zu berechnen.

¢) Man benutze die Poisson-Verteilung, um (An)?> = (n — m)? zu berechnen.

1.10.a) T W,= X =—er=¢* 3 —=e -eh=1.
n=0 n=0 n! n=0 I

=3 Mo 50
n=0 n! n=1 0!
o0 }\n—-l
= e "
n=1 (n—l)!
= Aetet = A
c) Wegen

(bn)? = n? — 2

bendtigt man die Grofle n?. Aus der Definition folgt

250 21\n
- ° A" = n° N .
n® = T e = T " e
n=0 n. n=1 n:
- % ! oA
n=1 (n—l)!
o0 m o0 )\m
= )\e-)\ > &4. > _]
m=0 m‘ m=0 m'

Ae [Aet + e

2+ A
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Also gilt mit dem Ergebnis von b)

(0n)? = n? — A% = A

1.13 Ein Metall verdampft im Vakuum von einem heiflen Gliihfaden aus. Die Me-
tallatome fallen auf eine Quarzplatte, die sich in einiger Entfernung davon befin-
det, und bilden dort eine diinne metallische Schicht. Diese Quarzplatte wird auf
einer niedrigen Temperatur gehalten, so dafl jedes auffallende Metallatom an der
Stelle seines Auftreffens verbleibt, ohne sich weiter fortzubewegen. Von den Me-
tallatomen kann angenommen werden, dafl sie auf jedes Flichenelement der Platte
mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreffen. Man zeige, daf8 die Anzahl der Metall-
atome, die sich auf einem Flichenelement der Gréfle b? anhiufen (wobei b der
Durchmesser der Metallatome ist), niherungsweise nach einer Poisson-Verteilung
verteilt ist. Angenommen, man verdampft geniigend Metall, damit sich ein Film
mit einer mittleren Dicke von 6 Atomschichten bilden kann. Welcher Bruchteil
der Untergrundfliche ist dann iiberhaupt nicht mit Metall bedeckt? Welcher
Bruchteil ist mit Metall einer Dicke von 3 Atomschichten und welcher Bruchteil
mit Metall einer Dicke von 6 Atomschichten bedeckt?

1.13 Die Quartzplatte wird in Flichenelemente der Grofle b? unterteilt. Da b?
viel kleiner als die Gesamtfliche F der Platte ist, ist die Wahrscheinlichkeit fiir
das Auftreffen eines Atoms auf ein gegebenes Flichenelement viel kleiner als 1,
nimlich b2%/F. AuBerdem ist natiirlich die Anzahl n der auf ein gegebenes Flichen-
element fallenden Atome viel kleiner als die Anzahl N der insgesamt von dem
Metall aus verdampfenden Atome, so daf die Bedingungen fiir die niherungsweise
Ersetzung der Binomialverteilung durch die Poisson-Verteilung erfiillt sind.

Nach dem Satz von Bernoulli (Gesetz der grofien Zahlen) ist die in Aufgabe 1.1
gegebene Definition der Wahrscheinlichkeit dquivalent mit der Definition der
Wahrscheinlichkeit als ,,Grenzwert” der relativen Haufigkeit. Man ist deshalb in
der Lage, durch Berechnung der Wahrscheinlichkeit quantitative Aussagen iiber den
Ausgang von Versuchen mit einem Ensemble zu machen. Da im vorliegenden Bei-
spiel die einzelnen Flichenelemente alle mit der gleichen Wahrscheinlichkeit von
einem Metallatom getroffen werden, stellt die Gesamtheit der Flichenelemente
selbst ein Ensemble dar. Nach dem Vorangehenden ist dann der Bruchteil B(n)
der Flichenelemente, die von n Atomen getroffen werden, gleich der durch die
Poisson-Verteilung gegebenen Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl ein herausgegriffenes
Flichenelement von n Atomen getroffen wird. Da im Mittel auf ein Flichenele-
ment 6 Atome fallen, gilt somit

B 611 -6 n O 3 6
B(m) =7 ¢ B(m) 0,003 0,08 0,162

1.18 Ein Molekiil legt in einem Gas — in jede Richtung mit gleicher Wahrschein-
lichkeit — gleiche Strecken | zwischen seinen Zusammenstéfien mit anderen Mole-
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kiillen zuriick. Wie grof8 ist nach insgesamt N Einzelverschiebungen die mittlere
quadratische Gesamtverschiebung R? des Molekiils von seinem Ausgangspunkt?

1.18 N

=12 e, (nH
1 i=1

M=z

R =

1

wobei e; ein Einheitsvektor ist, der die Richtung der i-ten Verschiebung angibt.
Aus (1) folgt

- N o N
R? = R R=1228i2+12 > & * ¢
i=1 i%j=1
N
= NIP+1* £ cos®;
i#j=1
= N2, (2

Hier verschwindet in der vorletzten Zeile der zweite Term, weil alle Richtungen
gleichwahrscheinlich sind und deshalb cos ®; = O fiir alle i # j.

1.23 Man betrachte das Problem der eindimensionalen Zufallsbewegung fiir ein
Teilchen. Angenommen, dafl jede einzelne Verschiebung stets positiv ist und mit
gleicher Wahrscheinlichkeit irgendwo im Bereich zwischen 1 — b und 1 + b liegt,
wobei b < 1. Wie gro} ist nach N Einzelverschiebungen

a) die mittlere Gesamtverschiebung x?

b) das Schwankungsquadrat (x — X)??

1.23 Die Wahrscheinlichkeit dafir, dal sich das Teilchen nach einer Einzelverschie-
bung in einem Intervall der Linge ds befindet, ist ds/2b. Fiir die mittlere Ver-
schiebungslinge ergibt sich damit

I+b ﬁ 1 1+b

= . = — 2 =1.
Jo S T S, (1)

(%1

Entsprechend ergibt sich fiir das mittlere Schwankungsquadrat der Verschiebungs-
ldnge

—1+b I+b 2

ds 1 b

As)? = s—§)? —=—(s-3)° = —. (2)

(8s) l[b( ) 2b 6b( ) 111) 3
Damit tolgt fir den Mittelwert bzw. das mittlere Schwankungsquadrat der Gesamt-
verschiebung

a) ¥ = N§ = NL 3)
Nb? @

b 07 = NG =
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1.24 a) Ein Teilchen befindet sich an jeder Stelle auf dem Umfang eines Kreises
mit gleicher Wahrscheinlichkeit. Die z-Achse sei irgendeine Gerade in der Ebene des
Kreises, die durch seinen Mittelpunkt hindurchgeht, und 6 sei der Winkel zwi-
schen der z-Achse und der Geraden, die den Mittelpunkt des Kreises und das Teil-
chen auf seinem Umfang verbindet. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf}
dieser Winkel zwischen 6 und § + df liegt?

b) Ein Teilchen befindet sich an jeder Stelle auf der Oberfliche einer Kugel
mit gleicher Wahrscheinlichkeit. Die z-Achse sei irgendeine Gerade durch den Ku-
gelmittelpunkt und 6 der Winkel zwischen der z-Achse und der den Kugelmittel-
punkt und das Teilchen verbindenden Geraden. Wie grof ist die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dal dieser Winkel zwischen 8 und 6 + d6 liegt?

1.24 a) Man denke sich den Kreisbogen in lauter gleiche Bogenstiickelemente der
Linge &s unterteilt. Die Bogenstiickelemente modgen dabei so klein sein, dafy gerade
ein Teilchen daraufpat. In einem Bogenstiick der Linge ds befinden sich dann
ds/8s Bogenstiickelemente und die Anzahl der insgesamt vorhandenen Bogenstiick-
elemente ist 2nr/8s. Nach der in Aufgabe 1.1 gegebenen Definition lautet daher
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal sich das Teilchen in einem beliebig herausgegrif-
fenen Bogenstiick der Linge ds = rdf befindet

ds/6s _ ds _ do (1)

W) 6 = 2m/és  2ar 2m

b) Durch dhnliche Uberlegungen wie in Teil a) findet man: Befindet sich ein
Teilchen iiberall auf einer Fliche der Grofle F mit gleicher Wahrscheinlichkeit, das
heift genau: befindet sich ein Teilchen mit Sicherheit irgendwo auf einer Fliche
der Grofe F und ist bei einer Unterteilung dieser Fliche in gleichgrofie Teilflichen
jede der Teilflichen mit gleicher Wahrscheinlichkeit vom Teilchen besetzt, so ist
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daR sich das Teilchen auf einem Flichenstiick der

Grofle AF befindet, durch das Verhdltnis % gegeben (siehe Aufgabe 1.13).

In der Aufgabe ist das Flichenstiick, auf dem sich das Teilchen befinden muf}, da-
mit der Winkel zwischen 8 und 8 + df liegt, die von diesen Winkelwerten begrenz-
te Kugelschicht. Ihr Flicheninhalt ist

AF = 271 sin6 - dé. 2
Damit erhilt man
27r? sin@ - d§  sin 6 - dd
= = 3
W(6)dg e T (3)

1.25 Man betrachte eine polykristalline Probe von CaSO,4 + 2H,0 in einem &dufle-
ren Magnetfeld B in z-Richtung. Das innere Magnetfeld (in z-Richtung), hervorge-
rufen am Ort eines gegebenen Protons im H, O-Molekiil durch das Nachbarproton,
ist gegeben durch (u/a®) (3 cos? § — 1), falls der Spin dieses Nachbarprotons in
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Richtung des angelegten Feldes zeigt und durch — (u/a®) (3 cos® 8 — 1), falls der
Spin des benachbarten Protons in die entgegengesetzte Richtung zeigt. Hier ist u

das magnetische Moment des Protons und a die Entfernung zwischen den beiden

Protonen, wihrend 6 den Winkel zwischen der Verbindungslinie der beiden Proto-
nen und der z-Achse bezeichnet. In dieser Probe von zufillig orientierten Kristal-
len befindet sich das Nachbarproton mit gleicher Wahrscheinlichkeit an jeder Stel-
le auf der Kugel mit dem Radius a, die das gegebene Proton umgibt.

a) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit W (b) db dafiir, daR das innere Feld
b zwischen b und b + db liegt, wenn der Spin des Nachbarprotons paralle! zu
B ist?

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit W(b) db, wenn der Spin des Nachbar-
protons mit gleicher Wahrscheinlichkeit entweder parallel oder antiparallel zu B
ist? Man skizziere W(b) als Funktion von b.

(Bei einem kernmagnetischen Resonanzexperiment ist die Frequenz, bei der Ener-
gie aus einem radiofrequenten Magnetfeld absorbiert wird, proportional zur lokalen
magnetischen Feldstirke, die am Ort eines Protons herrscht. Die Antwort von Teil
b) gibt deshalb die Gestalt der Absorptionslinie, die man bei diesem Experiment
beobachtet.)

1.25 a) Die Wahrscheinlichkeit W+(b) db dafiir, da} das innere Magnetfeld einen
Wert im Intervall zwischen b und b + db hat, ist gleich der Wahrscheinlichkeit da-
fiir, da} der gemif}

b=%(3cos’0—1) (n
a
mit b verkniipfte Winkel 6 in einem der beiden zugehorigen f-Intervalle, d.h. zwi-

schen 8 (b) und 0(b) + d6(b) oder zwischen 7 — 6(b) und = — (b) + db(b) liegt.
Nach Aufgabe 1.24 gilt

W(6)do = s‘—“f’zig = W(r—6)do. )
Damit ergibt sich
by ) a0
WH(b)db = 2W(o) do = 2w b)) | 2 | ab. 3)

Aus (1) folgt

6# cos 0 sin 6
‘ ’ (4)

so daf} man schlieflich aus (3) erhdlt

a® \/3 db

+ - =
wH(b)db = 2W(6)do = Ny (5)
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b) Fiir den Fall, da der Spin antiparailel zum 4ufleren Feld gerichtet ist,
erhilt man entsprechend

a® /3 db

Wi(b)db = —F———
(®) 6Vu? —ua’b

(6)

Ist nun der Spin mit gleicher Wahrscheinlichkeit entweder parallel oder antiparal-
lel zum #dufleren Feld gerichtet, so hat man fiir b insgesamt den Variabilititsbe-
reich

~H <h< X, Rl
a’
wobei das Teilintervall

2“<b< —# (8)

nur dann in Frage kommt, wenn der Spin antiparallel zum dufleren Feld gerichtet
ist, und das Teilintervall

Bocp< (9)
a

nur dann, wenn der Spin parallel zum idufleren Feld gerichtet ist, wihrend der
mittlere Bereich

+
-H<v<=% (10)

in beiden Fillen moglich ist. Fiir alle drei Teilbereiche gilt dann: (Wahrscheinlich-
keit dafiir, dal die innere Feldstirke einen Wert zwischen b und b + db hat) =

= [(Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl die innere Feldstirke einen Wert zwischen b und
b + db hat und daf dabei der Spin parallel zum dufieren Feld gerichtet ist) +

+ (Wahrscheinlichkeit dafiir, dal die innere Feldstirke einen Wert zwischen b und
b + db hat und daf dabei der Spin antiparallel zum 4uBleren Feld gerichtet ist)].
Damit erhilt man

2 3 2u
V3 db ——3<b<—ﬂ—3
12?2 —u b a a
2’ 3 2’ 3 ) u u
W(b)db = + b —ELE <cp<c i
®) (12\/;12—;1 a’b 12 \/u? + ua3b a a

3
23 db Bocpc
12 \/u? + pa’b a




