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Vorbemerkung zur 4. Auflage 

Während die 3. Auflage dieses Büchleins ein beinahe un-
veränderter Nachdruck der noch von Richard Baldus selbst 
besorgten 2. Auflage war, wurden jetzt einige Änderungen 
vorgenommen und Ergänzungen angefügt. Außer der histo-
rischen Einleitung blieb nur der axiomatische Teil davon 
fast unberührt; diese einzigartige Baldussche Leistung sollte 
möglichst unangetastet bleiben. Beibehalten wurde auch 
das Verfahren, die Nichteuklidische Geometrie im projektiven 
Bild in der Euklidischen Ebene zu entwickeln, weil es nicht 
nur das fruchtbare Prinzip der speziellen Lage anzuwenden 
erlaubt, sondern auch die uneigentlichen Punkte und Ge-
raden bequem zugänglich macht. Neu bearbeitet wurde unter 
anderem hauptsächlich die Trigonometrie und, in stärkerem 
Maß, die analytische Geometrie. 

Im ganzen aber war das Bestreben, die Eigenart der 
Baldusschen Darstellung zu wahren, deren Hauptmerkmale 
Gründlichkeit beim Durchdenken aller auftauchenden Fra-
gen, die Baldus' starkem erkenntnistheoretischem Interesse 
entsprang, und peinliche Sorgfalt bei der Durchführung der 
Beweise sind. Eindrucksvoll bringt Baldus die Überzeugung 
zur Geltung, daß der anschaulichen Vorstellung in der 
Nichteuklidischen Geometrie die gleiche Rolle zukommt wie 
in der Euklidischen, was einem Gauss noch selbstverständ-
lich war, aber natürlich in keiner dieser Geometrien dazu 
berechtigt, sich bei Beweisen auf die Anschauung zu berufen. 

Zum Schluß wurde ein kurzer Blick auf die Clifford-
Kleinschen Flächen geworfen, insbesondere wurde die im 
hyperbolischen Fall bestehende Möglichkeit ihres Aufbaues 
aus einfachen Elementen beschrieben, eine Theorie, die bis 
jetzt noch keinen Eingang in die Lehrbücher gefunden hat, 
obwohl sie schon seit Jahrzehnten bekannt ist. 
München, im Frühjahr 1964 F. Löbell 

Anmerkung des Verlages: Unmittelbar nach Abschluß der Korrekturen er-
reicht uns die Nachricht, daß Herr P r o f e s s o r Dr. F r a n k L ö b e l l am 
31. Mai 1964 plötzlich verstorben Ist. — Bei der Veröffentlichung des Bandes 

gedenken wir unseres Autors in Dankbarkelt und Verehrung. 
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L A b s c h n i t t . 

Der geschichtliche Weg zur Nichteuklidischen Geometrie. 

Euklids Elemente. 

1. Eukl id , der große griechische Geometer, der vor 300 
v. Chr. lebte und in Alexandria lehrte, hat in seinen berühm-
ten 13 Büchern der „Elemente" (CTTOIXEÎC<, elementa) die 
Grundlagen der Geometrie in einer Weise dargestellt, die sich 
trotz der fortschreitenden Entwicklung der Mathematik,' 
trotz immer wiederholten Verbesserungsversuchen über 2000 
Jahre lang im wesentlichen als wissenschaftlich unantastbar 
erwiesen hat. Und viel von ihm hierin Geleistetes gilt auch 
noch in unseren Augen, deren Blick durch die einschlägigen 
neueren mathematischen Forschungen geschärft ist, die in 
den letzten anderthalb Jahrhunderten weit über Euklid 
hinausgeführt haben. 

Den folgenden Betrachtungen legen wir die vorzügliche, text -
kritische, griechisch-lateinische Parallelausgabe der Elemente 
E u k l i d s v o n I. L. H e i b e r g , Leipzig, I. Bd. 1883, zugrunde*). 

2. Euklid beginnt das erste Buch seiner Elemente mit 23 
Definit ionen (ôpoi, definitiones), die aber nicht Ausdruck 
einer einheitlichen Absicht sind, sondern die zwei verschiedene 
Aufgaben zu erfüllen haben: So soll z. B. Def. I „Ein Punkt 
ist, was keinen Teil hat", ebenso wie Def. II „Eine Linie ist 
eine Länge ohne Breite" oder wie Def. IV „Eine Gerade ist 
eine Linie, die in einer Flucht mit den Punkten auf ihr 
liegt"**) im Leser eine anschaul iche Vorstel lung dieser 

*) Ins Deutsche übersetzt von C. T h a e r , Ostwald's Klassiker Nr. 235, 236, 
240, 241, 243. Leipzig 1933—37. 

•*) Diese Übersetzung deB griechischen Textes „EüösTcc ypanpr] èaxiu 
^ T I Ç éÇ ÏCTOV TOÏÇ È®* ÊAUTFIS OT|IIEÎOIÇ KEÎTCCI" ist sinnvoller als die übliche 
„Eine Oerade ist eine Linie, die gleichmäßig zu den Funkten auf ihr liegt"; 
sie steht im Einklang mit Forschungsergebnissen, die P. T a n n er y schon im 
Jahr 1897 mitgeteilt hat (Mémoires scientifiques, II , Toulouse et Paris 1912, 
p. 640—644). Die Erklärung stimmt im wesentlichen mit der schon von P l a t o 
gegebenen überein, die die Geraden mit den Lichtstrahlen identifiziert. — 
Es sei noch bemerkt, daß Euklid, wenn er von einer Geraden spricht, immer 
ein begrenztes Stück einer solchen, eine Strecke, meint. 
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räumlichen Gebilde wecken, oline daß damit irgendwelche 
mathematische Aussagen verbunden wären, die später ver-
wendet werden sollen; diese Definitionen haben keine ab-
strakt-mathematische Bedeutung, und dementsprechend 
macht Euklid niemals auch nur den Versuch, einen Beweis 
auf sie zu gründen. Dagegen enthält eine ganze Reihe von 
Definitionen m a t h e m a t i s c h e A u s s a g e n , die für spätere 
Überlegungen verwertbar sind, wie etwa Def. XVII „Durch-
messer des Kreises ist irgendeine durch den Mittelpunkt ge-
zogene und auf beiden Seiten vom Kreisumfange begrenzte 
Gerade; sie hälftet den Kreis" oder Def. XXI I I „Parallel 
sind gerade Linien, die in derselben Ebene liegen und nach 
beiden Seiten unbegrenzt verlängert auf keiner Seite mit-
einander zusammentreffen". 

3. Auf die Defin tionen folgen bei Euklid 5 P o s t u l a t e 
(at-ninon-a, postulata) und 5 Axiome (xoival ivvoiat, com-
munes animi conceptiones). Die Postulate sind: 

I. Es soll gefordert weiden, daß man von jedem Punkte zu 
jedem Punkt eine Gerade ziehen kann. 

II. Und daß man jede begrenzte Gerade zusammenhängend 
gerade verlängern kann. 

III. Und daß man um jeden Mittelpunkt mit jedem Halb-
messer einen Kreis beschreiben kann*). 

IV. Und daß alle rechten Winkel einander gleich sind. 
V. Und wenn eine Gerade zwei ande re Gerade 

t r i f f t und mi t ihnen auf derse lben Sei te i nne re 
Winkel b i lde t , die zusammen k le iner als zwei 
Rechte s ind , sollen jene beiden Geraden , unbe-
g renz t v e r l ä n g e r t , auf der Seite z u s a m m e n t r e f f e n , 
a u f d e r d i e W i n k e l l i egen , die z u s a m m e n k l e ine r als 
zwei R e c h t e sind**). 

*) Euklid benützt den Zirkel grundsätzlich nicht als Streckenübertrager; 
das geht eindrucksvoll aus der 2. Proposition des I. Buches der Elemente 
hervor. 

*•) III. und V. sind nur ffir die Ebene gedacht, was nicht ausdrücklich aus-
gesprochen Ist. Überhaupt enthalten Euklids Elemente, mit Ausnahme einiger 
Definitionen zu Beginn des 1. Buches, erst vom 11. Buch an räumliche Be-
trachtungen. 
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Die Axiome lauten: 
I. Dinge, die demselben Ding gleich sind, sind auch ein-

ander gleich. 
II. Und wenn man Gleiches zu Gleichem hinzufügt, dann 

sind auch die Summen gleich. 
III. Und wenn von Gleichem Gleiches abgezogen wird, dann 

sind auch die Reste gleich. 
VII.*) Und Dinge, die einander decken, sind einander 

gleich. 
VIII. Und das Ganze ist größer als sein Teil. 
Nun reiht Euklid die Konstruktionen und die Beweise der 

Sätze an, welche das Gebäude der Geometrie bilden, mit der 
Absicht, dabei anschauliche Beweismittel zu vermeiden, viel-
mehr r e i n l o g i s c h v o r z u g e h e n , und zwar so, daß neben 
den mathematischen Aussagen der in Nr. 2 genannten zweiten 
Art von Definitionen nur die Postulate und Axiome in den 
Schlußweisen verwendet werden sollen. Diese Absicht ist f ü r 
immer größere Teile der Mathematik vorbildlich geworden, 
mit ihr ha t Euklid den Grundstein zur Axiomatik gelegt. 

Der Ausdruck Axiom findet sich schon bei A r i s t o t e l e s (384 
bis 322 v. Chr.), tritt aber bei Euklid nicht auf. Die Elemente 
enthalten in den späteren Büchern noch weitere Definitionen — 
es werden im ganzen 118 Definitionen eingeführt —, aber keine 
Postulate und Axiome mehr. Die Postulate enthalten Aussagen 
über geometrische Gebilde (Gerade, Kreis, Winkel), die Axiome 
dagegen reine Größenaussagen; diese Unterscheidung ist in 
neueren Untersuchungen fallen gelassen worden, man spricht 
heute vielfach nur noch von Axiomen. Auch wir gebrauchen 
weiterhin den Ausdruck Postulat nur noch in Verbindung mit 
einer bestimmten Nummer (II. Postulat) und meinen mit den 
Axiomen Euklids seine Postulate und Axiome, mit Axiomen-
system die Gesamtheit beider, mit Parallelenaxiom das V. Po-
stulat. 

Aus der Geschichte des Parallelenaxioms. 

4. Während die übrigen Axiome naheliegende Grundan-
nahmen einfachster Art enthalten, machte das Parallelen-

*) Die Bezeichnung des 4. and 5. Axioms mit VII und VIII hat textkritische 
Gründe. 
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axiom schon den Alten den Eindruck eines verwickelten geo-
metrischen Satzes. Dazu kommt noch, daß Euklid möglichst 
lange die Verwendung des Parallelenaxioms vermeidet und 
es zum ersten Male beim Beweis des 29. Satzes im 1. Buche 
heranzieht, weiterhin, daß Satz 28 „Schneidet eine Gerade 
zwei andere Gerade und bildet mit ihnen auf einer Seite innere 
Winkel, deren Summe zwei Rechte beträgt, dann sind die 
beiden Geraden parallel" formal und inhaltlich mit dem 
Axiom aufs engste verwandt ist; dieses ist auch eine Um-
kehrung des 17. Satzes des 1. Buches, der aussagt, daß im 
Dreieck die Summe irgend zweier Winkel kleiner ist als zwei 
Rechte. 

So wird es begreiflich, daß die Versuche, das Paral lelen-
axiom zu beweisen und damit zu zeigen, daß es ein Satz, 
aber kein Axiom ist, fast so alt sind wie die Elemente Euklids. 
Diese Versuche bildeten bis zum Beginn des 19. Jahrhunderts 
den Hauptteil der kritischen Beschäftigung mit Euklid. Mit 
unermeßlicher Mühe suchte man immer wieder vergebens, 
einen Weg zum heiß ersehnten Ziel eines Beweises für das 
Parallelenaxiom zu finden. 

Erst nach 2000 Jahren waren einige bedeutende Mathe-
matiker dazu reif geworden, sich von der Logik, der man bis-
her den Weg aufzwingen wollte, führen zu lassen, und nun 
erkannten sie fast gleichzeitig und ohne gegenseitigen Zu-
sammenhang, daß die früheren Versuche deshalb ihr Ziel ver-
fehlen mußten, weil dieses gar nicht existierte. 

Es kann nicht unsere Aufgabe sein, mit der Sorgfalt für 
Einzelheiten wie ein mathematischer Historiker dieser ganzen 
Entwicklung nachzugehen, über die man reichliche geschicht-
liche Angaben in den Darstellungen Engel-Stäckel [3]*) und 
Bonola-Liebmann [1] findet; wir wollen nur zurückblickend 
das für den modernen Beschauer Wesentliche betrachten. Mit 
Rücksicht auf den zur Verfügung stehenden Raum wollen 
wir uns dabei im folgenden ausschließlich mit der Geometrie 
der Ebene, der Planimetrie, beschäftigen. 

* ) Nummern in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeich-
nis S. 6 des vorliegenden Buches. 
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5. Aus der gegen den Schluß von Nr. 3 angegebenen Ab-
sicht des axiomatischen Aufbaues ergibt sich, daß keine 
Axiome stillschweigend eingeführt werden dürfen. Diese For-
derung nach der Vo l l s t änd igke i t des Axiomensys tems 
hat Euklid nicht erfüllt,wie sehr er sich auch darum bemühte. 
So ist, um nur einige Beispiele zu nennen, in der in Nr. 2 an-
geführten Def. XVII stillschweigend angenommen, daß jeder 
Punkt einer Geraden diese in zwei Teile trennt, eine Annahme, 
die auch in die Def. XXIII hereinspielt, im V. Postulat ist 
stillschweigend vorausgesetzt, daß jede Gerade die Ebene in 
zwei Gebiete teilt, im Axiom VII werden Dinge zur Deckung 
gebracht und damit Bewegungen in die geometrischen Be-
trachtungen hereingezogen, ohne daß deren Axiome ausge-
sprochen wären. Schon Gauß stellte fest, daß eine Erklärung 
der Zwischen-Beziehung gegeben werden müßte und könnte. 

Die Beschäftigung mit dem Parallelenaxiom hat in solchem 
Maße die Aufmerksamkeit auf dieses gelenkt, daß man die 
soeben genannten und ähnliche wirkliche Mängel des Euklidi-
schen Systems wenig oder gar nicht beachtete. 

Bei den Versuchen, das Parallelenaxiom zu beweisen, hatte 
man die Absicht, das V. Postulat nach geglücktem Beweis 
als aus den übrigen Axiomen ableitbar wegzulassen. Darin 
kam die selbstverständliche Forderung zum Ausdruck, daß 
keine überflüssigen Axiome eingeführt werden sollten, eine 
Forderung, die man später zu dem Verlangen nach einem 
mögl ichs t e in fachen Axiomensys tem erweitert hat. 

Wenn zwei verschiedene Axiomensysteme für dasselbe Gebiet 
der Mathematik vorliegen, kann man zwar nicht immer rein lo-
gisch entscheiden, welches davon einfacher ist, hier wird oft das 
Gefühl, der persönliche Geschmack mitzusprechen haben, jeden-
falls aber wird der Ausschluß überzähliger Axiome durch die Forde-
rung der Einfachheit erzwungen. 

6. Die vermeintlichen Beweise des Parallelenaxioms hatten 
stets das gleiche Schicksal: jedesmal konnte dem Urheber 
eines solchen Beweisversuches nachgewiesen werden, daß er 
eine über die Euklidischen Annahmen hinausgehende Voraus-
setzung stillschweigend eingeführt hatte. So lieferten die miß-
glückten Beweisversuche die positive mathematische Aus-
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sage, daß gewisse Annahmen, im Euklidischen System an die 
Stelle des Parallelenaxioms gesetzt, mit den übrigen Axiomen 
zusammen wieder die Sätze Euklids ergeben; mau erhielt 
dadurch dem Parallelenaxiom gleichwertige, ä q u i v a l e n t e 
Axiome. Unter diesen treten die folgenden auf: 

a) Trifft eine Gerade die eine von zwei Parallelen, dann 
trifft sie auch die andere. 

b) Durch einen im Innern eines spitzen Winkels angenom-
menen Punkt kann man immer eine Gerade ziehen, welche 
die beiden Schenkel des Winkels trifft. 

c) Die auf derselben Seite einer Geraden von dieser gleich 
weit entfernten Punkte liegen selbst auf einer Geraden. 

d) Durch drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte läßt 
sich immer ein Kreis legen. 

e) Die Winkelsumme im Dreieck ist gleich zwei Rechten. 
f) Es gibt zwei ähnliche, nicht kongruente Dreiecke. 
Ersetzt man das Parallelenaxiom durch eine dieser Annahmen, 

dann läßt sich die Aussage des Parallelenaxioms aus dieser An-
nahme und den übrigen Axiomen als Satz beweisen. Dabei muß 
allerdings ein vollständiges Axiomensystem der Euklidischen Geo-
metrie vorliegen, mit dessen Aufstellung man erst spät begann 
(vgl. Nr. 5). Den ersten großen Fortschritt in dieser Richtung er-
zielte der Mathematiker M. Pasch (1843—1930) in seinem im 
Jahr 1882 erschienenen Buche „Vorlesungen über neuere Geo-
metrie"*). 

Da die Ergänzung der Euklidischen Axiome zu einem voll-
ständigen System bis zu einem gewissen Grade willkürlich ist, 
geht diese Willkür in die ganze kritische Betrachtung der Beweis-
versuche für das Parallelenaxiom ein. 

7. Mit einem wesentlich neuen, für die Folge sehr wichtigen 
Gedanken bereicherte der scharfsinnige Jesuitenpater G. 
Saccher i (1667—1733) die Forschungen über das Parallelen-
axiom : 

Er betrachtet, worin er Vorgänger hat, das Viereck ABCD 
(Fig. 44, Nr.76) mit den beiden rechten Winkeln oc, ß**) und 

*) 2. Aufl. 1926, 275 S., mit einem lesenswerten Anhang von M. D e h n . 
*•) Doppelbogen bezeichnen in anseien Figuren immer rechte Winkel. Der 

Punkt S der Figur wird erst später benötigt werden. 
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den beiden gleichen Seiten AD und BG. Unabhängig vom 
Parallelenaxiom folgt nun y = <5, ohne daß aber zu 
entscheiden wäre, ob dies rechte, stumpfe oder spitze Winkel 
sind. Tritt jedoch einer dieser drei Fälle bei einem einzigen 
solchen Viereck ein, dann geschieht es bei jedem. Dies führt 
zu den drei H y p o t h e s e n des r e c h t e n , des s tumpfen , 
des sp i t zen Winkels. Die Hypothese des rechten Winkels 
läßt sich aus dem Parallelenaxiom beweisen und ist diesem 
äquivalent. Die aus den beiden anderen Hypothesen und den 
Euklidischen Annahmen mit Ausnahme des Parallelenaxioms 
entstehenden Geometrien sucht Saccheri, und das ist sein 
neuer Gedanke, als in sich widerspruchsvo l l nachzu-
weisen; gelänge dies, dann wäre damit vermittels eines in-
direkten Beweises das Parallelenaxiom als ein Satz der Eukli-
dischen Geometrie erkannt. 

Girolamo (Hieronymus) Saccheri war Lehrer der Grammatik, 
Philosophie, polemischen Theologie, Arithmetik, Algebra, Geo-
metrie sowie anderer Fächer, zuletzt an der Universität Pavia. 
Sein hier besprochenes Werk erschien 1733 in Mailand unter dem 
Titel „Euclides ab omni naevo vindicatus", d.h. der von jedem Makel 
befreite Euklid; man findet es in Engel-Stäckel [3] abgedruckt. 
Er setzt darin die vom Parallelenaxiom absehenden Euklidischen 
Annahmen den ersten 26 Sätzen Euklids gleichwertig, was nach 
dem 1. Absatz unserer Nr. 4 nahe liegt. 

Aus der Hypothese des stumpfen Winkels folgert Saccheri, 
daß die Winkelsumme in jedem Dreiecke > 2R ist. Hier ent-
stehen tatsächlich Widersprüche, wenn man mit Euklid die 
unendliche Länge der Geraden voraussetzt, indem sich dann 
aus der Hypothese des s t umpfen Winkels das Parallelen-
axiom beweisen läßt, aus dem die Hypothese des r ech ten 
Winkels folgt. 

Bei der Hypothese des spitzen Winkels dagegen glückt es 
Saccheri nicht, den gesuchten Widerspruch zu finden, so ab-
surd auch für den an Euklid geschulten Geometer die Folge-
rungen sind: die Winkelsumme im Dreieck ist hier < 2 R ; 
der Winkel im Halbkreis ist < R; es kann hier vorkommen, 
daß sich zwei Gerade nicht treffen, deren eine auf einer dritten 
Geraden senkrecht steht, während die andere zu der dritten 
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nicht senkrecht steht; es gibt Paare von Geraden, die sich 
asymptotisch nahe kommen, ohne sich zu treffen. Infolge 
eines Trugschlusses glaubt Saccheri auch hier einen Wider-
spruch nachweisen zu können, in Wirklichkeit läßt er die 
Frage nach der logischen Widerspruchslosigkeit der auf der 
Hypothese des spitzen Winkels aufgebauten Geometrie 
offen. 

8. Die bedeutenden Leistungen Saccheris fanden ihre Fort-
setzung in Überlegungen des bedeutenden Mathematikers, 
Physikers und Philosophen J. H. L a m b e r t (1728—1777), 
der noch weitere Folgerungen aus der Hypothese des spitzen 
Winkels zog, so z. B. die Existenz einer absoluten Längen-
einheit aus dieser erschloß und erkannte, daß der Flächen-
inhalt eines Dreiecks dem Unterschiede zwischen dessen 
Winkelsumme und 2R proportional wäre. Weiterhin vermutete 
er einen Zusammenhang zwischen der Hypothese des spitzen 
Winkels und der Geometrie auf einer imaginären Kugel. Auch 
Lambert vermochte nicht, die Hypothese des spitzen Winkels 
zwingend ad absurdum zu führen, ohne aber dem Irrtum zu 
verfallen, daß ihm das gelungen sei. Ein Vorzug seiner 
Betrachtungsweise verdient noch besonders hervorgehoben 
zu werden: Während Saccheri sich im Stil seiner Zeit die 
Behandlung geometrischer Fragen durch Stetigkeitsbetrach-
tungen, denen aber entsprechende Voraussetzungen zu-
grunde liegen mußten, erleichterte, machte sich Lambert 
davon möglichst frei, obwohl er sich durch ein solches, wahr-
haft „elementares" Vorgehen seine Aufgabe erschwerte. 

Johann Heinrich Lamberts hier in Betracht kommende Schrift, 
die man ebenfalls in Engel-Stäckel [3] abgedruckt findet, hat den 
Titel „Theorie der Parallellinien". Sie stammt aus dem Jahre 1766, 
wurde aber erst 1786 aus seinem Nachlaß in Hindenbuigs „Magazin 
für die reine und angewandte Mathematik" veröffentlicht. 

Hier sei auch der bekannte französische Mathematiker A. M. 
Legendre (1762—1833) genannt, dem interessante Sätze über 
die Winkelsumme im Dreieck in den Fällen der drei Hypothe-
sen zu verdanken sind, vgl. Bonola-Liebmann [1], Durch seine 
weitverbreiteten „Éléments de Géométrie" hat er die Forschun-
gen über das Parallelenaxiom sehr gefördert. 
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9. Griechische, arabische, italienische, deutsche, englische, 
französische, ungarische Gelehrte bemühten sich im Laufe 
zweier Jahrtausende um einen Beweis für das Parallelen-
axiom, immer wieder vergeblich. Welche Unsumme von Arbeit 
dabei geleistet wurde, erhellt beispielsweise aus der Tatsache, 
daß nach Engel-Stäckel [3] über 260 ernst zu nehmende 
Schriften bekannt sind, die sich, ohne zum Ziele zu kommen, mit 
der Parallelentheorie beschäftigen. "Wohl mit keinem anderen 
Problem im Gebiete der exakten Wissenschaften wurde solange 
ohne Entscheidung gerungen, so daß es verständlich wird, daß 
es Mathematiker gab, welche die Versuche als aussichtslos 
aufzugeben empfahlen, während andere in immer steigender 
Zahl, vor allem etwa seit 1780, sich um die Überwindung der 
Schwierigkeiten bemühten, ohne daß j emand an der 
a l le in igen Be rech t igung der Euk l id i schen Geo-
met r i e gezwei fe l t h ä t t e . 

Die Entdecker der Nichteuklidischen Geometrie. 
10. Dem großen Göttinger Mathematiker C. F . G a u ß 

(1777—1855) war es vorbehalten, als erster die Lösung des 
Rätsels des Parallelenaxioms zu finden: in jahrelanger, 1792 
beginnender, mühsamer Gedankenarbeit rang er sich zu der 
Überzeugung durch, daß eine Geometr ie d e n k b a r is t , 
die ein dem Pa ra l l e l enax iom wide r sp rechendes 
Axiom und dazu die übr igen Euk l id i schen Annah-
men vo rausse t z t . Er entwickelte eine solche Geometrie, 
ähnlich wie es Saccheri und Lambert bei der Hypothese des 
spitzen Winkels machten, aber nicht, und das ist das wesent-
lich Neue, um einen Widerspruch zu finden, sondern in dem 
klaren Bewußtsein, eine neue, Nich teuk l id i sche Geo-
metr ie a u f z u b a u e n , die in sich ebenso f re i von 
logischen Wide r sp rüchen is t wie die Eukl id i sche . 
Obwohl Gauß über diese seine Untersuchungen nichts ver-
öffentlicht und sich nur gelegentlich in Briefen auf sie be-
zogen hat, steht fest, daß er spätestens 1816 volle Klarheit 
über die logische Berechtigung der Nichteuklidischen Geo-
metrie gewonnen und diese Disziplin weit ausgebaut hatte. 
Diese Nichteuklidische Geometrie ist nichts anderes als die 
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nach Nr. 7 und 8 aus der Hypothese des spitzen Winkels sich er-
gebende Geometrie. Dasselbe gilt von der „Astralgeometrie", 
zu deren Anfängen der Jurist F. K. Schweikart (1780— 
1857) gelangt war, unabhängig von Gauß und gleichfalls 
ohne etwas darüber zu veröffentlichen. 

Carl Friedrich Gauß, Direktor der Sternwarte zu Göttingen, 
war einer der bedeutendsten Mathematiker aller Zeiten und Völker 
von genialer schöpferischer und kritischer Kraft. Der X. Band 
seiner gesammelten Werke enthält in der 2. Abteilung eine 1923 
erschienene Abhandlung von P. Stäckel über Gauß als Geo-
meter, die sich eingehend mit der Entdeckung der Nichteukli-
dischen Geometrie durch Gauß beschäftigt*). Dort findet man 
auch S. 31 ff. nähere Angaben über Schweikart , desgleichen in 
Engel-Stäckel [3], 

11. Zwei Mathematiker teilen sich in den Ruhm, als erste 
in selbständigen, ausführlichen Veröffentlichungen die Nicht-
euklidische Geometrie begründet zu haben, und zwar unab-
hängig von Gauß und voneinander. Es sind das der Russe 
N. I. Lobatschefski j (1793—1856) und der Ungar J. Bol-
yai (1802—1860). 

Nachdem sich Lobatschefskij schon seit 1815 mit der Theorie 
der Parallelen beschäftigt hatte, entdeckte er zwischen 1823 
und 1825 die Nichteuklidische Geometrie. Eine Abhandlung 
darüber, die er 1826 der Universität Kasan vorlegte, ist ver-
lorengegangen, deren Ergebnisse sind in die russisch ge-
schriebene Abhandlung „Über die Anfangsgründe der Geo-
metrie" hineingearbeitet, die 1829 und 1830 im Kasaner Boten 
erschienen ist. In dieser ersten Veröffentlichung Lobatschefs-
kijs über seine Nichteuklidische Geometrie ist deren logische 
Berechtigung betont, und zwar wieder der Geometrie, welcher 
die Hypothese des spitzen Winkels zugrunde liegt. Lobat-
schefskij kannte zwar die Ergebnisse Legendres, wurde aber, 
wie anzunehmen ist, nicht von Gauß beeinflußt. 

Gleichzeitig mit Lobatschefskij gelangte Johann Bolyai 
1823 zu derselben Nichteuklidischen Geometrie, durch den 
mathematischen Verkehr mit seinem mit Gauß befreundeten 

*) Vgl. auch H. E. T i m e r d i n g , „Kant und Gauß", Kantstudien XXVIII, 
(1923), S. 16—40. 


