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VYorwort

Die Mengenlehre bildet heute in ihrer modernen axiomatischen Form das
Fundament der Mathematik. Das bedeutet, dal3 alle derzeitigen mathemati-
schen Begriffe und Aussagen als mengentheoretische Begriffe und Aussagen
interpretiert werden konnen und alle derzeitigen mathematischen Ergebnisse
durch rein logisches Schliefen aus einem geeigneten Axiomensystem der Men-
genlehre abgeleitet werden konnen. In diesem Sinne ist die Mathematik im
Rahmen der Mengenlehre darstellbar und erzeugt die Mengenlehre in der Ma-
thematik, zum Vorteile klaren und rationellen Verstindnisses, eine einheitliche
mengentheoretische Denkweise. Das vorliegende Lehrbuch méochte eine kurz-
gefaBte Einfitlhrung in die Mengenlehre geben mit einer praktizierten mengen-
theoretischen Fundierung der Mathematik als Schwerpunkt. Es soll Mathe-
matik von allem Anfang an mengentheoretisch exakt entwickelt werden. Mathe-
matische Vorkenntnisse sind damit fiir den Ablauf der Theorie nicht erforder-
lich. Das Buch wendet sich an Studenten, Lehrer, Dozenten und allgemein an
alle in Lehre und Forschung tatigen Wissenschaftler, welche sich fiir eine men-
gentheoretische Grundlegung der Mathematik interessieren.

Die Mengentheorie unseres Buches basiert auf einem einsortigen transfiniten
inhomogenen Stufenkalkiil, der mit seiner durch wenige Postulate struktu-
rierten Stufenrelation eine der Anschauung iiber den Mengenbegriff besonders
naheliegende und damit eine besonders natiirliche Axiomatisierung der Men-
genlehre ermoglicht. Es werden konsequent nur Mengen betrachtet, keine ab-
soluten Klassen. Die Vorteile des Klassenkalkiils, etwa im Zusammenhang mit
der Kategorientheorie, werden jedoch beibehalten und sogar wesentlich er-
weitert durch die auf Universen relativierten Klassen, welche jetzt Mengen
sind. Wir stellen zunichst (Kapitel I-V) ein elementares Axiomensystem der
Mengenlehre auf, in dessen Rahmen der grof3te Teil der heutigen Mathematik,
darunter die Analysis, mengentheoretisch darstellbar ist. Die mengentheore-
tische Darstellung der gesamten Mathematik, darunter die Kategorientheorie,
wird erreicht (Kapit 1 VI), indem wir das elementare Axiomensystem um das
Universenaxiom erweitern. Trotz der axiomatischen Methode der Darstellung
mit ihren etwas formalen Begleiterscheinungen wird groBter Wert auf inhalt-
liche Motivierungen, Formulierungen und Argumentationen gelegt.

Das Buch ist in Kapitel, Paragraphen und Abschnitte unterteilt bei durch-
laufender Numerierung der Paragraphen. Der Abschnitt n.m des §n wird als
3n.m* zitiert, Definition bzw. Satz m des §» als ,,Definition m, § n* bzw. ,,Satz
m, §n“ und Definition bzw. Satz m des laufenden Paragraphen als ,,Definition m*
bzw. ,,Satz m". Das Ende eines Axioms, einer Definition oder eines Beweises wird



der Ubersichtlichkeit halber durch B markiert. Ubungsaufgaben sind in Form
notierter Sitze gestellt, deren Beweis nur durch die Bemerkung ,,Ubung“ an-
gedeutet wird oder durch die Bemerkung, daB3 die aufgestellten Behauptungen
unmittelbar (als Routineiibung) aus den Definitionen oder bereits Bekanntem
folgen. Das Buch unterscheidet sich von meiner 1971-1974 erschienenen ,,Ein-
filhrung in die Allgemeine Mengenlehre* durch eine wesentlich kiirzere Stoff-
darbietung und die dadurch erforderliche Gesamtkonzeption. AuBlerdem liegt
der Abbildungstheorie eine neue Terminologie zugrunde, es wird der Kate-
gorienbegriff auf Universen diskutiert, und es werden die stark unerreichbaren
Kardinal- und Ordinalzahlen eingefithrt und in die Exorbitanzaussagen fiir
Universen mit einbezogen.

Dem Verlag danke ich fiir die Aufnahme des Buches in seine mathematische
Lehrbuchreihe und fiir die gute Zusammenarbeit.

Karlsruhe, im Sommer 1979 Dieter Klaua
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KAPITEL I

Das elementare Axiomensystem

§ 1. Anschauliche Grundlage
1.1. Mengenlehre, Mathematik

Der deutsche Mathematiker GEORG CANTOR (1845-1918) begriindete gegen
Ende des vorigen Jahrhunderts die Theorie der (endlichen und unendlichen)
Mengen beliebiger Dinge, die Mengenlehre, auch Mengentheorie, wegen ihres
allgemeinen Charakters (im Gegensatz zu Theorien iiber Mengen spezieller
Dinge, etwa der Punktmengenlehre) auch Allgemeine Mengenlehre oder Ab-
strakte Mengenlehre genannt. Als Geburtsjahr dieser neuen mathematischen
Disziplin gilt das Jahr 1874, in welchem CANTORs Arbeit ,,Uber eine Eigen-
schaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen* im Journal fiir Reine
und Angewandte Mathematik erschien. Die Mengenlehre hat aus ihren An-
fingen heraus eine duBerst umfassende Entwicklung durchlaufen. Es wurden
dabei durch die Mengenlehre weitere neue Disziplinen der Mathematik ins
Leben gerufen (wie die Allgemeine Topologie) und schon bestehende mathe-
matische Gebiete zu fruchtbarer Fortfilhrung gebracht (wie die Analysis).
AuBerdem wurde, zur Vermeidung von Widerspriichen, methodisch die ur-
spriingliche CANTORsche naive (d.h. unaxiomatische) Mengenlehre abgelGst
von der axiomatischen Mengenlehre, in der ein Axiomensystem an die Spitze
der Theorie gestellt wird und man nur solche mengentheoretischen Begriffe
und Aussagen (darunter die Axiome) bzw. mengentheoretischen Ergebnisse
anerkennt, die sich mit den fachspezifischen Grundbegriffen des Axiomen-
systems durch rein logische Zusammensetzung definieren und formulieren
lassen bzw. die sich aus den Axiomen des Axiomensystems durch rein logisches
SchlieBen beweisen lassen. Die Erfahrung lehrte dann, daB sich auf solche
Weise bei geeigneter Wahl eines mengentheoretischen Axiomensystems (etwa
des in unserem Buche verwendeten Systems) sogar alle derzeitigen mathemati-
schen Begriffe und Aussagen und alle derzeitigen mathematischen Ergebnisse
einheitlich als anerkannte mengentheoretische Begriffe, Aussagen und Ergeb-
nisse gewinnen lassen und in diesem Sinne die Mathematik im Rahmen der
Mengenlehre darstellbar ist. Auf Grund dieser einheitlichen mengentheore-
tischen Darstellbarkeit der gesamten Mathematik und wegen des allgemeinen
Charakters der Mengenlehre behandelt die Mengenlehre zwangsldufig gerade



10 I. Das elementare Axiomensystem

die fiir die Grundlegung der Mathematik wichtigen und damit die allgemeinsten
mathematischen Begriffe und Tatsachen, bildet die Mengenlehre heute das
Fundament der Mathematik und erzeugt die Mengenlehre in der Mathematik,
zum Vorteile klaren und rationellen Verstindnisses, eine einheitliche mengen-
theoretische Denkweise, die mengentheoretische Methode. Die Wissenschaft
Mathematik schlieBlich findet breiteste praktische Anwendung in den Natur-
wissenschaften, in Technik und Okonomie. Die mengentheoretische Darstell-
barkeit der Mathematik gibt auch AnlaB zur These von der Ubereinstimmung
der Mathematik mit der Mengenlehre. Bei synonymer Verwendung der Be-
griffe ,,Mengenlehre” und ,,Allgemeine Mengenlehre ist diese These natiirlich
nur zu verstehen als eine abkiirzende Formulierung der geschilderten Darstell-
barkeit der Mathematik im Rahmen der Mengenlehre und nicht als Identitit
von Mathematik und Mengenlehre. Die Allgemeine Mengenlehre ist nur ein
echtes Teilgebiet der Mathematik.

Je nach Art der bisher untersuchten mathematischen Begriffe und Aussagen
haben sich die verschiedenen Teilgebiete der Mathematik herausgebildet. Man
kann die Mathematik heute in sechs groBe Bereiche gliedern:

Grundlagen der Mathematik,

Algebra, Zahlentheorie,

Analysis, Funktionentheorie,

Geometrie, Topologie,

Wahrscheinlichkeitstheorie, Mathematische Statistik.
Numerik.

Die einzelnen Bereiche zerfallen weiter in Teilbereiche; z B. zerfallen die
Grundlagen der Mathematik in:

Allgemeine Mengenlehre,

Das Zahlensystem

Metamathematik (d.h. Mathematische Logik und die auf ihr
fuBende Grundlagenforschung zur Mathematik).

Die Begriffe der Grundlagen und der Grundlagenforschung innerhalb der
Mathematik werden oft auch breiter gefalit, etwa als mathematische Grund-
lagen und Grundlagenforschung im Sinne des vielbdndigen Lehrwerkes von
N. BOURBAKY, Eléments de Mathématique, welches eine im Rahmen der Mengen-
lehre vollzogene Neuordnung der Mathematik unter strukturellen (axiomati-
schen) Gesichtspunkten verwirklicht. Man beachte, daB} eine Gliederung der
Mathematik in Bereiche und Teilbereiche stets nur als ein vom Menschen aus
verstindnis- und arbeitsokonomischen Griinden geschaffenes, mehr oder
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weniger kiinstliches Ordnungsprinzip angesehen werden darf. Die einzelnen
mathematischen Disziplinen greifen deshalb oft auch weit ineinander iiber, und
die fortschreitende Entwicklung der Mathematik fithrt immer mehr zu einer
vereinheitlichenden Verschmelzung bisher nebeneinander gelegener mathema-
tischer Gebiete. Die einfachste Definition der Wissenschaft Mathematik oder
irgendeines ihrer Teilgebiete (etwa der Grundlagen der Mathematik oder der
Allgemeinen Mengenlehre) ist die Definition durch Aufzdhlung, indem man auf
denin der Literatur vorliegenden einschligigen wissenschaftlichen Themenkreis
verweist.

Wir untergliedern die Allgemeine Mengenlehre in sechs Hauptthemen:

Kapitel I. Das elementare Axiomensystem,

Kapitel II. Mengenalgebra, Abbildungs- und Relationentheorie,
Kapitel IIL. Natiirliche Zahlen, endliche und unendliche Mengen,
Kapitel IV. Ordnungstheorie,

Kapitel V. Kardinalzahl- und Ordinalzahltheorie,

Kapitel VL. Das erweiterte Axiomensystem.

(Die mathematisch-logischen Grundlagenuntersuchungen zur Allgemeinen
Mengenlehre seien zur Metamathematik gerechnet.)

1.2. Mengen, Elementbeziehung

Es gibt konkrete Dinge (wie Gegenstande unserer Umwelt (darunter Lebewesen),
Molekiile, Himmelskorper, Bewegungsvorginge zwischen materiellen Kor-
pern) und abstrakte, sinnlich prinzipiell nicht wahrnehmbare Dinge (wie Zah-
len, Beziehungen zwischen Dingen, Zuordnungen von Dingen zu Dingen,
Eigenschaften von Dingen). Fiir Dinge sagt man auch Objekte. Zu den ab-
strakten Dingen gehéren die Mengen von Dingen. Eine Menge ist nach CANTOR
eine ideelle (d.h. geistige) Zusammenfassung bestimmter Dinge zu einem ein-
heitlichen Ganzen. Der Begriff einer derartigen Dingzusammenfassung, und
damit auch der Mengenbegriff als bloBe Abkiirzung dafir, ist ein nicht durch
noch einfachere Begriffe erklirbarer Grundbegriff, mit dem man sich lediglich
an Hand von Beispielen vertraut macht. Andere, den Mengenbegriff noch
untermalende Bezeichnungen fiir eine Menge sind: Gesamtheit, Mannigfaltig-
keit, abstrakte Einheit, Inbegriff, charakteristisches gemeinsames Merkmal,
Klasse, System, Bereich.
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Beispiele fiir Mengen:

(1) Die Menge aller Einfamilienhduser Hamburgs zu einem bestimmten Zeit-
punkt (sei er in Vergangenheit, Gegenwart oder Zukunft gelegen).

(2) Unter Vorwegnahme der verschiedenen Zahlbegriffe erhilt man als mathe-
matische Mengenbeispiele die Menge der natiirlichen Zahlen 0, 1, 2, 3, ..., die
Menge der ganzen Zahlen, diec Menge der rationalen Zahlen, die Menge der
reellen Zahlen und die Menge der komplexen Zahlen.

(3) Die Menge aller Mengen natiirlicher Zahlen.

(4) Die Menge aller Dinge, die bei vorgegebenen Mengen M und N in M oder
in N enthalten sind.

(5) Die Menge aller Dinge, die bei vorgegebenen Mengen M und N in M und
in N enthalten sind.

(6) Die Menge aller Dinge, die bei einer vorgegebenen Menge M von Mengen
und einer vorgegebenen Menge N in N und in allen Mengen von M enthalten
sind.

Die durch eine Menge zusammengefaliten Dinge heiBen die Elemente der
betreffenden Menge. Man sagt von einer Menge, sie bestehe aus ihren Elemen-
ten; man sagt von einer Menge und irgendeinem ihrer Elemente, daB sie dieses
Element besitzt, dieses Element enthdlt und dal} dieses Element in der Menge
enthalten ist, in der Menge liegt, zu der Menge gehdrt, aus der Menge ist. Als
Abkiirzung fiir ist ein Element von hat sich nach G. PEANO das Zeichen € (ge-
lesen: Element (von)) eingebiirgert, das stilisierte ,,&“ aus dem griechischen
Wort ,,goti” fiir ,,ist ein“. Die durch € ausgedriickte Beziehung zwischen Dingen
heiBt die Elementbeziehung oder die g-Beziehung (die Epsilon-Beziehung).
Bezeichnen also a, b irgendwelche Dinge, so bedeutet

a e b (gelesen: a Element (von) b),

daB b eine Menge und a ein Element von & ist. Fiir beliebige Dinge a und b
gilt entweder a € b oder nicht a € b. Dabei wird nicht Entscheidung dieser bei-
den Fille gefordert. Bezeichnet etwa W die Menge aller wahren mengentheore-
tischen Aussagen (vgl. §2) und A eine bestimmte mengentheoretische Aussage,
deren Wahrheitsverhalten bis heute unbekannt ist, so gilt zwar prinzipiell ent-
weder 4 e W oder nicht 4 e W, aber es ist nicht gewil3, ob jemals entschieden
wird, welcher Fall vorliegt.

Wir machen uns im folgenden durch einige Erlduterungen weiter mit dem
Mengenbegriff vertraut. Dabei betrachten wir zunichst, wie schon stillschwei-
gend bisher, ausschlieBlich nichtleere Mengen, d.h. Mengen, welche mindestens
ein Element besitzen.

Die Mengen fallen als Merkmale mit den Eigenschaften (als Kollektivdinge,
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Sammelobjekte) zusammen. Eigenschaft ist damit eine weitere Bezeichnung
fir eine Menge, aber natiirlich auch kein einfacherer Begriff als der Mengen-
begriff selbst. Von einem in einer Menge M gelegenen Element e sagt man dann
auch, e besitzt die (oder ist von der) Eigenschaft M oder die Eigenschaft M trifft
auf e zu.

Die Mengen sind (auf alle Fille fiir die Mathematik) extensional (Extensio-
nalitdt des Mengenbegriffes); d.h. eine Menge ist bereits durch ihren
Umfang (Extension) eindeutig bestimmt oder genauer: Eine Menge ist bereits
durch die in ihr enthaltenen Flemente eindeutig bestimmt, unabhéngig somit
von dem durch etwaige mehrfache Beschreibungsmoglichkeiten dieser Menge
verschiedenartig erzeugten Sinn (Intention). Als Beispiel ist die aus der Zahl 2
als einzigem Element bestehende Menge M identisch mit der Menge N aller
natiirlichen Zahlen, welche eine gerade Primzahl sind. Die Extensionalitit des
Mengenbegriffes gestattet, von jeder Menge M als von derjenigen Menge zu
sprechen, welche genau die Elemente von M als Elemente besitzt.

Eine Menge muB} nicht wie die Mengen der Beispiele (1)—(6) durch eine die
betreffende Menge eindeutig kennzeichnende Mengenbeschreibung definier-
bar sein. Als Beispiel existieren stets unendlich viele Mengen von Elementen
einer fest vorgegebenen unendlichen Menge (etwa der Menge der natiirlichen
Zahlen), ohne dafl man fiir jede einzelne dieser Mengen eine Beschreibung zur
Verfligung hat. Fiir endliche Mengen sprachlich fixierter (und nicht allzu vieler)
Elemente dagegen liefert bereits die Aufzdhlung ihrer Elemente eine besonders
einfache Beschreibung. Dabei mogen, als niitzliche Bezeichnung fiir endliche
Mengen, in geschweifte Klammern gesetzte Dingbezeichnungen stets die
Menge derjenigen Dinge bedeuten, deren Bezeichnungen geklammert sind
(Mengengenbezeichnung durch Aufzdhlung). Sind also a, b, c,... be-
stimmte Dinge, so ist nacheinander

{a}, {a,b}, {a,b,c},...

(gelesen: Menge (von) a bzw. Menge (von) a, b bzw. Menge (von) a, b, ¢ bzw....)
Jeweils diejenige Menge, welche bzw. aus dem Element g, aus den Elementen
a, b, aus den Elementen g, b, ¢,... besteht.

Eine Menge besitzt eine héhere entstehungstechnische Kompliziertheitsstufe,
eine hohere Begriffsstufe, liegt in einer hoheren Anschauungsebene, kurz:
besitzt eine hohere Stufe, als ihre Elemente; denn sie setzt sich aus diesen Ele-
menten zusammen. Damit kann auch keine Menge Element von sich selbst
sein.

Der bisher aus der Anschauung gewonnene Mengenbegriff fiihrt nur zu nicht-
leeren Mengen. Was soll man sich unter dem gemeinsamen Merkmal von gar



14 I. Das elementare Axiomensystem

keinen Dingen vorstellen? Aus Griinden der Einfachheit ist es aber wiinschens-
wert, fiir beliebige Mengenbeschreibungen — also auch fiir solche, die kein ein-
ziges Element erfassen — eine zugehdrige ,,Menge* zur Verfiigung zu haben;
man erspart sich dann Fallunterscheidungen. So ist es in Mengenbeispiel (5)
zweckmiBig, auch von der ,,Menge* aller gleichzeitig in M und in N enthaltenen
Dinge zu sprechen, falls die Mengen M und N kein einziges gemeinsames Ele-
ment besitzen. Analog in Beispiel (6). Wir helfen uns, indem wir irgendein fest
gewihltes und von allen nichtleeren Mengen verschiedenes Ding zusitzlich
und kiinstlich zur Menge ohne Elemente ernennen, zur leeren Menge, und es
jeder Mengenbeschreibung, welche kein Element erfaBt, als die beschriebene
Menge zuordnen. Meistens nimmt man ohne Erwahnung die Existenz eines
derartigen abstrakten Dinges hin. Wir wollen ganz zweifelsfrei vorgehen und
fixieren ein materielles Ding (das als bisherige Nichtmenge sowieso kein Ele-
ment besitzt). Die leere Menge oder Leermenge, bezeichnet mit: ¢ (gelesen:
leere Menge), sei der Planet Erde. Zum Begriff Menge und zu den mit diesem
synonymen Begriffen dieses Abschnittes §1.2 gehére von nun an neben den
bisherigen (abstrakten) nichtleeren Mengen auch die (konkrete) leere Menge 0.
¢ ist dann die einzige Menge, welche kein Element enthilt, so daB auch fiir den
um § erweiterten Mengenbegriff die Mengen extensional sind (Extensionali-
tat des Mengenbegriffes) und man von jeder Menge M als von derjenigen
Menge sprechen kann, welche genau die Elemente von M als Elemente be-
sitzt.

1.3. Stufenaufbau

Das Mengenbeispiel (3) aus §1.2 zeigt, dall es nicht nur Mengen von Dingen
gibt, die selbst keine Mengen sind, sondern dafl der Mengenbildungsproze3 —
gemil dem in §1.2 erlduterten Stufenbegriff — nach oben in unbeschriankter
Stufung weiterschreitet, indem Mengen von Mengen, Mengen von Mengen von
Mengen usw. gebildet werden kénnen. Die durch die Elementbeziehung bewirkte
Stufung der Mengen ist eine grundlegende Eigenschaft der Mengen, die uns zu
einem anschaulich besonders naheliegenden Aufbau der Mengenlehre fiihrt.
Wir beginnen dabei am einfachsten mit einer fest vorgegebenen, aber beliebig
wiahlbaren, Menge U materieller Dinge, in welcher die leere Menge nicht als
Element enthalten ist, also nicht ¢ € U gilt. Unter U kann man sich etwa die
Menge aller Kugeln in einer bestimmten Urne vorstellen. U hei3t der Urele-
mentebereich oder einfach der Urbereich, seine Elemente hei3en die Urelemente.
Wir greifen aus der Vielzahl der sich Giber U in transfiniter Stufung erhebenden
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Mengen die Mengen der unteren, leicht iiberschaubaren Stufen heraus. Indem
alle Urelemente materiell sind und @ kein Urelement ist, wird ein Durchein-
andergeraten von Urelementen und Mengen vermieden.

Die Mengen 1-ter Stufe seien alle moglichen Mengen von Urelementen. Be-
steht als Beispiel U aus drei (verschiedenen) Elementen a, b, c(alsoa + b,a * ¢,
b * ¢), so sind die Mengen 1-ter Stufe die folgenden acht Mengen:

0, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c} =U.

0 1aBt sich beschreiben als Menge aller Urelemente x mit x # x. Im Falle
U =0 ist @ die einzige Menge 1-ter Stufe. Die Mengen 2-ter Stufe seien alle
moglichen Mengen von Urelementen oder Mengen 1-ter Stufe, wobei minde-
stens eine Menge 1-ter Stufe als Element auftritt. Fiir Urelemente a, b sind also
u.a. die Mengen

{{a}}, {8}, {a, {b}}, {a,0}, {{a}, {b}}, {{a}, 0}

Mengen 2-ter Stufe. Die Mengen 3-ter Stufe seien alle méglichen Mengen
von Urelementen oder Mengen 1-ter oder 2-ter Stufe, wobei mindestens eine
Menge 2-ter Stufe als Element auftritt. Fiir Urelemente a, b sind also u.a. die
Mengen

{{{a}}}, {{10}}, {{a}, (03}, {0, {0}}, {a. {{b}}}, {{{a}}, {{b}}}

Mengen 3-ter Stufe. Auf diese Weise fihrt man fort und erhilt sukzessiv nach
den Mengen einer bereits erreichten Stufe die Mengen der nichsten Stufe als
alle méglichen Mengen von Urelementen oder Mengen bisheriger Stufen,
wobei mindestens eine Menge der bereits erreichten letzten bisherigen Stufe
als Element auftritt.

Die Mengen w-ter Stufe seien alle moglichen Mengen von Urelementen oder
Mengen bisheriger Stufen, wobei Mengen beliebig hoher bisheriger Stufen als
Elemente auftreten; d. h. zu jeder bisherigen Stufe gibt es eine als Element auf-
tretende Menge von mindestens dieser Stufe. Als Beispiel ist eine Menge w-ter
Stufe die von ¢ und allen aus @ durch sukzessive Einermengenbildung entste-
henden Mengen gebildete Menge; ihre unendlich vielen Elemente sind:

0. {0}, {03}, {{{0}}},..

Diese Menge fiihrt zu weiteren Mengen o-ter Stufe, indem man in ihr etwa jede
zweite Menge streicht:

0, {03}, {{{{01 -
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oder indem man nur jede millionste Menge stehen 14Bt. Die Mengen (®,1)-ter
Stufe seien alle moglichen Mengen von Urelementen oder Mengen bisheriger
Stufen, wobei mindestens eine Menge -ter Stufe als Element auftritt. Die
Mengen (®,2)-ter Stufe seien alle moéglichen Mengen von Urelementen oder
Mengen bisheriger Stufen, wobei mindestens eine Menge (w, 1)-ter Stufe als
Element auftritt. Auf die Mengen (o, 2)-ter Stufe folgen die Mengen der Stufen
(®,3), (®,4),.... Auf alle bisherigen Mengen folgen schlieBlich die Mengen der
Stufen ©2, (02,1), (02,2), (©2,3),...; ®3, (03,1), (03,2), (©3,3),...; 04,...;
®5,...; ®6,.......

Die Mengen der simtlichen aufgefithrten bzw. durch ,,...“ angedeuteten Stufen
heiBen die elementaren Mengen. Urelemente und elementare Mengen heiflen
gemeinsam die elementaren Objekte. Die elementaren Objekte nennen wir auch
die elementaren Dinge der Mengenlehre (oder der Mathematik). Die Urelemente
lassen sich dann auffassen als die elementaren Objekte der niedrigsten Stufe,
der 0-ten Stufe. Der Gesamtbereich der elementaren Objekte ist somit schliel3-
lich nach der in Abb.1 angegebenen Stufenskala durchweg gestuft. Obwohl

JRRES ERREES RRAES ARRE TR
0 0 2 ®3
Abb. 1

wir der Einfachheit halber die {iblichen Zahlbezeichnungen 0,1,2,3,... verwen-
det haben, sind die natiirlichen Zahlen selbst nicht verwendet worden; man
kann ja fiir 0,1,2,3,... auch schreiben =*,|,||,|||,.... Unter Vorwegnahme der
natiirlichen Zahlen und des Paarbegriffes lassen sich die Stufen der elementaren
Objekte mit den Zahlenpaaren (m,n) durchnumerieren fiir beliebige natiirliche
Zahlen m,n. Die Erfahrung lehrt, da3 der groBte Teil der heutigen Mathematik,
darunter die Analysis, bequem im Bereich der elementaren Objekte mengen-
theoretisch darstellbar ist. Die Darstellung der Gesamtmathematik im Rah-
men der Mengenlehre wird (in Kapitel VI) erreicht, indem man die durch-
gefiihrte Stufung {iber die elementaren Objekte hinaus fortsetzt.

Wir beschiftigen uns zunéchst nur mit den elementaren Objekten. Wir nennen
deshalb von jetzt ab die elementaren Mengen und elementaren Objekte in
bezug auf den vorgegebenen Urbereich U einfach Mengen und Objekte und
nennen die Objekte auch die Dinge der Mengenlehre (Mathematik). Dinge,
welche in diesem Sinne keine mengentheoretischen Dinge sind, heiBen aufer-
mengentheoretische (aufermathematische) Dinge. Ebenso heillen frithere Ob-
Jekte (also beliebige Dinge) bzw. frithere Mengen (also beliebige Gesamtheiten),
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sofern sie keine Objekte bzw. Mengen im neuen Sinne sind, aufermengen-
theoretische (aufermathematische) Objekte bzw. Mengen. Zur Beschreibung der
Stufung der Objekte fithren wir zwischen Objekten noch die Stufenbeziehung
(auch Stufenkleinergleichbeziehung) = (gelesen: stufenkleinergleich) ein. Sind
a, b irgendwelche Objekte, so bedeute

ac b (gelesen: a stufenkleinergleich b),

daB a von niedrigerer Stufe als b oder von gleicher Stufe wie b ist, wofiir man
auch sagt, daB a stufenkleinergleich b bzw. b stufengrifergleich a ist. Es ist etwa

0=0,0={0}, (9} = {{0}}, Uc9,0=U.

Fiir beliebige Objekte a, b gilt entweder a— b oder nicht a = b. Dabei wird
nichts iiber die Entscheidung dieser beiden Fille ausgesagt.

1.4. Charakterisierung der Mengenlehre, Wahl des Urbereiches

Der in §1.3 iiber dem zugrunde liegenden Urbereich U vollzogene hierarchi-
sche Aufbau der Mengen 148t sich ebenso fiir jeden beliebigen zulédssigen Ur-
bereich U durchfithren, zulassig in dem Sinne, dafl U ein solcher Dingbereich
ist, daB kein Element von U mit einer der iiber U errichteten Mengen zusam-
menfallen kann. (Das ist u. a. dann erfiillt, wenn man U als Gesamtheit materiel-
ler Dinge wihlt mit nicht § € U.) Mit den Objekten und den Beziehungen €, =
in bezug auf zulassige Urbereiche erhalten wir jetzt die folgende Charakteri-
sierung der Mengenlehre: Die Mengenlehre untersucht unabhingig von
dem zugrunde liegenden Urbereich in ganz allgemeiner Weise die Objekte im
Hinblick auf die Elementbeziehung und die Stufenbeziehung, wobei von diesen
beiden Beziehungen die Elementbeziehung als die Kernbeziehung der Mengen-
lehre im Vordergrund des Interesses steht. (Bei jeder Erweiterung des Objekte-
bereiches, wie etwa in Kapitel VI, wird diese Charakterisierung der Mengen-
lehre unter Beibehaltung des Wortlautes automatisch umfassender.) Die Un-
tersuchung der Objekte hinsichtlich der Beziehungen €, — ,,unabhingig von
dem zugrunde liegenden Urbereich in ganz allgemeiner Weise™ bedeutet ein-
fach, da wir auBlerdem noch axiomatisch vorgehen wollen, daBl die Mengen-
lehre nur mit rein logischem SchlieBen aus gewissen fiir alle zuldssigen Ur-
bereiche giiltigen Axiomen nur solche Aussagen (einschlieBlich der Axiome)
iiber Objekte auf ihre Giiltigkeit untersucht, welche sich auch allein mit Hilfe
der folgenden Ausdrucksmittel (Grundbegriffe) formulieren lassen: Variable
fiir Objekte, €, = und rein logische Begriffe (einschlieBlich der Identitit = und
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Klammern (,)). Welche Aussagen dann im einzelnen untersucht werden, ist
der mengentheoretischen Literatur zu entnehmen. Einen Einblick gibt also
auch unser Buch.

Fiir den Aufbau der Mengenlehre ist es gleichgiiltig, welchen zuldssigen Ur-
bereich man sich den Betrachtungen zugrunde gelegt denkt. Denn nach der
obigen Charakterisierung der Mengenlehre ergibt sich fiir beliebige solche
Urbereiche U formal die gleiche Theorie, da die spezielle Natur der Urelemente
(etwa als Kugeln einer Urne) in die Theorie tiberhaupt nicht eingeht. Diese
spezielle Natur ist allerdings fiir die inhaltliche Interpretation der Theorie er-
forderlich. Man wiiBte sonst nicht, auf welche Dinge sich die Aussagen der
Theorie beziehen, was die Aussagen bedeuten. Aber obwohl dann jeder mit
Hilfe der zugelassenen Ausdrucksmittel definierte mengentheoretische Begriff,
nur solche Begriffe konnen ja als Bestandteile zugelassener Aussagen auftreten,
fiir verschiedene Urbereiche U verschiedene Bedeutung besitzt, so fallen doch
auch diese Bedeutungen in ihrer die Mengenlehre interessierenden Komponente
zusammen. Das liegt an der Beschrinkung auf die zugelassenen Ausdrucks-
mittel, wonach jeder mengentheoretische Begriff unabhingig von der speziellen
Wahl von U rein logisch aus den Variablen und der Element- und Stufen-
beziehung heraus zusammengesetzt werden kann. So ist der Bedeutungskern
etwa der im Rahmen der Mengenlehre spéter definierten natiirlichen Zahlen
oder Kardinal- und Ordinalzahlen fiir jede Wahl von U derselbe. Bezieht man
in die Argumentation neben U noch § mit ein, so erkennt man, daB der Aufbau
der Mengenlehre natiirlich auch unabhingig ist von der in §1.2 getroffenen
Wahl der leeren Menge.

Die Moglichkeit der freien Wahl des Urbereiches U bietet fiir den Anfanger
den Vorteil besonderer Anschaulichkeit, ein Grund, weshalb wir Urelemente
nicht ausschiieBen (vgl. auch §20.3). Mochte man als Beispiel spéter die men-
gentheoretischen Operationen der Vereinigung und des Durchschnittes mit
ihren GesetzméaBigkeiten an einem konkreten Gegenstandsbereich verfolgen,
so wiahle man einfach diesen Gegenstandsbereich als Urbereich U. Die Theorie
liefert dann unmittelbar Aussagen auch iiber beliebige Mengen der betreffen-
den Gegenstinde. Mochte man dagegen den Aussagen der Mengenlehre eine
absolute Bedeutung zusprechen, unabhingig also von der speziellen Wahl von
U, so muBl man sich einen festen zulédssigen Urbereich vorgeben, auf den sich
dann die absolute Bedeutung mengentheoretischer Aussagen beziehen soll.
Wir wihlen fiir die absolute Interpretation einfach U = ).

Damit ist die inhaltliche Grundlage unserer Mengenlehre genau umrissen.
Von nun an liege allen mengentheoretischen Betrachtungen ein beliebig fest
gewihlter Urbereich U materieller Dinge mit nicht § € U zugrunde, auf den
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sich die am Ende von §1.3 eingefithrten Begriffe beziehen. Dabei kann also
auch U = 0 sein. Die leere Menge 0 sei stets gemaB §1.2 festgelegt.

1.5. Sprache der Mengenlehre

Wir prizisieren zunichst die in §1.4 verwendeten mengentheoretischen Aus-
drucksmittel. Fir die Formulierung mengentheoretischer Aussagen reichen
an logischen Begriffen die folgenden bequem aus, welche gleichzeitig die Be-
deutungen und Lesarten der daruntergesetzten abkiirzenden logischen Zei-
chen (auch logischen Symbole oder wieder logischen Begriffe) sind:

nicht, und, oder, wenn-so, genau-dann-wenn,
— A \Y4 = <>

fiir jedes, es gibt ein, es gibt hochstens ein, es gibt genau ein,
Y 3 3! n

dasjenige, (ist) gleich, Klammer auf, Klammer zu.

t = ( )

Die von =, (,) verschiedenen logischen Zeichen heiBlen auch logische Funktoren.
Fiir Aussagen A, B sind die zusammengesetzten Aussagen Negation (Vernei-
nung) T A, Konjuktion A A B, Alternative A v B, Implikation A =B (gelesen:
wenn A (gilt), so (gilt) B oder auch: A Pfeil B) und Aquivalenz A<>B (gelesen:
A (gilt) genau dann, wenn B (gilt) oder auch: A Doppelpfeil B) stets wieder ent-
weder wahr (richtig, giiltig) oder falsch. Oder wird im nicht-ausschlieBenden
Sinne verwendet (inklusives Oder, deshalb auch v wie ,,v** des lateinischen ,,vel”
fiir ,,oder); d.h. A v B ist wahr genau dann, wenn mindestens eine der beiden
Aussagen A,B wahr ist, im Gegensatz zum ausschlieBenden entweder-oder
(exklusives Oder), der Disjunktion ,entweder A oder B“, namlich (A v B) A 7
(A A B). A=B ist falsch genau dann, wenn A richtig und B falsch ist. Fiir
A =B sagt man auch: Aus (der Voraussetzung, der Primisse) A folgt (die Be-
hauptung, die Konklusion) B, A ist eine hinreichende Bedingung fiir B, B ist eine
notwendige Bedingung fiir A, A impliziert B. Fiir A<B sagt man auch: A ist
eine charakteristische Bedingung fiir B, A gilt dann und nur dann, wenn B gilt,
A und B sind dquivalent (oder gleichwertig). (1 B)=(71 A) bzw. (11 B)<>(71 A)
heiBt die Kontraposition von A =B bzw. A<-B. Die Konjunktion A A 1A
einer Aussage A und ihrer Verneinung ist ein logischer Widerspruch oder eine
Antinomie. Zur Klammereinsparung vereinbart man, da3 A, v, =, <> starker
trennen als 1, da3 =, <> stérker trennen als A, v und daB jedes der beidseits
mit (derselben Anzahl) Punkten versehenen Zeichen A, v, =, <> stirker trennt
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als jedes dieser Zeichen, welches mit weniger (eventuell gar keinen) Punkten
versehen ist (fiir Zeichen mit derselben Punkteanzahl gilt die urspriingliche
Reihenfolge der Trennung). Die Zeichen V, 3, , = heilBen der Generalisator (All-
quantor),der Partikularisator (Existenzquantor),der Deskriptor (Kennzeichnungs-
operator, bestimmte Artikel) und das Gleichheitszeichen. Gleich (auch identisch)
bedeutet ausnahmslos die Identitit (das absolute Zusammenfallen) von Dingen.
Jedes Ding ist sich selbst gleich und ist nur sich selbst gleich. Die durch das
Gleichheitszeichen = ausgedriickte Beziehung zwischen Dingen heiflt die
Identitiit (Gleichheit, Gleichheitsbeziehung). Fiir beliebige Dinge a, b gilt ent-
weder a = b oder nicht a = b. Dabet wird nichts iiber die Entscheidung dieser
beiden Fille gesagt. Die Klammern ( und ) dienen als technische Zeichen, um
logisch zusammengehorige Aussagenbestandteile abgrenzen zu kénnen und
damit die logische Struktur der Aussagen unmiBverstindlich wiedergeben zu
konnen. Zur Erhohung der Ubersichtlichkeit verwendet man bei mehreren
ineinandergeschachtelten Klammerungen gegebenenfalls Klammern verschie-
dener Langen und Formen (runde, geschweifte, eckige, spitze).

Die Variablen der Mengenlehre (Mathematik), d.h. alle jemals gewihlten
Variablen (als Zeichen) fiir Objekte, das Elementzeichen €, das Stufenzeichen —
und die logischen Zeichen zusammen heillen die Grundzeichen (auch Atom-
zeichen, Grundbegriffe) der Mengenlehre (Mathematik) oder die Ausdrucksmittel
der Mengenlehre (Mathematik). Das sind also neben den Objektvariablen die
Zeichen:

EC A V=< VY IHNIMNi=()

Die Objektvariablen und die Zeichen €, = sind fiir die Mengenlehre (Mathe-
matik) die fachspezifischen Grundbegriffe, und Elementbeziehung, Stufen-
beziehung und Identitit, als Bezichungen zwischen Objekten, sind die drei
Grundbeziehungen. (In der Mathematischen Logik zdhlt man neben den logi-
schen Begriffen auch die Variablen mit zu den universellen Grundbegriffen
einer Theorie.) Zur Vereinfachung der Schreibweise driickt man die Verneinung
einer durch ein Symbol wiedergegebenen Beziechung auch mittels Durch-
streichung des Symbols aus. Sind z. B. a, b Objektvariable, so schreibt man fiir

—laeb, Taob, —a=b
auch einfacher:
aéb, adhb, ab

(gelesen: a nicht Element (von) b bzw. a nicht stufenkleinergleich b bzw. a nicht
gleich b, a verschieden b, a ungleich b).
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Aussagen bzw. Kennzeichnungen sind Zeichenreihen, welche Sachverhalt-
Beschreibungen bzw. Ding-Bezeichnungen (Namen) sind, etwa ,,Die Erde dreht
sich um die Sonne.“, ,Cisar starb eines natiirlichen Todes.”, ,2 + 2 =4%,
»3 < 1“ bzw. ,Sonne”, ,,der Mann im Mond", ,4“, ,die groBte Primzahl®. Die
Bedeutung einer Aussage ist ein eindeutig zugehdriger (wirklich vorliegender)
Sachverhalt oder ein ,,nur gedachter Sachverhalt* (wahre oder falsche Aussage),
die Bedeutung einer Kennzeichnung ist ein eindeutig zugehoriges (wirk-
lich existierendes) Ding oder ein ,nur gedachtes Ding"“ (eigentliche oder un-
eigentliche Kennzeichnung). Aussageformen bzw. Kennzeichnungsformen sind
(fiir unsere Zwecke) Zeichenreihen Z, fiir die gilt: Z besitzt an Variablen
hochstens Objektvariable, und es gibt Objektvariable, die derart in Z vorkom-
men, dal Z immer dann eine Aussage bzw. Kennzeichnung wird, wenn man
jede dieser Variablen festhdlt, d.h. sich jede dieser Variablen als Bezeichnung
(als Kennzeichnung) irgendeines fest ausgewidhlten Objektes denkt. (Jede ein-
zelne dieser Variablen bezeichne natiirlich an allen Stellen ihres Vorkommens
in Z dasselbe Objekt, verschiedene dieser Variablen diirfen verschiedene
Objekte bezeichnen.) Diese Variablen sind Parameter, eine Art Leerstellen,
fiir Objekte und heiBen die freien Variablen von Z. Alle anderen Variablen von
Z (falls vorhanden) heilen die gebundenen Variablen von Z.

Beispiele. Sind a, b, m, x, y Variable fiir Objekte, so sind Aussageformen:

Vx(xem) (freie Variable m),

Iy(y =tmVx(xem<>xea v xeb)) (freie Variablen a, b),
Vx(xem<>xea v xeb) (freie Variablen m, a, b),
Xem<>xea v xeb (freie Variablen x, m, a, b),
xea v xeb (freie Variablen x, a, b),
xea (freie Variablen x, a)

und sind Kennzeichnungsformen die Variablen a, b, m, x, y selbst und:

im(xem) (freie Variable x),
ImVx(xem<>xea v xeb) (freie Variablen q, b);

keine Aussageformen bzw. keine Kennzeichnungsformen sind:

2 3y(y =umVx(xem)), tmVx(xem),
VaVbimVx(xea v xeb=xem), tm(xem v Ix(xem)).
xea A Ix(xeb),

Aussagen bzw. Kennzeichnungen, die an Variablen hochsten Objektvariable
besitzen, und Aussageformen bzw. Kennzeichnungsformen zusammen heiflen
Ausdriicke bzw. Terme. Nennt man naheliegend fiir Aussagen bzw. Kennzeich-
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nungen Z, die an Variablen hochsten Objektvariable besitzen, alle auftretenden
Variablen gebundene Variable von Z, so gilt fiir jeden Ausdruck bzw. Term Z,
dal jede in Z auftretende Variable entweder frei oder gebunden in Z vorkommt.
Aussagen bzw. Terme heiBlen auch konstante Ausdriicke bzw. konstante Terme
und Aussageformen bzw. Kennzeichnungsformen auch variable Ausdriicke
bzw. variable Terme, da letztere von ihren freien Variablen abhdngen (im Hin-
blick auf die verschiedenen Moglichkeiten, durch die freien Variablen feste
Objekte bezeichnen zu lassen). Die Bedeutung eines Ausdruckes bzw. Termes
ist unabhingig von der speziellen Wahl der verwendeten Objektvariablen.
Aussagen, Aussageformen, Ausdriicke, Kennzeichnungen, Kennzeichungsformen,
Terme, jeder dieser Begriffe mit dem Zusatz der Mengenlehre (Mathematik),
sind solche Aussagen, Aussageformen, Ausdriicke, Kennzeichnungen, Kenn-
zeichnungsformen, Terme, welche an Variablen héchstens Objektvariable ent-
halten und sich auch, nach Riickgingigmachung verwendeter Abkiirzungen
(und Absehen von sachlich tiberfliissigem umgangssprachlichen Ballast), allein
mit Hilfe der Ausdrucksmittel (Grundbegriffe) der Mengenlehre formulieren
lassen. Beispiele findet man spiter (ab §2) fortlaufend beim effektiven Aufbau
unserer Mengentheorie.

Das zentrale Abkiirzungsinstrument sind die mengentheoretischen Definitio-
nen. Eine Definition der Mengenlehre (Mathematik) ist eine mengentheoretische
Begriffsbestimmung mittels Abkiirzung; d.h. eine Begriffsbestimmung, durch
welche zum Zwecke der Ubersichtlichkeit und des besseren Verstindnisses
mengentheoretischer Aussagen ein neuer (im allgemeinen kiirzerer) mengen-
theoretischer Ausdruck bzw. Term als bedeutungsgleiche direkte Abkiirzung
fiir einen bereits bekannten mengentheoretischen Ausdruck bzw. Term ein-
gefithrt wird. Die ausschlieBlich aus Grundzeichen der Mengenlehre bestehen-
den Ausdriicke und Terme und ihre umgangssprachlichen Formulierungen
sind dabei die urspriinglichsten bekannten mengentheoretischen Ausdriicke
und Terme. Bei Numerierung von Definitionen werden oft mehrere sachlich
zusammengehorige Definitionen unter einer Definitionsnummer zusammen-
gefafit. In jeder einzelnen Definition heilit die linke, zu definierende, Zeichen-
reihe das Definiendum und die rechte, definierende, Zeichenreihe das Definiens.
Zwischen Definiendum und Definiens setzt man bei Ausdrucks- bzw. Term-
definitionen oft das Definitionszeichen <>, (gelesen: (ist) definitionsdquivalent
(mit)) bzw. = (gelesen: (ist) definitionsgleich (mit)) oder das Definitionszeichen
<> bzw. := oder einfach <> bzw. =. Wir werden <>, = bevorzugen und auch
umgangssprachlich ,,genau-dann-wenn“ und ,gleich“ verwenden, wobei wir
auflerdem verabreden, fiir ,,genau-dann-wenn“ auch vereinfachend ,wenn*
oder ,falls“ zu sagen (mit der Bedeutung von ,genau-dann-wenn“). Definiens
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und Definiendum einer Definition besitzen stets dieselben freien Variablen.
Die bloBe Einfithrung abkiirzender Variabler ist also noch keine Definition.
Sind als Beispiel g, b, ¢, m, x Objektvariable und setzt man abkiirzend

c=tmVx(xem<>x€a A xeb),

so ist dies keine Definition, auch wenn man meistens bequemerweise von einer
»Definition* spricht. Es liegt nur eine Pramisse in Gleichungsgestalt vor. Da die
Bedeutung mittels Objektvariabler formulierter Ausdriicke und Terme un-
abhingig von der speziellen Wahl der verwendeten Objektvariablen ist, sind
mit jeder Definition automatisch alle diejenigen weiteren Abkiirzungsmoglich-
keiten zwischen bekannten und neu eingefithrten mengentheoretischen Aus-
driicken und Termen gegeben, welche man dadurch erhilt, da man im Defi-
niens und Definiendum der betreffenden Definition an Stelle der auftretenden
Variablen sinngerecht irgendwelche anderen Objektvariablen verwendet.
Termdefinitionen werden prinzipiell nur so vorgenommen, daf3 das von dem
definierenden Term (bei Festhalten seiner eventuellen freien Variablen) be-
zeichnete wirkliche oder nur gedachte Objekt auch wirklich existiert.

Die Begriffe der Mengenlehre (Mathematik) sind die Grundbegriffe (Grund-
zeichen) der Mengenlehre, fiir Objektvariable a, b die Ausdriicke ae b, a—b,
a = b, wobei man auch andere Paare verschiedener Objektvariabler verwenden
darf, und alle durch mengentheoretische Definitionen eingefiihrten Ausdriicke
und Terme, wobei man in denselben auch sinngerecht andere Objektvariable
verwenden darf (und freie Variable und nebensichliche Hilfswérter auch weg-
lassen kann). Welche Begriffe definiert werden, ist eine reine ZweckmaBigkeits-
frage. Man vermeide Uberschneidungen entweder ginzlich oder halte bei Be-
griffen, welche in verschiedenem Zusammenhang verschiedene Bedeutung
haben, diese Bedeutungen stets auseinander! Redeweisen iiber Begriffe bezie-
hen sich oft auf die Bedeutungen dieser Begriffe und nicht auf diese Begriffe
als Zeichenreithen. Gemill dem verabredeten Gebrauch mengentheoretischer
Definitionen entsteht jeder mengentheoretische Ausdruck, jeder von den
Objektvariablen verschiedene mengentheoretische Term und damit auch jeder
von den Grundbegriffen verschiedene mengentheoretische Begriffe, sicht man
von umgangssprachlichen Formulierungen ab, fiir Objektvariable q, b aus den
Ausdriicken a € b, ac= b, a = b heraus durch fortlaufende rein logische Zusam-
mensetzung; d.h. durch Komposition bereits bekannter mengentheoretischer
Ausdriicke (angefangen mit a € b, a = b, a = b) mit Hilfe der logischen Funkto-
ren (und der Objektvariablen und Klammern) und durch Einsetzen bereits be-
kannter mengentheoretischer Terme in gewisse freie Variable bereits bekannter
mengentheoretischer Ausdriicke und Terme. In diesem Sinne entstehen alle
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mengentheoretischen Ausdriicke, Terme und (von den Grundbegriffen ver-
schiedenen) Begriffe durch logische Zusammensetzung aus den fachspezifischen
mengentheoretischen Grundbegriffen heraus.

Die Sdtze (auch Lehrsdtze, Theoreme, Gesetze) der Mengenlehre (Mathematik)
sind die wahren mengentheoretischen Aussagen. Die bereits als wahr erkann-
ten mengentheoretischen Sétze sind die Ergebnisse der Mengenlehre (Mathe-
matik).

1.6. Axiomatische Mengenlehre

Zur systematischen Vermeidung logischer Widerspriiche, die in der urspriing-
lichen CANTORschen naiven (d.h. unaxiomatischen) Mengenlehre auftraten,
wurde die naive Mengenlehre unter Zugrundelegung kritischerer Anschauun-
gen iiber den Mengenbegriff, abgelost von der heute iiblichen axiomatischen
Mengenlehre. Bei einem prazisierten Aussagebegriff wird ein Axiomensystem
an die Spitze der Theorie gestellt und wird zur Gewinnung neuer Sitze nur das
logische SchlieBen aus den Axiomen zugelassen. Es gibt heute zahlreiche
Axiomensysteme der Mengenlehre. Die drei klassischen Grundtypen sind die
Systeme von

(a) RusseLL (Typentheorie),
(b) ZERMELO-FRAENKEL (ZF-Mengentheorie),
(c) von NEUMANN-BERNAYS-GODEL (K lassenkalkiil).

Wir legen der Mengenlehre in unserem Buch ein Axiomensystem zugrunde
(das elementare Axiomensystem von §2 und seine Erweiterung in Kapitel VI),
welches sachlich und technisch eine méglichst unkomplizierte Darstellung der
Mathematik gewihrleistet, indem es die drei Systeme (a), (b), (¢) miteinander
verschmilzt. Die inhaltliche Grundlage fiir unser zunichst elementares Axio-
mensystem des §2 bilden die in §1.3 entwickelten Anschauungen iiber die
Elementbeziehung € und Stufenbeziehung = zwischen den (elementaren)
Objekten in bezug auf einen vorgegebenen Urbereich U, und auf der in §1.5
entwickelten sprachlichen Grundlage (mit der dortigen Terminologie) ist
unsere axiomatische Mengenlehre (in bezug auf das elementare wie spiter das
erweiterte Axiomensystem) durch folgende drei Tatsachen gekennzeichnet:

(1) Man prézisiert mit Hilfe vorgegebener Ausdrucksmittel (Grundbegriffe) der
Mengenlehre (Mathematik), namlich fachspezifischer und logischer Grund-
begriffe, die zuldssigen (einschlagigen) Aussagen der Mengenlehre (Mathematik)
und 148t innerhalb der Mengenlehre (und der Mathematik) nur diese mengen-
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theoretischen Aussagen zur Untersuchung zu. Mittels der Definitionen der
Mengenlehre (Mathematik) entstehen alle mengentheoretischen Aussagen und,
als Bestandteile derselben, auch alle Begriffe der Mengenlehre (Mathematik)
durch logische Zusammensetzung aus den fachspezifischen Grundbegriffen.
Die Ausdrucksmittel sind innerhalb der axiomatischen Mengenlehre die un-
definierten Grundbegriffe, aus denen heraus alle weiteren Begriffe definiert
und alle Aussagen formuliert werden. Mit (1) erzielt man einen kontrollierten
Sprachgebrauch, der keine semantischen Antinomien entstehen 146t (d. h. Anti-
nomien durch unsachgemiBen Sprachgebrauch wie die Antinomie des Liigners:
»Der Satz, den ich eben spreche, ist falsch.”; dieser Satz wire gleichzeitig wahr
und falsch).

(2) Man stellt an die Spitze der Mengenlehre gewisse, moglichst wenige,
mengentheoretische Aussagen, deren Richtigkeit man auf Grund kritischer
anschaulicher Vorstellungen iiber den Mengenbegriff und gesammelter Erfah-
rungen im Umgang mit diesen Aussagen (ihre angenommene Giiltigkeit
filhrte u. a. bis heute noch nicht zu einem logischen Widerspruch) moglichst leicht
anerkennt und die geniigend ausdrucksstark sind, so daB sich mit der unter
(3) geschilderten Methode brauchbare mengentheoretische Sitze herleiten
lassen. Diese an der Spitze gestellten wahren Aussagen heilen die Axiome der
Mengenlehre (Mathematik). Die Gesamtheit der Axiome heilt ein Axiomen-
system der Mengenlehre (Mathematik).

(3) Die Methode der Gewinnung von Sdtzen (d.h. wahren Aussagen) der Men-
genlehre (Mathematik) ist, als exaktestes Hilfsmittel, das Ableiten (die Deduk-
tion) mengentheoretischer Aussagen durch (jedermann geldufiges) rein logi-
sches Schiiefen (logisches SchluBifolgern, logisches Denken) aus dem Axiomen-
system, wobei die Axiome selbst als aus dem Axiomensystem abgeleitete Aus-
sagen betrachtet werden. Der Nachweis der Richtigkeit einer mengentheoreti-
schen Aussage kann also nur durch Angabe eines Beweises der Mengenlehre (Ma-
thematik) erfolgen, d. h. durch Angabe einer solchen Kette von mittels schon be-
kannter Sitze durch rein logische Schliisse sukzessiv aufeinander folgenden
mengentheoretischen Ausdriicken, welche als letztes Glied die gewiinschte Aus-
sage enthilt (die urspriinglichsten bekannten Sitze sind die Axiome). Auf die
Vermutung von Sétzen und ihrer Beweise wird man durch die anschaulichen
Vorstellungen gefithrt, welche man iiber die in den Sidtzen ausgedriickten
Sachverhalte besitzt. Diese heuristischen anschaulichen Vorstellungen sind
fir die Theorie von primérer Bedeutung, diirfen aber natiirlich nicht als
Beweisschritte benutzt werden, da sie keine logischen Schliisse sind. Sie geben
lediglich wegweisende Anleitungen zur Durchfithrung von Beweisen. Mit (2)
und (3) werden syntaktische Antinomien verhindert (d.h. Antinomien beim
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logischen Ableiten von Sdtzen aus schon bekannten Sdtzen wie die RUSSELL-
sche Antinomie der Menge R aller Mengen, die sich nicht selbst als Element
enthalten; aus der Existenz von R wiirde Re R A R ¢ R folgen).

Ein Axiomensystem der Mengenlehre bedarf im allgemeinen im Laufe der
Weiterentwicklung von Mengenlehre und Mathematik einer fortwahrenden
Erginzung durch Hinzunahme immer neuer Axiome (gegebenenfalls unter
Zugrundelegung neuer Intuitionen {iber den Mengenbegriff) und ist also stets
nur ein Axiomensystem in bezug auf den jeweils erreichten Stand der For-
schung.

Damit sind alle Vorbereitungen fiir den Ablauf unserer axiomatischen Mengen-
theorie getroffen.

§ 2. Die elementaren Axiome
2.1. Vorbemerkungen

Die in diesem §2 im folgenden aufgefiihrten Axiome (die Axiome I-V) heillen
die elementaren Axiome der Mengenlehre (Mathematik). Ihre Gesamtheit bildet
das elementare Axiomensystem der Mengenlehre (Mathematik).

Von jetzt an seien die kleinen und groBen lateinischen Buchstaben

ab,c,...,x,yyzund 4,B,C,..., X,Y, Z
und alle daraus durch Anfiigen von (aus dem Zusammenhang der Betrachtun-
gen jeweils ersichtlichen) Indizes entstehenden Zeichen, wie z.B.

g, A3, Co012- k/a Z: p:tka *)’, Bé, L+a E”a X*>

Variable fiir Objekte. Mengen werden, im Falle gleichzeitiger Betrachtung ihrer
Elemente, vorwiegend mit groBen Buchstaben bezeichnet, ihre Elemente vor-
wiegend mit kleinen (wobei natiirlich groBe wie kleine Buchstaben nach wie
vor Variable fiir Objekte sind).

2.2. Die Stufenaxiome
Wir stellen zunéchst in Definition 1 die aus den Grundbeziehungen €, =, =

unmittelbar folgenden Begriffsbildungen zusammen.
Definition 1. Fiir Objekte a, b sei



§2 Die elementaren Axiome 27
aob<acbabca, arb<eacbarathh

(gelesen: a stufengleich b bzw. a stufenkleiner b). a ist ein Element von b, falls
aeb gilt. a ist stufenkleinergleich b bzw. b ist stufengrifergleich a, falls ac= b
gilt. a ist gleich (oder ist identisch mit) b, falls a = b gilt. a ist stufengleich mit b,
falls a & b gilt. a ist stufenkleiner als b bzw. b ist stufengrofer als a, falls ar— b
gilt. il

Die durch & bzw. — ausgedriickte Beziehung zwischen Objekten heillt die
Stufengleichheit (Stufengleichbeziehung) bzw. die Stufenkleinerbeziehung.

Mit den Begriffen €, —, — lassen sich jetzt die Stufenaxiome formulieren.

Axiome I: Stufenaxiome.
(1) VaVbVcla=bAabzc = ac o),
(2) YaVblac b vb a),
(B) VA(Ax(xed) = Ix(xe AAVy(yed = x= ),
4) VaVA(ae A = ar A),
(5) VAYVB@Ex(x— ByaVx(xed =>xr— By=Ac B). 1

Diese Axiome resultieren aus den in § 1.3 entwickelten anschaulichen Vorstellun-
gen liber die Stufenbeziehung. I(1) und I(2) sind unmittelbar einsichtig. 1(3)
bringt zum Ausdruck, daB es in jeder nichtleeren Menge A ein stufenkleinstes
Element x gibt, 1(4), daB simtliche Elemente einer Menge A4 stufenkleiner als
A sind, und 1(5), daB3 die Stufe einer jeden Menge A die kleinste Mengenstufe
ist, welche groBer als alle Stufen der Elemente von A ist. In I(5) ist der Zusatz
Jdx (x — B) deshalb nicht entbehrlich, da sonst fiir jedes Urelement B und die
leere Menge A4 aus 1(5) A — B folgen wiirde im Gegensatz dazu, dafB3 die leere
Menge eine hohere Stufe als die Urelemente hat.

Die Axiome I(1) und I(2) ergeben den

Satz 1. Fiir beliebige Objekte a, b, ¢ gilt :

acb<arbvaob, arb<wacbaachh,

ata (Reflexivitdt (der Stufengleichheit)),
acb = boa (Symmetrie),

acababocec =aoc (Transitivitdr),

aca (Reflexivitdt (der Stufenbeziehung)),
acbaboce=acc (Transitivitit),

acbabzca = aab,
acbvbca,
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arta (Irreflexivitiit (der Stufenkleinerbeziehung)),
arbabrc=arc (Transitivitdt),

ar b = brta,

arbvaobvbra,

achaboc=acc, aombabcoce=ace,
arbaboc=arc¢, aombabrec=arc,
arbabccec=arc¢, acbabrc=arc,

arb<acbabda, aob<sacbabca,
ar-b<athbabrra, aob<eartbabra,
acb < brta.

Beweis. a, b, ¢ scien beliebig fest ausgewidhlte Objekte. Aus Definition 1 folgt
(1) amb<=acbaboa, 2)arbeacbaathb.

Mit (2) folgt amb ausac— b A art b, also
ach=arbvaob;

umgekehrt folgt mit (2), (1) a= b sowohl aus ar— b als auch aus ac b, also
arbvaob =ach.

Hiermit gilt insgesamt
3) acb<arbvamb.

Aus Axiom I(2) folgt ac a varc a, also a— a. (1) und die Axiome I(1), I(2) er-
geben damit:

(4) ada, (7) aca,
(5) aob = bOa, ®8) acbabzc = acc,
(6) aobaboc = ancac, 9) acbabza = acb,

(10) acbvbra.
Aus (2), (4) folgt

(1) arta.

Aus g —boc folgt nach (2), (1) ac=b=c und adhb, bac, also nach (8)
(1) ct b; wire art ¢, so nach (2) adc, also mit (1) cc ac b, also nach (8)
c= b im Widerspruch zu cd- b; damit gilt

(12) arbAabrc=arc.
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Im Falle a— b A bra wire nach (12) ar—a im Widerspruch zu (11); also gilt
(13) ar b = brta.
Aus (10), (3) (5) folgt
(14) arbvaobvbra.
Aus (1), (8) folgt
(15) acbAaboc =>acc, (16) ambabc=>acc.

Aus ar boc folgt nach (2), (1) a=bc und achb, boc, also nach (8)
accund athboc; wire adc, so nach (5), (6) auch a o b im Widerspruch zu
athb; damit gilt ac A adbc, also nach (2) arc; es gilt somit

(17) arbAaboc =>arc.

Aus acbr ¢ folgt nach (1), 2) a—bc c und bthe, am b, also nach (8) a— ¢
und aobdic; wire a D ¢, so nach (5), (6) auch b ¢ im Widerspruch zu b c;
damit gilt a = ¢ A athc, also nach (2) ar c; es gilt somit

(18) ambAabrc =arc.
Aus (3), (12), (17), (18) folgt
(19) arbabzc=arc, 0 acbabrc=arc.
Aus (1) folgt
acbrathb<acbabda
und damit iiber (2)
Rlyarbwazbabda.
Aus ar b folgt nach (2) ach b und nach (13) brt a; damit gilt
arb=athbAbrta;
aus (14) folgt auch die Umkehruag
athbabta=ar b;
also gilt insgesamt
(22) ar b« athbabrfa.
Aus a1 b folgt nach (2), (5) arf b und bt a; damit gilt
acb=artrbabita;
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aus (14) folgt auch die Umkehrung

atbabrta =ancb;
also gilt insgesamt

(23) amb<artbabrta.

Aus ac b folgt nach (2), (9), (5) brt a; damit gilt a= b = brt a; aus (14), (3)
folgt auch die Umkehrung b a = a b; also gilt insgesamt

(24) ac b < bt a.

Damit gelten (1)—(24) fiir unsere fest ausgewihlten Objekte a, b, ¢. Da die Aus-
wahl der a, b, ¢ beliebig sein durfte, gelten schlieBlich (1)—-(24) fiir alle a, b, c. B

2.3. Das Extensionalititsaxiom

In Definition 2 werden die in §1 im anschaulichen Sinne verwendeten Urele-
mente und Mengen als mengentheoretische Begriffe prazisiert. Fiir die Fest-
legung der Urelemente ist die Vorstellung mafBgebend, daB die leere Menge die
auf die Stufe der Urelemente nichstfolgende Stufe besitzt.
Definition 2. Ein Objekt a ist ein Urelement, falls

IX(ar X A1 3x(xe X))

gilt. a ist eine Menge, falls a kein Urelement ist. B

Satz 2. Fiir beliebige Objekte a gilt:

a Urelement v a Menge, a Urelement < —1 a Menge.

Beweis. Die Behauptungen folgen unmittelbar aus Definition 2. B

Mit dem Mengenbegriff 140t sich jetzt das Extensionalitatsaxiom formulieren.

Axiom II: Extensionalititsaxiom.

VAYB(A Menge A BMenge A\Vx(xeA<>xeB)=A=28). |

Dieses Axiom bringt die in §1.2 ausgesprochene Extensionalitit des Mengen-
begriffes zum Ausdruck.
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2.4. Die Mengenbildungsaxiome

Aus der in §1.3 entwickelten Anschauung {iber den Stufenaufbau der Objekte
resultiert fiir jedes Objekt a die Existenz aller méglichen Mengen von Objek-
ten x mit x — @, also speziell auch aller solchen Mengen von Objekten x— a,
welche durch einen mengentheoretischen Ausdruck beschreibbar, charakteri-
sierbar sind.

Axiome III: Mengenbildungsaxiome (Komprehensionsaxiome).
(V)Va3A (A Menge AVx(xe A < x=anH(x)).

Dabei sei H(x) ein Ausdruck der Mengenlehre, in dem die Variable x frei vor-
kommt, die Variable a nicht gebunden vorkommt und die Variable 4 nicht
vorkommt. (V) bedeutet fiir den Fall, dal} in dem auf (V) folgenden Ausdruck
gewisse freie Variablen y, z,... vorkommen, die Zeichenreihe Vyvz.... i

Der Ausdruck H(x) ist inhaltlich (bei Festhalten der von x verschiedenen
freien Variablen) eine mengentheoretische Eigenschaftsbeschreibung
fiir Objekte x. Die Variable 4 darf deshalb nicht in H(x) auftreten, weil die
Menge 4 durch den Ausdruck H(x) erst definiert werden soll. Die Axiome des
Axiomenschemas I11 — jeder zugelassene Ausdruck H(x) ergibt ein Axiom — hei-
Ben auch Komprehensionsaxiome, da sie die Mdglichkeit der Zusam-
menfassung von Objekten zu Mengen postulieren. (Die Bezeichnung H fiir
Ausdriicke kann man sich aus dem ,,h“ von ,,Komprehension“ herleiten.)
Unter Verwendung von Axiom II ist jede Menge A, deren Existenz mit einem
der Mengenbildungsaxiome III nachgewiesen wurde, sogleich (bei Festhalten
der in dem zugehorigen Ausdruck x = a A H(x) von x verschiedenen freien
Variablen) diejenige Menge A, fiir deren Elemente x und nur fiir deren Ele-
mente x gilt: x = a A H(x). Denn Axiom II ergibt

(V)Va3'4 (4 Menge AVXx(x€A < x=a AH(x),

woraus mit den Axiomen III schlieBlich folgt:

(V)Va3 4 (4 Menge AVx(xe A < x=a AH(x))).

Definitionen 3.  {x|H(x)}

(gelesen: Menge aller x mit H(x)) sei die Menge

14 (A Menge AV x(xe A < H(x))).
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Dabei sei H(x) ein Ausdruck der Mengenlehre, in dem die Variable x frei und
die Variable A4 nicht vorkommt. B

Die Definitionen 3 bilden eine Definitionsschema, welches fiir jeden zugelas-
senen Ausdruck H (x) eine mengentheoretische Definition liefert. Dabei werden
wir die Definitionen 3 immer nur fiir solche Ausdriicke H(x) verwenden, fiir
welche die eindeutige Existenz der Menge A gesichert ist. Die Axiome III liefern
fiir vorgegebenes Objekt a und jeden mengentheoretischen Ausdruck H(x), in
dem die Variable x frei und die Variable a nicht gebunden vorkommt, die
Existenz der Menge

{x|xz=anH(x)}.

Speziell fiir x € a statt x— a erhilt man die

Sitze 3 (Aussonderungsprinzip).
(V)VM3IA(A Menge AVx(xed < xeMA H(x))).

Dabei sei H(x) ein Ausdruck der Mengenlehre, in dem die Variable x frei vor-
kommt, die Variable M nicht gebunden vorkommt und die Variable 4 nicht
vorkommt.

Beweise.Fiir jeden zugelassenen Ausdruck H(x) gilt nach den Axiomen III
(V)VMIA(A Menge AVx (xe A <> x= M AH*(x))) (+)

fiir den Ausdruck (xe M A H(x)) als H*(x). Axiom1(4) ergibt fiir beliebige
x, M:
XCMAxeM < xeM.

Hieraus folgt:
V) (x=MAxeMAH(x) < xe M AH(X)),
(V) (x=M AH*(x) < xe M AH(x)),
was mit (+) ergibt:
(V)VM3IA (A MengenVx(xed < xeMArH(x)). I

Die Satze 3 bilden ein Satzschema, welches fiir jeden zugelassenen Ausdruck
H(x) einen mengentheoretischen Satz liefert. Ebenso verhilt es sich mit den
gefiihrten Beweisen. Unter Verwendung von Axiom II ergeben die Sitze 3 wie-
der

(V)VMINA (4 Menge AVx(xe A < xe M AH(x)).
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Definitionen4. {xec M|H(x)}
(gelesen: Menge aller x € M mit H(x)) sei die Menge

{x|xe M AH(x)}.

Dabei sei H(x) ein Ausdruck der Mengenlehre, in dem die Variable x frei vor-
kommt und die Variable M nicht gebunden vorkommt. l

Die Sitze 3 sichern fiir eine vorgegebene Menge M (sogar fiir ein vorgegebenes
Objekt M) und jeden mengentheoretischen Ausdruck H(x), in dem die Variable
x frei und die Variable M nicht gebunden vorkommt, die Existenz der Menge

{xe M |H(x)}.

Das Aussonderungsprinzip erweist sich damit als eine besonders wichtige Fol-
gerung aus den Mengenbildungsaxiomen. Denn mit ihm kann man fiir jede
bereits bekannte Menge M mittels vorgegebener mengentheoretischer Eigen-
schaftsbeschreibungen H(x) ganz beliebig Elemente x € M zu neuen Mengen
zusammenfassen, ganz beliebig neue Mengen aus M aussondern.

Die Definitionen3 und 4 fithren die allgemeinen beschreibenden Mengen-
bezeichnungen ein, die Mengenbezeichnungen durch Eigenschafts-
beschreibung.

2.5. Das Unendlichkeitsaxiom

Fiir die Formulierung des Unendlichkeitsaxiomes verwenden wir den Begriff
des Grenzbereiches.
Definition 5. Ein Grenzbereich ist ein Objekt G mit

Ix(xeG)AVxIy(xeG = xryeCG). B

Axiom IV: Unendlichkeitsaxiom.
Ja(a=a) AVa3dG(G GrenzbereichnacG).

Die Forderung 3a(a = a) besagt, daBl mindestens ein Objekt existiert. GemaB
der in §1.3 entwickelten Anschauung liber den Stufenaufbau der Objekte sind
die Mengen der Stufen o, ®2, ®3,... die Grenzbereiche, und jedes Objekt a ist
Element etwa des aus den Elementen

a, {a}, {{a}}, {{{a}}},...
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bestehenden Grenzbereiches G. Jeder Grenzbereich besteht anschaulich aus
unendlich vielen Elementen. Axiom IV fordert nicht nur schlechthin die Existenz
mindestens eines Grenzbereiches, sondern gestattet — zum Vorteil eines sym-
metrischen Ablaufes der Theorie — die Einbettung jedes Objektes in einen
Grenzbereich.

Aus der durch das Unendlichkeitsaxiom mit gewihrleisteten Existenz minde-
stens eines Objektes folgt jetzt die Existenz der leeren Menge und der Menge
aller Urelemente.

Satz 4.

(@) 3114 (A Menge n "13x(xeA)), (b) IA(A = {x|x Urelement}).

Beweis. (a) Ist H(x) der Ausdruck x = x, so gilt nach den Axiomen III
Va3A (A Menge A\¥x(xe A < XS aAx£x)).

Wegen stets x = x gilt fiir beliebige a, x:

XCanxFx<=x+x,
also

Va3Ad (4 Menge AVx(xed < x+x)).
Da ein a existiert, existiert somit auch eine Menge 4 mit
Vx(xed < x*x),

also wegen stets x = x eine Menge 4 mit 1 3x(x € 4). Fiir Mengen A4, B, welche
keine Elemente enthalten, gilt schlieBlich

Vx(xeA < xeB),

woraus mit Axiom II 4 = B folgt. Also existiert auch nur héchstens eine Menge
A mit 71 3x(x € A). Es gilt somit insgesamt

3114 (A Menge A 13 x(x€ 4)).

(b) Fiir jedes Urelement x und jedes nach Definition 2 existierende X mit
x— X und 7 3y(ye X) ist X eine Menge. Denn wire X ein Urelement, so
gibe es ein Y mit X — Y und —13y(y €Y), woraus insgesamt

xm X AVy(yeY =y X)

folgt, also nach Axiom I(5) Y= X, also wegen X —Y— X nach Satz{ X — X im
Widerspruch zu X i X. Nach (a) gibt es weiterhin genau eine Menge B mit
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=13y (y € B), so dal fiir diese jetzt gilt:
Vx(x Urelement < x— B). (+)

Ist H(x) der Ausdruck xr a, so existiert nach den Axiomen III (und II) fir
jedes a die Menge {x|x—aAxr a}, welche wegen xCaAXx—a< xra
mit der Menge {x|x a} identisch ist. Wihlt man hierbei schlieBlich fiir a die
Menge B ohne Elemente, so erhilt man iiber (+) die Existenz der Menge

{x|xr— B} = {x|x Urelement} .
Hiermit gilt
JA(A = {x|x Urelement}).

Definition 6. Ein Objekt a heiBt leer bzw. nichtleer, falls —13x(x €ea) bzw.
3x(x € a) gilt. Die Menge

O =1A4(A4 Menge A —13x(x € A))
(gelesen: leere Menge) heilit die leere Menge oder die Leermenge. Die Menge
U = {x|x Urelement}

der Urelemente heiB3t der Urbereich oder Urelementebereich. 1
Fiir Objekte ¢ und Mengen A gilt auch:

aleer < Vx(x¢a), a nichtleer < T1Vx(x¢a),
Aleer < A=, A nichtleer < A+ 0.

Satz 5. Fiir beliebige Objekte a gilt:

(a) Ix(aex), Ix(ar x),

(b) aeUwsard=Vxacx)ra+® < Vx(xéda)ra+0,

(© a¢UsfcawIx(xrava=0 < Ix(xea)va=0
<> a Menge.

Beweis. (a) Aus den Axiomen III folgt fiir jedes a die Existenz einer Menge x
mit g € x, namlich

x={ylycary=a}.

Es gilt ja nach Satz1 a— a und damit a=a A a = a, also a € x. Axiom 1(4) er-
gibt weiter ar- x.
(b) Mit (+) aus dem Beweis zu Satz4 gilt fiir jedes a:

acU<ar .
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Ist x— a fiir gewisse Objekte x, a, so ist } = a nach Axiom I(5). Also folgt iiber
Satz1 und Axiom I(4) fiir jedes a:

ar ) =Vx@@acx)ra+d = Vx(xéa)ra+0.
SchlieBlich gilt fiir jedes a:
Vx(xéa)ra+0 = aecU.

Denn @ ist die einzige Menge, welche kein Element besitzt.

(c) folgt aus Satz?2 und durch Kontraposition von (b) unter Verwendung von
Satzi. W

Nach der ersten Behauptung von Satz 5(a) sind alle Objekte Elemente von
Objekten. Man kann deshalb die Objekte auch als Elemente schlechthin be-
zeichnen. Die zweite Behauptung von Satz 5(a) besagt die Unbeschrinktheit
des Bereiches der Objekte in bezug auf die Stufen(kleiner)beziehung. Satz 5(b)
rechtfertigt die Bezeichnung ,,Urelement”. Durch Definition 6 werden die in
§1 im anschaulichen Sinne verwendeten Mengen ¢ und U als mengentheore-
tische Begriffe eingefiihrt, und Satz 5(b) ergibt § ¢ U. Nach Satz 5(b) sind die
leeren Objekte die Urelemente und §. Aus Satz 5(b) und Satz 1 folgt bei U + §
fiir beliebige a:

aeU < Vx@c x), a¢U < 3Ix(xra).

Denn fiir Urelemente u und Objekte a mit a = x fiir alle x gilt a= ur— §, also
ar @, womit a ein Urelement ist. Satz5(c) und Satz1 ergeben im Falle U = @
fiir beliebige a:

a=0=Vx(a=x), axh <= 3Ix(xra).
Mit Satz 5(c) ist jeder Grenzbereich eine Menge, und fiir Mengen G gilt:
G Grenzbereich <> G+ O AVxIy(xeG = x— yeG).

2.6. Das Auswahlaxiom

Wir benétigen zur Formulierung des Auswahlaxioms einige neue Begriffe.
Zunichst fiihren wir die Inklusion ein.

Definition 7. (a) 4, B seien Mengen:
ASB <= Vx(xed »>xeB), AcB< A<BAA=*BSB

(gelesen: A Teilmenge (von) B bzw. A echte Teilmenge (von) B),



