de Gruyter Lehrbuch
Dworatschek - Schaltalgebra






Schaltalgebra und
digitale Grundschaltungen

Teilprogrammierter Text

von

Sebastian Dworatschek

unter Mitarbeit von Hermann Gehring

mit zahlreichen Bildern
und 73 Ubungsaufgaben mit Lésungen

Walter de Gruyter & Co - Berlin 1970

vormals G. J. Goschen’sche Verlagshandlung - J. Guttentag, Verlags-
buchhandlung - Georg Reimer - Karl J. Tribner - Veit & Comp.



©

Copyright 1970 by Walter de Gruyter & Co., vormals G. J. Goschen’sche Ver-

lagshandlung — J. Guttentag, Verlagsbuchhandlung — Georg Reimer — Karl J.

Triibnér — Veit & Comp., Berlin 30. — Alle Rechte, einschl. der Rechte der

Herstellung von Photokopien und Mikrofilmen, vom Verlag vorbehalten. Archiv-

Nr. 1206 704 — Satz: IBM-Composer, Walter de Gruyter & Co. — Druck:
Neue Presse, Coburg — Printed in Germany



Vorwort

Die digitale Schaltungstechnik wurde in der Datenverarbeitung entwickelt und
findet immer mehr auch in der Regelungs-, Steuerungs-, Mef3- und Fernmelde-
technik Eingang. Ingenieure und Techniker, Studierende und Praktiker mit recht
unterschiedlichen Arbeitsgebieten miissen sich demnach heute mit der digitalen
Schaltungstechnik vertraut machen.

Das Buch basiert auf Lehrgangen, die der Verfasser fiir diesen Personenkreis
durchgefiihrt hat. Der erste Teil behandelt die Schaltalgebra (Boole’sche Algebra),
die der formalen, algebraischen Darstellung von Schaltfunktionen und der Auf-
wandsminimierung dient. Dieser Teil baut auf dem gleichlautenden Kapitel in
,Einfithrung in die Datenverarbeitung’ (S. Dworatschek) auf. Der zweite Teil

zeigt nach der Erklirung der Schalterfunktion von Diode und Transistor die
elektronische Realisierung von digitalen Grundschaltungen, wie AND, OR und
Kippstufen.

Das Buch wurde als teilprogrammierter Text geschrieben, d. h., jedes Kapitel
umfaBlt die Stoffdarstellung, eine bzw. mehrere Ubungs- oder Kontrollaufgaben,
Stoffwiederholung und -erganzung durch Losungsangaben. Diese Dreiteilung
wurde durch unterschiedliche Farbgebung gekennzeichnet (schwarz, rote Strich-
markierung, rot). Die teilprogrammierte Form besitzt den Vorteil der Aktivie-
rung des Lesers und der Auflockerung des Stoffes, ohne an Ubersichtlichkeit zu
verlieren. Diese Einfithrung in die digitale Schaltungstechnik eignet sich demnach
zum Selbststudium und als Lehrgangsunterlage. Ein weiterfithrender Band ,An-
wendungen der digitalen Schaltungstechnik® (ebenfalls teilprogrammiert) ist in
Vorbereitung.

Aachen, im Mai 1970 S. Dworatschek
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l. Schaltalgebra

1. Die Entwicklung der Schaltalgebra

Zwei Entwicklungsstufen filhrten zur heute gebriuchlichen Schaltalgebra: die
mathematische Logik und die Bool’sche Algebra.

Die mathematische Logik geht auf den griechischen Philosophen Aristoteles
(384-322 v. Chr.) zuriick. Um den Wahrheitsgehalt von Aussagen und deren Ver-
kniipfungen zu untersuchen, beniitzte er den heute noch iiblichen zweiwertigen
Aussagenkalkiil. Darin wird den Aussagen einer von zwei Wahrheitswerten zuge-
ordnet. Die Aussagen sind entweder ,wahr’ oder ,falsch’ — eine andere Moglich-
keit wird nicht zugelassen und ist auch nicht definiert. Der Wahrheitsgehalt einer
Aussage ist demnach objektiv eine zweiwertige Grofle — oder m. a. W. eine binire
Grofle. Auf die spezifische, subjektive Bedeutung der Aussage fiir den Empfinger
wird nicht eingegangen.

Zwei oder mehr Aussagen konnen nach bestimmten Regeln und Gesetzen zu
neuen Aussagen verkniipft werden. Auch diese Verkniipfungsaussagen sind zwei-
wertiger Natur, d. h. sie kdnnen ,wahr’ oder ,falsch’ sein. Thr Wahrheitswert ist
aber durch die Verkniipfungsregeln aus den Worten der Ursprungsaussagen heraus
eindeutig festgelegt.

Diese Beschrinkung auf bindre Grofien bedeutet keinesfalls eine Einschrdnkung
der Aussagefahigkeit. Die mathematische Logik zeigt, da sich alle mehrwertigen
Aussagen auf die elementaren Wahrheitswerte ,wahr’ und ,falsch’ zuriick fiihren
lassen, ohne an Gehalt zu verlieren.

Beispiel fiir die Riickfiihrung auf bindre Wahrheitswerte:

Die keineswegs bindre Aussage, daft wihrend einer Woche nur an 2 Tagen, nim-
lich Sa und So, nicht gearbeitet wird, 148t sich durch folgende sieben Aussagen
mit bindrem Charakter (ndmlich ,wahr’ oder ,falsch’) darstellen:

Aussage: (bindrer) Wahrheitswert:
Mo wird gearbeitet wahr
Di  wird gearbeitet wahr
Mi  wird gearbeitet wahr
Do  wird gearbeitet wahr
Fr  wird gearbeitet wahr
Sa  wird gearbeitet falsch
So  wird gearbeitet falsch

1 Dworatschek, Schaltalgebra
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Beispiel fiir die Verkniipfung von zwei bindren Aussagen:

Die Aussage ,es regnet’ kann ebenso wie die Aussage ,es ist Sonntag’ entweder
,wahr’ oder ,falsch’ sein; m. a. W, wir haben zwei Aussagenvariable vorliegen.

Verkniipfen wir die Aussagenvariablen, so erhalten wir eine neue Aussage:
,JIch gehe ins Kino, wenn es regnet
und wenn es Sonntag ist’

Diese Aussage ist eine eindeutige Funktion der beiden ersten. Sie ist dann und
nur dann ,wahr’, wenn die beiden ersten Aussagen gleichzeitig erfillt, d. h., ,wahr
sind. Also nur dann, wenn es sowohl regnet als auch Sonntag ist. Wir werden
sehen, daf® dies eine AND-Verkniipfung ist.

L]

Aufgabe 1

Welche Wahrheitswerte sind der Verkniipfungsaussage ,ich gehe ins Kino’ in den
vier moglichen Kombinationsfillen der beiden Ursprungsaussagen zuzuordnen?

Ursprungsaussagen: Verkniipfungsaussage:
es regnet | es ist Sonntag ich gehe ins Kino
= T
|
falsch |
falsch @ Josiwwsssy 0 A sswwas

An diesem einfachen Beispiel schon kann man sehen, daf die textmafige Dar-
stellungsform solcher Aussagen in ihrer Verkniipfung recht umstindlich ist. Bei
mehr als zwei Ursprungsaussagen verliert die Wiedergabe als Text sehr schnell an
Ubersichtlichkeit.

In der Mitte des vorigen Jahrhunderts hat George Boole — aufbauend auf der
gewohnlichen Algebra — einen eigenen Formalismus fiir die mathematische Be-
handlung derartiger Aussagenverkniipfungen entwickelt.

Zum Zwecke des Vergleichs sei hier auf die gewShnliche Algebra zuriickgegriffen.
Grundgrofen sind dort sog. Variable, die beliebige Zahlenwerte annehmen kon-
nen. Durch Verkniipfung derartiger Variabler nach bestimmten Gesetzen, wie
Addition oder Multiplikation, entsteht eine neue Grofe. Sie wird Funktion der
urspriinglichen Variablen genannt.

Beispiel:
Beniitzt werden 3 Variable: x;, X, und x3. Uber die Verkniipfungsgesetze:
Multiplikation und Addition entsteht die Funktionsgrofe y:

Yy =X +X; - X3
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Im konkreten Fall nehmen die Variablen spezielle Zahlenwerte an. Hier sei z. B.:
X3 =2, X, =7 und x3 = 5. Fiir die Funktion errechnet sich hiermit eindeutig

der Zahlenwert 37:
y=2+7-5

y =37

Denkt man primér an den ganzen Ausdruck y =X; + X, - X3, so spricht man
von der Funktion y. y kann jedoch auch als Variable fiir weitere Verkniipfungen
dienen. Steht also mehr der Zahlenwert fiir y im Vordergrund, so nennt man y
eine Ausgangs- oder Ergebnis-Variable.

George Boole iibertrug die Erkenntnisse und Erfahrungen aus der Darstellungs-
methode der gewohnlichen Algebra auf die mathematische Logik. Diesen Forma-
lismus nennt man Boole’sche Algebra (engl.: boolean algebra), manchmal auch
logische Algebra. Den Variablen der gewohnlichen Algebra entsprechen die Aus-
sagen der Boole’schen Algebra. Ein bedeutender und zugleich vereinfachender
Unterschied besteht allerdings. Im Gegensatz zu den Variablen der gewohnlichen
Algebra konnen die Aussagen(-variablen) nur einen von zwei Werten annehmen:
entweder ,wahr’ oder ,falsch’. Fiir diese beiden Wahrheitswerte der Aussagen
wird das Biniralphabet beniitzt, das in der digitalen Datenverarbeitungstechnik
oft mit O oder L abgekiirzt wird. Es sei vereinbart:

L = ,wahr’ O = falsch’

Aussagenvariable konnen nach eindeutig definierten Verkniipfungsarten zu
neuen Aussagen verbunden werden — dhnlich der Funktion bzw. Ergebnisvariab-
len y. Fir diese Verkniipfungsarten werden Kurzzeichen definiert — ebenso wie
in der gewohnlichen Algebra fir die Addition das Zeichen + eingefiihrt wurde.
Eindeutige Rechenregeln erlauben es dann, mit den Aussagenvariablen und den
Kurzzeichen zu ,rechnen’.

Die Darstellungsart der Boole’schen Algebra eignet sich besonders gut zur Be-
schreibung digitaler, meist elektronischer Schaltungstechnik. Die digitale Schal-
tungstechnik wurde vor allem als Hilfsmethode zur Konstruktion von elektroni-
schen DV A entwickelt, setzte sich aber immer mehr in vielen anderen Zweigen
der Elektrotechnik, wie Mef8-, Regel- und Steuerungstechnik durch. Im Gegen-
satz zur konventionellen, analogen Schaltungstechnik arbeitet sie mit diskreten,
zweiwertigen Ein- und Ausgangsspannungswerten, sog. biniren Impulsen. Wird
der Formalismus der Boole’schen Algebra zur Beschreibung derartiger digitaler
Schaltungsvorginge angewandt, so spricht man von der ,Schaltalgebra’ (engl.:
switching algebra).

l.
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Die Schaltalgebra ist damit ein spezieller Anwendungsbereich der Boole’schen
Algebra. Als elementares Arbeitsmodell dient folgendes Schema:

X1 ._‘
* Verknupfungs- | y = (X1, . . o Xp)
gesetzt
Xno——
e (ﬁ—_’
zweiwertige (binire) zweiwertige (bindre)
Eingangsvariable Ausgangsvariable

= Schaltfunktion
= eindeutige Funktion der
Eingangsvariablen
| Aufgabe 2
| Welcher der beiden Begriffe ,Boole’sche Algebra’ und ,Schaltalgebra’ ist der
| umfassendere?

2. Grundfunktionen

Als Grundfunktionen seien die mit Identitat, Negation, AND und OR benannten
Verknitipfungsgesetze binirer Eingangsvariablen bezeichnet. Fiir sie werden eigene
Kurzzeichen eingefiihrt. Alle anderen denkbaren Verkniipfungsgesetze lassen sich
auf diese Grundfunktionen zuriickfiihren.

2.1. Identitidt und Negation

Die einfachsten und trivialen Schaltfunktionen sind die Identitit und die Nega-
tion. Die Ausgangsvariable y entsteht als Funktion nur einer Eingangsvariabler x.

a) Identitit

Die Identitéit zwischen der Eingangsvariablen x und der Ausgangsvariablen y
wird wie folgt definiert:
y=L wenn

x=L
und y=0 wenn x=0
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Man kann demnach einfacher schreiben:

Identitdt: y=x

Es ist leicht einzusehen, daf} die Identitit in der Schaltalgebra keine grofle Rolle
spielen wird. Denn wozu sollte man eine neue Grofle y einfiihren, wenn sie
ohnehin mit einer vorhandenen Grofle x identisch ist?

b) Negation
Die Negation zwischen der Eingangsvariablen x und der Ausgangsvariablen y
ist folgendermafen definiert:
y=L wenn x=0
und y=0 wenn x=L
Die Negation stellt also einfach die Umkehrung des Wahrheitswertes dar. Fiir die
Negation schreibt man allgemein:

Negation: y =X (sprich: y ist gleich x nicht)

Die Aussage ,,heute ist Werktag™ kann als Negation der Aussage ,,heute ist Sonn-
tag” aufgefafit werden. Die Negation ist, im Gegensatz zur Identitdt, von grofier

Bedeutung einerseits fiir die Rechenregeln der Schaltalgebra und andererseits fiir
die technische Realisierung von Schaltfunktionen mit elektrischen Schaltkreisen.

| Aufgabe 3
Was bedeutet die zweistufig angewandte Negation:
l.y=xX
2 = =? 2

Identitit und Negation arbeiten mit nur einer Eingangsvariablen. Meist zwei, aber
auch mehrere Eingangsvariable beniitzen die Funktionen AND und OR. Sie wer-
den im folgenden zunichst verbal formuliert an jeweils zwei praktischen Beispie-
len erldutert.

2.2, AND-Funktion

Definition: AND-Funktion

Die Ausgangsvariable y ist dann und nur dann ,wahr’ (L), wenn alle Ein-
gangsvariablen X, X, ..., X, gleichzeitig ,wahr’ (L) sind.

Ist diese Bedingung nicht erfiillt, d. h. ist wenigstens eine der Variablen
X1, X2, - - -, Xn ,falsch’ (0), so ist auch die Ergebnisgrofie 'y ,falsch’ (O).



