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Vorwort zur 2. Auflage

Der Leser mag sich wundern, dass sieben Jahre nach Erscheinen des Buches ,,Mole-
kiilsymmetrie und Spektroskopie®“ nunmehr eine 2. Auflage mit gedndertem Titel vor-
gelegt wird.

Neben dem erfreulichen Erfolg der 1. Auflage war fiir die Autoren der Wunsch
nach einer Ergdnzung des Inhalts bestimmend. So wurde der Molekiilsymmetrie nun
die Festkdrpersymmetrie zur Seite gestellt. Dies machte die Anderung des Titels er-
forderlich. Die Abfassung des zugehorigen Kapitels, das neben der Entwicklung der
Raumgruppen als Anwendungsbeispiel die Rontgendiffraktometrie enthdlt, hat mit
Eberhard Schweda ein gleichfalls in Tiibingen tatiger Kollege iibernommen.

Dariiber hinaus waren, abgesehen von einem neu verfassten Unterkapitel zur tem-
peraturabhdngigen Kernresonanz sowie einem Unterkapitel zur Symmetrie eines ro-
tierenden und schwingenden Molekiils, im vorhandenen Bestand der 1. Auflage nur
geringfiigige Korrekturen erforderlich.

Unser Dank gebiihrt der Redaktion (Frau Kristin Berber-Nerlinger) fiir die sorg-
faltige Editierung des Manuskripts sowie Herrn Klaus Eichele fiir dessen kritische
Durchsicht.

Ingo-Peter Lorenz
Norbert Kuhn
Stefan Berger

Dines Christen
Eberhard Schweda

Vorwort zur 1. Auflage

Das vorliegende Buch basiert auf einem zweiw6chigen Kompaktkurs, der ab 1987 ur-
spriinglich von Ingo-Peter Lorenz an der Eberhard-Karls-Universitat Tiibingen, spater
an der Ludwig-Maximilians-Universitat Miinchen fiir Studierende der Studiengidnge
Chemie abgehalten wurde. Als Hilfestellung fiir die Studierenden erschien im Jahr
1991im Attempto-Verlag (Tiibingen) ein schon bald vergriffenes Taschenbuch mit dem
Titel Gruppentheorie und Molekiilsymmetrie — Anwendung auf Schwingungs- und Elek-
tronenzustdnde, der den damaligen Inhalt der Lehrveranstaltung wiedergibt.

Im Jahre 1994 wurde der Kurs an der Universitdt Tiibingen von Norbert Kuhn
tibernommen und inhaltlich den gednderten Erfordernissen angepasst. Hierbei ent-
fielen einige Abschnitte zur Orbitalsymmetrie und Molekiilgestalt zugunsten der in
Forschung und Lehre nunmehr starker gewichteten kernmagnetischen Resonanz.
Beibehalten wurde das grundlegende Konzept, spektroskopische Befunde mithilfe
der Molekiilsymmetrie zu erkldaren und umgekehrt aus Messdaten Informationen zur
Molekiilsymmetrie zu erhalten. Der Abschnitt zur kernmagnetischen Resonanz wur-

https://doi.org/10.1515/9783110736366-201



VI —— Vorwort zur 1. Auflage

de von Stefan Berger verfasst. Dines Christen hat die Kapitel zur Symmetrielehre und
Gruppentheorie sowie Schwingungsspektroskopie einer kritischen Uberarbeitung
unterzogen.

Das Buch beginnt mit einem Abschnitt zu Definitionen und Erkldarungen des Sym-
metriebegriffs und der hiermit verbundenen Symmetrieoperationen, deren Zusam-
menfassung zu Punktgruppen nach den Gesetzen der Gruppentheorie nachfolgend
behandelt wird. Anschlieflend werden mit Schwerpunkt auf die Anorganische Chemie
die Schwingungsspektroskopie, Elektronenspektroskopie und die kernmagnetische
Resonanz in ihrer Symmetrieabhdngigkeit besprochen. Eine mathematisch korrekte
Darstellung wird angestrebt; jedoch werden nicht alle Gesetzméafigkeiten abgeleitet.

Schwierige Sachverhalte werden im Text anhand von Beispielen verdeutlicht. Je-
weils am Kapitelende werden Ubungsaufgaben eingefiigt, deren Lésungen sich im An-
hang finden. Gleichfalls dort sind Empfehlungen zur weiterfiihrenden Literatur auf-
gelistet.

Die Autoren, mittlerweile samtlich im Ruhestand, verbindet eine friihere, al-
lerdings nicht immer zeitgleiche Tatigkeit an der Universitat Tiibingen. Es ist unser
Anliegen, den mit der Komplexitidt des Stoffes belasteten Studierenden entgegen-
zukommen, da ein kompaktes Buch iiber dieses Thema auf dem deutschsprachigen
Markt derzeit nicht verfiigbar ist. Inzwischen ist der Stoff an den meisten Universitdten
Pflicht im Bachelor- und Masterstudiengang Chemie.

Die Bearbeitung des urspriinglich mit dem Textverarbeitungsprogramm LaTeX er-
stellten Manuskript erforderte, insbesondere unter Beriicksichtigung zahlreicher Kor-
rekturen und Zeichnungen, die Mitarbeit von Frau Isabel Walker und Fabian Uhle-
mann, ohne deren Erfahrung und Einsatz den Autoren die Erstellung des Buches nicht
moglich gewesen wire. Hierfiir gebiihrt ihnen, wie auch der Redaktion (Frau Julia Lau-
terbach und Frau Sabina Dabrowski) unser Dank. Sachliche Hinweise und Verbesse-
rungsvorschldage werden gerne entgegengenommen.

Mai 2015 Ingo-Peter Lorenz
Norbert Kuhn

Stefan Berger

Dines Christen
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1 Einleitung

Man lege der Materie Unkundigen eine Anzahl zweidimensionaler geometrischer Fi-
guren, beispielsweise Raute, Rechteck, Kreis, gleichschenkliges und gleichseitiges
Dreieck, Ellipse, Quadrat u. a. vor und lasse sie diese in eine Ordnung fallender Sym-
metrie bringen. Fast immer wird man ein ,,korrektes“ Ergebnis erhalten, allerdings
ohne jede Begriindung. Das Symmetrieempfinden scheint folglich uns Menschen
angeboren zu sein.

Normalerweise verstehen wir unter Symmetrie die allgemeine Formeigenschaft
eines Objekts, d. h. eine regelméaflige Form oder ein periodisches Muster. Unter Sym-
metrie versteht man auch Harmonie von Proportionen, Stabilitdt, Ordnung, Schon-
heit oder gar Perfektion; sie ist aber mehr: Die Symmetrie ist eines der fundamen-
talsten Prinzipien der Naturwissenschaften. IThre Begriindung erfdahrt sie durch die
Gruppentheorie, ihre Auswirkung zeigt sie in makroskopischen und mikroskopischen
Relationen, sie findet sich in allen Lebensbereichen, sie verbindet Natur- und Geistes-
wissenschaften, sie ist gemeinsames Thema von Mathematik, Physik, Kristallografie,
Chemie, Biologie, Pharmazie, Medizin, Technologie, Philosophie, Religion, Literatur,
Bildender Kunst, Musik und Sport.

Symmetrie wird auflerdem durch den sogenannten ,,Urknall“ mit der Geschichte
des Kosmos in Verbindung gebracht. Symmetrie und ihre mathematische Anwendung
ist fiir die Naturwissenschaften die Basis zur Vereinfachung von Phdnomenen und
Problemen. In der Chemie spielen Symmetriebetrachtungen eine dominierende Rolle;
Untersuchungen der Strukturen von Materie liefern rdaumliche Beziehungen der Ato-
me in Molekiilen bzw. der Molekiile in Kristallen. Neben den rein rdumlichen Symme-
trien, die durch klassische Symmetrietransformationen — Drehung, Spiegelung, Ver-
schiebung — charakterisiert werden, gibt es auch die sog. inneren Symmetrien, d. h.
andere als raumlich geometrische Eigenschaften; zu diesen gehéren z. B. die Ladungs-
konjugation (Elektron/Positron) oder die Paritét (rdumliche Spiegelung).

Typische Anwendungsbeispiele fiir Symmetriebetrachtungen in der Chemie sind
im Falle von Schwingungsiibergdngen die Infrarot- und Raman-Spektroskopie, von
Elektroneniibergidngen die UV/VIS- und Photoelektronenspektroskopie, von Kern-
iibergdngen die NMR- und Méf3bauer-Spektroskopie, von Réntgenbeugung an Kristal-
len die Kristallstrukturanalyse, von Symmetrieerfordernissen die optische Aktivitdt
und von Energiezustinden die Ligandenfeld- und Molekiilorbitaltheorie sowie die
Woodward-Hoffmann-Regeln.

Von diesen Anwendungen werden im folgenden beispielhaft die Schwingungs-
spektroskopie (IR/Raman), ganz kurz die Rotationsspektroskopie (Mikrowellen), die
d-d-Elektronenspektroskopie (UV/VIS), die Kernresonanzspektroskopie (NMR) sowie
die Rontgenbeugung zur Ermittlung und Behandlung von Molekiil- und Festkorper-
struktur und -symmetrie erlautert.
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Mehr an der Praxis orientiert, bilden die wichtigsten, notwendigen gruppentheo-
retischen Grundlagen lediglich die Basis fiir einen méglichst weit gespannten Rahmen
der Anschaulichkeit, die Symmetriebetrachtungen und -ableitungen, Molekiilbeispie-
le und Diskussionen von Spektren und Term-Diagrammen umfasst. Der vorliegende
Text erhebt deshalb keinen Anspruch auf mathematische Exaktheit oder Raffinesse:
Aussagen und Gleichungen werden z.T. ohne Beweis mitgeteilt. Schwerpunkt und
Zielrichtung sind die physikalischen Zusammenhange und die Anwendungen von
Symmetriebetrachtungen und -iiberlegungen auf Molekiile und Komplexe.

Im folgenden Kapitel soll zundchst Symmetrie quantifizierbar gemacht, d. h. mit
abzdhlbaren Kriterien versehen werden. Hierzu werden Symmetrieoperationen, die
den betrachteten Gegenstand in einen vom Ursprung nicht unterscheidbaren Zustand
iiberfiihren, definiert. Eine Zusammenfassung dieser sog. Aquivalenzen nach den Ge-
setzen der Gruppentheorie fiihrt zu bestimmten Sammlungen von Symmetrieoperatio-
nen, den sog. Punktgruppen, die den Gesetzen der Gruppentheorie gehorchen. Hierzu
ergibt die Anzahl der vorliegenden Aquivalenzen, die sog. Gruppenordnung, h, das
gesuchte Sortierungskriterium zur Quantifizierung der Symmetrie. Die zur Anwen-
dung auf Probleme der Spektroskopie erforderliche Verkniipfung der Symmetrieope-
rationen fiihrt zu ihrer Darstellung in Matrizenform. Hieraus lassen sich die Symme-
trieeigenschaften der Punktgruppen in Form ihrer Charaktertafeln gewinnen. Hieran
anschlief3end wird die Anwendung der so gewonnenen Erkenntnisse auf ausgewahl-
te Probleme der Schwingungsspektroskopie, Elektronenspektroskopie, Kernmagneti-
schen Resonanzspektroskopie und Réntgenbeugung erarbeitet.

Uber die Anwendung der Symmetriebetrachtungen auf stationéren Systemen hin-
aus, werden auch dynamische Systeme in Betracht gezogen.

Bei der Schwingungsrotationsspektroskopie werden Systeme mit sogenannten
Grofamplitudenbewegungen behandelt. Die ,wahren“ Symmetriegruppen sind dann
nicht mehr Punktgruppen, sondern Permutationsgruppen, die jedoch isomorph zu
Punktgruppen sind. Somit weicht dieses Kapitel von den iibrigen in der Nomenklatur
nicht ab.

Bei der NMR-Spektroskopie wird die Temperaturabhédngigkeit der Spektren analy-
siert. Es zeigt sich, dass sich die Spektren von Molekiilen, die interne Bewegungen mit
geringen Barrieren besitzen, bei Temperaturverdnderungen verdndern kdonnen. Dies
wird auf Strukturverdnderungen der Molekiile durch Mittelung iiber die Bewegungen
erklart. Dabei miissen die ,,dynamischen” Strukturen mit den ,,stationdren” verkniipft
sein.

Den Abschluss bildet ein Abschnitt zur symmetrieabhdngigen Betrachtung der
Molekiilorbitale.



2 Symmetrieelemente und Symmetrieoperationen

2.1 Symmetriebegriff

Symmetrie ist eine allgemeine Eigenschaft von konkreten oder abstrakten Objekten.
Als umfassendes Naturprinzip wirkt sie beim Aufbau des Universums wie bei den Ele-
mentarteilchen. Sie ermoglicht sowohl einen Aufbau durch Wiederholung als auch
eine Analyse durch Vereinfachung. Symmetrie kann verschieden definiert werden; ei-
ne speziell fiir Symmetrieuntersuchungen an Molekiilen geeignete Definition lautet:

Definition. Ein Objekt (Molekiil) ist symmetrisch, wenn es nach einer Operation (Um-
orientierung) in einen nicht unterscheidbaren Zustand iiberfiihrt werden kann. Wir
kénnen folglich nicht feststellen, ob die Operation durchgefiihrt wurde. Die Abbil-
dung durch die Operation fiihrt zu einen dquivalenten Orientierung.

Die Art der Umorientierung nennt man Symmetrieoperation, den zugehorigen Ope-
rator Symmetrieelement. Symmetrieelemente sind Drehungen, Spiegelungen und In-
versionen beziiglich Punkten, Linien oder Flachen.

Man unterscheidet:

Einfache Symmetrieelemente bzw. Symmetrieoperationen:

Drehung, Spiegelung, Inversion

Zusammengesetzte Symmetrieelemente bzw. Symmetrieoperationen:

Drehspiegelung

Letztere entstehen entweder durch Kopplung (nicht realisierte Zwischenzustdnde, be-
teiligte Symmetrieoperationen verlieren ihre Eigenstdndigkeit) oder durch Kombina-
tion aus einfachen Symmetrieoperationen (realisierte Zwischenzustiande, beteiligte
einfache Symmetrieoperationen behalten ihre Eigensténdigkeit).

Beispiele fiir die Drehung um eine Achse bzw. Spiegelung an einer Ebene sind in
der Abbildung 2.1 dargestellt.

Oft werden die geometrischen Elemente wie die Symmetrieoperationen bezeich-
net.

Wie spéter (vgl. Kapitel 4.2) gezeigt wird, sind zur Erzeugung von Aquivalenz nicht
nur der Platzwechsel von Atomlagen sondern auch die Anderung von Atomkoordina-
ten (z. B. die Vertauschung von Vorder- und Riickseite) geeignet. Diese tritt, abgesehen
von der Operation C; bei allen méglichen Operationen auf. Aus diesem Grund fiihrt
die in Abbildung 2.1 gezeigte Operation oy, nicht zur Identitit, sondern zu einer Aqui-
valenz.
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Fl F1 F1
CZ CZ
B B B
F3/ \P FZ/ \F3 F3/ \F2
Ursprung Aquivalenz Identitdt
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B B
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Abb. 2.1: Drehung des BF3-Molekiils um 180° bzw. 120° und Spiegelung an zwei unterschiedlichen
Ebenen.

2.2 Symmetrieelemente (in der Schoenflies-Notation)
2.2.1 Identitit E

Die einfachste Operation iiberhaupt ist die Identitdtsoperation E, d.h. die Drehung
der Molekiile um eine beliebige Drehachse mit dem Winkel 0° (das ,,Nichtstun“) oder
360°; das Molekiil bleibt unverdndert (0°) oder wird in den identischen Zustand iiber-
fithrt (360°). Fiihrt man die Nomenklatur C, = Drehung um den Winkel ¢ = 360°/n
ein, kann man die Drehung um 360° als C; bezeichnen.

2.2.2 Drehung C,

Diese Operation ist allgemein die Drehung um eine Achse mit dem Winkel ¢ = 271/n.
Der Index n (Zdhligkeit) gibt den Bruchteil einer kompletten Drehung an, der zu Aqui-
valenz fiihrt. Die Drehung erfolgt konventionell im Uhrzeigersinn. n C,-Drehungen
fiihren zur Identitdt E. Bei mehreren rdumlich verschiedenen Drehachsen ist diejeni-
ge mit der hochsten Zdhligkeit die Hauptachse (Abbildungen 2.2 und 2.3).



2.2 Symmetrieelemente (in der Schoenflies-Notation)

F3 C—1 F‘l cz F3
3 3
B -120° B +240° B
n g R Np n g

Abb. 2.2: Drehoperationen, C, (n = 3) anhand von BFs.
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FVXe 4 FVXe 4 FVXe —"»FVXe e P
4 O wFs B O sz F2 O ¥F1 Ft 0 ¥F4 F,,V O \Fz
G
a=c
=

Abb. 2.3: Drehoperationen, C, (n = 4) anhand von XeF,.

2.2.3 Spiegelung o

5

Diese Operation ist eine Spiegelung an einer Ebene; entsprechende Atome vertau-
schen gegebenenfalls ihre Position. Wird zweimal an einer Ebene gespiegelt, resultiert

die Identitat.

Man unterscheidet zwischen vertikalen, o, (Spiegelebene parallel zur Hauptach-
se), horizontalen, oy, (Spiegelebene senkrecht zur Hauptachse), und diagonalen, oq
(Spiegelebene zwischen zwei zweizdhligen Achsen, C, senkrecht zur Hauptachse),
Spiegelebenen. o4 treten bei hoherer und gerader Zihligkeit der Hauptachse auf (n =

4,6, ...).Die Zuordnung von oy und o4 ist willkiirlich. Wichtig ist nur, dass zwischen

zwei Sdtzen von Spiegelungen unterschieden wird. Bei n = 2 bezeichnet man die Spie-

gelungen lediglich mit oy und oy (Abbildungen 2.4 und 2.5).
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Abb. 2.4: Spiegelungen anhand von NH,Cl (1 Spiegelebene) und H,0 (2 Spiegelebenen).
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Abb. 2.5: Unterscheidung von Spiegelebenen oy, oy und oq.

2.2.4 Inversion i

Die Operation ist eine Spiegelung am Molekiilzentrum (Punktspiegelung), dem sog.
Inversionszentrum, i (Abbildung 2.6).

12—
N 0'=C=0? —— 0?=C=0!
i =C=02 —— 02=C=
NAC/ CN3
1 4
02— F‘ F‘
N3C,  .~CNe fo,, | P P, | P
CNiD S — . sy
Nc? N B R e | F
F4 Fl

Abb. 2.6: Die Auswirkung der Inversion an verschiedenen Beispielen.
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2.2.5 Drehspiegelung S,

Die Drehspiegelung ist eine Kopplung oder Kombination von C, und oy, d. h. eine Dre-
hung, C,, um eine Drehachse mit dem Winkel ¢ = 271/n, gefolgt von einer Spiegelung
an der hierzu horizontalen Spiegelebene, oy, (senkrecht auf der Drehachse). Da die Teil-
operationen fiir sich allein nicht existieren miissen, diirfen sie im Allgemeinen nicht
getrennt werden. Eine Ausnahme bilden planare Molekiile, wo C, und oy, unabhidngig
voneinander existieren.

Eine S, (n gerade) erzeugt n Symmetrieoperationen. Eine S,, (n ungerade) erzeugt
2n Symmetrieoperationen. Das Inverse von ST’ ist Si~™ (n gerade) bzw. Sﬁ"‘m (n un-
gerade) (Abbildungen 2.7, 2.8 und 2.9).

T 7 . 9

A —— A —— A
@ e & o o @
S

3

Abb. 2.7: In BF5 (trigonal planar) kann S3 aufgefasst werden als oy, x C3, weil beide Operationen Teil
der Punktgruppe sind.

e He
H*., C 3 o [ "
“e=c=c{ —MScacac ] T meacac
H3 H2 H4 H2 H? He

Projektion des Allens: Blickrichtung auf C=C

H? H? H3
. . |
H3””D””H4 4, HziDiHl _h Hz,,,,D,,,,Hl
\ ? \

H? H* H*

SA
Abb. 2.8: In Allen, C5Hy, ist S, eine Symmetrieoperation, obwohl weder on noch C4 Symmetrieope-
rationen sind. Manchmal ist die Aufsicht (Projektion auf eine Ebene) anschaulicher als ein perspek-
tivisches Modell des Molekiils.
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S:;S:=C,;5.=5,;S¢=E

Abb. 2.9: Die Wirkung von S,-Operationen.

2.3 Ubungsaufgaben

1. Schreiben Sie die Symmetrieelemente von Ferrocen, (CsHs),Fe, auf.

2. Erkldren Sie den Unterschied zwischen Kombination und Kopplung von Symme-
trieoperationen

3. Warum wird zwischen eigentlichen und nicht eigentlichen Symmetrieoperatio-
nen unterschieden?

4. Ordnen Sie folgende Molekiile in das Koordinatensystem ein:
PF5, 802C12, SF4, XEF(,

5. Warum sind fiir ungerade Werte von n in S, 2n Drehungen zum Erreichen der
Identitdt erforderlich?



3 Theorie der Punktgruppen

Grundlage fiir die Anwendung der Symmetrieelemente aus Kapitel 2 zu Aussagen
iiber bestimmte Molekiileigenschaften ist die Gruppentheorie. Weil aber die Gesamt-
heit aller Symmetrieoperationen eines Molekiils wenigstens einen Punkt im Raum
unverdndert ldsst, durch den alle Symmetrieelemente verlaufen, spricht man hier
von Punktgruppen. Jedes Molekiil 1dsst sich einer Punktgruppe zuordnen. Den unter-
schiedlichen Symmetrieelementen der Molekiile entsprechen hierbei unterschiedli-
che Punktgruppen.

3.1 Gruppentheorie

Eine Gruppe enthdlt eine endliche oder unendliche Menge von Operationen, die be-
stimmte Bedingungen erfiillen. Diese Operationen bilden die Elemente einer Gruppe.
Hierzu miissen folgende Voraussetzungen (Axiome) erfiillt sein:

3.1.1 Gruppenaxiome

(0) Es besteht ein Verkniipfungsgesetz, x, das Produkt genannt wird (nicht notwen-
digerweise identisch mit der Rechenoperation Multiplikation).

(1) Es gilt das Gesetz der Abgeschlossenheit, jedes Produkt zweier Elemente oder das
Produkt eines Elements mit sich selbst ist wieder ein Element der Gruppe.

(2) Es gilt das Assoziativgesetz. Das Produkt von Operatoren ist assoziativ, d. h., Ope-
rationen konnen beliebig zusammengefasst werden, solange die Reihenfolge er-
halten bleibt. Das Produkt dreier Elemente A, B, C ist unabhéingig davon, ob man
das Produkt A x B mit C oder A mit dem Produkt B x C bildet.

(3) Die Menge besitzt ein Einselement E mit folgenden Eigenschaften:
ExA=AXxE-=A.

(4) Jedes Element der Menge besitzt ein inverses Element. Das Produkt eines Elements
(Operators) mit seinem Inversen ergibt die Identitit.

Die Erfiillung der Axiome (1) bis (4) besagt, dass die Operatoren eine Gruppe bilden.

Die Erfiillung eines fiinften Axioms (5), das Kommutativgesetz, ist keine Bedingung

dafiir, dass die Elemente eine Gruppe bilden, kann aber sehr niitzlich fiir die Analyse

eines Problems sein. Man redet in dem Fall von einer kommutativen oder abelschen

Gruppe:

(5) Es gilt das Kommutativgesetz. Die Reihenfolge von Operatoren spielt keine Rolle
fiir den Wert eines Produkts.

https://doi.org/10.1515/9783110736366-003
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Bei nicht abelschen Gruppen muss aber die Reihenfolge der Elemente bei der Produkt-
bildung unbedingt eingehalten werden.

Bei Operatoren sind Produkte von rechts nach links zu lesen, d. h., bei A x B ist

zuerst B und danach A auszufiihren.

@

@

Beispiele fiir allgemein bekannte Gruppen sind:

Die Menge aller ganzen positiven und negativen Zahlen (einschlief3lich 0) mit dem
Verkniipfungsgesetz ADDITION. O ist das Einselement. Das inverse Element zu A
ist —A. Die Gruppe ist unendlich, aber abzdhlbar. Die Gruppe ist abelsch.

Die Menge aller reellen Zahlen aufier O mit dem Verkniipfungsgesetz MULTIPLI-
KATION. 1 ist das Einselement. Das inverse Element zu A ist 1/A. Die Gruppe ist
unendlich und kontinuierlich (eine Lie-Gruppe). Die Gruppe ist abelsch.

3.1.2 Ordnung der Gruppe

Man versteht unter Ordnung h der Gruppe H die Anzahl der Elemente dieser Gruppe.

Die kleinste Gruppe iiberhaupt besteht aus einem Element, E. Es ist in diesem Fall

sehr leicht einzusehen, dass die Gruppenaxiome erfiillt sind. Diese Gruppe ist eine
zyklische Gruppe, C;.

Oft m6chte man bildlich darstellen, dass die Gruppe abgeschlossen ist; dies ldsst

sich sehr bequem iiber eine Multiplikationstabelle bewerkstelligen:

)
@

€)
(4)

)

Reihenfolge A x B: Spalte x Zeile.

Das erste Element in der Spalte bzw. Zeile ist E, somit stimmen erste Spalte und
erste Zeile mit Eingangsspalte bzw. Eingangszeile {iberein.

Jedes Element ist in jeder Zeile und in jeder Spalte nur einmal vorhanden.

Die Einselemente liegen symmetrisch zur Hauptdiagonalen (gegebenenfalls auf
ihr).

Bei einer abelschen Gruppe sind die Elemente symmetrisch zur Hauptdiagonalen
angeordnet.

Als Beispiele sind eine (allgemeine) Gruppe, H (wobei z. B. A x B auch ein Element der
Gruppe ist), sowie eine zyklische Gruppe C, gezeigt.

G E A B c ¢, E ¢ G G
E E A B c E E C C C
A A AxA AxB AxC Ct C4 C C E
B B BxA BxB BxC C; C C E G4
C C CxA CxB CxC cC CG E C G
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3.1.3 Zyklische Gruppen

Zyklische Gruppen sind abelsche Gruppen, deren Operationen nur aus Potenzen eines
einzigen Elements bestehen. Ein Beispiel ist C,. Weil die Rotationen alle um dieselbe
Achse stattfinden, sind alle Operatoren vertauschbar.

3.1.4 Untergruppen

Ein Blick auf die Multiplikationstabelle (z. B. C,) zeigt, dass einige Elemente sich so
verhalten, dass sie unter sich abgeschlossen sind; sie bilden unter sich eine Gruppe
(da alle anderen Axiome ohnehin erfiillt sind), man spricht von einer Untergruppe.
Von den Untergruppen gibt es immer zwei, die trivial oder uneigentlich sind: {E} und
{H}. Es gibt aber oft auch eigentliche Untergruppen. In C, wiirden E und C, eine sol-
che Untergruppe bilden. Die Ordnung der Gesamtgruppe ist 4, die Ordnung der Unter-
gruppe {E, C,} ist 2. Es gibt eine allgemeingiiltige Gesetzmaf3igkeit nach der die Ord-
nung einer eigentlichen Untergruppe ein echter Teiler der Gesamtgruppenordnung
sein muss. Das Verhiltnis zwischen Ordnung der Untergruppen und der Ordnung der
gesamten Gruppe wird Index genannt. Hat die Gruppe H die Ordnung h und die dazu-
gehorige Untergruppe G die Ordnung g, ist der Index:

I=g/h

Schauen wir als Beispiel die Gruppe Dy : {E, C4, C2, C3, C%, C5, CS, Cd} an:
Die Multiplikationstabelle sieht folgendermaf3en aus:

Dy|E Cy C; C; C§ ¢b ¢5 cd

1 3 E|E C C C, ¢§ ¢c& ¢ cd4
b Ci|Cs C C2 E C5 c4 cb s

2 4 C|C, €3 E ¢ ¢ ¢d cd ¢

CC|C: E € C ¢4 ¢s s b
cs|cs ¢§ ¢k ¢ E ¢ C ¢
cblct ¢ ¢§ ¢c§ ¢, E ¢ C
cs|cs ¢§ ¢c§ ¢ ¢, ¢ E G
cdlcd ¢k ¢ c8 ¢ ¢, ¢ E
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Bei der Gruppe D, gibt es folgende Untergruppen:

{E} (uneigentliche Untergruppe)
{E, C2}

{E, C4, C5, C3}

{E, C5}

{E, Ch}

{E, C$}

{E, C4}

{E, C4, C5,C3,C5,C5,CS,CY}  (uneigentliche Untergruppe)

Die Einteilung von Elementen einer Gruppe in Untergruppen ergibt méglicher-
weise Uberschneidungen, da ein Element mehreren Untergruppen angehdren kann.
E gehort z. B. jeder Untergruppe an, weil sie ja sonst nicht den Gruppenaxiomen ge-
horchen wiirde.

3.1.5 Klassen

Eine andere Einteilung der Elemente einer Gruppe, die die Elemente in getrennten
Mengen ordnet, ist die Klasseneinteilung.

Der Begriff der Klasse griindet sich auf dem Begriff der konjugierten Elemente.
Wahlt man ein Element A der Gruppe H sowie ein weiteres Element X mit dessen in-
versen Element X1, kann man folgende Transformation oder Abbildung bilden:

B=X1'4X

(wobei das Verkniipfungszeichen ,,x“ weggelassen wurde). Es zeigt sich, dass B nicht
nur H angehort, sondern auch ein Element derselbe Klasse wie A ist. Solche Elemente
sind zueinander konjugiert, und konjugierte Elemente gehoren derselben Klasse an.

Unter konjugierten Elementen gelten folgende Beziehungen (Aquivalenzrelatio-
nen):

(1) Wenn A zu B konjugiert ist, ist auch B zu A konjugiert.

(2) Wenn sowohl B als auch C zu A konjugiert sind, sind B und C auch zueinander
konjugiert.

(3) E bildet eine Klasse fiir sich.

(4) Kein Element kann mehr als einer Klasse angehoren.

(5) In abelschen Gruppen besteht jede Klasse aus einem Element.

(6) Das zu A inverse Element A~ gehért nicht notwendigerweise zur selben Klasse
wie A. Es ist oft niitzlich die Klassen von A und A~! in einer gemeinsamen Ober-
klasse zusammenzufassen.

(7) Die Zahl der Elemente einer Klasse ist Teiler der Gruppenordnung h.

(8) Es gibt die Konstruktion des Kommutators, X"'AXA~'. Wenn A und X kommu-
tieren (vertauschbar sind), hat der Kommutator den Wert E. (Auch in der Algebra
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gibt es den Kommutator-Begriff: [A, B] = AB — BA. Der algebraische Kommutator
hat den Wert null, wenn A und B kommutieren).

3.1.6 Isomorphie, Homomorphie

Manchmal sieht man beim Vergleich zweier Multiplikationstabellen derselben Ord-
nung, dass eine Ubereinstimmung besteht. Nehmen wir z.B. die zwei Gruppen
H(E,A,B,C) und H*(E, a, B, y). Wenn folgender Zusammenhang in der Gruppe H,
C = A x B, darauf schliefien ldsst, dass in H* y = a x B sowie umgekehrt, d.h.
C = AxB & y = a x f§, dann herrscht zwischen beiden Gruppen eine Isomorphie
oder treue Korrespondenz. In diesem Falle kénnen Uberlegungen zu Untergruppen
und Klassen direkt aus den Uberlegungen zu einer Gruppe auf die andere iibertragen
werden. Kann man aber nur in eine Richtung eine Korrespondenz herbeifiihren, redet
man von einer Homomorphie oder untreuen Korrespondenz.

3.1.7 Das direkte Produkt

Aus zwei Gruppen, die auf3er E keine Elemente gemeinsam haben, kann man durch
Bildung eines direkten Produkts eine neue Gruppe schaffen. In diesem Fall kommu-
tieren ndmlich die Elemente, die mit einander multipliziert werden. So kann z. B. C¢
aus dem direkten Produkt C, ® C3 gebildet werden:

{E’ CZ} ® {E’ CB’ C%}:{EE’ EC39EC§9 CZE’ C2C3’ CZC}%}:{E’ CB’ C%: C29 C2C3’ Czcg}
~{E, C2, C4, C2, C2, Ce}=Cq

3.1.8 Nebengruppe (oder Nebenklasse)

Nebengruppen sind keine Gruppen, weil sie kein Einselement beinhalten. Sie ent-
stehen auf folgende Weise: Man greift eine Untergruppe G von H mit den Elemen-
ten A, = E, Ay, ... Ag heraus, sodann ein Element von H, X, das dieser Untergruppe
nicht angehort und bildet dann alle Produkte A; x X (i = 1, 2, ... g). Die entstehen-
den Elemente bilden Nebengruppen (engl. cosets). Alle Elemente einer Nebengruppe
unterscheiden sich von den Elementen aus der Untergruppe G (weil X ¢ G). Zwei Ne-
bengruppen zu G sind entweder vollig identisch oder vollig verschieden.

Nun kénnen alle h — g Elemente von H in Nebengruppen einer bestimmten Unter-
gruppe G aufgeteilt werden. Jede dieser Nebengruppen muss g verschiedene Elemen-
te enthalten. Sind nun, bei einer solchen Aufteilung, noch Elemente aus H iibrig, die
nicht in einer der schon gebildeten Nebengruppen enthalten sind, wird ein solches
Element aufgegriffen, z. B. Z, und es wird eine neue Nebengruppe (ausgehend von Z)
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gebildet. Weil H endlich ist, kann sich dieser Schritt hochstens endlich oft wiederho-
len. Jedes mal sind g Elemente betroffen; somit gilt:

h=m-g

Wobei in m auch die Untergruppe G mitgezdhlt wird.

Das eben beschriebene Verfahren zeigt, dass es nur ein Ergebnis der Aufteilung
in Nebengruppen geben kann, wenn H und G gegeben sind.

Unter den Untergruppen einer Gruppe gibt es welche, die eine Sonderrolle spie-
len. Um dies zu erldutern, soll von einer Untergruppe G der Gruppe H ausgegangen
werden. Alle Elemente der Untergruppe G{.. ., 4;, 4j, ...} werden mit einem fest ge-
wihlten Element T der Gruppe H\G transformiert, indem die zu den G-Elementen kon-
jugierten Elemente gebildet werden: ... TA;T-1, TA;T L, .. ..

Auch diese Elemente bilden eine Untergruppe von H. Diese Untergruppe G’ ist
isomorph mit G. Es kann sogar sein, dass G’ und G identisch sind. In diesem Fall ent-
halt G also alle zu A; konjugierten Elemente, mit A; somit auch dessen ganze Klasse.
Solche Untergruppen heifien invariant oder Normalteiler, N von H.

Alle Untergruppen mit Index 2 sind Normalteiler. Die Faktoren eines direkten Pro-
dukts sind Normalteiler.

Beispiele (aus D).

(1) Untergruppe G1: {E, C>}; Element X: C§
c E C¢ = E
C§ C, €5 = Cpusw Diese Untergruppe ist ein Normalteiler.

(2) Untergruppe G,: {E, C4, C2, C;}; ElementX: C4
C§ ¢, C§ = C,
¢ ¢ € = G

i C; C§ = Cu Diese Untergruppe ist ein Normalteiler.
(3) Untergruppe Gs: {E, C5}; Element X: C§

CC E C = E

cs €3 ¢5 = chum Diese Untergruppe ist kein Normalteiler.

Aus dem Begriff des Normalteilers einer Gruppe entwickelt sich der Begriff der Fak-
torgruppe. Die Faktorgruppe enthdlt als Elemente nicht irgendwelche Elemente der
Gruppe H selbst, sondern die Nebengruppen eines Normalteilers (zusammen mit dem
Normalteiler), wobei die Nebengruppen zu individuellen Einheiten zusammengefasst
werden, und die Einzelelemente, aus denen sie bestehen, nicht mehr als Individuen
auftreten. Die Faktorgruppe hat so viele Elemente als Nebengruppen (mit ihrem Nor-
malteiler, der das Einselement darstellt).

Im Falle von D, mit zwei verschiedenen Normalteilern kann man somit zwei un-
terschiedliche Faktorgruppen konstruieren, wobei die Nebengruppen nach dem eng-
lischen ,,coset“ mit Co (und das erzeugende Element) gekennzeichnet sind.
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F1: Normalteiler Ny : {E, C5},
Nebengruppen: Co Cy: {C4, C3}, Co C$: {C%, Cb}, Co CS: {CS, C4}
Multiplikationstabelle:
Fy N; CoC4s CoC§ CoC§
Ni | Ny CoCy CoC¢ CoC§
CoC4 | CoCy N1 CoC§ CoC§
CoC§ | CoC§ CoC§ Ny CoCy
CoC§ | CoC§ CoC§ CoCy Ny

F>: Normalteiler N, : {E, C4, C>, Cz};
Nebengruppe: Co C4: {C$, C3, CS, C$}
Multiplikationstabelle:
F2 | N» coc§
N, N, CoC§
CoCj | CoC§ N,

Der Begriff der Faktorgruppe ist bei den Punktsystemen ohne gréfiere Bedeutung, ob-
wohl er bei der Aufstellung einer Charaktertafel gute Dienste leisten kann; aber bei
der Anwendung der Gruppentheorie auf die Verhiltnisse in einem Kristallgitter wird
sich die Faktorgruppe als entscheidendes Hilfsmittel erweisen. Hier liegt der grof3e
Nutzen der Faktorgruppe darin, dass sie eine Gruppe mit unendlich vielen Elemen-
ten in endlich viele Nebengruppen aufteilen kann (die ihrerseits dann unendlich sein
miissen). In diesem Fall bestiinde moglicherweise eine Homomorphie oder sogar eine
Isomorphie zwischen der endlichen Faktorgruppe und einer schon bekannten endli-
chen Gruppe; dies kdnnte zu erheblichen Vereinfachungen fiihren, weil die bekannten
Eigenschaften einfach auf die Faktorgruppe iibertragen werden kénnen.

3.2 Klassifikation von Punktgruppen

Eine Punktgruppe besteht aus einem Satz von Symmetrieelementen, die einem ge-
meinsamen Punkt besitzen, der sich bei der Ausfithrung der Symmetrieoperationen
nicht verdndert. Die wichtigsten Punktgruppen sind in der Tabelle 3.1 aufgelistet, wah-
rend die geometrischen Elemente, auf denen sich die Symmetrieoperationen bezie-
hen, in der Tabelle 3.2 aufgefiihrt sind.
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Tab. 3.1: Die wichtigsten Punktgruppen

Typ Schoenflies- Symmetrieelemente Gruppen-
Notation ordnung
nicht axial Cq E 1
Cs = 51 E, Oh 2
=S5, E,i 2
axial, zyklisch G, E, Cy 2
Cs E, 2C3 3
Cy E,2C4, Cy 4
Cs E,2Cs,2C? 5
Ce E,2C¢,2C3,Cy 6
54 E,254,C2 4
Se = C3;i E,2C3,1i,2Ss 6
Cnh Con E, Cy, i, 0n 4
C3h=$3 E,2C3,Uh,253 6
C4h E,2C4,C2,i,254,0h 8
Csh = S5 E,2Cs,2C2, oh, 2S5, 252 10
CGh E,2C5,2C3,Cz,i,253,256,0h 12
Cnv CZV E, Cz,ZUV 4
C3V E,2C3,30V 6
C[N E,2C4,C2,20v,20d 8
Csy E,2Cs,2C2, 50, 10
Cev E,2Ce,2C3, Cy,30y, 304 12
diedrisch, D, D, E, Cy,20y 4
Ds E,2C3,3C, 6
Dy E,2Cy4, C2,2Ch,2CY 8
Ds E,2Cs5,2C2,5C; 10
D¢ E,2C6,2C3,C2,3C',3C’2' 12
Dnh D-h E, CZ,C’Z,C'Z’,i, Oh, Oy, 04 8
D3h E,2C3,3C2,0h,253,30\, 12
D4n E,2C4,C2,2C’2,2C’2’,i, 2S4, oh, 20y, 204 16
Dsp E,2Cs,2C2,5Cy, 0h, 2S5, 252, 50y 20
Den E,2Ce,2C3, C2,3Ch, 3CY, i, 253,256, 0n, 304, 30y 24
Dnd Dzd E, Cz,ZC’Z,ZUd,ZSA\ 8
ng E,2C3,3C2,i,256,30d 12
Dug E,2Sg,2C4, 253, Ca, 4Ch, bog 16
Dsq E,2Cs,2C%,5C5,1,253,,2S10, 504 20
Ded E,2512,2Cs,254,2C3,2S55,, C2, 6C, 604 24
kubisch T E,8C3,3C; 12
Th E,8Cs,3C,,i,8S¢, 30h 24
T4 E,8C3,3C3, 604,65, 24
0 E,8C3,3C;,6C),6C, 24
Oy E,8C3,3C2,6C’2,6C4,i, 85S¢, 30h, 604, 65, 48
ikosaedrisch [ E,12Cs,12C2,20C3,15C; 60
In E,12Cs,12C2,20C3,15C2, i, 12519, 1253, 20S¢, 150 120
linear Coov E,2¢%, ..., co0y 0o
Dooh E,2¢8,...,i,25%,, 00C, 0




3.3 Anwendung der Gruppenaxiome auf Punktgruppen

Tab. 3.2: Geometrische Elemente in Bezug zu den Symmetrieoperationen

Punktgruppe Lage der Achsen und Ebenen

Cn nur in eine Achsenrichtung

Sn nur in eine Achsenrichtung

Cnh Cp, 0hLCp

Chv Cp, noy || Cp, die sich unter m/n schneiden

D, Cp, NCoLCp mit gleichen m/n zueinander

Dph Cp, nCoLCp mit gleichen m/n zueinander, oy LCp, noy || Cp,
die sich unter m/2 schneiden

Dnd Cpn, nC,LC, mit gleichen m/n zueinander; Sap; noy || Cy, die
sich unter m/2 schneiden

Tq Tetraedersymmetrie, C3 und C,

Oh Oktaedersymmetrie, C4, C3 und C;

In Ikosaedersymmetrie, Cs, C3 und C,

3.3 Anwendung der Gruppenaxiome auf Punktgruppen

Die Gruppenaxiome werden nun an zwei konkreten Beispielen erldutert:

Beispiel 1 (H,0, gewinkeltes AB,-Molekiil).
Die Punktgruppe ist Cay : {E, C2, Oxz, 0yz}
(0) und (1): Verkniipfungsgesetz und Abgeschlossenheit:

Oxz X Cy = 0y,

o o v oo "

yz

Oxy X Oxz = C3

CH Tt S Erogine

2

(2): Assoziativgesetz:

(3): Identitat

C2 x(0yz X Oxz) = (C2 X Oyz) X Oxz = C2 X C2 = Oxz X Oxz = E

ExCy=CyxE=Cy; EXOyx;=0x;XE=0y;

(4): Inverse Elemente

C3xCy=C3=FE; Oxx0x=E

17
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(5): Kommutativgesetz
Cy X 0yz = 0yz x C3 = Oy,

Das Kommutativgesetz ist erfiillt, weshalb C,, eine abelsche Gruppe darstellt.

Beispiel 2 (NH3, trigonal-pyramidales Molekiil).
Die Punktgruppe ist Csy: {E, C3, C3, 01, 02, 03}.
(0) und (1): Verkniipfung und Abgeschlossenheit:

O'1><C3=0'2 bzw. C3X01=03.

Das Kommutativgesetz ist nicht erfiillt.

B, B, B,
C, | o, |
A
B B, 5 g, 8- B,
0,
B B B
1 0_] 1 C3 2
_— A _—
N N N
B3 BZ BZ B3 B3 Bl
0.

Konjugierte Elemente: C3 und C% sowie 01, 0, und o3 sind zu einander konjugiert.

C3:01><C§><01; C§:01><C3><01.

1 1 ] 3 3
T R E L T
N, N N, L,
C3
1 1 2 2
% & %
N, N Ny N
CZ

O'3=C3><0'1XC§; 0'1=C§XO'3><C3.

Folglich gibt es eine Aufteilung der Elemente in drei Klassen: {E}, {C3, C%},
{01, 02, 03}; oft werden diese Angaben abgekiirzt: E, 2C3s und 30y.



