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1 Grundbegriffe nichtlinearer Systeme

1.1 Lineare und nichtlineare Ubertragungsglieder

Am Anfang einer Betrachtung iiber nichtlineare Systeme muB die Begriffsbe-
stimmung des nichtlinearen Verhaltens stehen. Da es durch eine Verneinung de-
finiert ist, wird man vom linearen Verhalten ausgehen miissen.

Ganz allgemein sei zunédchst unter einem Ubertragungsglied eine Anordnung ver-
standen, welche aus einer EingangsgriBe u(t) eine eindeutig bestimmte Aus-
gangsgroBe y(t) erzeugt. Bezeichnet man die Gesamtheit der Operationen, durch
die das geschieht, mit dem Symbol ¢, so kann man das Ubertragungsglied durch
die Gleichung

y = ¢{u} (1.1)
charakterisieren. ¢ heiBt der Operator des Ubertragungsgliedes.

Beispielsweise gilt fiir ein Integrierglied (I-Glied) die Beziehung
t
y®)= fu(r)dr,
0

durch die jeder (integrierbaren) EingangsgroBe u(t) eine eindeutig bestimmte
AusgangsgroBe y(t) zugeordnet wird. Der Operator g besteht hier in der Ausfiih-
rung der Integration.

Ein Operator kann somit als eine Abbildung von Funktionen auf Funktijonen an-
gesehen werden. Er ist daher wohl zu unterscheiden von einer Funktion, die eine
Abbildung von Zahlen auf Zahlen vermittelt. So wird z.B. durch y = &* jeder
Zahl x eine Zahl y zugeordnet.

Man nennt nun ein Ubertragungsglied linear, wenn es das Uberlagerungs- und
Verstirkungsprinzip erfillt. Das soll heiBen: Sind fiir irgend zwei EingangsgréBen
u(t) und u(t) die zugehorigen AusgangsgroBen y(t) und y(t), so ist die zur
Summe u(t) +u(t) gehdrende AusgangsgroBe y(t) +y(t); ist ¢ irgendeine reelle
Zahl, so gehort zu cu(t) die AusgangsgroBe cy(t).
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"

In Formeln: Ist y = @{u}, y = ¢{u}, sogilt p{u+u} =y+y, also

p{u+u} = p{u} + p{u}, (1.2)

und ¢{cu} =cy, also
p{cu} = cp{u}. (1.3)

Das ist die formelmiBige Definition des linearen Ubertragungsgliedes, wobei zu
beachten ist, daB (1.2) und (1.3) fiir beliebige Eingangsfunktionen u(t) und u(t)
sowie fiir beliebige reelle Zahlen ¢ gelten sollen.

Die beiden Beziehungen (1.2) und (1.3) kann man zu einer Gleichung zusam-
menfassen:

p{cu + cu} = cp{u} + cp{u}. (1.4)

Diese Linearititsrelation wird héufig ebenfalls als Uberlagerungs~ oder Superpo-
sitionsprinzip bezeichnet. Ist sie fiir beliebige Zeitfunktionen u(t) und u(t) sowie
beliebige Konstanten ¢ und ¢ erfiillt, so ist das Ubertragungsglied also linear.

Erfillt ein Ubertragungsglied das Uberlagerungs- wnd Verstirkungsprinzip nicht,
gibt es also Funktionen u(t) und u(t), fiir die (1.2) nicht gilt, oder eine Funktion
u(t) und eine Zahl ¢, fiir die (1.3) nicht erfiillt ist, so heift das Ubertragungsglied
nichtlinear.

Ein einfaches Beispiel sieht man im Bild 1/1. Hier ist eine Begrenzungskennlinie
y = F(u) dargestellt, wie sie in Regelungssystemen hiufig vorkommt, vor allem
in der Stelleinrichtung. Der Operator besteht hier in der Anwendung der Funk-
tion F auf die Eingangsgr6Be u(t). Schaltet man speziell die konstante Zeitfunk-
tion uo(t) = (0,5 auf, so ist anch die Ausgangsgrofe yo(t) = 0,5. Wihlt man dann
4u0(t) = 2 als EingangsgroBe, so ist die zugehorige AusgangsgroBe nicht etwa
4y0(t) = 2, sondern wegen der Begrenzung nur 1. Also ist F(4u0) # 4y, d.h. das
Verstdrkungsprinzip ist verletzt. Entsprechend sieht man, daB auch das Uberla-
gerungsprinzip nicht gilt. Wie hier fiir die Begrenzung, so kann man generell fiir
alle nichtgeradlinigen Kennlinien einsehen, daB sie nichtlineare Ubertragungsglieder
sind.

Die Tatsache, daB nichtlineare Ubertragungsglieder die beiden so einfachen Ge-
setze der ungestorten Uberlagerung und Verstirkung nicht erfillen, ist von ein-
schneidender Bedeutung. Sie hat ndmlich zur Folge, daB der Zusammenhang zwi-
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Bild 1/1  Beispiel eines nichtlinearen Ubertragungsgliedes

schen Ein- und AusgangsgroBe nicht durch ein Faltungsintegral darstellbar ist
und infolgedessen keine komplexe Ubertragungsfunktion und kein Frequenzgang
erkldrt werden konnen, auch nicht in einem abgeschwichten Sinn wie etwa bei
den Abtastsystemen. Die in der linearen Theorie so erfolgreichen Hilfsmittel der
Laplace - Transformation und komplexen Funktionentheorie sind hier — abgese-
hen von Einzelfillen - nicht verwendbar.

Bisher wurden ausschlieBlich Ubertragungsglieder mit einer einzigen Eingangs-
groBe betrachtet. Bei mehreren EingangsgroBen sind die Verhiltnisse ganz ent-
sprechend. Hat ein Ubertragungsglied p EingangsgroBen Upess U und faBt man
diese zu einem Vektor

zusammen?), so lauten Uberlagerungs- und Verstirkungsprinzip sowie die Li-
nearitdtsrelation ganz entsprechend wie oben

p{u+u} = p{u} + o{u}, (1.5
p{cu} = cp{u}; (1.6)
p{cutcu} = cp{u} + cp{u}, (1.7)

wobei p wiederum der Operator des Ubertragungsglieds ist.

1} Wie in der Zustandsbeschreibung dynamischer Systeme tiblich, werden in der
Regel Vektoren durch kleine Buchstaben mit Unterstreichung gekennzeichnet,
Matrizen hingegen durch grofe Buchstaben mit Unterstreichung.
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Erfillt der Operator ¢ eines Ubertragungsgliedes y = p{u} die Gleichungen (1.5)

und (1.6) bzw. die Gleichung (1.7) nicht fir beliebige u(t), u(t), ¢ und ¢, so ist das
Ubertragungsglied nichtlinear.

Einfaches Beispiel eines linearen Ubertragungsgliedes mit mehreren Eingangs-
groBen ist das Summierglied:

P
y=tp{g}=u1+u2+...+u =2uy.

P
v=1
Dann wird aus der Linearititsrelation
P P P
p{ou+El} = Y (cu +8i,) =cYu, +EY i, = cp{u} + Sp(d},
v=1 v=1 v=1

ganz gleich, wie man u(t), u(t), c und ¢ wihlt.

Betrachten wir hingegen das Multiplizierglied
y = p{u} = w[ﬁ;] =u u,,

bei dem der Operator ¢ also in der Multiplikation zweier zeitverdnderlicher
GroBen besteht, so gilt

p{u+u} = w[

=e{u} +u,u, +uu, + pu}.

Wegen der beiden mittleren Terme ist also das Uberlagerungsprinzip nicht er-
fiillt, das Multiplizierglied mithin nichtlinear.

Neben der Unterscheidung zwischen linearen und nichtlinearen Ubertragungs-
gliedern gibt es eine weitere fundementale Einteilung der Ubertragungsglieder: in
zeitinvariante und zeitvariante (oder zeitvariable) Ubertragungsglieder. So wie die
linearen Ubertragungsglieder durch die Erfiilllung des Linearitétsprinzips charak-



1.1 Lineare und nichtlineare Ubertragungsglieder 21

terisiert sind, werden die zeitinvarianten Ubertragungsglieder dadurch gekenn-
zeichnet, daB fiir sie das Verschiebungsprinzip gilt:

Ist y(t) = p{u(t)} und stellt u(t- to) die um ein beliebiges Stick ¢ >
0 nach rechts verschobene Eingangsgrofe u(t) dar, so ist

(,D{U(t— to)} = y(t_ to) ;

d.h. es ergibt sich die um t nach rechis verschobene AusgangsgroBe
y(t), und dies fir eine beliebige Funktion u(t). (1.8)

Betrachten wir als Beispiel die nichtlineare Kennlinie

y =u?. (1.9)
Ist etwa u(t) = sin t, so hat man als zugehdrige Ausgangsgrofie

y(t) = sin’t . (1.10)
Weiterhin folgt wegen (1.9) aus u(t —to) = sin (t-t 0) die Ausgangsgrofie

sin2(t —to) .

Nach (1.10) ist sin2(t-t0) gleich y(t-to), sodaB in der Tat die um ty nach rechts

verschobene EingangsgroBe die gleichfalls um t, nach rechts verschobene Aus-

gangsgroBe erzeugt. Da dies offensichtlich fiir jede EingangsgroBe u(t) gilt, ist
die obige Kennlinie zeitinvariant.

Nehmen wir hingegen die Nichtlinearitit

y =tu”, (1.11)
ebenfalls fiir u(t) = sin t:

y(t) = tsin’t . (1.12)
Schaltet man hier

u = sin (t—to)
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auf, so entsteht nach (1.11) die AusgangsgroBe

tsin(t-t)) .

Nach (1.12) ist jedoch

y(t-t) = (t-t) sin® (t-t)) .

Diese Nichtlinearitit antwortet somit auf u(t—to) im allgemeinen nicht mit
y(t-to) und ist deshalb zeitvariant.

Eine besonders wichtige Klasse stellen die linearen und zeitinvarianten Ubertra-
gungsglieder (LZI- Glieder) dar (siehe etwa [73], Abschnitt 2.5). Fiir sie (und nur
fiir sie) gibt es eine komplexe Ubertragungsgleichung

Y(s) = G(s)U(s)

zwischen der EingangsgroBe u(t) und der AusgangsgréBe y(t), wobei U(s) und
Y(s) die Laplace-Transformierten der Zeitfunktionen u(t) und y(t) sind. Ihr
Gegenstiick im Zeitbereich ist die Faltungsgleichung

t
y©) = [ g-nu(ar,
0

wobei die Gewichtsfunktion g(t) die Originalfunktion zur Ubertragungsfunktion
G(s) ist.

Die verschiedenen LZI - Glieder unterscheiden sich durch ihre Ubertragungsfunk-
tion. Am hiufigsten begegnet man LZI-Gliedern, deren Ubertragungsfunktion

Z(s)
G(s) = WZ)

eine rationale Funktion, also der Quotient zweier Polynome Z(s) und N(s) ist,
wobei man im Realfall stets Grad Z(s) < Grad N(s) und meist sogar Grad Z(s) <
Grad N(s) voraussetzen darf. Solche LZI-Glieder seien als rationale Ubertra-
gungsglieder oder kurz als R- Glieder bezeichnet ([73], Unterabschnitt 2.4.3).
Im Zeitbereich entsprechen ihnen lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten.
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Ein weiteres LZI -Glied, das in Regelstrecken hiufig vorkommt, ist das Totzeit-
glied (TZ-Glied, Tt—Glied). Es hat die Ubertragungsfunktion

G(s) = Ke—Tts, K, Tt > 0 konstant ,

und wird demgemiB im Zeitbereich durch die Differenzengleichung
y(t) = Ku(t-Tt)

beschrieben.

Die in diesem Buch auftretenden linearen Systeme bzw. Teilsysteme sind in der
iberwiegenden Mehrzahl der Félle R-Glieder oder entstehen durch Verkni-
pfung von R- und TZ-Gliedern, sind also linear und zeitinvariant?). Um den
Sprachgebrauch nach Maglichkeit zu vereinfachen, wollen wir aber im folgenden
kurzerhand von .linearen Systemen" reden, worin die Zeitinvarianz mitenthal-
ten sei. Auch die weiterhin auftretenden Nichtlinearititen seien als zeitinvariant
vorausgesetzt, ohne da dies besonders hervorgehoben wird. Sollte es einmal
anders sein, wird dies kenntlich gemacht werden.

1.2 Struktur nichtlinearer Systeme

Nachdem der Begriff des nichtlinearen Ubertragungsgliedes geklirt ist, erhebt
sich sogleich die Frage, welche Arten nichtlinearer Ubertragungsglieder es gibt.
Es liegt auf der Hand, daB es vom mathematischen Standpunkt eine uniiberseh-
bare Mannigfaltigkeit solcher Glieder geben wird, da eben alles, was nicht die
Linearitédtseigenschaft aufweist, zum nichtlinearen Bereich gehort. Fiir die tech-
nischen Anwendungen, vor allem auf dem Gebiet der Elektrotechnik, des Ma-
schinenbaus und der Verfahrenstechnik, reduziert sich diese Fiille aber sehr
stark. Um dies zu sehen, werde ein einfaches Beispiel betrachtet, das fiir viele
andere stehen mag. Es wurde ein elektrotechnisches System gewihlt, um seine
Gleichungen leicht aufstellen zu konnen. Technische Systeme mit anderen physi-
kalischen GesetzmiBigkeiten fihren aber auf die gleiche Grundstruktur.

2) Zwischen "Ubertragungsglied" und "System" werden wir keinen Unterschied
machen. Das gleiche Objekt kann als "Ubertragungsglied" oder als "System"
bezeichnet werden, je nachdem, ob man mehr Gewicht auf das Ein-Ausgangs-
Verhalten oder auf die Innenstruktur legt.
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Bild 1/2  Gleichstrommotor

Es werde der Gleichstrommotor betrachtet. Aus Bild 1/2 liest man zunéchst fiir
den Feldkreis die Gleichung

up = RFIF + (IJF

ab, wobei up die von auflen angelegte Feldspannung ist, wéhrend RFiF den

Spannungsabfall am Ohmschen Widerstand Ry, des Feldkreises und o = do/dt
den induktiven Spannungsabfall an der Feldwicklung darstellt. Dabei héngt der
magnetische FluB o, von dem Feldstrom iF ab, und zwar iiber eine Magneti-

sierungskennlinie
¢, = F(p),
wie sie in Bild 1/3 wiedergegeben ist.

Bezeichnet u, die von auBen aufgeprigte Ankerspannung des Motors und ey die
im Anker induzierte Gegen-EMK, so gilt fiir den Ankerkreis die Gleichung

u, - ey =RA1A+LA1A’

wobei also R ,i A bzw. L Ai 5 der Spannungsabfall am Ohmschen Widerstand bzw.

der Induktivitdt des Ankerkreises ist. Die Gegen-EMK e, ist durch das
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! Bild 1/3  Magnetisierungskennlinie

Produkt aus der Winkelgeschwindigkeit w des Ankers und dem FeldfluB o
gegeben:

ey = cw<1>F, ¢ konstant.

Der Motor entwickelt das Antriebsmoment

M A = ci A(I>F ,
wobei i A der Ankerstrom ist. Damit treibt er eine Last an, die starr mit dem
Anker gekoppelt sei (z.B. Pumpe, Arbeitsmaschine). Wirkt auf sie das Last-
moment M; und ist © das gemeinsame Trigheitsmoment von Motoranker und

Last, so gilt die Bewegungsgleichung

Damit sind die Gleichungen, welche das dynamische Verhalten des Motors be-
schreiben, zusammengestellt. Da die in ihnen enthaltenen Differentialgleichun-
gen linear sind, kann man auf sie die Laplace-Transformation anwenden. Zur
Vermeidung von Umstédndlichkeiten wird dabei hier wie auch im folgenden die
Bezeichnung der GréBen nicht gedndert. Sofern die Anfangswerte Null sind,
erhilt man so die folgenden Beziehungen:

Feldkreis:



26 1. Grundbegriffe nichtlinearer Systeme

-l _F .
ip = F (<I>F) = F(<I>F) ;
Ankerkreis:

1/R,
=1+ /RA)s (uy-ep) s

€y = cw(I>F

mechanische Gleichungen:

Wie man sieht, besteht jedes der drei Teilsysteme, durch die man die Dynamik
des Motors beschreiben kann, aus zwei Gleichungen, einer linearen Differential-
gleichung bzw. der zugehorigen komplexen Ubertragungsglelchung und einer
nichtlinearen gewohnlichen Gleichung. Darin ist F = F™! die Umkehrfunktion zu
F, die man also durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden des 1. und 3.
Quadranten aus der gewdhnlich graphisch gegebenen Kennlinie F erhidlt (Bild

1/3).

Stellt man diese Gleichungen in der iiblichen Weise im Strukturbild (SignalfluB-
plan, Wirkplan) dar, so ergibt sich Bild 1/4. Da auch nichtlineare Glieder auf-
treten, muB man bei dem gesamten Bild im Zeitbereich bleiben. Dennoch sind
die linearen Ubertragungsglieder durch ihre komplexen Ubertragungsfunktionen
charakterisiert, die man als einfache Symbole fiir die zugehdrigen Differential-
gleichungen auffassen kann.

Das Typische an Bild 1/4, das unabhingig von der speziellen Natur des Beispiels
ist, besteht darin, daB die Struktur ein lineares Grundgerist aufweist, in dem das
Zeitverhalten des Systems konzentriert ist und in das einzelne nichtlineare Glieder
eingesprengt sind, welche durch gewdhnliche Gleichungen beschrieben werden.

Das lineare Geriist setzt sich dabei meist aus sehr einfachen Gliedern zusammen,
die entweder durch lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
beschrieben werden (rationale Ubertragungsglieder) oder aber Totzeitglieder
sind. Die nichtlinearen Ubertragungsglieder sind entweder Kennlinienglieder,
werden also durch eine Gleichung
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Mechanische Gleichungen
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Bild 1/4  Strukturbild des Gleichstrommotors

y = F(u) (1.13)
charakterisiert, oder stellen Multiplizierglieder dar, geniigen also der Gleichung

y =Kuu,, K >0 konstant. (1.14)

Beide Nichtlinearitdten gemeinsam werden durch eine Beziehung der Form
y = F(ul,u2,...,up) (1.15)

erfaBt. Gleichungen vom Typ (1.15) konnen ebenfalls bei der Beschreibung rea-
ler Systeme auftreten, lassen sich aber gewdhnlich aus Kennliniengliedern vom
Typ (1.13) mit nur einer EingangsgroBe, aus Multipiziergliedern, Proportional-
gliedern und Summiergliedern zusammensetzen.
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Nichtlineare Strukturen der eben beschriebenen Art treten bei zahlreichen tech-
nischen Anwendungen auf. Liegt insbesondere ein nichtlinearer Regelkreis vor, so
tritt sehr hdufig der Fall auf, daB er nur eine wesentliche Nichtlinearitét ent-
hilt, und zwar in Form einer Kennlinie, wihrend die anderen Glieder linear sind
oder doch mit geniigender Ndherung als linear angesehen werden diirfen. Die
nichtlineare Kennlinie kann zur Regeleinrichtung gehdren, und zwar absichtlich
in sie eingebaut sein, um ein gewiinschtes dynamisches Verhalten der Regelung
zu liefern, oder einfach deshalb, weil sie mit wenig Aufwand zu realisieren ist
(z.B. Relaisregler). Sie kann aber auch in der Stelleinrichtung oder Strecke als
eine sehr unerwiinschte Erscheinung vorkommen, die man nicht vermeiden kann.
Das gilt besonders fiir eine Begrenzung in der Stelleinrichtung, die grundsitzlich
stets vorhanden und oft nicht zu ignorieren ist. Ein Regelkreis dieser Art hat
meist die in Bild 1/5 wiedergegebene Struktur, wobei es gleichgiiltig ist, ob die
Kennlinie zur dynamischen Beeinflussung der Regelung dient, in der Stellein-
richtung oder der Strecke auftritt, ob sie gewollt oder ungewollt ist. Ll(s), L2(s)
und L3(s) sind die Ubertragungsfunktionen seiner linearen Teilsysteme, wobei
Ll(s) und L3(s) auch identisch 1 sein kénnen (Bild 1/6). An eine nichtlineare
Struktur nach Bild 1/5 oder 1/6 ist bei den folgenden Betrachtungen in erster
Linie gedacht.

Neben dem Strukturbild werden wir im folgenden hédufig die Zustandsbeschrei-
bung dynamischer Systeme bendtigen. Sind L S die Zustandsvariablen, U,
u die EingangsgroBen und Ypreo¥y die AusgangsgroBen des dynamischen Sy-
stems, so lautet sie allgemein

X, = fi(xl,...,xn;ul,...,up;t) ,i=1..,n, (1.16)
Yy = gk(xl,...,xn;ul,...,up;t) ,k=1,.q. (1.17)
u y
Ly{s) F {u) La(s) ”
L,(s)

Bild 1/5 Normaltyp einer nichtlinearen Regelung
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Fle) L(s)

Bild 1/6  Spezialfall des Regelkreises von Bild 1/5

Betrachtet man beispielsweise die Gleichungen von Feldkreis, Ankerkreis und
mechanischer Bewegung des Gleichstrommotors, wie sie oben aufgestellt wurden,
und geht von den komplexen Ubertragungsgleichungen zu den Differentialglei-
chungen zuriick, so erhdlt man zunéchst

o, =ug - Rip, iy = F(®@p);

L—Ax +1i =1—(u ~e), e,=cwd,;
RA A A RA A M7 M F’
Ow=MA—ML, MA =c1A<I>F.

Setzt man die nichtlinearen gewohnlichen Gleichungen in diese Differentialglei-
chungen ein und-16st dann nach den Ableitungen auf, so wird

(I>F=-RFF(<I>F)+uF,
R
: c A 1
i, =-7v®w-7-i, +71u,,
A A F LAA LAA
1

C_Ce i _ 1
w=g%, - gM,-

Dies sind die Zustandsdifferentialgleichungen (1.16), wobei als Eingangsgré8en
die Feldspannung ug, die Ankerspannung u A und das Lastmoment M, wirken,
wihrend Feldflu8 Op, Ankerstrom i A und Winkelgeschwindigkeit w als Zustands-
variablen auftreten.

Ist w die interessierende Ausgangsgrofie, wie es meist der Fall ist, so hat man
mit
y=w

die Ausgangsgleichung (1.17) vor sich.
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Im konkreten Fall wird man das Strukturbild eines Systems hiufig den Zu-
standsgleichungen vorziehen, da im Strukturbild die in einfacher Gestalt vorlie-
genden Nichtlinearitdten prignant faBbar sind, wihrend sie in der Zustandsdar-
stellung zu uniibersichtlichen nichtlinearen Beziehungen .verschmiert" werden.
Fiir die Formulierung allgemeiner Aussagen ist die Zustandsbeschreibung aber
nicht zu entbehren.

Faflt man die Zustandsvariablen x »X zum Zustandsvektor x, die Eingangs-

1

grofen U500, Zum Eingangsvektor u und die AusgangsgroBen Ypr ¥ Zom
Ausgangsvektor y zusammen, so erhilt man aus (1.16) und (1.17) die vektorielle
Derstellung
x =f(xut), (1.18)
y =g (xut) (1.19)

Zu der vektoriellen Zustandsdifferentialgleichung (1.18) ist noch die Anfangs-
bedingung

x(ty) = x,
hinzuzufiigen.

Ist das dynamische System zeitinvariant, wie beispielsweise beim Gleichstrom-
motor, so hingen die rechten Seiten von (1.18) und (1.19) nicht von t ab.

Ist das System linear, so sind die Zustandsdifferentialgleichung (1.18) und die
Ausgangsgleichung (1.19) von der Form

(1.20)

I
[
>
I
-+
o]
3]

(1.21)

I
]
(@}
I
-+
o
1=

wobei also die rechten Seiten lineare Funktionen der Vektoren x und u sind. Die
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Matrizen A, B, C und D diirfen dabei von der Zeit t abhingig sein. Sind sie kon-
stant, so liegt ein lineares und zeitinvariantes System vor.

1.3 Haufig auftretende Kennlinien

Wie am typischen Beispiel des Gleichstrommotors zu Beginn des vorigen Ab-
schnitts zu sehen ist, treten als nichtlineare Blocke im Strukturbild eines techni-
schen Systems das Multiplizierglied und Kennlinienglieder auf. Einige hiufig
auftretende Kennlinien wollen wir im folgenden etwas niher betrachten.

Schauen wir als erste die Zweipunktkennlinie an, die iiblicherweise wie im Bild
1/7 dargestellt wird. Fiir sie gilt

- bfiru<o0,
y:

b firu>0.

Ihr Wert an der Sprungstelle u = 0 ist fiir unsere Untersuchungen im allgemei-
nen ohne Interesse, da an Sprungstellen einer Funktion meist nur die Grenz-
werte von links und rechts von Bedeutung sind. Bendtigt man den Funktions-
wert an einer Sprungstelle doch einmal, so nimmt man gewdhnlich das arithme-
trische Mittel des links- und rechtsseitigen Grenzwertes, hier also den Wert 0.
Eine derartige Wahl des Funktionswertes an einer Sprungstelle ist sachgerecht,
da beispielsweise die Fourierentwicklung einer Funktion an Sprungstellen diesen
Wert annimmt. Wir konnen also die obige Definition in der folgenden Weise
vervollstdndigen:

0,
0, (1.22)
0.

Bild 1/7  Zweipunktkennlinie
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Dieser Zusammenhang zwischen u und y 148t sich kiirzer ausdriicken, wenn man
die Signum- oder Vorzeichenfunktion

sgnu =

—
ceece
ViIilA
SOO

. e

. (1.23)

verwendet:

y =bsgnu. (1.24)

Bei der in der Technik iiblichen Darstellung der Zweipunktkennlinie, wie sie im
Bild 1/7 wiedergegeben ist, wird an der Sprungstelle ein vertikales Geradenstiick
eingezeichnet, obwohl doch der Funktionswert dort entweder garnicht oder aber
eindeutig definiert ist. Diese Darstellung riihrt von einer méglichen Realisierung
der Zweipunktkennlinie her. Wird sie durch einen Verstidrker mit Begrenzung
verwirklicht, so erhdlt man eine Kennlinie mit sehr steil ansteigendem Mittel-
stiick und daran anschlieBenden horizontalen Geradenstiicken. Darauf weist die
Darstellung in Bild 1/7 hin. Entsprechendes gilt auch fiir die Sprungstellen
anderer Kennlinien, mit denen wir uns im folgenden befassen.

Die Zweipunktkennlinie tritt beispielsweise dann auf, wenn ein Relais ohne mitt-
lere Ruhelage verwendet wird. Dies ist unter anderem bei Temperaturregelungen
der Fall, wo das Zweipunktglied als Regler eingesetzt wird. Das Bild 1/8 zeigt
die (vereinfachte) Struktur einer solchen Regelung.

Regelgrofe x ist die Temperatur eines Raumes. Die FiihrungsgroBe, proportional
zur gewiinschten Raumtemperatur, habe den konstanten Wert WO. Die Stell-
einrichtung, z.B. ein Ventil, das einen Warmwasserzustrom steuert, kann hin-
reichend genau durch ein I-Glied beschrieben werden. Das Totzeitglied kenn-
zeichnet den Wirmetransport vom Stellort zum MeBort. Am MeBort erfolgt der
Ubergang der Wirme an den auf der gewiinschten Temperatur zu haltenden

Regler Stell- Warme-
einrichtung transport
w=W, e bt— u K y -Tys x
— e .

d __'_b s

Bild 1/8 Temperaturregelung (vereinfacht)
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Raum, was ndherungsweise durch ein Verzogerungsglied 1. Ordnung (P-—Tl—
Glied, VZI—Glied) beschrieben werden kann. Zur Vereinfachung der Betrach-
tung wurde dieses P-Tl-Glied nicht beriicksichtigt, was am grundsitzlichen
Verlauf des Vorganges jedoch nichts dndert.

Bei einem so einfachen System kommt man ohne viel Theorie aus, kann den zeit-
lichen Ablauf vielmehr unmittelbar aus dem Strukturbild im Bild 1/8 ablesen.
Zum Zeitpunkt t = 0 sei etwa x = X, > W0 . Dann ist e, = W0 - X < 0 und
damit u = -b. y stellt daher eine fallende Rampenfunktion mit dem Gefille
-bK dar. Da die Totzeit lediglich eine Verschiebung bewirkt, ohne die Funk-
tionswerte zu verdndern, gilt das gleiche fiir x, und zwar so lange, bis x < W,
wird. Dann wird e = W0 ~ x > 0. Damit springt u auf den Wert +b und hier-
durch geht y in eine steigende Rampenfunktion mit dem Anstieg +bK iiber. Bis
x dieses Verhalten annimmt, vergeht aber noch die Totzeit T,. Solange lduft x
noch als fallende Rampenfunktion weiter. Setzt man diese Betrachtung fort, so
erhilt man fiir x(t) den im Bild 1/9 dargestellten Zeitverlauf in Gestalt einer

Dreiecksschwingung.
Aus diesem Bild kann man Amplitude und Frequenz der Dauerschwingung able-

sen. Der Anstieg der Rampenfunktion ist einerseits gleich bK, andererseits nach
Bild 1/9 durch

A
tana = Tt

gegeben. Aus bK = A/Tt folgt

A = KbT, . (1.25)

Gefdlle - bk

Bild 1/9  Dauerschwingung der Temperaturregelung
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Fiir die Schwingungsperiode liest man aus Bild 1/9

T]J =4 Tt ,
also
2
w, = =51 (1.26)
P t
ab.

Es sei noch auf zwei Eigenschaften dieser Schwingung hingewiesen, da sie fiir
eine ganze Klasse nichtlinearer Schwingungen charakteristisch sind:

(I) Amplitude und Frequenz der Schwingung sind gemiB (1.25) und (1.26)
durch Systemparameter bestimmt und héngen nicht von duBeren Einfliis-
sen, wie dem Anfangswert Xg ab. Die Schwingung ist also eine Struktur-
eigenschaft des nichtlinearen Systems.

(I1) Andert man die Systemparameter b, K, Tt, so dndern sich Amplitude und
Frequenz, die Schwingung aber bleibt erhalten (sofern keine zu krassen
Parameterinderungen vorgenommen werden). Die Schwingung ist daher in
der Tat eine Dauerschwingung.

Zum Zweipunktglied zuriickkehrend sei abschlieBend festgestellt, daB es auch bei
regelungstechnisch ehrgeizigeren Zielsetzungen als einer Temperaturregelung
Verwendung findet, ndmlich bei zeit- oder schmelligkeitsoptimalen Entwiirfen
(siche Kapitel 2).

Die Zweipunktkennlinie hat regeldynamisch den Nachteil, daB sie bei den klein-
sten Anderungen der EingangsgroBe u um die Stelle 0 mit Vollausschlag
reagiert. Bei haufigen Anderungen von u um diese Stelle, etwa infolge von Sté-
rungen, wird dann die Stelleinrichtung stark in Anspruch genommen. Um dies
zu vermeiden, kann man zu einer Dreipunktkennlinie iibergehen (Bild 1/10). Bei
ihr ist

u <a, (1.27)
a .

Daher entsteht eine von Null verschiedene AusgangsgroBe erst dann, wenn die
Stérungen so groB sind, daB |u| > a wird. Man vermeidet so eine zu starke
Abnutzung der Stelleinrichtung.
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Bild 1/10  Dreipunktkennlinie

—1 b

In Bild 1/11 ist dargestellt, wie man die Dreipunktkennlinie aus Zweipunktkenn-
linien aufbauen kann: Man sieht unmittelbar, daB die Dreipunktkennlinie durch
Addition der beiden dort gestrichelt eingezeichneten Zweipunktkennlinien her-
vorgeht. Die obere von ihnen hat gegeniiber der Zweipunktkennlinie im Bild 1/7
nur die Sprunghéhe b/2 und ist iiberdies um a nach rechts und um b/2 nach
oben verschoben. Daher ist sie durch die Funktion

% + %sgn(u - a)

gegeben. Entsprechend erhilt man fiir die untere Zweipunktkennlinie im Bild
1/11

%+%sgn(u +a).

Die Addition dieser beiden Beziehungen liefert fir die Dreipunktkennlinie die
Gleichung

y = %[sgn(u - a) + sgn(u + a)]. (1.28)

Bild 1/11  Aufbau der Dreipunktkennlinie aus Zweipunktkennlinien



