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Vorwort 

Zielsetzung und Vorgehensweise 

Gegenstand des Buches sind Analyse und Entwurf nichtlinearer kontinuierlicher 
Regelungen. Betrachtet werden Methoden, die grundsätzlich zu einer analytischen 
oder semi-analytischen Lösung führen, hingegen keine rein numerischen Verfah-
ren. Aus der Vielzahl der zur Verfügung stehenden Methoden wurden solche aus-
gewählt, die nach meiner Erfahrung für die Behandlung konkreter regelungstech-
nischer Aufgabenstellungen besonders geeignet sind. Ihre Grundzüge und wesent-
lichen Eigenschaften werden dargestellt, ohne daß dabei Vollständigkeit und ma-
thematische Präzision angestrebt sind. Das Buch ist zunächst für Ingenieure ge-
schrieben und darüber hinaus für alle Anwender, die sich für Regelungsprobleme 
interessieren, aber nicht für den, dem es in erster Linie um den mathematischen 
Aspekt der nichtlinearen Methoden geht. 

Mein Anliegen ist es, die Begriffe und Verfahren der nichtlinearen Theorie dem 
Verständnis des Lesers nahe zu bringen, ihren Zusammenhang und ihre Motiva-
tion einsichtig zu machen und die Dinge so darzustellen, daß sich die Schlußwei-
sen ohne große Mühe nachvollziehen lassen und soweit wie möglich anschaulich 
bleiben. Nicht selten läßt sich der Grundgedanke eines nichtlinearen Verfahrens, 
dessen mathematische Einkleidung auf den Anwender einen recht unnahbaren 
Eindruck macht, als einleuchtend und garnicht fernliegend erkennen. Stets wird 
der allgemeine Gedankengang von Beispielen begleitet und erhellt. Um gute Les-
barkeit zu gewährleisten, ist auf genügende Ausführlichkeit und eine gewisse Brei-
te der Darstellung geachtet. An Mathematik wird nur so viel benutzt, wie in der 
Tat nötig ist, nie treten mathematische Betrachtungen als Selbstzweck auf. Aller-
dings muß man sich darüber im klaren sein, daß die Behandlung nichtlinearer Sy-
steme ohne eine gehörige Portion Mathematik nicht durchführbar ist. 

Gliederung und Inhalt 

Das Buch ist in zwei Bände aufgeteilt. Nach der Behandlung der Grundbegriffe 
nichtlinearer Systeme im Kapitel 1 des ersten Bandes folgt im Kapitel 2 als erste 
nichtlineare Methode die Anwendung der Zustandsebene. Sie empfiehlt sich als 
Einstieg wegen ihrer Anschaulichkeit, durch die sich viele nichtlineare Phänome-
ne und Vorgehensweisen in suggestiver Weise einführen lassen. Da sie eine Zeit-
bereichsmethode ist, liegt es nahe, an sie die Direkte Methode von Ljapunow an-
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zuschließen, die ebenfalls im Zeitbereich arbeitet. Sie wird demgemäß im Kapitel 
3 behandelt. Damit schließt der Text von Band I der „Nichtlinearen Regelungen", 
in dem also zwei Zeitbereichsverfahren dargestellt sind. 

Band II beginnt mit der Harmonischen Balance oder Harmonischen Linearisie-
rung im Kapitel 4, die durch den frequenzgangähnlichen Begriff der Beschrei-
bungsfunktion und die daraus resultierende Benutzung von Ortskurven der Denk-
weise des Ingenieurs sehr entgegen kommt. Im Kapitel 5 folgen auf sie Popow-
und Kreiskriterium. Diese haben zwar keinen inneren Zusammenhang mit der 
Harmonischen Balance, gehören aber für den Anwender dennoch in deren Nähe, 
weil sie ebenfalls mit den Begriffen „Frequenzgang" und „Ortskurve" arbeiten. 
An das Popow-Kriterium schließt sich zwanglos die Hyperstabilitätstheorie von 
Popow an, da man den Begriff der HyperStabilität als eine Verallgemeinerung der 
absoluten Stabilität ansehen kann, auf die sich Popow- und Kreiskriterium bezie-
hen. Die HyperStabilität wird deshalb im Kapitel 6 behandelt. In dieser Theorie 
kann man die Stabilitätskriterien sowohl im Frequenzbereich als auch im Zeitbe-
reich formulieren, und zwar so, daß sie in beiderlei Form praktisch verwendbar 
sind. Im Kapitel 7, dem letzten des Buches, dominiert schließlich wieder die Zeit-
bereichsbetrachtung. Hier wird die Synthese nichtlinearer Regler für nichtlineare 
Strecken durch Kompensation und Entkopplung durchgeführt („globale" oder 
„exakte Linearisierung"). Die Untersuchungen dieses Kapitels sind von dem Vor-
angegangenen recht verschieden. Während dort das Stabilitätsproblem im Vorder-
grund steht und Synthese weitgehend Stabilisierung, also Verbesserung des Stabi-
litätsverhaltens bedeutet, besteht jetzt das Ziel im Entwurf einer Regelung mit ge-
wünschten dynamischen Eigenschaften, wobei die Methoden der linearen Zu-
standstheorie als Vorbild dienen. 

Sowohl dem Band I als auch dem Band II sind Übungsaufgaben mit ausführlicher 
Beschreibung des Lösungswegs beigegeben, und zwar 18 je Band. 

Nicht gebracht werden im vorliegenden Buch Optimierungsmethoden für Rege-
lungssysteme, obgleich sie, auch bei der Anwendung auf lineare Systeme, im allge-
meinen zu nichtlinearen Reglern führen. Lediglich der einfachste Typ zeitoptima-
ler Systeme wird in der Zustandsebene entworfen, da es sich hierbei um ein Para-
debeispiel für die Eignung der Zustandsebene zur Regelungssynthese handelt. 
Diese Abtrennung der Optimierung ist nicht nur durch die Begrenzung des Buch-
umfangs bedingt, sondern auch dadurch motiviert, daß die Optimierung in Gestalt 
der Variationsrechnung eine mathematische Methodik erfordert, die von den in 
diesem Buch angewandten Methoden sehr verschieden ist. In dem Buch „Optima-
le Regelung und Steuerung" [74] habe ich diese Methodik (Hamilton-Theorie, 
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Pontrjaginsches Maximumprinzip, Dynamische Programmierung) samt regelungs-
technischen Anwendungen dargestellt. Dieser Band kann daher als Ergänzung der 
beiden hier vorliegenden Bände angesehen werden. 

Wenn man nach charakteristischen Merkmalen fragt, die das vorliegende Buch im 
Vergleich mit anderen Lehrbüchern über nichtlineare Regelungssysteme kenn-
zeichnen könnten, so lassen sich folgende Punkte anführen: 

• Es behandelt ein breites Spektrum von Verfahren, die in Ursprung, Vorgehens-
weise und Zielsetzung große Unterschiede aufweisen. Man betrachte nur Har-
monische Balance, Direkte Methode, Hyperstabilitätstheorie und die Synthese 
nichtlinearer Regelungen im Zustandsraum nebeneinander! 

• Die Betonung der Synthese, welche für den Regelungstechniker Vorrang vor der 
Systemanalyse hat, ist ein wichtiges Anliegen des Buches. Das ist nicht selbstver-
ständlich, da viele nichtlineare Verfahren nicht in der Regelungstechnik selbst 
entstanden sind, sondern aus der Mechanik stammen, die als naturwissenschaft-
liche Disziplin in erster Linie an der Untersuchung der Systemeigenschaften 
und nicht primär an einer gezielten Systembeeinflußung interessiert ist. Man 
merkt dies Methoden solcher Herkunft deutlich an. 

• Ingenieurmäßige Betrachtungen, auch wenn sie der Anforderung mathemati-
scher Strenge nicht immer genügen, werden als wichtige Hilfsmittel angesehen. 
Das gilt z.B. für die Betrachtungen über den Zusammenhang zwischen dem Sta-
bilitätsverhalten von Dauerschwingungen und Ruhelagen oder für die heuristi-
schen Untersuchungen zum nichtlinearen Beobachter. Auch der breite Raum, 
welcher der Harmonischen Balance, einer Ingenieurmethode par excellence, 
eingeräumt wird, spiegelt diese Auffassung wider. In der Regelungstechnik 
braucht man zwar viel Mathematik, aber deswegen ist die Regelungstechnik kei-
neswegs eine mathematische Disziplin. 

• Was die im Buch behandelten Gegenstände betrifft, so ist vor allem auf zwei 
Themen hinzuweisen. Die Grundzüge der Hyperstabilitätstheorie (Kapitel 6) 
wurden bislang in deutschsprachigen Regelungstechnikbüchern nicht darge-
stellt. Es finden sich lediglich Zusammenstellungen von Begriffen und Sätzen, 
mit dem Zweck, sie bei der Behandlung adaptiver Systeme zu verwenden. 
Die Synthese nichtlinearer Systeme im Zustandsraum („globale" oder „exakte 
Linearisierung") im Kapitel 7 ist in elementarer Weise durchgeführt, indem auf 
den physikalischen Kern zurückgegangen wird, der letzlich in der Kompensation 
von Nichtlinearitäten und der Hinzufügung gewünschter linearer Systemteile 
besteht. 
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Voraussetzungen 

Was die Mathematik angeht, so genügen die Kenntnisse, welche im üblichen Ma-
thematikkurs für Ingenieure vermittelt werden. Weitergehende Methoden, etwa 
aus Differentialgeometrie oder Funktionalanalysis, werden nicht benötigt. Es sei 
angemerkt, daß die Elemente der Laplace-Transformation sowie der Vektor- und 
Matrizenrechnung häufig benutzt werden. An zwei Stellen wird das Kronecker-
Produkt von Matrizen verwendet, das den erwähnten Rahmen überschreitet. Es 
wird an Ort und Stelle erläutert. 

In regelungstechnischer Hinsicht braucht man als Basis für das Studium der nicht-
linearen Systeme die übliche lineare Theorie, insbesondere die Grundbegriffe des 
Regelkreises, seine Darstellung im Strukturbild (Signalflußplan, Wirkplan), die li-
nearen Stabilitätskriterien und die Frequenzgangmethoden, dazu die Elemente 
der Zustandstheorie, speziell Polvorgabe und Luenberger-Beobachter. 

Die in diesem Buch benutzte Terminologie ist abgestimmt auf das von mir ge-
meinsam mit F. Dörrscheidt und M. Klittich verfaßte Buch „Regelungstechnik, 
Einführung in die Methoden und ihre Anwendung" [73]. Hier kann der Leser auch 
Begriffe, Sätze und Methoden der linearen Theorie finden, die ihm möglicherwei-
se entfallen sind. 

Auf eine terminologische Einzelheit sei schon hier hingewiesen. Von Ausnahme-
fällen abgesehen, werden in diesem Buch zeitinvariante Systeme betrachtet, seien 
sie nun linear oder nichtlinear. Um die Ausdrucksweise zu verkürzen, wird deshalb 
im folgenden ein „lineares, zeitinvariantes System" einfach als „lineares System" 
bezeichnet. Falls nicht ausdrücklich etwas anderes bemerkt wird, ist in dieser Be-
zeichnung also die Zeitinvarianz einbegriffen. 

Interessentenkreis 

Da das Buch keine speziellen Voraussetzungen macht, richtet es sich an alle An-
wender, die sich für Regelungstechnik und Systemdynamik interessieren, ganz 
gleich, aus welchem Fachgebiet sie stammen, sofern nur die oben erwähnten ma-
thematischen und regelungstechnischen Grundkenntnisse vorhanden sind. Dabei 
ist sowohl der schon im Beruf stehende Fachmann angesprochen als auch an Do-
zenten und Studenten von Universitäten und Fachhochschulen gedacht. Vor allem 
ist das Buch auch zum Selbststudium geeignet, wobei die Übungsaufgaben mit 
ausführlichem Lösungsweg eine gute Hilfe sein dürften. 
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1 Grundbegriffe nichtlinearer Systeme 

1.1 Lineare und nichtlineare Übertragungsglieder 

Am Anfang einer Betrachtung über nichtlineare Systeme muß die Begriffsbe-
stimmung des nichtlinearen Verhaltens stehen. Da es durch eine Verneinung de-
finiert ist, wird man vom linearen Verhalten ausgehen müssen. 

Ganz allgemein sei zunächst unter einem Übertragungsglied eine Anordnung ver-
standen, welche aus einer Eingangsgröße u(t) eine eindeutig bestimmte Aus-
gangsgröße y(t) erzeugt. Bezeichnet man die Gesamtheit der Operationen, durch 
die das geschieht, mit dem Symbol φ, so kann man das Übertragungsglied durch 
die Gleichung 

у = v M (1.1) 

charakterisieren, φ heißt der Operator des Übertragungsgliedes. 

Beispielsweise gilt für ein Integrierglied ( I -Gl ied) die Beziehung 

t 

У(0= fu(r)dr, 
0 

durch die jeder (integrierbaren) Eingangsgröße u(t) eine eindeutig bestimmte 
Ausgangsgröße y(t) zugeordnet wird. Der Operator φ besteht hier in der Ausfüh-
rung der Integration. 

Ein Operator kann somit als eine Abbildung von Funktionen auf Funktionen an-
gesehen werden. Er ist daher wohl zu unterscheiden von einer Funktion, die eine 
Abbildung von Zahlen auf Zahlen vermittelt. So wird z.B. durch у = ex jeder 
Zahl χ eine Zahl у zugeordnet. 

Man nennt nun ein Übertragungsglied linear, wenn es das Uberlagerungs- und 
Verstärkungsprinzip erfüllt. Das soll heißen: Sind für irgend zwei Eingangsgrößen 
u(t) und ü(t) die zugehörigen Ausgangsgrößen y(t) und y(t), so ist die zur 
Summe u ( t ) + ü ( t ) gehörende Ausgangsgröße y(t) + y(t); ist с irgendeine reelle 
Zahl, so gehört zu cu(t) die Ausgangsgröße cy(t) . 
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In Formeln: Ist у = ^ { u } , у = so gilt v?{u+ü} = y + y , also 

p { u + ü } = v?{u} + ^ { ü } , (1 .2) 

und <^{cu} = cy , also 

^ { c u } = c</>{u} . (1 .3) 

Das ist die formelmäßige Definition des linearen Übertragungsgliedes, wobei zu 

beachten ist, daß (1 .2) und (1.3) für beliebige Eingangsfunktionen u( t ) und ü( t ) 

sowie für beliebige reelle Zahlen с gelten sollen. 

Die beiden Beziehungen (1.2) und (1.3) kann man zu einer Gleichung zusam-

menfassen: 

y { c u + c ü } = ci/>{u} + c ^ { ü } . (1-4) 

Diese Linearitätsrelation wird häufig ebenfalls als Überlagerungs - oder Superpo-

sitionsprinzip bezeichnet. Ist sie für beliebige Zeitfunktionen u( t ) und ü ( t ) sowie 

beliebige Konstanten с und с erfüllt, so ist das Übertragungsglied also linear. 

Erfüllt ein Übertragungsglied das Überlagerungs- und Verstärkungsprinzip nicht, 

gibt es also Funktionen u( t ) und ü(t ) , für die (1.2) nicht gilt, oder eine Funktion 

u( t ) und eine Zahl c, für die (1 .3) nicht erfüllt ist, so heißt das Übertragungsglied 

nichtlinear. 

Ein einfaches Beispiel sieht man im Bild 1/1 . Hier ist eine Begrenzungskennlinie 

у = F ( u ) dargestellt, wie sie in Regelungssystemen häufig vorkommt, vor allem 

in der Stelleinrichtung. Der Operator besteht hier in der Anwendung der Funk-

tion F auf die Eingangsgröße u( t ) . Schaltet man speziell die konstante Zeitfunk-

tion u 0 ( t ) = 0,5 auf, so ist auch die Ausgangsgröße y 0 ( t ) = 0,5. Wählt man dann 

4uQ(t) = 2 als Eingangsgröße, so ist die zugehörige Ausgangsgröße nicht etwa 

4y f l(t) = 2, sondern wegen der Begrenzung nur 1. Also ist F(4u Q ) φ 4yQ , d.h. das 

Verstärkungsprinzip ist verletzt. Entsprechend sieht man, daß auch das Überla-

gerungsprinzip nicht gilt. Wie hier für die Begrenzung, so kann man generell für 

alle nichtgeradlinigen Kennlinien einsehen, daß sie nichtlineare Übertragungsglieder 

sind. 

Die Tatsache, daß nichtlineare Übertragungsglieder die beiden so einfachen Ge-

setze der ungestörten Überlagerung und Verstärkung nicht erfüllen, ist von ein-

schneidender Bedeutung. Sie hat nämlich zur Folge, daß der Zusammenhang zwi-



7. 7 Lineare und nichtlineare Übertragungsglieder 1 9 

У 

sehen E i n - und Ausgangsgröße nicht durch ein Faltungsintegral darstellbar ist 
und infolgedessen keine komplexe Übertragungsfunktion und kein Frequenzgang 
erklärt werden können, auch nicht in einem abgeschwächten Sinn wie etwa bei 
den Abtastsystemen. Die in der linearen Theorie so erfolgreichen Hilfsmittel der 
Laplace-Transformat ion und komplexen Funkt ionentheorie sind hier - abgese-
hen von Einzelfällen - nicht verwendbar. 

Bisher wurden ausschließlich Übertragungsglieder mit einer einzigen Eingangs-
größe betrachtet . Bei mehreren Eingangsgrößen sind die Verhältnisse ganz ent-
sprechend. Hat ein Übertragungsglied ρ Eingangsgrößen u t u p und faßt man 

diese zu einem Vektor 

zusammen1), so lauten Überlagerungs - und Verstärkungsprinzip sowie die Li-
nearitätsrelation ganz entsprechend wie oben 

¥>{ü+ü} = p{u} + v(Ü} , (1.5) 

V>{cu} = cp{u} ; (1.6) 

p{cu+cü} = cy?{u} + c<^{u} , (1.7) 

wobei φ wiederum der Operator des Übertragungsglieds ist. 

!) Wie in der Zustandsbeschreibung dynamischer Systeme üblich, werden in der 
Regel Vektoren durch kleine Buchstaben mit Unterstreichung gekennzeichnet, 
Matrizen hingegen durch große Buchstaben mit Unterstreichung. 
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Erfüllt der Operator φ eines Übertragungsgliedes у = φ {и} die Gleichungen (1.5) 

und (1.6) bzw. die Gleichung (1.7) nicht für beliebige u(t), u(t), с und c, so ist das 
Übertragungsglied nichtlinear. 

Einfaches Beispiel eines linearen Übertragungsgliedes mit mehreren Eingangs-
größen ist das Summierglied: 

f 
= ψ Ш = U l + u2 + ... + Up = . 

v=l 

Dann wird aus der Linearitätsrelation 

ρ ρ 
р { с ц + с ц } = ])Γ ( c u ^ + c ü , ) = c ^ u , + C ^ ü , = C^{u} + CV7{Ü} , 

v=l v=l i/=l 

ganz gleich, wie man u(t), ü(t), с und с wählt. 

Betrachten wir hingegen das Multiplizierglied 

У = V{u} = φ г = w 

bei dem der Operator φ also in der Multiplikation zweier zeit veränderlicher 
Größen besteht, so gilt 

^{u+u} = φ V u l 

V Ü 2 J 
( U l + Ü l ) - ( U 2 + Ü 2 ) = 

= V U 2 + V U 2 + V U 2 + V U 2 = 

= v { u } + UJ-ÜJ + i y u 2 + ^ { 5 } . 

Wegen der beiden mittleren Terme ist also das Überlagerungsprinzip nicht er-
füllt, das Multiplizierglied mithin nichtlinear. 

Neben der Unterscheidung zwischen linearen und nichtlinearen Übertragungs-
gliedern gibt es eine weitere fundamentale Einteilung der Übertragungsglieder: in 
zeitinvariante und Zeitvariante (oder zeitvariable) Übertragungsglieder. So wie die 
linearen Übertragungsglieder durch die Erfüllung des Linearitätsprinzips charak-
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terisiert sind, werden die zei t invarianten Übertragungsglieder dadurch gekenn-

zeichnet, daß für sie das Verschiebungsprinzip gilt: 

Ist y(t) = <p{u(t)} und stellt u(t- tQ) die um ein beliebiges Stück tQ > 

0 nach rechts verschobene Eingangsgröße u(t) dar, so ist 

v{u(t-t0)} =y(t-t0), 

d.h. es ergibt sich die um tQ nach rechts verschobene Ausgangsgröße 

y(t), und dies für eine beliebige Funktion u(t). (1-8) 

Bet rachten wir als Beispiel die nichtl ineare Kennlinie 

у = u 2 . (1.9) 

Ist etwa u ( t ) = sin t, so hat man als zugehörige Ausgangsgröße 

y( t ) = sin2 t . (1.10) 

Weiterhin folgt wegen (1.9) aus u ( t - t ) = sin ( t - t ) die Ausgangsgröße 

s i n 2 ( t - t 0 ) . 

о 

Nach (1.10) ist sin ( t - t Q ) gleich y ( t - t Q ) , sodaß in der T a t die u m tQ nach rechts 

verschobene Eingangsgröße die gleichfalls um tQ nach rechts verschobene Aus-

gangsgröße erzeugt. Da dies offensichtlich für jede Eingangsgröße u ( t ) gilt, ist 

die obige Kennlinie zei t invariant . 

Nehmen wir hingegen die Nicht l ineari tä t 

y = t u 2 , (1.11) 

ebenfalls fü r u ( t ) = sin t : 

y ( t ) = t s i n 2 t . (1.12) 

Schaltet man hier 

u = sin ( t - t Q ) 
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auf, so entsteht nach (1.11) die Ausgangsgröße 

t s i n 2 ( t - t 0 ) . 

Nach (1.12) ist jedoch 

y(t - t Q ) = ( t - t Q ) sin2 ( t - t Q ) . 

Diese Nichtlinearität antwortet somit auf u(t - t Q ) im allgemeinen nicht mit 
y(t - t f l ) und ist deshalb zeitvariant. 

Eine besonders wichtige Klasse stellen die linearen und zeitinvarianten Übertra-
gungsglieder (LZI- Glieder) dar (siehe etwa [73], Abschnitt 2.5). Für sie (und nur 
für sie) gibt es eine komplexe Übertragungsgleichung 

Y(s) = G(s)U(s) , 

zwischen der Eingangsgröße u(t) und der Ausgangsgröße y(t), wobei U(s) und 
Y(s) die Laplace-Transformierten der Zeitfunktionen u(t) und y(t) sind. Ihr 
Gegenstück im Zeitbereich ist die Faltungsgleichung 

y(t) = f g ( t - r ) u ( r ) d r , 

wobei die Gewichtsfunktion g(t) die Originalfunktion zur Übertragungsfunktion 
G(s) ist. 

Die verschiedenen LZI - Glieder unterscheiden sich durch ihre Übertragungsfunk-
tion. Am häufigsten begegnet man LZI-Gliedern, deren Übertragungsfunktion 

Z(s) 
° ( 5 > = Щ 1 ) 

eine rationale Funktion, also der Quotient zweier Polynome Z(s) und N(s) ist, 
wobei man im Realfall stets Grad Z(s) < Grad N(s) und meist sogar Grad Z(s) < 
Grad N(s) voraussetzen darf. Solche LZI-Glieder seien als rationale Übertra-
gungsglieder oder kurz als R-Glieder bezeichnet ([73], Unterabschnitt 2.4.3). 
Im Zeitbereich entsprechen ihnen lineare Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten. 
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Ein weiteres LZI-Glied, das in Regelstrecken häufig vorkommt, ist das Totzeit-
glied (TZ-Glied, Τ - Glied). Es hat die Übertragungsfunktion 

- T t s 

G(s) = Ke , Κ, Τ > 0 konstant , 

und wird demgemäß im Zeitbereich durch die Differenzengleichung 

y(t) = K u ( t - T t ) 

beschrieben. 

Die in diesem Buch auftretenden linearen Systeme bzw. Teilsysteme sind in der 
überwiegenden Mehrzahl der Fälle R-Glieder oder entstehen durch Verknü-
pfung von R - und TZ-Gliedern, sind also linear und zeitinvariant2). Um den 
Sprachgebrauch nach Möglichkeit zu vereinfachen, wollen wir aber im folgenden 
kurzerhand von .linearen Systemen" reden, worin die Zeitinvarianz mitenthal-
ten sei. Auch die weiterhin auftretenden Nichtlinearitäten seien als zeitinvariant 
vorausgesetzt, ohne daß dies besonders hervorgehoben wird. Sollte es einmal 
anders sein, wird dies kenntlich gemacht werden. 

1.2 Struktur nichtlinearer Systeme 

Nachdem der Begriff des nichtlinearen Übertragungsgliedes geklärt ist, erhebt 
sich sogleich die Frage, welche Arten nichtlinearer Übertragungsglieder es gibt. 
Es liegt auf der Hand, daß es vom mathematischen Standpunkt eine unüberseh-
bare Mannigfaltigkeit solcher Glieder geben wird, da eben alles, was nicht die 
Linearitätseigenschaft aufweist, zum nichtlinearen Bereich gehört. Für die tech-
nischen Anwendungen, vor allem auf dem Gebiet der Elektrotechnik, des Ma-
schinenbaus und der Verfahrenstechnik, reduziert sich diese Fülle aber sehr 
stark. Um dies zu sehen, werde ein einfaches Beispiel betrachtet, das für viele 
andere stehen mag. Es wurde ein elektrotechnisches System gewählt, um seine 
Gleichungen leicht aufstellen zu können. Technische Systeme mit anderen physi-
kalischen Gesetzmäßigkeiten führen aber auf die gleiche Grundstruktur. 

2) Zwischen "Übertragungsglied" und "System" werden wir keinen Unterschied 
machen. Das gleiche Objekt kann als "Übertragungsglied" oder als "System" 
bezeichnet werden, je nachdem, ob man mehr Gewicht auf das Ein-Ausgangs-
Verhalten oder auf die Innenstruktur legt. 
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"F 

Bild 1/2 Gleichstrommotor 

Es werde der Gleichstrommotor betrachtet . Aus Bild 1/2 liest man zunächst für 
den Feldkreis die Gleichung 

u F = R F i F + * F 

ab, wobei u F die von außen angelegte Feldspannung ist, während R f i F den 

Spannungsabfall am Ohmschen Widerstand R p des Feldkreises und Φ = άΦ/dt 
den induktiven Spannungsabfall an der Feldwicklung darstellt. Dabei hängt der 
magnetische Fluß # F von dem Feldstrom i^, ab, und zwar über eine Magneti-
sierungskennlinie 

* F = F( i F ) , 

wie sie in Bild 1/3 wiedergegeben ist. 

Bezeichnet u A die von außen aufgeprägte Ankerspannung des Motors und e M die 
im Anker induzierte Gegen-EMK, so gilt für den Ankerkreis die Gleichung 

U A - e M r a 4 + l A 4 · 

wobei also R A i A bzw. L A i A der Spannungsabfall am Ohmschen Widerstand bzw. 
der Induktivität des Ankerkreises ist. Die G e g e n - E M K e M ist durch das 
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Φρ F = F -1 

F 

F 

Bild 1/3 Magnetisierungskennlinie 

Produkt aus der Winkelgeschwindigkeit ω des Ankers und dem Feldfluß Φ. 
gegeben: 

Der Motor entwickelt das Antriebsmoment 

wobei i . der Ankerstrom ist. Damit treibt er eine Last an, die starr mit dem 
Anker gekoppelt sei (z.B. Pumpe, Arbeitsmaschine). Wirkt auf sie das Last-
moment ML und ist Θ das gemeinsame Trägheitsmoment von Motoranker und 
Last, so gilt die Bewegungsgleichung 

Θώ = MA - MT . A L 

Damit sind die Gleichungen, welche das dynamische Verhalten des Motors be-
schreiben, zusammengestellt. Da die in ihnen enthaltenen Differentialgleichun-
gen linear sind, kann man auf sie die Laplace-Transformation anwenden. Zur 
Vermeidung von Umständlichkeiten wird dabei hier wie auch im folgenden die 
Bezeichnung der Größen nicht geändert. Sofern die Anfangswerte Null sind, 
erhält man so die folgenden Beziehungen: 

е. . = сшФ„ , с konstant. Μ F 'Μ 

Feldkreis: 

ΦΓ = UUF - V F ) ' 
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i F = F'\9T) = F(®F) ; 

Ankerkreis: 

• 1 / R A , ч 
*A " 1 + (L A /R A )S 'UA~ eM' ' 

е м = с ш Ф г ; 

mechanische Gleichungen: 

M A = С1АФГ * 

Wie man sieht, besteht jedes der drei Teilsysteme, durch die man die Dynamik 
des Motors beschreiben kann, aus zwei Gleichungen, einer linearen Differential-
gleichung bzw. der zugehörigen komplexen Übertragungsgleichung und einer 
nichtlinearen gewöhnlichen Gleichung. Darin ist F = F"1 die Umkehrfunktion zu 
F, die man also durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden des 1. und 3. 
Quadranten aus der gewöhnlich graphisch gegebenen Kennlinie F erhält (Bild 
1/3). 

Stellt man diese Gleichungen in der üblichen Weise im Strukturbild (Signalfluß-
plan, Wirkplan) dar, so ergibt sich Bild 1/4. Da auch nichtlineare Glieder auf-
treten, muß man bei dem gesamten Bild im Zeitbereich bleiben. Dennoch sind 
die linearen Übertragungsglieder durch ihre komplexen Übertragungsfunktionen 
charakterisiert, die man als einfache Symbole für die zugehörigen Differential-
gleichungen auffassen kann. 

Das Typische an Bild 1/4, das unabhängig von der speziellen Natur des Beispiels 
ist, besteht darin, daß die Struktur 

ein lineares Grundgerüst aufweist, in dem das 
Zeitverhalten des Systems konzentriert ist und in das einzelne nichtlineare Glieder 
eingesprengt sind, welche durch gewöhnliche Gleichungen beschrieben werden. 
Das lineare Gerüst setzt sich dabei meist aus sehr einfachen Gliedern zusammen, 
die entweder durch lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten 
beschrieben werden (rationale Übertragungsglieder) oder aber Totzeitglieder 
sind. Die nichtlinearen Übertragungsglieder sind entweder Kennlinienglieder, 
werden also durch eine Gleichung 
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Anker -
kreis 

I Mechanische Gleichungen 

1 
RA 

. 1 
4 . • 1 

1 + ^ s 1 + RA s 1 
• 

0 S 

L . 

Φ F 

4 } 
Feld к reis 

Bild 1/4 Strukturbild des Gleichstrommotors 

y = F ( u ) (1.13) 

charakterisiert, oder stellen Multiplizierglieder dar, genügen also der Gleichung 

у = K U JU J , К > 0 konstant. (1-14) 

Beide Nichtlinearitäten gemeinsam werden durch eine Beziehung der Form 

У = p ( u i ' u 2 V (1.15) 

erfaßt. Gleichungen vom Typ (1.15) können ebenfalls bei der Beschreibung rea-
ler Systeme auftreten, lassen sich aber gewöhnlich aus Kennliniengliedern vom 
Typ (1.13) mit nur einer Eingangsgröße, aus Multipiziergliedern, Proportional-
gliedern und Summiergliedern zusammensetzen. 
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Nichtlineare Strukturen der eben beschriebenen Art treten bei zahlreichen tech-
nischen Anwendungen auf. Liegt insbesondere ein nichtlinearer Regelkreis vor, so 
tr i t t sehr häufig der Fall auf, daß er nur eine wesentliche Nichtlinearität ent-
hält, und zwar in Form einer Kennlinie, während die anderen Glieder linear sind 
oder doch mit genügender Näherung als linear angesehen werden dürfen. Die 
nichtlineare Kennlinie kann zur Regeleinrichtung gehören, und zwar absichtlich 
in sie eingebaut sein, um ein gewünschtes dynamisches Verhalten der Regelung 
zu liefern, oder einfach deshalb, weil sie mit wenig Aufwand zu realisieren ist 
(z.B. Relaisregler). Sie kann aber auch in der Stelleinrichtung oder Strecke als 
eine sehr unerwünschte Erscheinung vorkommen, die man nicht vermeiden kann. 
Das gilt besonders für eine Begrenzung in der Stelleinrichtung, die grundsätzlich 
stets vorhanden und oft nicht zu ignorieren ist. Ein Regelkreis dieser Art hat 
meist die in Bild 1/5 wiedergegebene Struktur, wobei es gleichgültig ist, ob die 
Kennlinie zur dynamischen Beeinflussung der Regelung dient, in der Stellein-
richtung oder der Strecke auftr i t t , ob sie gewollt oder ungewollt ist. L1(s), L2(s) 
und L3(s) sind die Übertragungsfunktionen seiner linearen Teilsysteme, wobei 
L ^ s ) und Lj(s) auch identisch 1 sein können (Bild 1/6). An eine nichtlineare 
Struktur nach Bild 1/5 oder 1/6 ist bei den folgenden Betrachtungen in erster 
Linie gedacht. 

Neben dem Strukturbild werden wir im folgenden häufig die Zustandsbeschrei-
bung dynamischer Systeme benötigen. Sind χ^ . , . , χ die Zustandsvariablen, u1 , . . . , 
up die Eingangsgrößen und y^-.-.y^ die Ausgangsgrößen des dynamischen Sy-
stems, so lautet sie allgemein 

x. = f . ( x 1 , . . . , x n ; u 1 , . . . , u p ; t ) , i = l, . . . ,n , (1.16) 

yk = g ^ w . . , V , t ) ' k = 1 " " ' q ' 

Bild 1/5 Normaltyp einer nichtlinearen Regelung 



1.2 Struktur nichtlinearer Systeme 29 

Bild 1/6 Spezialfall des Regelkreises von Bild 1/5 

Betrachtet man beispielsweise die Gleichungen von Feldkreis, Ankerkreis und 

mechanischer Bewegung des Gleichstrommotors, wie sie oben aufgestellt wurden, 

und geht von den komplexen Übertragungsgleichungen zu den Differentialglei-

chungen zurück, so erhält man zunächst 

= U F - R F i F . iF = F ( * f ) ; 

L . -

RT Ч + V = R 7 ~ е м ) > e M = c w V 

А А 

0 ^ = M A - M L , M A = c i A $ F . 
Setzt man die nichtlinearen gewöhnlichen Gleichungen in diese Differentialglei-

chungen ein und löst dann nach den Ableitungen auf, so wird 

Фр = - R f F ^ f ) + u F , 

jA = - L - V - г ; ^ + L~ uA А А А 

^ = I V A - 0 M L * 

Dies sind die Zustandsdifferentialgleichungen (1.16), wobei als Eingangsgrößen 

die Feldspannung u F , die Ankerspannung и д und das Lastmoment M L wirken, 

während Feldfluß Фр , Ankerstrom i und Winkelgeschwindigkeit ω als Zustands-

variablen auftreten. 

Ist ω die interessierende Ausgangsgröße, wie es meist der Fal l ist, so hat man 

mit 

у = ω 

die Ausgangsgleichung (1.17) vor sich. 
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Im konkreten Fall wird man das Strukturbild eines Systems häufig den Zu-
standsgleichungen vorziehen, da im Strukturbild die in einfacher Gestalt vorlie-
genden Nichtlinearitäten prägnant faßbar sind, während sie in der Zustandsdar-
stellung zu unübersichtlichen nichtlinearen Beziehungen „verschmiert" werden. 
Für die Formulierung allgemeiner Aussagen ist die Zustandsbeschreibung aber 
nicht zu entbehren. 

Faßt man die Zustandsvariablen χχ хд zum Zustandsvektor x, die Eingangs-
größen Uj u zum Eingangsvektor u und die Ausgangsgrößen y ^ ...,y zum 
Ausgangsvektor у zusammen, so erhält man aus (1.16) und (1.17) die vektorielle 
Darstellung 

mit den Funktionenvektoren 

у V 
f = 

f η 
I = 

A . 

Zu der vektoriellen Zustandsdifferentialgleichung (1.18) ist noch die Anfangs-
bedingung 

hinzuzufügen. 

1st das dynamische System zeitinvariant, wie beispielsweise beim Gleichstrom-
motor, so hängen die rechten Seiten von (1.18) und (1.19) nicht von t ab. 

Ist das System linear, so sind die Zustandsdifferentialgleichung (1.18) und die 
Ausgangsgleichung (1.19) von der Form 

χ = f (x,u,t), (1.18) 

У = g (x,U,t) (1.19) 

x(t0) = io 

χ = Ax + B u (1.20) 

у = Cx + Du , (1.21) 

wobei also die rechten Seiten lineare Funktionen der Vektoren χ und u sind. Die 
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Matrizen А, В, С und D dürfen dabei von der Zeit t abhängig sein. Sind sie kon-
stant, so liegt ein lineares und zeitinvariantes System vor. 

1.3 Häufig auftretende Kennlinien 

Wie am typischen Beispiel des Gleichstrommotors zu Beginn des vorigen Ab-
schnitts zu sehen ist, treten als nichtlineare Blöcke im Strukturbild eines techni-
schen Systems das Multiplizierglied und Kennlinienglieder auf. Einige häufig 
auftretende Kennlinien wollen wir im folgenden etwas näher betrachten. 

Schauen wir als erste die Zweipunktkennlinie an, die üblicherweise wie im Bild 
1/7 dargestellt wird. Für sie gilt 

Ihr Wert an der Sprungstelle u = 0 ist für unsere Untersuchungen im allgemei-
nen ohne Interesse, da an Sprungstellen einer Funktion meist nur die Grenz-
werte von links und rechts von Bedeutung sind. Benötigt man den Funktions-
wert an einer Sprungstelle doch einmal, so nimmt man gewöhnlich das arithme-
trische Mittel des l inks- und rechtsseitigen Grenzwertes, hier also den Wert 0. 
Eine derartige Wahl des Funktionswertes an einer Sprungstelle ist sachgerecht, 
da beispielsweise die Fourierentwicklung einer Funktion an Sprungstellen diesen 
Wert annimmt. Wir können also die obige Definition in der folgenden Weise 
vervollständigen: 

У = 
' - b für u < 0 , 

b für u > 0 . 

' - b , u < 0 , 
у = 0 , u = 0 , 

b , u > 0 . 
(1.22) 

У 
b 

u 
0 

Bild 1/7 Zweipunktkennlinie 

- b 
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Dieser Zusammenhang zwischen u und у läßt sich kürzer ausdrücken, wenn man 
die Signum- oder Vorzeichenfunktion 

sgn u = 
1 , u < 0 , 
0 , u = 0 , 
1 , u > 0 , 

(1.23) 

verwendet: 

у = b sgn u . (1.24) 

Bei der in der Technik üblichen Darstellung der Zweipunktkennlinie, wie sie im 
Bild 1/7 wiedergegeben ist, wird an der Sprungstelle ein vertikales Geradenstück 
eingezeichnet, obwohl doch der Funktionswert dort entweder garnicht oder aber 
eindeutig definiert ist. Diese Darstellung rührt von einer möglichen Realisierung 
der Zweipunktkennlinie her. Wird sie durch einen Verstärker mit Begrenzung 
verwirklicht, so erhält man eine Kennlinie mit sehr steil ansteigendem Mittel-
stück und daran anschließenden horizontalen Geradenstücken. Darauf weist die 
Darstellung in Bild 1/7 hin. Entsprechendes gilt auch für die Sprungstellen 
anderer Kennlinien, mit denen wir uns im folgenden befassen. 

Die Zweipunktkennlinie tritt beispielsweise dann auf, wenn ein Relais ohne mitt-
lere Ruhelage verwendet wird. Dies ist unter anderem bei Temperaturregelungen 
der Fall, wo das Zweipunktglied als Regler eingesetzt wird. Das Bild 1/8 zeigt 
die (vereinfachte) Struktur einer solchen Regelung. 

Regelgröße χ ist die Temperatur eines Raumes. Die Führungsgröße, proportional 
zur gewünschten Raumtemperatur, habe den konstanten Wert WQ. Die Stell-
einrichtung, z.B. ein Ventil, das einen Warmwasserzustrom steuert, kann hin-
reichend genau durch ein I -Glied beschrieben werden. Das Totzeitglied kenn-
zeichnet den Wärmetransport vom Stellort zum Meßort. Am Meßort erfolgt der 
Übergang der Wärme an den auf der gewünschten Temperatur zu haltenden 

Bild 1/8 Temperaturregelung (vereinfacht) 
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Raum, was näherungsweise durch ein Verzögerungsglied 1. Ordnung ( P - T j -
Glied, V Z ^ Glied) beschrieben werden kann. Zur Vereinfachung der Betrach-
tung wurde dieses Ρ - T j - G l i e d nicht berücksichtigt, was am grundsätzlichen 
Verlauf des Vorganges jedoch nichts ändert. 

Bei einem so einfachen System kommt man ohne viel Theorie aus, kann den zeit-
lichen Ablauf vielmehr unmittelbar aus dem Strukturbild im Bild 1/8 ablesen. 
Zum Zeitpunkt t = 0 sei etwa χ = xQ > Wfl . Dann ist eQ = WQ - xQ < 0 und 
damit u = - b . у stellt daher eine fallende Rampenfunktion mit dem Gefalle 
- b K dar. Da die Totzeit lediglich eine Verschiebung bewirkt, ohne die Funk-
tionswerte zu verändern, gilt das gleiche für x, und zwar so lange, bis χ < WQ 

wird. Dann wird e = WQ - χ > 0. Damit springt u auf den Wert +b und hier-
durch geht у in eine steigende Rampenfunktion mit dem Anstieg +bK über. Bis 
χ dieses Verhalten annimmt, vergeht aber noch die Totzeit Τ . Solange läuft χ 
noch als fallende Rampenfunktion weiter. Setzt man diese Betrachtung fort, so 
erhält man für x(t) den im Bild 1/9 dargestellten Zeitverlauf in Gestalt einer 
Dreiecksschwingung. 

Aus diesem Bild kann man Amplitude und Frequenz der Dauerschwingung able-
sen. Der Anstieg der Rampenfunktion ist einerseits gleich bK, andererseits nach 
Bild 1/9 durch 

Д 
tan α = 

gegeben. Aus bK = A/T { folgt 

A = KbT t . (1.25) 

χ 

Gefalle - bk 

*0 
/ /I\ 

/ / 1 \ 
4 / τ τ / | A \ « 't / ι N. 

\ ι / T« T« > I 
4 1 , 
\ 1 / 

Steigung bK \ l / 

0 

Bild 1/9 Dauerschwingung der Temperaturregelung 
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Für die Schwingungsperiode liest man aus Bild 1/9 

also 

2 π π (1.26) ω ρ ~ Τ " 2T t 

ab. 

Es sei noch auf zwei Eigenschaften dieser Schwingung hingewiesen, da sie für 
eine ganze Klasse nichtlinearer Schwingungen charakteristisch sind: 

(I) Amplitude und Frequenz der Schwingung sind gemäß (1.25) und (1.26) 
durch Systemparameter bestimmt und hängen nicht von äußeren Einflüs-
sen, wie dem Anfangswert x0, ab. Die Schwingung ist also eine Struktur-
eigenschaft des nichtlinearen Systems. 

(II) Ändert man die Systemparameter b, K, T t , so ändern sich Amplitude und 
Frequenz, die Schwingung aber bleibt erhalten (sofern keine zu krassen 
Parameteränderungen vorgenommen werden). Die Schwingung ist daher in 
der Tat eine .Dauerschwingung. 

Zum Zweipunktglied zurückkehrend sei abschließend festgestellt, daß es auch bei 
regelungstechnisch ehrgeizigeren Zielsetzungen als einer Temperaturregelung 
Verwendung findet, nämlich bei ze i t - oder schnelligkeitsoptimalen Entwürfen 
(siehe Kapitel 2). 

Die Zweipunktkennlinie hat regeldynamisch den Nachteil, daß sie bei den klein-
sten Änderungen der Eingangsgröße u um die Stelle 0 mit Vollausschlag 
reagiert. Bei häufigen Änderungen von u um diese Stelle, etwa infolge von Stö-
rungen, wird dann die Stelleinrichtung stark in Anspruch genommen. Um dies 
zu vermeiden, kann man zu einer Dreipunktkennlinie übergehen (Bild 1/10). Bei 
ihr ist 

- b , u < - a , 
у = 0 , - a < u < a , 

[ b , u > a 
(1.27) 

Daher entsteht eine von Null verschiedene Ausgangsgröße erst dann, wenn die 
Störungen so groß sind, daß |u | > a wird. Man vermeidet so eine zu starke 
Abnutzung der Stelleinrichtung. 
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У 
b 

- a u а 

Bild 1/10 Dreipunktkennlinie 
- b 

In Bild 1/11 ist dargestellt, wie man die Dreipunktkennlinie aus Zweipunktkenn-
linien aufbauen kann: Man sieht unmittelbar, daß die Dreipunktkennlinie durch 
Addition der beiden dort gestrichelt eingezeichneten Zweipunktkennlinien her-
vorgeht. Die obere von ihnen hat gegenüber der Zweipunktkennlinie im Bild 1/7 
nur die Sprunghöhe b /2 und ist überdies um a nach rechts und um b/2 nach 
oben verschoben. Daher ist sie durch die Funktion 

gegeben. Entsprechend erhält man für die untere Zweipunktkennlinie im Bild 

Die Addition dieser beiden Beziehungen liefert für die Dreipunktkennlinie die 
Gleichung 

2 + 2 s ß n ( u - a ) 
b . b 

1/11 

- 2 + 2 s ß n ( u + a ) • 
b . b 

у = I [sgn(u - a) + sgn(u + a ) ] . (1 .28) 

У 

b 

b 

u 

Bild 1/11 Aufbau der Dreipunktkennlinie aus Zweipunkt kennlinien 


