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Yorwort

Wie die gesamte Logik der neueren Zeit, so befindet sich auch die mehr-
wertige Logik im Bereich sowohl mathematisch orientierter als auch philo-
sophisch motivierter Betrachtungen. Soll daher ein Gesamteindruck vom
aktuellen Entwicklungsstand der mehrwertigen Logik dem Leser ver-
mittelt werden, mufl der Autor diesen unterschiedlichen Aspekten Rech-
nung tragen. Das ist wegen der oft sehr differierenden Herangehensweisen
durchaus problematisch — nicht allein fiir den nur auf einem dieser
Gebiete geschulten Leser, der bereit sein mu8, auch den Uberlegungen
und Methoden des jeweils anderen Gebietes zu folgen, sondern in gleicher
Weise fiir den Autor selbst, der einen brauchbaren Kompromif3 zwischen
typisch mathematischer und typisch philosophischer Prisentation finden
muB. Der Leser mége entscheiden, inwieweit dies im vorliegenden Buch
gelungen ist: Angestrebt wurde eine Synthese der fast ausschlie@lich
kalkiiltechnisch orientierten Darstellung bei RossEr/TURQUETTE [1952]
und den weitgehend philosophisch orientierten Darstellungen bei RESCHER
[1969] und insbesondere bei SiNOoWJEW [1968].

Fiir lange Zeit schien es unklar, ob mehrwertige Logik mehr ist als nur
eine unter vielen moglichen Verallgemeinerungen der klassischen zwei-
wertigen Logik. Noch RosSER/TURQUETTE [1952] erwihnen das Problem
der Anwendungen mehrwertiger logischer Systeme als eines der wesent-
lichen offenen Probleme fiir die mehrwertige Logik. Diese Situation hat
sich seither gewandelt. Im vorliegenden Buch findet dies darin seinen
Ausdruck, da ein ganzes Kapitel unterschiedlichsten Anwendungsbe-
reichen gewidmet ist.

Trotz gelegentlicher Mif3verstidndnisse ist es klar, dafl die mehrwertige
Logik die klassische weder verdringen noch ersetzen will. Es erweist sich
jedoch, da3 die mehrwertige Logik zu einer Reihe von interessanten An-
wendungsbereichen fruchtbare Ideen bzw. Formalisierungen beizutragen
vermag, die eine rationale Durchdringung und Darstellung jener Bereiche
gestatten. Die Abschnitte iiber Présuppositionstheorie, iiber unscharfe
Begriffe und Mengen sowie iiber Konsistenzuntersuchungen zur Mengen-
lehre in Kapitel 5 zeigen dies exemplarisch. Sie deuten dem Kenner zu-
gleich an, in welcher Weise die Berufung auf mehrwertige Logik Gewinn
bedeuten kann. In dieser Weise widerlegen sie auch das gelegentlich
vorgetragene Argument der prinzipiellen Vermeidbarkeit der mehrwerti-
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gen Logik, da man ja spitestens metatheoretisch doch der klassischen
Logik sich bediene: So richtig dieses Argument ist, so sehr zielt es am
Kern des Problems vorbei und liegt statt dessen auf dem Niveau von
Behauptungen, daff man prinzipiell auf die Benutzung von Kraftfahr-
zeugen, auf moderne medizinische Betreuung, auf Kernenergie verzichten
konne — all dies ist ,,prinzipiell’“ moglich, wire aber durchaus unver-
niinftig. Verniinftig dagegen ist, mehrwertige Logik ebenso wie die ge-
nannten anderen Mittel dort einzusetzen, wo sie sinnvoll und nutz-
bringend angewendet werden kénnen. In diesem Sinne gibt Kapitel 5
einen Uberblick iiber wichtige heutige Anwendungsideen fiir die mehr-
wertige Logik, ohne erschopfend sein zu konnen. Vielmehr soll diese rela-
tive Vielfalt unterschiedlicher Anwendungsaspekte den Leser anregen,
itber noch weitere Anwendungsmoglichkeiten nachzudenken.

Ein in dieses Buch nicht aufgenommener Anwendungsbereich sei hier
jedoch-extra genannt: die in den letzten Jahren viel diskutierte Benutzung
mehrwertiger Logik zum Entwurf und zur Beschreibung von Schaltungen
und Schaltelementen mit mehr als zwei stabilen Zustinden, die fiir die
moderne Rechentechnik und Informatik potentielle Bedeutung haben.
Dafiir sei auf die entsprechende Fachliteratur verwiesen.

Die Anregung, dieses Buch zu schreiben, stammt von meinem ver-
ehrten Kollegen Lothar Kreiser. Thm sowie den Mitgliedern des Wissen-
schaftsbereichs Logik der Karl-Marx-Universitit, mit denen ich Teile des
Textes ausfithrlich diskutieren konnte, gilt mein Dank, vor allem aber
meiner Frau fir ihr andauerndes Verstéindnis fiir das mit solch einem
Projekt verbundene stete stoffbezogene Engagement.

Leipzig, im Juni 1986
Siegfried Gottwald



1. Einleitung

1.1. Klassische und mehrwertige Logik

Die klassische Logik basiert auf zwei fundamentalen Prinzipien, dem
Extensionalititsprinzip und dem Zweiwertigkeitsprinzip. Das Extensiona-
lititsprinzip besagt in seiner aussagenlogischen Fassung, daf3 der Wahr-
heitswert einer zusammengesetzten Aussage H nur abhiingt von den
Wahrheitswerten derjenigen Aussagen, aus denen sich H zusammensetzt,
daB es dagegen fiir den Wahrheitswert von H irrelevant ist, ob die Aus-
sagen, aus denen sich H zusammensetzt, inhaltlich in irgendeiner Bezie-
hung zueinander stehen. In seiner pridikatenlogischen Fassung besagt
das Extensionalitétsprinzip zusétzlich, dall jeder Begriff eindeutig fest-
gelegt ist durch die Gesamtheit aller der Objekte, auf die er zutrifft, d. h.
durch seinen Umfang. Das Zweiwertigkeitsprinzip besagt, dafl es genau die
beiden Wahrheitswerte W und F — fiir ,,wahr* und fiir ,,falsch* — gibt
und daf jede Aussage einen und nur einen dieser beiden Wahrheitswerte hat.

Die unbeschrinkte Giiltigkeit dieser beiden fundamentalen Prinzipien
ist seit jeher Gegenstand logisch-philosophischer Diskussionen gewesen.
Natiirlich kann es dabei nicht darum gehen, die klassische Logik in ihrer
modernen Gestalt als formale Logik in Frage zu stellen — dazu hat diese
klassische Logik ihren wissenschaftlichen Wert schon zu deutlich mani-
festiert. Sehr wohl jedoch steht im Hintergrund solcher Diskussionen
auch die Frage nach einer eventuellen angemessenen Abgrenzung des
Anwendungsfeldes der klassischen Logik und damit zugleich die Frage
nach Wert und Anwendbarkeit sogenannter nichtklassischer logischer
Systeme, die eben aus Auffassungen heraus in der Vergangenheit ent-
wickelt worden sind, dafl nicht alle Erscheinungsformen des Logischen
gerade jenen beiden fundamentalen Prinzipien der klassischen Logik
untergeordnet werden konnen. Denkt man etwa an Aussagen iiber zu-
kiinftige Ereignisse oder auch an die logische Behandlung von Fragen, so
scheint es durchaus nicht offensichtlich, ob in solchen Zusammenhéngen
stets das Zweiwertigkeitsprinzip verniinftig beibehalten werden kann —
oder ob nicht vielleicht an manchen Stellen die Nicht-Zuordnung von
Wahrheitswerten sachgeméifer erschiene. Oder denkt man an Aussagen,
die unter Benutzung von Modalitéiten ausdriickenden Adverbien gebildet
sind, wie etwa:

Notwendigerweise ist 2 - (3 + 4) gleich 6 + 8

Notwendigerweise starb J. W. Goethe am 22. 3. 1832



so ist nach dem gewohnlichen intuitiven Sprachverstindnis die erste die-
ser Beispielaussagen wahr, die zweite aber falsch — und mithin das Ex-
tensionalitatsprinzip hier verletzt, denn beide Beispielaussagen konnen
als so gebildet vorgestellt werden, dafl der einstellige aussagenbildende
Operator ,,notwendigerweise gilt‘‘ auf die wahren Aussagen ,,2 - (3 + 4)
=64 8¢ bzw. ,J. W. Goethe starb am 22.3.1832 angewendet
wurde.

Die mehrwertige Logik, die der Gegenstand dieses Buches ist, behiilt das
Extensionalitatsprinzip der klassischen Logik sowohl in seiner aussagen-
logischen als auch in seiner pridikatenlogischen Fassung bei, verzichtet
aber auf das Zweiwertigkeitsprinzip. Der Leser, der sich auch iiber andere
Gebiete nichtklassischer Logik informieren mochte, sei auf die Biicher
GABBAY/GUENTHNER [1983 —1989] und KREISER/GOTTWALD/STELZNER
[1988] verwiesen, wo er Informationen iiber eine Vielzahl weiterer nicht-
klassischer logischer Systeme findet.

Verzicht auf das Zweiwertigkeitsprinzip bedeutet aber nicht, dal die
mehrwertige Logik auf die Betrachtung von Wahrheitswerten verzichtet.
Wie in der klassischen Logik gehen wir auch hier davon aus, da jeder
Aussage ein Wahrheitswert zugeordnet ist — aber in der mehrwertigen
Logik gibt es mehr als nur zwei Wahrheitswerte. Die erste und fiir das
intuitive Verstiandnis auffilligste Konsequenz dieses Schrittes ist, dal} die
in der klassischen Logik unterstellte Beziehung der Wahrheitswerte W, F
zum Wahrsein bzw. Falschsein von Aussagen ihre Natiirlichkeit und in-
tuitive Evidenz verliert. Es gibt bis heute keine {iberzeugende einheitliche
Deutung der in der mehrwertigen Logik ,,zusétzlich* betrachteten Wahr-
heitswerte, die jene Werte mit dem naiven Verstindnis von Wahrsein
bzw. von Abstufungen dieses Wahrseins verbindet. Es ist dies einer der
Griinde, weswegen wir weiterhin in diesem Buch von Quasiwahrheits-
werten statt von Wahrheitswerten sprechen werden — und weswegen
brauchbare und erfolgreiche Anwendungen der mehrwertigen Logik we-
sentlich sind, um zu verdeutlichen, daf es sich bei der mehrwertigen Logik
um mehr als nur eine formale Verallgemeinerung der klassischen Logik
handelt. Uberhaupt wird man keine fiir alle relevanten Anwendungsfille
brauchbaren inhaltlichen Deutungen der Quasiwahrheitswerte erwarten
diirfen, sondern diese Deutungen von Fall zu Fall den Anwendungen an-
zupassen haben. STREHLE [1984] gibt fiir einen speziellen Anwendungsfall
solch eine Diskussion; in den Abschnitten 5.2 und 5.4 enthaltene Resul-
tate bzw. Ansitze leisten Analoges, wobei sogar eine Riickfithrung auf —
jeweils mehrere — gewdhnliche Wahrheitswerte erfolgt. Die Riickfiihr-
barkeit spezieller Quasiwahrheitswertstrukturen auf Funktionen in der
Menge {W, F} der gewohnlichen Wahrheitswerte diskutieren in anderem
Kontext auch z. B. Scorr [1973], [1974], URQUHART [1973], MALINOWSKI

2



[1977] und ByYrDp [1979]. Wir iiberlassen die Deutung der Quasiwahrheits-
werte den jeweiligen Anwendungsfillen.

Die mehrwertige Logik trifft keine generelle Festlegung dariiber, ob in
ihrem Bereich an Stelle der beiden Wahrheitswerte der klassischen Logik
nun drei, vier, fiinf, ... oder eventuell sogar unendlich viele Quasiwahr-
heitswerte treten sollen. Das bedeutet nicht, daB im jeweiligen konkreten
Falle eines ganz bestimmten Systems mehrwertiger Logik etwa die Anzahl
der Quasiwahrheitswerte variabel wire; diese Anzahl von Quasiwahr-
heitswerten wird stets als feststehend betrachtet.! Es bedeutet aber, da
unsere Untersuchungen und Begriffsbildungen so allgemein angelegt
werden sollen, dafl die spezielle Quasiwahrheitswerteanzahl weitgehend
ohne EinfluB bleibt, unsere Uberlegungen mithin auf mehrwertige logi-
sche Systeme mit ganz unterschiedlichen Anzahlen von Quasiwahrheits-
werten zutreffen. Um ein Beispiel zu nennen: der Begriff ,,Tautologie®,
den wir fiir Ausdriicke der mehrwertigen Aussagenlogik zu erkliren beab-
sichtigen, wird so gefafit werden, daf} seine Definition in keiner Weise auf
eine bestimmte Anzah] von Quasiwahrheitswerten Bezug nimmt; d. h.
aber, daB auf diesen Begriff dann im Falle z. B. dreier Quasiwahrheits-
werte ebenso Bezug genommen werden kann wie im Falle von vier, von
13 oder auch von unendlich vielen Quasiwahrheitswerten.

Ubrigens ist nicht allein die Anzahl von Quasiwahrheitswerten charak-
teristisch fir Systeme mehrwertiger Logik, sondern es sind dies auch
strukturelle Beziehungen innerhalb der Menge von (Quasiwahrheitswerten :
Wihrend etwa in der Quasiwahrheitswertmenge {0, 1/3, 2/3, 1} je zwei
der Quasiwahrheitswerte in natiirlicher Weise hinsichtlich ihrer Grofie
miteinander verglichen werden konnen, ist dies bei der Wertemenge
{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} von geordneten Paaren aus Zahlen 0, 1 keines-
wegs der Fall. Aber beide Mengen von Quasiwahrheitswerten bestehen
aus je vier Elementen.

Die einzigen (stillschweigenden) Voraussetzungen unserer weiteren
Betrachtungen werden sein, daf (1) jeder Aussage genau ein Quasiwahr-
heitswert zukommt und dafB (2) stets wenigstens zwei Quasiwahrheits-
werte vorhanden sind — wir wollen sie normalerweise mit 0 und 1 be-
zeichnen — und diese beiden Quasiwahrheitswerte so beschaffen sind, da
sie bei Weglassung aller anderen Quasiwahrheitswerte (und eventuell
gewisser Junktoren) sich verhalten wie die Wahrheitswerte F, W der
klassischen (zweiwertigen) Logik. In diesem Sinne werden die von uns be-

1 Allerdings gibt es auch Systeme, in denen die Anzahl der Quasiwahrheitswerte in
gewissem Umfang variabel gelassen wird (vgl. MicEALSKI [1977)).



trachteten Systeme mehrwertiger Logik Verallgemeinerungen der klassi-
schen Logik sein. '

Die gegeniiber der klassischen Logik gréfiere Anzahl von Quasiwahr-
heitswerten, die in Systemen mehrwertiger Logik vorhanden sein kénnen,
gestatten natiirlich auch eine groBere Vielfalt von Verkniipfungen zwi-
schen und Operationen mit solchen Quasiwahrheitswerten. Syntaktisches
Gegenstiick dieses semantischen Sachverhaltes wird z. B. sein, da8 in der
mehrwertigen Aussagenlogik je mehrere gleichberechtigte Verallgemeine-
rungen der klassischen aussagenlogischen Verkniipfungen wie z.B.
Negation, Konjunktion, Implikation existieren, die sich alle nur dann
voneinander unterscheiden, wenn Quasiwahrheitswerte verschieden von 0
und 1 in Betracht gezogen werden, dafl aber auch Verkniipfungen auf-
treten werden, fiir die es in der klassischen Logik keine Entsprechung
gibt. Leider gibt es keine allgemeinen Kriterien dafiir, wann eine mehr-
wertig-aussagenlogische Verkniipfung z. B. als mehrwertige Negation,
als mehrwertige Konjunktion, als mehrwertige Implikation gelten kann.
Die spiterhin betrachtete Normalbedingung hebt ebenso wie die Stan-
dardbedingung je einzelne charakteristische Eigenschaften der entspre-
chenden klassischen Junktoren als Kriterien heraus, ohne jedoch eine
allgemeine Losung dieses Problems zu liefern. Rein innerlogische Krite-
rien sind aber moglicherweise fiir diesen Zweck prinzipiell unzureichend,
und allein Anwendungen mogen von Fall zu Fall hinreichende Begriin-
dungen liefern koénnen, welcher mehrwertige aussagenlogische Operator
wann die Rolle welches klassischen Junktors itbernimmt.

Von den zwei prinzipiell unterschiedlichen Begriindungs- und Dar-
stellungsweigen fiir ein logisches System, namlich einerseits seiner Ba-
sierung auf inhaltlichem, also semantischem Grunde mit nachfolgendem
Aufbau eines dafiir adiiquaten Logikkalkiils und andererseits seiner
Festlegung durch einen Kalkiil mit nachfolgender Angabe solcher seman-
tischer Grundlagen, die genau den Kalkiiltheoremen einen semantisch
ausgezeichneten Status geben, etwa den von Tautologien, bevorzugen wir
in diesem Buch die erste Methode. Wir sehen die semantischen Vorstel-
lungen als grundlegender an, die Kalkiile haben nach Fixierung dieser
semantischen Vorstellungen dann deren formale Erfassung zu leisten.
Deswegen werden wir sowohl fiir die mehrwertige Aussagenlogik als auch
fiir die mehrwertige Pradikatenlogik zunidchst die inhaltlichen Vorstel-
lungen, also die semantische Seite dieser logischen Systeme, erldutern,
und erst danach uns der kalkiilmafigen Erfassung dieser semantischen
Grundlagen zuwenden.

Wesentlicher Teil der folgenden Erorterungen ist schlieBlich die Dis-
kussion von Anwendungen der mehrwertigen Logik. Gerade weil die
historischen Wurzeln der mehrwertigen Logik Anwendungsideen ent-
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stammen, die sich nicht als tragfihig erwiesen haben, mehrwertige
Logik aber nicht nur von innerlogischem Interesse ist, sind solche An-
wendungen geeignet, den Wert der mehrwertigen Logik zu verdeut-
lichen.

1.2. Zur Geschichte der mehrwertigen Logik

Die Geschichte der mehrwertigen Logik beginnt mit Arbeiten von
Lugasigwicz [1920] und Post [1921]. Zwar waren beide zeitlich nicht
die ersten, die das Zweiwertigkeitsprinzip in der Logik nicht streng
voraussetzten, jedoch begann die eigentliche Entwicklung mehrwertiger
logischer Systeme erst nach diesen ihren Arbeiten und im Anschlufl an
sie.2

Die Vorgeschichte der mehrwertigen Logik 148t sich dagegen bis auf
ArisTOTELES zuriickverfolgen,® der etwa in De Interpretatione, cap. 9,
das noch fiir Lukasiewicz (vgl. Lurasiewrcz [1930]) stimulierende Pro-
blem diskutierte, welcher Wahrheitswert auf Zukiinftiges bezogenen
Aussagen zukommen kann. Die Frage, welchen Wahrheitswert man der-
artigen Aussagen iiber Zukiinftiges zuzuschreiben geneigt ist, hingt u. a.
eng zusammen mit philosophischen Auffassungen zum Determinismus-
problem, denn die Deutung, dafl ein etwa allein vorhandener dritter
Wahrheitswert die qualitative Einstufung als ,,méglich*, , unbestimm?t*
anzeige, ist sehr naheliegend — wenn auch keineswegs notwendig. Und
in der Tat haben die den Indeterminismus vertretenden Epikurier das
Zweiwertigkeitsprinzip abgelehnt, wihrend die Stoiker als strenge Deter-
ministen es akzeptierten. Auch in der mittelalterlichen Philosophie und
Logik hat jenes Problem der contingentia futura wiederholt zu umfang-
reichen Diskussionen gefithrt (vgl. LurRasiEwIcz [1935], MicHALSKI[1937],
Baupry [1950], REscHER [1969]), ohne jedoch zu einer Losung gebracht
worden zu sein.

Die allgemeine Belebung der Logikforschung in der zweiten Hélfte des
19. Jahrhunderts fiihrte zu ersten (teils noch unklaren) Anfingen mehr-
wertiger logischer Systeme bei McCorL [1897] (vgl. LoverT [1900 —01])
und PrIrce?, die jedoch ohne Auswirkung auf die nachfolgende Ent-
wicklung blieben.

2 Schon Lurasiewicz [1913] betrachtet verallgemeinerte Wahrheitswerte, aber diese
Arbeit blieb fiir die Entwicklung der mehrwertigen Logik ohne erkennbaren EinfluB.

3 Man vergleiche etwa Lurasiewicz [1930], [1970], RescHER [1969], PaTzic [1973].

¢ Verwiesen sei auf PEIRCE [1931—58; Bd. 4] sowie FiscH/TurQUETTE [1966], TUR-
QUETTE [1967].



Als mehrwertige logische Systeme werden oft auch die sogenannten
,,nicht-aristotelischen’‘ Systeme von Vasmwev [1910], [1912] angesehen;
es scheint aber nach ARRUDA [1977] angebrachter, sie als Vorldufer der
heutigen parakonsistenten logischen Systeme aufzufassen, in denen es
,,sich widersprechende* Theoreme der Form H, — H geben kann, ohne
daB sich daraus wie z. B. in der klassischen Logik die Herleitbarkeit aller
Ausdriicke ergibe.

Die Entwicklung der mehrwertigen Logik von 1920 bis ca. 1930 wurde
im wesentlichen von LukasiEwicz und der polnischen Logikerschule
getragen; Lurasiewrcz/TARskI [1930] und Lukasiewicz [1930] geben
einen zusammenfassenden Uberblick sowohl} iiber kalkiiltechnische Re-
sultate als auch iiber Interpretationsprobleme. Daneben hat BErRNAYS
[1926] die spiter in Abschnitt 5.5 dargestellte Methode der Unabhingig-
keitsbeweise publiziert, die weite Verbreitung gefunden hat.

Die erwahnten Publikationen Yivxasiewicz/TarskI [1930] und Luxka-
STEWICZ [1930] sowie das — im englischen Sprachraum — einfluBreiche
Lehrbuch Lewis/LaNgrForD {1932], in dem die Grundideen der mehr-
wertigen Logik ausfiihrlich dargestellt wurden, haben die weitere For-
schung aktiviert. Wichtige theoretische Resultate iiber mehrwertige
logische Systeme waren z. B. die Axiomatisierung des dreiwertigen Luka-
stewrczschen Systems &, (in Negation und Implikation) durch WaJsBERG
[1931] und die Ergiénzung von &; zu einem funktional vollstindigen Sy-
stem L5 sowie dessen Axiomatisierung durch StupEckr [1936]. Wichtige
Anwendungsuntersuchungen waren die Klirung des Verhdltnisses zur
intuitionistischen Logik durch GOpEL [1932] und JaSkowskr [1936]
(vgl. Abschnitt 5.3), die Anwendung dreiwertiger Systeme auf die Dis-
kussion der Antinomienproblematik durch Bo&var [1938], [1943] (vgl.
auch SiNowJew [1968]), wobei der dritte Wahrheitswert ,,sinnlos** be-
deutet, und die Anwendung auf mathematische Probleme partiell, d. h.
nicht iberall erklarter Funktionen bei KLEENE [1938], [1952], in welchem
Falle der dritte Wahrheitswert fiir ,,undefiniert’‘ steht. SchlieBlich
wurden die theoretischen Ansiitze in den 40er Jahren insbesondere durch
Rosser und TUrRQUETTE verallgemeinert und weitergefiihrt ; die Gesamt-
darstellung in der Monographie RossErR/TURQUETTE [1952] wurde fiir
viele Jahre zum Standardwerk iiber mehrwertige Logik.

Seither ist das Gebiet der mehrwertigen Logik in rascher Entwicklung
begriffen. Die noch bei RosSER/TURQUETTE [1952] als wichtiges Problem
genannte Frage nach niitzlichen Anwendungen mehrwertiger logischer
Systeme ist zwar nicht endgiiltig beantwortet und wohl auch nie ab-
schlieBend beantwortbar, aber es wurden zahlreiche Anwendungsmoglich-
keiten untersucht. Kapitel 5 gibt einen Uberblick iiber wesentliche An-
wendungen. In gleicher Weise hat der Bestand an theoretischen Resulta-
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ten bedeutend zugenommen. Auf Einzelheiten soll an dieser Stelle nicht
eingegangen werden ; viele solcher Resultate werden im folgenden erwihnt
oder ausfiihrlich dargestellt werden, ohne dall in irgendeiner Beziehung
dabei Vollstindigkeit angestrebt oder erreichbar wire.

Neben rein theoretischen Untersuchungen innerhalb von mehrwerti-
gen logischen Systemen und iiber sie haben anwendungsorientierte Unter-
suchungen eine zunehmend groBere Bedeutung erlangt. Dies konnen zum
einen Anwendungen innerhalb der Logik sein, wie die in den Abschnitten
5.5, 5.6 erorterten Unabhingigkeitsuntersuchungen oder wie Fragen
der Deutung logischer Systeme als mehrwertiger Systeme etwa im Falle
der intuitionistischen (Abschnitt 5.3), der modalen (Abschnitt 3.2) und
z. B. auch der parakonsistenten Logik (vgl. DaACosTa/ALVES [1981]). Dies
konnen zum anderen Anwendungen auBerhalb der Logik sein, wie etwa
zur Darstellung und Weiterentwicklung der Theorie der unscharfen
Mengen (vgl. Abschnitt 5.8) oder zu einer Ubertragung der klassischen
Schaltalgebra, d. h. der Anwendung der klassischen Aussagenlogik auf
Probleme der Analyse und des Entwurfs elektrischer Schaltungen, auf
analoge Untersuchungen beziiglich mehrwertiger aussagenlogischer Sy-
steme (vgl. etwa: LEE/KANDEL [1978], RNk [1977] und auch CarvaLLO
[1968]). Dies kénnen z. B. auch kalkiiltechnische Anwendungen in ande-
ren Bereichen der Mathematik sein, wie etwa die bei BAR/ROHLEDER [1967]
mittels eines mehrwertigen Kalkiils, dessen Quasiwahrheitswerte neben
W, F ein Wert U fiir ,,unbestimmt‘‘ und alle reellen Zahlen sind, ange-
gebene Reduktion von (ganzzahligen) 0-1-Optimierungsproblemen auf
Fragen der (klassischen) Schaltalgebra. Dies konnen aber auch aus der
mehrwertigen Logik, und zwar speziell dem Problem der funktionalen
Vollstindigkeit von Junktorenmengen (vgl. Abschnitt 2.7) erwachsene,
vorwiegend algebraische Untersuchungen zur Komposition von Funk-
tionen sein (vgl. etwa RosENBERG [1977), PoscHEL/KaLuZNIN [1979] und
bereits JaABLONSKIT [1952], [1958]).

Daneben steht das Studium spezifischer algebraischer Strukturen, die
aus der Betrachtung spezieller Systeme mehrwertiger (meist Aussagen-)
Logik extrahiert wurden, wie etwa die Postschen Algebren (vgl. Abschnitt
3.3), dieMV-Algebren und die L.ukastewiczschen Algebren (vgl. Abschnitt
3.2 und etwa noch Ciawor1 [1970]). Daneben stehen aber auch Anwen-
dungsversuche meist zunichst der Idee einer geeigneten Quasiwahrheits-
wertmenge in verschiedensten Bereichen, etwa bei der Diskussion der
Préasuppositionsproblematik in der natiirlichen Sprache (vgl. Abschnitt
5.4) oder bei Problemstellungen der Diagnosefindung, z. B. bei piddagogi-
schen Untersuchungen (vgl. STREHLE [1984], KrRESCENAK {1985]).

Vor allem die letztgenannten Anwendungsideen werden héufig iiber
den Einsatz unscharfer Mengen zur Modellierung unscharfer Begriffe (vgl.

2 Gottwald, Logik 7



Abschnitt 5.8) vermittelt. Dies scheint ein erfolgversprechenderer Weg
zu sein als die vor allem in der Anfangsphase der Entwicklung der mehr-
wertigen Logik wiederholt versuchte wahrscheinlichkeitstheoretische
Deutung der Quasiwahrheitswerte (vgl. etwa Lukasiewicz [1913], REi-
CHENBACH [1932], ZawIrskI {1935]). Resultate von Gainges [1978] deu-
ten iibrigens darauf hin, dafl wahrscheinlichkeitstheoretische Deutung
einerseits und an der klassischen Logikauffassung orientierte extensionale
Deutung der Quasiwahrheitswerte und damit der Junktoren andererseits
unterschiedliche und einander ausschlieBende Verallgemeinerungen eines
gemeinsamen ,,Kernes‘‘ sind. Auch die direkte Kopplung von mehrwerti-
ger Logik und Quantenphysik wie beispielsweise bei REICHENBACH [1949]
scheint bis heute nicht zu wirklich fruchtbaren Konsequenzen gefiihrt
zu haben, wenngleich man die sogenannte Quantenlogik® als mehrwertige
Logik mit orthomodularen Verbiénden als Quasiwahrheitswertstrukturen
auffassen kann.

Zusammenfassende — lehrbuchartige bzw. monographische — Dar-
stellungen der mehrwertigen Logik gibt es nur wenige. RossEr/TUR-
QUETTE [1952] war fiir lange Zeit das Standardwerk, dessen Schwergewicht
auf Untersuchungen von Kalkiilen fir mehrwertige logische Systeme
liegt. RESCHER [1969] ist eine bedeutende Ergéinzung und gibt bei Ver-
zicht auf viele kalkiiltechnische Details einen breit angelegten Uberblick,
hei dem neben der Erwihnung der verschiedenen Ansétze und Resultate
stets auch eine philosophisch orientierte Erorterung ihrer Grundideen
und ihrer Einbettung in umfassendere Entwicklungen gegeben wird.
ACKERMANN [1967] stellt eine sehr knappe Einfithrung in einige wichtige
Systeme mehrwertiger Logik dar; und ZiNnov’ev [1960] und die erwei-
terte deutsche Ubersetzung Sixowsew [1968] sowie analog DuMITRIU
[1971] erwdhnen ebenfalls nur kurz die Grundbegriffe, um dann vor-
wiegend mit der mehrwertigen Logik zusammenhéngende philosophische
Fragen zu diskutieren. Das vorliegende Buch unterscheidet sich von
REescHER [1969] dadurch, daB hier die meisten der besprochenen Resul-
tate vollstandig bewiesen werden, wodurch aber der Umfang der erérter-
ten Themen und ihre zusétzliche philosophische Diskussion zuriicktreten.
In diesem Sinne dhnelt es eher RosseEr/TURQUETTE [1952] als RESCHER
[1969]. Von jenem unterscheidet es sich aber wesentlich in der Stoff-
auswahl — und von beiden in dem Gewicht, das hier auf (realisierte und
auch potentielle) Anwendungen der mehrwertigen Logik gelegt wird,

5 Uberblicksdarstellungen zur Quantenlogik sind u.a. GREECHIE/GUDDER [1973],
Darra Cuiara [1981], [1986] und insbesondere auch HorpswortH/Hooker [1981
bis 82]; fiir speziellere Aspekte seien genannt: FincH [1969], GoLpBLATT [1974], KaLM-
BACH [1974], Darra CHiarA [1976], DIsERANT [1978].
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wobei die hier diskutierten Anwendungen weitgehend verschieden von
den in RINE [1977] erorterten sind.

Die nicht in den genannten Darstellungen erfafite Originalliteratur
ist weit verstreut. Eine umfangreiche, gut gegliederte Bibliographie wird
bei RESCHER [1969] gegeben und erfaflt die Literatur bis 1964/65. Er-
ginzungen und die Fortfithrung bis ca. 1975 bringt die analog organisierte
Bibliographie WoLr [1977].

1.3. Weiterhin benutzte Begriffe und Bezeichnungen

Die folgenden Darstellungen der mehrwertigen Logik setzen Vertraut-
heit des Lesers mit der klassischen, d. h. zweiwertigen Pradikatenlogik
PL, in dem Umfange voraus, wie er iiblichen Universitdtskursen fiir
Nichtmathematiker entspricht. In unserer klassischen Metasprache be-
nutzen wir deswegen auch gelegentlich die Symbole =, A, v, =, &,
A, V fiir Negation, Konjunktion, Alternative, Implikation, Aquivalenz,
Generalisierung und Partikularisierung in PL,; ,,gdw‘* steht stets fiir
,,genau dann, wenn‘‘ und =, bedeutet definitorische Ubereinstimmung.
Entsprechend rechnen wir zum Grundwissen des Lesers Grundkenntnisse
der elementaren Mengenalgebra. Die Gesamtheit aller Objekte z, die eine
gewisse Eigenschaft H(x) haben, bezeichnen wir mit {x | H(x)} ;mit {& € A |
H(x)} ist die Gesamtheit aller derjenigen x mit der Eigenschaft H(x) ge-
meint, die Element von 4 sind. Vereinigungs-, Durchschnitts- und Diffe-
renzbildung fiir Mengen werden wie iiblich mit u, n, \\ bezeichnet ; @ ist die
leere Menge; (a, b) ist das geordnete Paar der Elemente «a, b, charakteri-
siert durch die Eigenschaft

{a,b)=(c,d) & a=cab=d.

Die aus den Elementen «,,...,a, bestehende Menge ist {a,, ..., a,}.
A< B ist die Menge aller geordneten Paare (2, b) mit @ € 4 und b € B:

A XB={@ab)|acAdabeB,

A" die Menge aller n-Tupel von Elementen aus 4. Gehort jedes Element
einer Menge A zugleich auch zu einer Menge B, so ist 4 Teilmenge von B:
ACB

Relationen sind Mengen von geordneten Paaren. Ist R eine Relation
und (e, b) € R, so sagt man, daB R auf (a, b) zutrifft und schreibt dafiir
auch aRb. Bine dquivalenzrelation S in einer Menge A ist eine solche Re-
lation § = 4 X 4, die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, d. h., fiir
die aSa fiir jedes a € A gilt und mit a.8b stets auch bSa sowie mit a.Sb und
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bSc stets auch aSc gilt. Ist S Aquivalenzrelation in 4, so wird jedem a € 4
seine Rest- bzw. Aquivalenzklasse [als = {b € 4 | aSb} beziiglich § zu-
geordnet; solche Restklassen [a]s, [b]s sind genau dann disjunkt, d. h.
haben genau dann @ als Durchschnitt, wenn sie verschieden sind.

Eine Relation R heifit Halbordnung in einer Menge 4, wenn R C A x 4
reflexiv und transitiv ist und aus aRb, bRa stets a = b folgt; ist B Halb-
ordnung in A4, so heifit 4 auch (beziiglich R) halbgeordnet. Ist < Halb-
ordnung in 4, so heilen a, b ¢ A4 vergleichbar, falls @ < b oder b < a gilt,
80 heillt im Falle a < b wie iiblich a kleinergleich b oder b grifergleich a,
so heiflt a maximales (minimales) Element von A, falls jedes mit a ver-
gleichbare Element von A4 kleinergleich (grofergleich) a ist, so heiit
B < A Kette von A, falls je zwei Elemente von B (beziiglich <) vergleich-
bar sind, und so heift a obere Schranke von B, falls jedes b € B kleiner-
gleich g ist. Das Zornsche Lemma besagt, safl eine halbgeordnete Menge
schon dann ein maximales Element hat, wenn nur jede Kette von 4 eine
obere Schranke hat; es geniigt sogar schon, dafl nur jede wohlgeordnete
Kette eine obere Schranke hat. Dabei heiflt eine Kette wohlgeordnet, wenn
jede ihrer nichtleeren Teilmengen ein minimales Element hat.

Halbgeordnete Mengen, in denen jede Zweiermenge {a, b} eine kleinste
obere Schranke «¢u b und ebenso eine grofite untere Schranke a b
besitzt, werden auch Verbinde genannt. Die solcherart in Verbénden
erklirten Verkniipfungen u, n konnen ihrerseits zur Charakterisierung
der Verbénde benutzt werden: Eine Menge 4 mit zwei in 4 erklirten
(zweistelligen) Operationen u, r ist ein Verband, falls beide Operationen
jeweils kommutativ und assoziativ sind und auBerdem den sogenannten
Verschmelzungsgesetzen a =an(aub) und ¢ = a u (@ nb) fir be-
liebige @,b € A geniigen. Verbinde sind somit spezielle algebraische
Strukturen, d. h. mit Operationen und eventuell auch Relationen ver-
sehene Mengen. Fiir beliebige algebraische Strukturen 4 wird mit |A|
wie iiblich ihr Grundbereich, d. h. die Menge aller ihrer Elemente bezeich-
net.

Schlieflich benstigen wir gelegentlich noch die Menge 4B aller Funk-
tionen von 4 in B und Verallgemeinerungen von n, u auf (indizierte)
Familien 4;, 1 € I von Mengen:

N4:={z]A @< 49},

tel i€l
uAi:{x|y(xeAi)},
i€l i€l

wobei mitunter A {4; | ¢ € I} fiir | 4; geschrieben wird. Ist f eine Funk-

el
tion von A in B, s0 schreiben wir dafiir auch f: 4 — B.
Das Beweisende wird durch B angegeben. Literaturverweise erfolgen
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grundsétzlich durch Angabe von (Autoren- bzw. Herausgeber-) Name[n]
und einer zugehérigen Jahreszahl; unter diesen Daten ist die entspre-
chende Literatur im Literaturverzeichnis angegeben. Sitze, Hilfssdtze und
explizit benannte Definitionen werden innerhalb der einzelnen Abschnitte
fortlaufend durchnumeriert und ebenso referiert. Wichtige Formeln, auch
definitorische Festlegungen, auf die an anderer Stelle verwiesen wird,
werden ebenfalls abschnittweise fortlaufend mit am rechten Seitenrand
angegebener Abschnittnummer und Zihlzahl durchnumeriert; diese Zah-
len werden in Klammer auch als Verweisdaten genannt. Vor allem Axio-
me und einige wenige Bedingungen haben eigenstindige Markierungen
als Kennzeichnungen, die im Symbolverzeichnis mit aufgefiithrt sind,
um das Aufsuchen zu erleichtern. Uberhaupt werden fiir die wichtigsten
Symbole die Stellen ihres jeweils ersten Auftretens im Symbolverzeichnis
angefithrt.

1



2. Mehrwertige Aussagenlogik

2.1. Die formale Sprache der Aussagenlogik

Wie in allen Bereichen der modernen formalen Logik hat es sich
auch in der mehrwertigen Logik sowohl auf aussagenlogischem wie auf
pridikatenlogischem Niveau als #uflerst vorteilhaft erwiesen, die den
Gegenstand der jeweiligen Untersuchung darstellenden Phénomene des
Logischen mit einer auf das Notwendigste normierten Sprache zu be-
schreiben. Wir setzen deswegen voraus, daB fiir jedes der im folgenden zu
betrachtenden mehrwertigen aussagenlogischen Systeme S eine nor-
mierte, d. h. formalisierte Sprache fixiert sei, die die folgenden Ausdrucks-
mitte] umfasse:

(a) eine unendliche Menge ¥V, von Aussagenvariablen;

(b) eine — im allgemeinen endliche — Menge J° von Junktoren, d. h.
von aussagenlogischen Operatoren, deren jeder eine festgelegte Stel-
lenzahl > 1 habe;

(c) die Klammern ), ( und das Komma als technische Zeichen zur Siche-
rung der eindeutigen Lesbarkeit bildbarer Ausdriicke

und gegebenenfalls noch

(d) eine Menge K® von Konstanten zur Bezeichnung bestimmter Quasi-
wahrheitswerte.

Wir benutzen als Aussagenvariable den mit einer beliebigen natiirlichen
Zahl von Strichen als oberen Indizes ergédnzten Buchstaben ,,p“, d. h.
wir nehmen

Vo=1{p,p", 0", ...} (2.1.1)
Es wird allerdings nur selten notig sein, einen ganz bestimmten Ausdruck
dieser normierten Sprache der mehrwertigen Aussagenlogik explizit auf-
zuschreiben. Vielmehr ist es im allgemeinen ausreichend, die Form der
zu betrachtenden Ausdriicke hinreichend genau zu kennen. Deswegen
werden wir meist nur anzugeben brauchen, daf an gewissen Stellen
eines zu betrachtenden Ausdrucks eine Aussagenvariable auftritt, ohne
daB es dabei wesentlich wére, genau zu wissen, um welche Aussagen-
variable es sich handelt. Um uns in solchen Fillen einer einfacher hand-
habbaren Schreibweise bedienen zu konnen, vereinbaren wir, daf3 weiter-
hin die Symbole

Pq 7 P91 Ty Por 9o T2 - - - (2.1.2)
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Aussagenvariablen bedeuten sollen. (Natiirlich bedeutet in einer gege-
benen Formel dann jedes dieser Symbole an allen Stellen seines Vorkom-
mens dieselbe Aussagenvariable; aber unterschiedliche Symbole brau-
chen nicht notwendig unterschiedliche Aussagenvariable zu bedeuten.)
AuBlerdem werden wir p'® schreiben fiir die Aussagenvariable p’"’ mit
n Strichen, also z. B. p® fiir p"”’, p@® fiir p”""" usw.

Beachten mufl man, daf die in (2.1.2) aufgefiihrten Symbole nicht zur
normierten Sprache unserer mehrwertigen Aussagenlogik gehoren, son-
dern dag sie der Metasprache angehoren, deren wir uns bedienen, wenn
wir iiber unsere aussagenlogische Sprache sprechen. Man nennt diese
Symbole deshalb oft auch Metavariable, genauer: Metavariable fiir Aus-
sagenvariable. Weiterhin auftretende Formeln, in denen solche Meta-
variable aus der Liste (2.1.2) vorkommen, deuten uns daher (korrekt
gebildete) Ausdriicke der aussagenlogischen Sprache nur an.

Der gemif (a), (b), (¢) und (d) zur Sprache der mehrwertigen Aussa-
genlogik gehorende Grundbestand an Zeichen, ihr Alphabet, ergibt durch
Hintereinanderschreiben solcher Zeichen u.a. die sinnvollen Zeichen-
verkniipfungen, die Ausdriicke dieser Sprache. Wie iiblich ist die Menge
aller Ausdriicke die kleinste Menge, die:

(1) jede Aussagenvariable und jede Quasiwahrheitswertkonstante ent-
hilt;

(2) fiir jeden zum Alphabet gehorenden Junktor ¢, seine Stellenzahl
moge m sein, und beliebige Ausdriicke H,, H,, ..., H, auch die Zei-
chenfolge

o(H,, H,, ..., H,)
enthilt.

Wegen dieser Festlegung kann jeder Ausdruck unserer aussagenlogi-
schen Sprache durch endlich oftmalige geeignete Anwendung des gemil
(2) erlaubten Ubergangs von einfacheren zu komplizierteren Ausdriicken
aus Aussagenvariablen und Konstanten fiir Quasiwahrheitswerte aufge-
baut werden.

Wir setzen aulerdem voraus, dafl die Alphabete unserer mehrwertigen
aussagenlogischen Systeme stets so beschaffen seien, dafl den gemi8 (1),
(2) gebildeten Ausdriicken immer anzusehen ist, wie sie gebildet worden
sind. In mathematisch genauer Formulierung verlangen wir also, dafl die
Alphabete unserer logischen Systeme stets freie Halbgruppen beziiglich
der Verkettung, d. h. des Hintereinanderschreibens ihrer Zeichen seien.
Dann ist gesichert, dal jeder Ausdruck H, der weder Aussagenvariable
noch Quasiwahrheitswertkonstante ist, auf eindeutige Weise gemill (2)
mittels eines Junktors ¢ € JS aus eindeutig feststellbaren Ausdriicken
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H,, ..., H, gebildet wurde; dieser Junktor ¢ heil3t dann auch Haupt-
verknupfungszelchen von H.

Um unsere Ausdriicke in moglichst gewohnter Weise aufschrelben zu
konnen, vereinbaren wir zusitzlich, fiir zweistellige Junktoren ¢ die
Infixschreibweise der Prafixschreibweise vorzuziehen, also

(H,pH,) statt o(H,, H,) (2.1.3)

zu schreiben. Auch sollen die dufleren Klammern im Ausdruck (H,pH,)
immer dann wegbleiben diirfen, wenn dies keine MiBverstindnisse beim
eindeutigen Lesen der Ausdriicke geben kann. Und es sollen dann, wenn
Analoga der klassischen Junktoren =3, A, v, = fiir Negation, Konjunk-
tion, Alternative und Implikation betrachtet werden, stets Negations-
analoga stidrker binden als Konjunktions- und Alternativanaloga und
diese wiederum stérker binden als Implikationsanaloga, also wohlbe-
kannte Klammereinsparungsregeln wie iiblich gelten, sobald dies sinnvoll
moglich ist. Derartige Analogien zu Junktoren der klassischen zweiwerti-
gen Aussagenlogik werden wir dadurch angeben, dafl wir fiir die mehr-
wertigen Analoga die fiir die klassischen Junktoren iiblichen Symbole
in nur geringfiigiger graphischer Variation verwenden oder eventuell
Indizes anfiigen. Aulerdem wollen wir bei einstelligen Junktoren y auch
die Schreibweise

pH, statt (H,) ‘ (2.1.4)

gestatten, wenn dies nicht zu Miflverstindnissen fithren kann, und fest-
legen, daf_jeder einstellige Junktor stiarker binde als jeder mehrstellige.

Als Teilausdriicke eines Ausdrucks H bezeichnen wir den Ausdruck H
“selbst und, wenn H von der Gestalt ¢(H,, ..., H,) ist, auch alle Teilaus-
driicke der Ausdriicke H,, ..., H,.

Da die mehrwertige Logik das Extensionalitédtsprinzip beibehilt, sind
die Aussagenvariablen wie in der klassischen Aussagenlogik lediglich
Variable fir Quasiwahrheitswerte: In allen konkreten Anwendungen
interessiert von den fiir die Aussagenvariablen zu nehmenden Aussagen
lediglich ihr (Quasi-) Wahrheitswert. Deswegen kann man auch in der
mehrwertigen Aussagenlegik von den Junktoren wieder voraussetzen,
daB sie vollstindig durch eine Wahrheitswertfunktion beschrieben wer-
den — denn de facto interessieren nur die Quasiwahrheitswerte zusam-
mengesetzter Ausdriicke H, und wegen des Extensionalitdtsprinzips er-
geben sie sich allein aus den Quasiwahrheitswerten der zur Bildung von H
benutzten Ausdriicke. Deswegen setzen wir generell voraus, dafl beziiglich
jedes mehrwertigen aussagenlogischen Systems § mit jedem der zum
Alphabet von S gehérenden Junktoren ¢ eine Wahrheitswertfunktion
ver: gleicher Stellenzahl wie ¢ fest verbunden sei. In gleicher Weise
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setzen wir voraus, da mit jeder Konstante t fiir Quasiwahrheitswerte im
System S ein Quasiwahrheitswert t% dieses Systems fest verbunden ist.
Ist noch @S die Menge der Quasiwahrheitswerte des Systems S, so wird wie
in der klassischen Aussagenlogik durch jede Belegung «:V, — %S der
Aussagenvariablen mit Quasiwahrheitswerten jedem Awusdruck H der
normierten Sprache von S ein Quasiwahrheitswert zugeordnet. Man setze
einfach fiir beliebige Ausdriicke H:

x(p), falls H die Aussa,genvariabie p ist,

tS, falls H die Quasiwahrheitswert-
konstante tist,

WertS(H, «) = g very(Wert3(H,, «), ..., Wert$(H,, «)),

falls H Ausdruck der Form

o(H,, ..., H,) ist, p m-stelliger

Junktor von 8.

Es ist leicht zu zeigen, dal in dieser Weise WertS(H, &) beziiglich des
mehrwertigen aussagenlogischen Systems S fiir jeden Ausdruck # von S
eindeutig festgelegt ist.

Wie in der klassischen Aussagenlogik zeigt man induktiv iiber den
Ausdrucksaufbau, da WertS(H, «) nur von der Belegung derjenigen
Aussagenvariablen abhéngen kann, die im Ausdruck H vorkommen.

Satz 2.1.1. Fir jeden Ausdruck H und beliebige Variablenbelegungen o, f:
Vo, — ¥S, fur die x(p) = B(p) st fir jede in H vorkommende Aussagen-
variable p, gilt

WertS(H, ) = WertS(H, ).

Beweis. Ist H eine Aussagenvariable oder eine Quasiwahrheitswert-
konstante, so folgt die Behauptung sofort aus der Definition von
WertS(H, «). Ist H Ausdruck der Form ¢(H,, ..., H,), gilt die Behauptung
bereits fiir die Teilausdriicke H,, ..., H, von H und ist «(p) = B(p) fir
jede in H vorkommende Aussagenvariable p, so gilt -

WertS(H;, x) = WertS(H;, §)

fiir alle 1 =1, ..., m, denn in einem Teilausdruck von H kann keine
Aussagenvariable vorkommen, die nicht auch in H vorkommt. Dann ist
jedoch

Wert3(H, «) = ver§(WertS(H,, «), ..., WertS(H,, «))
= vers(WertS(H,, §), ..., WertS(H,, B))
= WertS(H, p).
Damit ist der Satz fiir beliebige Ausdriicke H bewiesen. 1
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Wir nennen Ausdriicke H, ¢ der Sprache eines mehrwertigen logischen
Systems S semantisch dquivalent, falls fiir beliebige Variablenbelegungen
x:Vy — WS gilt, daB

WertS(H, o) = WertsS(@, «)

ist. Die Bezichung der semantischen Aquivalenz ist eine Aquivalenz-
relation in der Menge aller Ausdriicke. Wie in der klassischen Logik gilt
in jedem mehrwertigen logischen System S fiir die Beziehung der seman-
tischen Aquivalenz auch das Ersetzbarkeitstheorem.

Satz 2.1.2 (Ersetzbarkeitstheorem). Sind die Ausdriicke H', H'' seman-
tisch dquivalent und entsteht der Ausdruck G dadurch aus dem Ausdruck H,
daf in H an einigen Stellen seines Vorkommens der Teilausdruck H' von H
durch den Ausdruck H'' ersetzt wird, so sind die Ausdriicke H, G semantisch
dgquivalent.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung induktiv iiber den Ausdrucks-
aufbau des Ausdrucks H. Die Ausdriicke H', H”, G mogen die genannten
Voraussetzungen erfiillen.

Ist H eine Aussagenvariable oder eine Quasiwahrheitswertkonstante,
so ist H der einzige Teilausdruck von H. Ist H' verschieden von H, so
kommt H' nicht als Teilausdruck in # vor und @ stimmt mit H iiberein;
ist H' der Ausdruck H, so ist G der Ausdruck H oder der Ausdruck H''.
Also sind jedenfalls H, @ semantisch dquivalent.

Sei nun H ein Ausdruck der Form ¢(H,, ..., H,) und gelte die Be-
hauptung fiir alle Teilausdriicke der Ausdriicke H,, ..., H,. Ist H' der
Ausdruck H oder kein Teilausdruck von H, so ist @ der Ausdruck H oder
der Ausdruck H"', also jedenfalls mit H semantisch dquivalent. Andern-
falls ist H' Teilausdruck gewisser der Ausdriicke H,, ..., H,, und es gibt
Ausdriicke HY, ..., H,, derart, daB8 @ der Ausdruck ¢(H{, ..., H,)) ist
und jeder der Ausdriicke H;’, 1 < ¢ < m, dadurch aus H; entsteht, da
der Teilausdruck H’ an einigen Stellen seines Vorkommens in H; durch
H" ersetzt wird. Dann sind aber H;, H; semantisch dquivalente Aus-
driicke fiir jedes i = 1,..., m, also gilt WertS(H;, o) = WertS(H}', )
fiir jede Belegung o :V, — %'° der Aussagenvariablen, also gilt auch

WertS(H, «) = ver3(WertS(H,, ), ..., Wert>(H,, «))
— veri(Werts(H{', ), ..., WertS(H}, o))
= Wert$(@, «)

und H, G sind semantisch dquivalent. i
Wie auch in der klassischen Logik beschreibt jeder Ausdruck H eine
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Wahrheitswertfunktion »y, deren Stellenzahl die Anzahl der in H vor-
kommenden Aussagenvariablen ist. Nehmen wir an, dafl in H genau die

Aussagenvariablen p,, p,, ..., p vorkommen, so ergibt sich fiir jedes
k-Tupel (¢, ..., ) von Quasiwahrheitswerten der Funktionswert von wy
fiir dieses k-Tupel als

wylty, .-, t) =q0 WertS(H, B), (2.1.5)
wobeil § eine Variablenbelegung ist, fiir die

B(p:) = ¢ (2.1.6)

gilt fiir alle ¢ = 1, .., k. Da WertS(H, f) nur von der Belegung der in H
vorkommenden Aussagenvariablen abhingt, wird WertS(H, 8) durch
die Bedingung (2.1.6) also eindeutig festgelegt. Wir nennen wy auch kurz
die Wahrheitswertfunktion von H.

Gelegentlich ist es vorteilhaft, in der Wahrheitswertfunktion von H
zusitzliche, iiberfliissige Argumente zuzulassen. Kommen die in H vor-
kommenden Aussagenvariablen unter den Aussagenvariablen ¢,,...,q¢,
vor, etwa als ¢;, ..., ¢;,, 80 moge eine erweiterte, n-stellige Wahrheits-
wertfunktion @y erklirt sein durch die Gleichung

II/H(xl, ey x,,) == gef Wy(xil, ey Iik); (2.1.7)

die «; seien hier Variable fiir Quasiwahrheitswerte.
Generell ist ein mehrwertiges aussagenlogisches System S eindeutig
charakterisiert durch die Gesamtheit folgender Daten:

— seine Menge %° von Quasiwahrheitswerten;

— die Menge J® seiner Junktoren und die jedem Junktor ¢ € J® ent-
sprechende Wahrheitswertfunktion ver®

— die Menge KS der Quasiwahrheitswertkonstanten und den jeder Kon-
stanten t € KS entsprechenden Quasiwahrheitswert tS.

’

Zur Vereinfachung unserer Bezeichnungen vereinbaren wir noch, dall
die ein spezielles mehrwertiges aussagenlogisches System S anzeigenden
oberen Indizes an unseren bisherigen Bezeichnungen immer dann weg-
gelassen werden diirfen, wenn aus dem Kontext unmiliverstindlich klar
ist, auf welches logische System S Bezug genommen wird.

Die Ausdrucksmittel eines logischen Systems S lassen sich nutzen, um
z. B. weitere Junktoren oder auch weitere Konstanten fiir Quasiwahr-
heitswerte definitorisch einzufithren. Wir werden solche Moglichkeiten
spéter ebenfalls nutzen. Hat man z. B. einen Junktor ¢ definitorisch neu
eingefithrt, so hat man danach im Hinblick auf die sprachliche Ausdrucks-
fahigkeit des so erweiterten logischen Systems S§ prinzipiell zwei Mog-
lichkeiten : Entweder man fiigt den definitorisch eingefiihrten Junktor ¢
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zum Alphabet von S hinzu und gibt eine neue, erginzte Ausdrucksfest-
legung fiir das definitorisch erweiterte System, oder man schreibt zwar
den neuen Junktor ¢ enthaltende Formeln auf, die allen Bedingungen
korrekt gebildeter Ausdriicke entsprechen fiir ein Alphabet, dem ¢ an-
gehoren wiirde, liest diese Formeln aber nur als (metasprachliche) Ab-
kiirzungen fiir Ausdriicke von S, die ¢ nicht enthalten. Wir werden weiter-
hin der zweiten Methode folgen, da wir ohnehin Metavariable fiir Aus-
sagenvariable benutzen, und da wir auch weiterhin Metasymbole zur
Bezeichnung von Ausdriicken gebrauchen werden, wie wir es bei der
Formulierung der Bedingung (2) der Ausdruckscharakterisierung und an
weiteren Stellen bereits getan haben.

Wir werden zur Bezeichnung von Ausdriicken die Buchstaben: H, @,
A, B, C, ..., eventuell mit Indizes, benutzen. Grofle griechische Buch-
staben wie etwa X, 6 werden Ausdrucksmengen bedeuten.

2.2. Ausgezeichnete Quasiwahrheitswerte, Tautologien und
Folgerungen

Trotz der in Abschnitt 1.1 erwdhnten Schwierigkeit der inhaltlichen
Interpretation der Quasiwahrheitswerte mehrwertiger logischer Systeme
oder zumindest der Schwierigkeit der Deutung der zu den Quasiwahrheits-
werten 0, 1 , hinzukommenden‘’ Werte orientiert sich vielfach das intui-
tive Verstindnis fiir die Quasiwahrheitswerte mehrwertiger logischer
Systeme an der Vorstellung, dafl diese Quasiwahrheitswerte eine Art
von Abstufung des Wahrseins — und vielleicht auch des Falschseins —
oder aber eine Graduierung zwischen (wirklicher, echter, absoluter)
Wahrheit und (wirklicher, echter, absoluter) Falschheit bedeuten. Ohne
jeden Bezug auf die vielschichtigen philosophischen Probleme, die sich
aus solchen Vorstellungen ergeben, entsteht unmittelbar das formale
Problem, welche Quasiwahrheitswerte eines mehrwertigen logischen
Systems an die Stelle des Wahrheitswertes W der klassischen Logik treten
sollen, und eventuell auch, welche Werte an Stelle des anderen Wahr-
heitswertes F der klassischen Logik treten sollen.

Unsere bereits in Abschnitt 1.1 getroffene Festlegung, daf bei alleini-
ger Betrachtung der Quasiwahrheitswerte 0, 1 diese die Rolle der Wahr-
heitswerte F, W iibernehmen sollen, bedeutet zunichst nur, daBl der
Quasiwahrheitswert 1 einer der Quasiwahrheitswerte ist, die an Stelle
des Wahrheitswertes W treten, und dall der Quasiwahrheitswert 0 einer
derjenigen Werte ist, die an Stelle des Wahrheitswertes F treten. Damit
ist aber nicht ausgeschlossen, daBl auch weitere Quasiwahrheitswerte an
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Stelle des Wahrheitswertes W (und ebenso weitere an Stelle des Wahr-
heitswertes F) treten.

Hiufig interessiert man sich in erster Linie fiir diejenigen Quasiwahr-
heitswerte, die an Stelle des Wahrheitswertes W treten: Sie werden dann
ausgezeichnete Quasiwahrheitswerte genannt. Interessiert man sich auch
fiir diejenigen Quasiwahrheitswerte, die an Stelle des Wahrheitswertes F
der klassischen Logik treten, so unterscheidet man zwischen positiv
ausgezeichneten und negativ ausgezeichneten Quasiwahrheitswerten; die
positiv ausgezeichneten sind in diesem Falle diejenigen, die an Stelle des
Wahrheitswertes W treten, wihrend die negativ ausgezeichneten Quasi-
wahrheitswerte an die Stelle des Wahrheitswertes F treten (vgl. RESCHER
[1969]).

Fiir die Festlegung, welche Quasiwahrheitswerte (positiv) ausgezeichnet
sein sollen, gibt es keine allgemeinen Regeln. Normalerweise betrachtet
man den Quasiwahrheitswert 1 als ausgezeichneten Quasiwahrheitswert,
und mit jedem ausgezeichneten Quasiwahrheitswert t auch jeden anderen
Quasiwahrheitswert als ausgezeichnet, der — in einer natiirlichen An-
ordnung der Quasiwahrheitswerte mit 1 als groBtem — grofer als tist.

Analoges gilt fiir negativ ausgezeichnete Quasiwahrheitswerte (mit 0
an Stelle von 1 und , kleiner statt ,,groBer).

Ubrigens wird nicht verlangt, da8 im Falle des Vorhandenseins positiv
ausgezeichneter und negativ ausgezeichneter Quasiwahrheitswerte jeder
Quasiwahrheitswert in einer dieser beiden Arten ausgezeichnet sein soll.
Es gibt vielmehr zwei prinzipiell unterschiedliche Positionen hinsichtlich
ausgezeichneter Quasiwahrheitswerte. Eine dieser Positionen nimmt im
wesentlichen eine Zweiteilung der Gesamtheit der Quasiwahrheitswerte
vor, wobei es im allgemeinen geniigt, die (positiv) ausgezeichneten Quasi-
wahrheitswerte allein zu kennzeichnen, die nicht gekennzeichneten, d. h.
die nicht ausgezeichneten Quasiwahrheitswerte iibernehmen de facto
die Rolle negativ ausgezeichneter Werte. Die andere dieser Positionen
akzeptiert eine Dreiteilung der Gesamtheit aller Quasiwahrheitswerte in
positiv ausgezeichnete, negativ ausgezeichnete und nichtausgezeichnete;
letztere werden im allgemeinen als ,,zwischen** den positiv und den negativ
ausgezeichneten Quasiwahrheitswerten liegend angesehen. Uberhaupt
wird normalerweise implizit eine — wenigstens partielle — Ordnung der
Quasiwahrheitswerte derart unterstellt, daBl ein ,,Absteigen‘‘ vom Wert
1 zum Wert 0 moglich ist und wenigstens gewisse Quasiwahrheitswerte
untereinander vergleichbar sind, d. h., es wird unterstellt, daBl die Menge
der Quasiwahrheitswerte in einer natiirlichen Weise halbgeordnet ist.

Da wir weiterhin negativ ausgezeichnete Quasiwahrheitswerte kaum
zu betrachten haben werden, sollen im folgenden immer positiv ausge-
zeichnete Werte gemeint sein, wenn lediglich von ausgezeichneten Quasi-
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wahrheitswerten gesprochen wird. Die Menge aller (positiv) ausgezeich-
neten Quasiwahrheitswerte eines mehrwertigen logischen Systems S
werde mit 2% bezeichnet.

Hat man ausgezeichnete Quasiwahrheitswerte zur Verfiigung, so kann
man leicht Beziehungen zwischen Wahrheitswertfunktionen mehr-
wertiger logischer Systeme und denen der klassischen Aussagenlogik
betrachten, sofern man annimmt, daf festgelegt ist, welche mehrwertigen
Junktoren welchen klassischen Junktoren entsprechen sollen.

Nehmen wir an, da NON, ET, VEL, SEQ Wahrheitswertfunktionen
beziiglich einer fixierten Menge von Quasiwahrheitswerten sind, deren
-entsprechende Junktoren Analoga der klassischen Junktoren Negator,
Konjunktor, Alternator bzw. Implikator seien. Man sagt, daf diese
Wahrheitswertfunktionen die Standardbedingungen erfiillen, falls gelten:

(N) NON(z) ist genau dann ein ausgezeichneter Quasiwahrheitswert,
wenn z kein ausgezeichneter Quasiwahrheitswert ist;

(K) ET(z, y) ist genau dann ein ausgezeichneter Quasiwahrheitswert,
wenn zx, y ausgezeichnete Quasiwahrheitswerte sind ;

(A) VEL(x, y) ist genau dann ein nicht-ausgezeichneter Quasiwahrheits-
wert, wenn , y nicht-ausgezeichnete Quasiwahrheitswerte sind ;

(I) SEQ(z, y) ist genau dann ein nicht-ausgezeichneter Quasiwahrheits-
wert, wenn z ein ausgezeichneter und y ein nicht-ausgezeichneter
Quasiwahrheitswert ist.

Dabei ist unterstellt, dafl es nur (positiv) ausgezeichnete Quasiwahrheits-
werte gibt, und daf die nicht-ausgezeichneten Quasiwahrheitswerte an die
Stelle des Wahrheitswertes F der klassischen Logik treten (vgl. RossEr/
TURQUETTE [1952]).

Wihrend Bezugnahme auf die Standardbedingungen unterstellt, daf3
fixiert ist, welcher Junktor eines mehrwertigen logischen Systems Ana-
logon welches klassischen Junktors ist, gibt es eine weitere Méglichkeit,
mehrwertige Junktoren bzw. Wahrheitswertfunktionen auf klassische
zu beziehen. Wir sagen, da} ein Junktor ¢ eines mehrwertigen logischen
Systems S bzw. die ihm entsprechende Wahrheitswertfunktion ver$ die
Normalbedingung erfiille, falls die Funktion verfj nur Werte aus {0, 1} an-
nimmt; solange ihre Argumente Werte aus {0, 1} sind, d. h. falls die
Wahrheitswertfunktion ver® bei Einschrinkung der Argumentwerte auf
die Menge {0, 1} von Quasiwahrheitswerten iibereinstimmt mit der Wahr-
heitswertfunktion einer klassisch-logischen Aussagenverkniipfung — wo-
bei dann natiirlich stets W fiir 1 und F fiir 0 zu lesen ist.

Die durch die Normalbedingung einerseits und durch die Standard-
bedingung andererseits formulierten Forderungen an Junktoren mehr-
wertiger logischer Systeme sind voneinander unabhéngig: Wir werden
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spater sowohl Beispiele fiir Junktoren kennenlernen, die der Normal-,
aber nicht der Standardbedingung geniigen, als auch fiir Junktoren, die
einer Standard-, aber nicht der Normalbedingung geniigen. Leicht zu
konstruieren sind schlieflich sowohl Beispiele fiir solche Junktoren, die
beiden Bedingungen geniigen, als auch fiir solche Junktoren, die beide
Bedingungen verletzen.

Mit Hilfe der Menge DS aller ausgezeichneten Quasiwahrheitswerte
eines mehrwertigen logischen Systems S sind wir nun sowohl in der Lage
zu erklaren, welche Ausdriicke Tautologien heiflen sollen, als auch den
(semantischen) Folgerungsbegriff weitgehend ebenso wie in der klassi-
schen Logik einzufiihren. Unter einer Taulologie eines mehrwertigen
aussagenlogischen Systems S, kurz auch S-Tautologie genannt, verstehen
wir einen Ausdruck H der Sprache von S, fiir den

WertS(H, ) € 2%

fiir jede Belegung 8:V, — %S der Aussagenvariablen mit Quasiwahrheits-
werten gilt, d. h. dessen Quasiwahrheitswert stets ein ausgezeichneter ist.
Die Menge aller Tautologien des Systems S sei TautS.

Wie iiblich ist die Menge aller S-Tautologien abgeschlossen gegen Ein-
setzungen.

Satz 2.2.1. Ist H eine S-Tautologie und entsteht H' dadurch aus H, daf
simultan in H far die Aussagenvariablen py, ..., pp S-Ausdricke H,, ..., H,
eingesetzt werden, so ist auch H' eine S-Tautologie.

Beweis. Ist 8: ¥, — %S eine Belegung der Aussagenvariablen, so bilde
man dazu die Variablenbelegung f* mit

" WertS(H;, f), falls p=p; firein i=1,...,k

p*(p) =
B(p) sonst.

Nach Konstruktion von H' und g* gilt

WertS(H’, B) = WertS(H, §*),

wie man induktiv iiber den Ausdrucksaufbau von H zeigt. Also gilt
WertS(H', 8) € DS fiir jede Belegung g, also H’ € TautS.

Will man auch den Begriff Kontradiktion fiir die mehrwertige Logik
verallgemeinern, so bieten sich dafiir z. B. folgende zwei Moglichkeiten
an:

1. Verfiigt das betrachtete mehrwertige logische System iiber eine ge-
eignete Negation —, so kann man einen Ausdruck H seiner Sprache
genau dann Kontradiktion nennen, wenn — H eine Tautologie ist.
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2. Hat das betrachtete mehrwertige logische System negativ ausgezeich-
nete Quasiwahrheitswerte, so kann man H Kontradiktion nennen,
falls sein Quasiwahrheitswert stets — d. h., welche Quasiwahrheits-
werte auch den in H vorkommenden Aussagenvariablen zugeordnet
werden — ein negativ ausgezeichneter ist.

Beide Arten der Einfiihrung des Begriffes ., Kontradiktion konnen in ein
und demselben mehrwertigen System moglich sein, brauchen aber nicht
dieselben Ausdriicke als Kontradiktionen zu kennzeichnen. Erfiillt aller-
dings die unter 1. genannte Negation die Standardbedingung (N) einer
Negation und erschépfen positiv und negativ ausgezeichnete Quasiwahr-
heitswerte alle Quasiwahrheitswerte, dann sind beide Arten gleichwertig.
Eine Belegung 8:V, — %S, die einem Ausdruck H einen ausgezeich-
neten Wert zuordnet, nennt man auch ein Modell von H. Die Modell-
klasse ModS(H) eines Ausdrucks H sei die Menge aller derjenigen Bele-
gungen, die H einen ausgezeichneten Quasiwahrheitswert geben:

ModS(H) =4 {8 | WertS(H, §) € D5}. (2.2.1)

Fiir Ausdrucksmengen X' sei entsprechend die Modellklasse die Menge
aller Variablenbelegungen (3, die allen Ausdriicken aus X einen ausgezeich-
neten Quasiwahrheitswert geben:

Mod3(Z) =y {8 | HAE(Werts(H, B) € D%)}. (2.2.2)

Die Tautologien sind mithin genaun diejenigen Ausdriicke, deren Modell-
klasse die Menge aller Variablenbelegungen ist. Und als erfillbar wollen
wir schliellich diejenigen Ausdriicke bezeichnen, deren Modellklasse
nichtleer ist:

H S-erfullbar =4 ModS(H) + 0. (2.2.3)

Dem Begriff ,,Tautologie, der einer der zentralen Begriffe der klassi-
schen Aussagenlogik ist, steht gleichberechtigt der Begriff der Folgerung
aus einer Menge von Préamissen zur Seite. Und ebenso, wie die Betrach-
tung der (positiv) ausgezeichneten Quasiwahrheitswerte in natiirlicher
Weise zur Definition der Tautologien mehrwertiger logischer Systeme
fithrte, wird die Berufung auf die ausgezeichneten Quasiwahrheitswerte
zu einer natiirlichen Verallgemeinerung des iiblichen Folgerungsbegriffs
fiihren.

Wir betrachten fiir ein gegebenes mehrwertiges aussagenlogisches
System S einen Ausdruck H und eine Menge X von Ausdriicken von S.
H moge eine Folgerung aus X heiflen, bzw. wir sagen, dal H aus 2 folgt,
falls jede solche Zuordnung von Quasiwahrheitswerten zu den in H und
den Ausdriicken aus 2 vorkommenden Aussagenvariablen dem Ausdruck
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H einen ausgezeichneten Quasiwahrheitswert gibt, die allen Ausdriicken
aus X ausgezeichnete Quasiwahrheitswerte zuordnet; X (=g H bedeute,
dal H aus X folgt (beziiglich des mehrwertigen logischen Systems §).
Wir schreiben X g H, falls H (beziiglich S) nicht aus X folgt. Unsere
in (2.2.1) und (2.2.2) eingefiihrte Terminologie nutzend, definieren wir also:

2 =g H =4 ModS(X) < ModS(H). (2.2.4)

Handelt es sich bei der Ausdrucksmenge 2 um die leere Menge, so
schreibt man wie iiblich einfacher

k=g H statt 0}=gH. (2.2.5)

Da auBerdem offensichtlich Mod$(@) die Menge aller Variablenbelegungen
ist, erhalten wir als unmittelbare Folgerung fiir beliebige Ausdriicke H:

l=sH gdw H ¢ Taut®, (2.2.6)

die Tautologien des logischen Systems S sind also gerade diejenigen
Ausdriicke H, die — beziiglich § — Folgerungen aus der leeren Aus-
drucksmenge sind.

Bezeichnen wir die Menge aller Folgerungen aus einer Ausdrucksmenge
Z mit FIS(X):

FIS(Z) =g (H | Z =5 HY, (2.2.7)

so ergeben sich fiir mehrwertige aussagenlogische Systeme ganz ent-
sprechende Eigenschaften wie in der klassischen Logik (vgl. etwa ScHRO-
TER [1955 —58; Teil IT] oder AssEr [1959]).

Satz 2.2.2, Fir beliebige Ausdrucksmengen X, 0 eines mehrwertigen aus-
sagenlogischen Systems S gelten:

() Z C FI5(X), (Einbettung)
(b) X < 6 = FIS(X) < Fi8(9), (Monotonie)
(c) FIS(FIS(2)) = FI5(2). (Abgeschlossenheit)

Beweis. (a) ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen (2.2.2) und
(2.2.3). Fiir (b) geniigt es zu bemerken, da jedes Modell von 6 auch ein
Modell von X' ist, d. h. Mod$(6) < Mod®(X) gilt, denn ist dann H € FI5(X),
so 2 =g H, also ModS(H) 2 ModS(Z) 2 Mod$(6) und mithin 6 =g H,
also H € FI5(). Behauptung (c) ist bewiesen, wenn FIS(FI5(X)) = FI5(X)
gezeigt sein wird, da die umgekehrte Inklusion unmittelbar aus (a) folgt.
Ist aber FIS(Z) k=5 H, also Mod5(F1%(Z)) = ModS(H) nach (2.2.4), so
brauchen wir fiir X' =g H nur ModS(Z) = Mod5(FI5(Z)) zu zeigen, d. h.
zu zeigen, daB jedes Modell von X auch ein Modell von F15(Z) ist. Ist aber
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B € Mod3(2) und H € FI5(Z), so 8 € ModS(H) wegen (2.2.7) und (2.2.4).
Daher gilt wirklich Mod®(Z) < Mod%(FI5(Z)), und auch (c) ist bewie-
sen.

Satz 2.2.3 (Kompaktheitssatz). Besitzt beziiglich eines endlichwertigen
aussagenlogischen Systems S jede endliche Tetlmenge einer Ausdrucksmenge
2 von S ein Modell, so hat auch X ein Modell.

Beweis. Nehmen wir an, daf jede endliche Teilmenge von X ein Modell
besitze. Wir betrachten die Anfangsstiicke der Folge aller Aussagen-
variablen, d. h. die Mengen P, = {p’, p'’, ..., p'™} fiir jedes n > 0. Dabei
soll P, = 0 sein. Induktiv iiber » werden wir zeigen, dall es zu jeder
dieser Mengen P, von Aussagenvariablen eine (partielle) Variablen-
belegung «,: P, — %S gibt, so daBl

(a) firr jedes m < n die Belegung «, Fortsetzung der Belegung «, ist,
d. h., daB «,(¢) = «n(q) gilt fir alle ¢ € P,;

(b) zu jeder endlichen Teilmenge 2’ von X ein Modell §, von X’ existiert,
das auf P, mit «, iibereinstimmt, d. h. fir das 8,(g9) = «.(q) gilt fir
jedes g € P,.

Fiir » = 0 gibt es nichts zu beweisen, da Bedingung (a) leer wird und (b)

erfiillt ist, da nach Voraussetzung jede endliche Teilmenge X’ von X ein

Modell hat. Sei also unsere Behauptung fiir » = k richtig. Dann setzen

wIr

ok+1(g) =qer 2a(q) fiir alle ¢ € Py,

womit (a) fiir o, erfiillt ist. Es verbleibt die Festlegung des Funktions-
wertes oy (p¥+Y).

Ist S ein M-wertiges System, also o. B. d. A. ¥S = Mk

0<k

<M }, so gibt es beziiglich p*+» zunéchst die folgenden 2 Moglichkeiten :

(1) Es gibt eine endliche Menge X, = X, so dafl p(p®**D) = 0 gilt fiir
jedes Modell y von X, das auf P, mit «,; iibereinstimmt.
(2) Jede endliche Teilmenge X’ < X hat ein Modell y, das auf P, mit
o, Ubereinstimmt und fiir das y(p*+b} € {M 1_ 7 2_ 7 1} ist.
Im Falle (1) hat jede endliche Menge £’ = 2 ein Modell § mit §(p*+D)
= 0, das auf P, mit a, iibereinstimmt. Andernfalls gibe es eine endliche
Menge X, C X derart, daBl 6(p*+D) > 0 wire fiir jedes Modell 6 von Xy,
das auf P, mit o; iibereinstimmt. Dann hitte aber die endliche Teilmenge
2y u 2y von X kein Modell, das auf P; mit «; iibereinstimmt — im Wider-
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spruch zur Induktionsannahme, dall (b) fiir » = k gilt. Also kénnen wir
0‘k+1(p(k+l)) =def 0 ]m Fa'lle (1)

setzen und damit (b) fiir » = k + 1 erfiillen.
Liegt Fall (2) vor, so sollen folgende beiden weiteren Fille unterschie-
den werden:

(3) Es gibt eine endliche Menge X, = X, so dal y(p¢*+h) = § T

gilt fiir jedes Modell ¥ von X}, das auf P, mit «; iibereinstimmt.
(4) Jede endliche Menge 2’ < X hat ein Modell y, das auf P, mit «; tiber-

2 3
instimmt und fiir d k1) € y =y ..., 17 ist.
einstimmt und fiir das y(p**1}) {M U -1 }IS

Erneut zeigt man leicht, dal im Falle (3) jede endliche Menge 2’ = X
1

in Modell é mit §(p¢*+1)) =

ein Modell § mit é(p ) "

7 hat, das auf P, mit «,, iibereinstimmt.

Andernfalls gibe es eine endliche Menge X) < X' derart, daBl d(p*+h)

> wire fiir jedes Modell é von 2] — und dies ergibe erneut einen

M -1
Widerspruch zur Induktionsannahme. Also konnen wir

1 .
apya(pHD) =gy M Falle (3)

setzen und damit (b) fiir » = k& 4 1 erfiillen.

Fall (4) wird in ganz analoger Weise wie eben Fall (2) in zwei weitere
Unterfille zerlegt. Und dieses Beweisverfahren wird fortgesetzt bis zu
den Fillen:

(2M — 3) Es gibt eine endliche Menge X,,_, < 2, so daB

M —
(k+1)) —
y(p®h) = 37—

gilt fiir jedes Modell y von X, _,,

das auf P, mit «; iibereinstimmt.

(2M — 2) Jede endliche Menge 2’ < X hat ein Modell y, das auf P; mit
oy, iibereinstimmt und fiir das p(p¥*+b) = 1 ist.

Es ist dann wie in den Fillen (1), (3) oben auch fiir den Fall (2M — 3)

leicht beweisbar bzw. fiir den Fall (2M — 2) offensichtlich, daB} wir

M —
M -1
lxnk+1(p(k+l)) = def 1 jm Falle (2M _ 2)

0(k+1(p(k+1)) = def im F&lle (2M -—_ 3),

setzen konnen und damit (b) fiir » = k£ + 1 erfiillen. Also ist insgesamt

3* 25



gezeigt, daB es fiir jedes n Variablenbelegungen o, : P, — %S gibt, die die
Bedingungen (a), (b) erfiillen.

Nun erkldren wir eine (vollstindige) Variablenbelegung 8: V, — %S
dadurch, da8 fiir jede Aussagenvariable p™ gelte

B(P™) =get (™), n=1,23,...

Unser Beweis ist beendet, wenn wir zeigen konnen, dall 8 ein Modell von
2 ist. Sei daher H ¢ 2. Wir wihlen % so, daB alle in H vorkommenden
Aussagenvariablen zu P, gehoren; und wir betrachten ein Modell y von
{H}, das auf P, mit «; iibereinstimme. Dann ist WertS(H, y) € 2% und
auBerdem WertS(H, y) = WertS(H, B), denn y und 8 geben den in H
vorkommenden Aussagenvariablen je denselben Quasiwahrheitswert.
Also ist § Modell fiir jeden Ausdruck H ¢ 2, also Modell von 2. R

Fiir den Beweis des nachfolgenden sogenannten Endlichkeitssatzes der
Folgerungsbeziehung ist es vorteilhaft, noch eine andere Variante dieses
Kompaktheitssatzes zur Verfiigung zu haben.

Satz 2.2.4. Besitzt beziiglich eines endlichwertigen aussagenlogischen Sy-
stems S und eines S- Ausdrucks G jede endliche Teilmenge einer Ausdrucks-
menge X von S ein Modell, das zugleich kein Modell von G ist, so hat auch X
ein Modell, das kein Modell von G ist.

Der Beweis kann fast wortlich wie der Beweis des Kompaktheitssatzes
gefithrt werden, nur hat man iiberall statt Modellen von 2 bzw. 2’ < X
lediglich solche Modelle von X bzw. X' < X' zu betrachten, die zugleich
keine Modelle von G sind. Fiir den Nachweis, dal auch die in jenem Be-
weis abschlielend konstruierte Variablenbelegung § kein Modell von G
ist, nutze man vorteilhaft die Tatsache aus, daB auch in @ nur endlich
viele Aussagenvariablen vorkommen. (Der Leser fiihre die Details tibungs-
halber selbst aus.)

Ubrigens ist immer dann Satz 2.2.4 eine Verschirfung des Kompakt-
heitssatzes 2.2.3, wenn es in der Sprache von S einen Ausdruck gibt,
dessen Quasiwahrheitswert stets ein nicht-ausgezeichneter ist.

Satz 2.2.5 (Endlichkeitssatz). Ist S ein endlichwertiges aussagenlogisches
System und gilt X =g H fir einen Ausdruck.H und eine Menge 2 von Aus-
dricken von S, so gibt es eine endliche Menge 2* = X, fur die bereits
2% |=¢ H gilt.

Beweis. Es sei X’ eine endliche Teilmenge von 2. Gilt 2 g H, so gibt
es ein & € ModS(X"’) derart, daB « ¢ ModS(H). Gilt also X' K¢ H fiir jede
endliche Teilmenge X’ von X, so kénnen wir Satz 2.2.4 anwenden und
erhalten, dal ein 8 ¢ ModS(X) existiert, so daB B ¢ ModS(H) ist. Also
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gilt 2 i H. Damit ist die Kontraposition unserer Behauptung und also
diese selbst bewiesen. §

Es ist wesentlich, da3 wir sowohl beim Kompaktheitssatz als auch beim
Endlichkeitssatz endlichwertige Systeme betrachtet haben. Wir wollen
durch ein Gegenbeispiel nun noch zeigen, dafi beide Resultate fiir unend-
lichwertige aussagenlogische Systeme nicht zu gelten brauchen.

Das mehrwertige aussagenlogische System S$° habe die unendliche
Quasiwahrheitswertmenge

. 1

WS = {0} U {5

und im Alphabet einen zweistelligen Junktor —, einen einstelligen Junk-

tor v und eine Quasiwahrheitswertkonstante O. Die Menge 9% der aus-

gezeichneten Quasiwahrheitswerte sei irgendeine den Wert O nicht ent-

haltende Teilmenge von #%%°. Die Konstante O bezeichne den Quasi-

wahrheitswert 0; die Wahrheitswertfunktionen zu — und v mégen die
Eigenschaften haben:

nzo}

vers (x, y) € D% gdw 2z <y,

1
Se
ver, (z) = — z.
v() 2

Fiir beliebige Ausdriicke H von S° sei v*"H die n-fache Iteration der An-
wendung des Junktors v; es sei also VOH =4, H und v*"1H =, v(V*H).
Es seien

Z={p' = vp")|n=0},

Q= (p -~ 0).
Man sieht sofort, daB fiir jede Variablenbelegung « € Mod®'(X) gelten
muB, dafl «(p’) = 0 ist. Also gilt & =4 G. Ist aber X’ eine endliche Teil-

menge von X und f € Mod%'(Z’), so mufl nur «(p’) < IE - a(p"’) sein fiir

den groBten ,,Exponenten‘‘ m, fir den (p’ — v™p'’) € X ist. Also gibt es
Modelle y € Mod>'(Z’) mit p(p’) & 0, also mit y ¢ ModS'(G). Also gilt
2’ K G fiir jede endliche Teilmenge 2’ von X.

Da somit der Endlichkeitssatz fiir 8 nicht gilt, kann weder der Kom-
paktheitssatz noch Satz 2.2.4 fiir S° gelten.

2.3. Spezielle Junktoren und Mengen von Quasiwahrheitswerten

Die bisherige Entwicklung der mehrwertigen Logik ist so verlaufen, da}
dabei trotz der moglichen groBen Allgemeinheit hinsichtlich der Menge
der Quasiwahrheitswerte und auch hinsichtlich der Wahl der Wahrheits-
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wertfunktionen und der in den Systemen mehrwertiger Aussagenlogik
betrachteten Junktoren, denen diese entsprechen, einige spezielle Quasi-
wahrheitswertmengen und Wahrheitswertfunktionen besonders hiufig
und intensiv betrachtet worden sind.

Bei den endlichen Mengen von Quasiwahrheitswerten handelt es sich
dabei einerseits um liickenlose Anfangsabschnitte der Reihe der natiir-
lichen Zahlen, also um Mengen der Art

1,2, ..., M (2.3.1)

fiir gegebenes M, oder um Mengen rationaler Zahlen zwischen 0 und 1
der Art

1 2 M -2 1}. (2.3.2)

7[7 M= 0, y 3 vy ’
M-—-1M-—1 M -1

Als unendliche Quasiwahrheitswertmengen betrachtet man mitunter
die Menge N aller natiirlichen Zahlen, aber vorzugsweise entweder die

Menge %y, aller rationalen Zahlen, d. h. Briiche ™ zwischen 0 und 1:
n

Wy, ={mm|0<m<nan=+0}, (2.8.3)
oder die Menge %, aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1:

W, =1{x]0<z<1}, (2.3.4)

die auch kurz als [0, 1] bezeichnet wird.

Wir werden im folgenden bei unendlichen Mengen von Quasiwahrheits-
werten die Gesamtheit der natiirlichen Zahlen auBler Betracht lassen,
und auch bei den endlichen Mengen von Quasiwahrheitswerten solchen
der Gestalt (2.3.2) den Vorzug geben. Dies isf in den meisten Fillen fiir
unendliche Wertmengen eine unwesentliche und fiir endliche Wert-
mengen iiberhaupt keine Einschrinkung: Jede Menge der Art (2.3.1)
laBt sich z. B. eineindeutig auf eine solche der Art (2.3.2) abbilden, und
zwar sowohl durch eine Zuordnung

z — 1

z (2.3.5)
M -1
als auch durch eine Zuordnung
M-z
. 2.3.6
S ( )

Die Zuordnung (2.3.5) bildet dabei die Quasiwahrheitswerte 1 bzw. M
von (2.3.1) ab auf die Quasiwahrheitswerte 0 bzw. 1 von (2.3.2) und erhilt
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die natiirliche Anordnung aller Quasiwahrheitswerte; die Zuordnung
(2.3.6) dagegen bildet die Quasiwahrheitswerte 1 bzw. M von (2.3.1)
ab auf 1 bzw. 0 von (2.3.2) und kehrt die natiirliche Anordnung der
Quasiwahrheitswerte von (2.3.1) um. Auflerdem gestattet jede der Zu-
ordnungen (2.3.5), (2.8.6) auch noch eine eineindeutige Zuordnung zwi-
schen den in einer Wertemenge (2.3.1) erklirbaren Wahrheitswert-
funktionen und denen, die in der entsprechenden — d. h. gleiche Ele-
menteanzahl habenden — Wertemenge (2.3.2) erklirt werden konnen.
Deswegen lafit sich schlieBlich auch jedem mehrwertigen logischen
System mit Wertemenge der Form (2.3.1) ein System mit Quasiwahrheits-
wertemenge der Form (2.3.2) zuordnen, das dieselben (meta)logischen
Eigenschaften hat.

Derartige eineindeutige Zuordnungen sind auch von anderen endlichen
Quasiwahrheitswertmengen als solchen der Form (2.8.1) auf Mengen
der Form (2.3.2) moglich, nur muBl man dann die Wertemengen %,
gegebenenfalls mit einer von der natiirlichen Ordnung der Elemente
verschiedenen Anordnung versehen.

Fiir die oben betrachteten unendlichen Quasiwahrheitswertmengen
kann man zeigen, daf trotz gleicher Elementeanzahl die Wertemenge N
aller natiirlichen Zahlen und die Wertemenge %'y nicht eineindeutig und
ordnunggserhaltend aufeinander abbildbar sind: Die Ordnung von N ist
diskret, wihrend %y, dicht geordnet ist. Ubrigens ist die Tatsache, daB
die Mengen %y und %, unterschiedliche Elementeanzahl haben, spiter
von geringerer Bedeutung als die Tatsache, dal in %, jede Teilmenge
sowohl ein Supremum als auch ein Infimum hat, dies jedoch in @y
nicht der Fall ist.

Besonders hiufig betrachtete Wahrheitswertfunktionen entsprechen
mehrwertigen Verallgemeinerungen der klassischen Aussagenverkniip-
fungen. Es gibt verschiedene Verfahren, solche Wahrheitswertfunktionen
zu beschreiben. Bei endlichen, nicht zu umfangreichen Mengen von
Quasiwahrheitswerten sind geeignet notierte Tabellen — sogenannte
Wahrheitswerttafeln — vorteilhaft. Solche Tabellen konnen aber sehr
umfangreich werden, wenn die Anzahl der Quasiwahrheitswerte und die
Stellenzahl der Wahrheitswertfunktion grofler werden: Zur Beschreibung
einer 4-stelligen Wahrheitswertfunktion bei 9 Quasiwahrheitswerten muf3
eine solche Tabelle schon 9% = 6561 Funktionswerte enthalten. Allge-
mein sind bei M Quasiwahrheitswerten fiir eine k-stellige Wahrheitswert-
funktion M* Funktionswerte anzugeben (und gibt es insgesamt M*"* ver-
schiedene k-stellige Wahrheitswertfunktionen in diesem Falle). Deshalb
ist es meist giinstiger, die Wahrheitswertfunktionen durch — z. B. arith-
metische — Formeln zu beschreiben. Und bei unendlichen Wertemengen
ist dies die wesentliche Methode, denn Wahrheitswertetafeln sind in
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