9.-13. Schuljahr

Exponentielles
Wachstum

beschreiben & modellieren

\

| \\\\ ml. ////’/,

Wachstumsprozesse beschreiben ?
K

Lernen mit Erfolg

OHL VERLAG

& berechnen von Otzi bis zur
Pandemie. Praxisnah!

www.kohlverlag.de



Exponentielles Wachstum
beschreiben & modellieren / Band 2

1. Digitalauflage 2023

© Kohl-Verlag, Kerpen 2023
Alle Rechte vorbehalten.

Inhalt: Barbara Theuer
Umschlagbild: © Zizo, Muhamad & Alexandr - AdobeStock.com
Redaktion: Kohl-Verlag
Grafik & Satz: Eva-Maria Noack / Kohl-Verlag

Bestell-Nr. P12 929

ISBN: 978-3-98841-444-1

© Kohl-Verlag, Kerpen 2023. Alle Rechte vorbehalten.

Das Werk und seine Teile sind urheberrechtlich geschiitzt und unterliegen dem deutschen Urheberrecht. Jede Nutzung in anderen als den gesetz-
lich zugelassenen Fallen bedarf der vorherigen schriftlichen Einwilligung des Verlages (§ 52 a Urhg). Weder das Werk als Ganzes noch seine Teile
diirfen ohne Einwilligung des Verlages an Dritte weitergeleitet, in ein Netzwerk wie Internet oder Intranet eingestellt oder 6ffentlich zugénglich ge-
macht werden. Dies gilt auch bei einer entsprechenden Nutzung in Schulen, Hochschulen, Universitidten, Seminaren und sonstigen Einrichtungen
fiir Lehr- und Unterrichtszwecke. Der Erwerber dieses Werkes in PDF-Format ist berechtigt, das Werk als Ganzes oder in seinen Teilen fiir den
Gebrauch und den Einsatz zur Verwendung im eigenen Unterricht wie folgt zu nutzen:

- Die einzelnen Seiten des Werkes diirfen als Arbeitsblatter oder Folien lediglich in Klassenstarke vervielfaltigt
werden zur Verwendung im Einsatz des selbst gehaltenen Unterrichts.

- Einzelne Arbeitsblétter diirfen Schiilern fiir Referate zur Verfiigung gestellt und im eigenen Unterricht zu Vortragszwecken verwendet werden.

- Wahrend des eigenen Unterrichts gemeinsam mit den Schiilern mit verschiedenen Medien, z.B. am Computer, Tablet via Beamer, Whiteboard
o.a. das Werk in nicht verédnderter PDF-Form zu zeigen bzw. zu erarbeiten.

Jeder weitere kommerzielle Gebrauch oder die Weitergabe an Dritte, auch an andere Lehrpersonen oder padagogische Fachkréfte mit eigenem
Unterrichts- bzw. Lehrauftrag ist nicht gestattet. Jede Verwertung auBerhalb des eigenen Unterrichts und der Grenzen des Urheberrechts bedarf
der vorherigen schriftlichen Zustimmung des Verlages. Der Kohl-Verlag iibernimmt keine Verantwortung fiir die Inhalte externer Links oder frem-
der Homepages. Jegliche Haftung fiir direkte oder indirekte Schaden aus Informationen dieser Quellen wird nicht iibernommen.

Kohl-Verlag, Kerpen 2023

Der vorliegende Band ist eine PDF-Einzellizenz
U nsere LizenszdeI Ie Sie wollen unsere Kopiervorlagen auch digital nutzen? Kein Problem — fast

das gesamte KOHL-Sortiment ist auch sofort als PDF-Download erhalt-
lich! Wir haben verschiedene Lizenzmodelle zur Auswahl:

Kombipaket Kombipaket
Print & PDF-  Print & PDF-
Einzellizenz Schullizenz

Print- PDF- PDF-
Version  Einzellizenz | Schullizenz

Unbefristete

Nutzung der X X X X X
Materialien

Deutschland e
an Stationen :
= B

-

Vervielfaltigung,
Weitergabe und
— Einsatz der Mate- X X X X X
‘_ rialien im eigenen
Unterricht

Nutzung der

Materialien durch
alle Lehrkréafte des X X
Kollegiums an der
lizensierten Schule

Einstellen des Ma-
terials im Intranet

oder Schulserver X X
der Institution

Die erweiterten Lizenzmodelle zu diesem Titel sind jederzeit im Online-
Shop unter www.kohlverlag.de erhaltlich.



DENE

oo [~

Inhalt

Seite

VOIWOTIL ...ttt e e e e et e e e e e e e e as e e e e e e eeenn e aeeeeennes 4
Wachstum in Natur und Gesellschaft — Einfiihrung..................................... 5
Wachstumsformen im Diagramm (Blatt 1-2) ..., 6-7
Mathematische Definition der Begriffe Wachstum und Zerfall .................... 8
Lineares Wachstum und lineare Abnahme ........................ 9-16
4.1 Allgemeine mathematische Grundlagen ..............cccooiiiiiiiiiiiiiiiniiiiie, 9
4.2 EinfGhrungsbeispiel (Blatt 1—=2) ... 10-11
4.3 Ubungsaufgaben (Blatt 1—5) ..........cccoveeriueeieeeieeeeeceeeveeeee e, 12-16
Potenzielles Wachstum und potenzielle Abnahme .............................. 17-29
5.1 Allgemeine mathematische Grundlagen (Blatt 1-4) ......................... 17-20
5.2 Einfuhrungsbeispiel (Blatt 1—2) ... 21-22
5.3 Ubungsaufgaben (Blatt 1—7) ........c.ccooveereeeeeeeeeeeeee e, 23-29
Exponentielles Wachstum und exponentieller Zerfall ......................... 30-50
6.1 Eine mathematische Geschichte zur Einflhrung (Blatt 1-2) ............ 30-31
6.2 Ein mathematisches Experiment ..., 32
6.3 Der Klassiker: Die Legende von der Erfindung des.............cccciieeeeennenn. 33

Schachspiels
6.4 Exponentialfunktionen — Allgemeine mathematische ....................... 34-41

Grundlagen (Blatt 1-8)
6.5 Grundlagen zur Berechnung von exponentiellen Wachstums-

UNd ZerfallSProZESSEN.........uuiiiiiiiiee i 42
6.6 Beispiel zur Anwendung von Exponentialfunktionen (Blatt 1-2)...... 43-44
6.7 Ubungs- und Anwendungsaufgaben (Blatt 1—6) .............cccoevenen.... 45-50
7. Ausblick auf logistisches Wachstum (Blatt 1-4)............................. 51-54
8. Bezug zur Coronapandemie ..............ccccceieeiiiiniiiiiiiiiiiieeeee e 55-66
8.1 Beschreibung der Pandemie mit mathematischen KenngréRRen ...... 55-63

(Blatt 1-9)
8.2 Wachstum — Kreuz und Quer durch die Pandemie (Blatt 1-3)......... 6466
LOSUNGEN ...ttt e e e e e 67-87
Bildquellen ... 88

Seite 3

Lernen mit £

« Exponentielles Wachstum

KOHL VERLAG

Bestell-Nr. P12 929

beschreiben & modellieren / Band 2




Vorwort

Leben und Wachstum — ob erwilinschtes oder unerwiinschtes Wachstum — sind
untrennbar miteinander verbunden, bedingen einander.

Auch in der unbelebten Natur findet Wachstum statt.

Die Aufgabe, Wachstumsprozesse zu beschreiben und mittels Wachstumsfunktionen
zu berechnen, ist eine Herausforderung flr die interdisziplinare Zusammenarbeit von
Mathematikern, Informatikern, Mikrobiologen, Epidemiologen, Medizinern, Okonomen
und Technikern.

In diesem Band sollen elementare mathematische Grundlagen wiederholt und ihre
Anwendung bei der Berechnung interessanter, motivierender Wachstums- und Zer-
fallsprozesse gezeigt und geubt werden.

Lineares, potenzielles und exponentielles Wachstum mit Ausblick auf logistisches
Wachstum werden als idealisierte Wachstumsformen, die in Grenzen unter bestimm-
ten Bedingungen gelten, behandelt.

Besondere Bedeutung kommt dabei dem exponentiellen Wachstum zu. Das zunachst
schleichende Anwachsen der BestandsgrofRe, welches sich nach einer bestimmten
Zeit in ein immenses Anwachsen dieser Grof3e wandelt, spiegelt natlrliches Wachs-
tum — allerdings nur bis zu einer bestimmten Sattigungsgrenze — wider. Analoges gilt
fur Zerfallsprozesse. Interessante Anwendungsbeispiele aus den Bereichen Kernphy-
sik und Altertumsforschung sollen die Schuler* motivieren, ihre Kenntnisse der Expo-
nential- und Logarithmusfunktion zu festigen.

Als ,Klassiker” aus dem Geschichtsbuch der Mathematik wird den Schulern als einfa-
ches, aber Uberzeugendes Beispiel die Legende von der Erfindung des Schachspiels
vorgestellt. Denn so, wie die Anzahl der Reiskorner auf dem Schachbrett nach der
Vorschrift des Erfinders anwachst, vermehren sich auch Bakterien und Viren.

Dieser Sachverhalt bietet einen passenden aktuellen und fachlibergreifenden Bezug
zur Corona-Pandemie. Die Begriffe Sieben-Tage-Inzidenz und R-Faktor werden als
Grolden zur Beschreibung der Ausbreitung der Pandemie erklart und einfache Aufga-
benbeispiele zum Umgang mit diesen Grélien angeboten. Ratsel zu Begriffen rund um
die Pandemie runden dieses fachlbergreifende Kapitel ab.

Das Aufgabenmaterial in diesem Heft ist sowohl zur Erganzung des Unterrichts als
auch fur Hausaufgaben und Freiarbeit gedacht.
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n Wachstum in Natur und Gesellschaft — Einfuihrung

Wachstum gehdrt zu den elementaren und bedeutsamen Prozessen in der unbelebten,
besonders aber in der belebten Natur.

Sowachsen Baume, Pflanzen und Friichte zum Nutzen der Menschen. Die Kérpermasse
von Zuchttieren nimmt bei guter Futterung zu. Haare wachsen, was erwunscht ist oder
als lastig empfunden wird. Algen wachsen infolge der Erderwarmung und verpesten
die Meere. Auch mikroskopisch kleine Lebewesen, wie zum Beispiel Bakterien oder
winzige, leblose Viren, vermehren sich unter ginstigen Bedingungen sehr stark
exponentiell. Neben nltzlichen Bakterien greifen allerdings viele Bakterienarten und
besonders auch Viren bei einer Ubertragung auf den Menschen dessen Gesundheit an.
Steckt ein erkrankter Mensch weitere Menschen an, spricht man von der Ausbreitung
der Infektion — die Zahl der Infizierten wachst bei fehlenden Ma3nahmen zum Infektions-
schutz exponentiell.

Auch in der Technik gibt es Wachstum. So ist zum Beispiel der Eiffelturm an heil3en
Sommertagen bis zu 30 cm héher als an kalten Wintertagen, da sich Stahl bei Erwarmung
ausdehnt. Wahrend der Eiffelturm beliebig in die Hohe wachsen kann, ohne Schaden
anzurichten, fihrt eine unerwiinschte Warmeausdehnung von Baumaterialien mitunter
zur Zerstorung von Bauwerken, Brucken usw. Bei Flussigkeitsthermometern hingegen
wird die Warmeausdehnung einer Flussigkeit zur Anzeige der Temperatur angewendet.
In diesen Fallen liegt lineares Wachstum zugrunde.

Untersucht man in der Physik den Zuwachs des Weges bei einer gleichmalig beschleu-
nigten Bewegung in Abhangigkeit von der Zeit, so erkennt man quadratisches Wachstum.
In der Okonomie und im Finanzwesen spielen Wirtschaftswachstum und Anwachsen
von Kapital eine bedeutende Rolle.

Die Mathematik hat sich der Aufgabe angenommen, Wachstumsprozesse zu modellieren
und die WachstumsgroRen mittels mathematischer Funktionen zu berechnen, um
beispielsweise Biologen, Medizinern, Epidemiologen und Okonomen Voraussagen
uber die Entwicklung dieser GroRen zu ermdglichen.

@ Aufgabe 1: Gib je ein Beispiel fiir Wachstum aus drei verschiedenen Bereichen an
und charakterisiere die Art des Wachstums. Nutze dazu auch den
Einfiihrungstext.

J

Bestell-Nr. P12 929

@
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E Wachstumsformen im Diagramm (Blatt 1)

(]
@ Aufgabe 1: Ordne den Diagrammen die passende Beschreibung zu.

A
lineares
Wachstum

B

exponentielles
Wachstum

C
kein
Wachstum

X,

\. J @)

D
quadratische
Abnahme

E
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E Wachstumsformen im Diagramm (Blatt 2)

G
logistisches
Wachstum

H
Abnahme bei

indirekter

Proportionalitat

unregelméBiges

Wachstum
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Mathematische Definition der Begriffe
Wachstum und Zerfall

Wachstum
Unter dem allgemeinen Begriff Wachstum versteht man das zeitliche Verhalten
einer BestandsgroRe b (Messgrolde).

Wenn gilt: Aus t1 <tz — b(t1) < b(t2),

spricht man von Wachstum (positivem Wachstum).

Wenn gilt: Aus t1 <t2 — b(t1) > b(t2),

spricht man von Abnahme bzw. Zerfall (negativem Wachstum).

Wachstumsfunktion
Eine Wachstumsfunktion b(t) beschreibt einen Bestand b als Funktion der Zeit t.
Um Wachstumsfunktionen zu beschreiben, werden folgende Begriffe verwendet:

Anfangsbestand (Anfangswert) bo
Dieser gibt den Wert zu Beginn der Messung an und zeigt sich im Funktionsgraph als
Ordinate des Schnittpunktes der Wachstumsfunktion mit der y-Achse.

Wachstumsrate

Bei Wachstumsvorgangen wird die momentane Anderungsrate so genannt. Die Be-
rechnung der Anderungsrate erfolgt mittels erster Ableitung der Wachstumsfunktion b(t).
Bei linearem Wachstum ist die Wachstumsrate zu jedem beliebigen Zeitwert konstant.
Die Wachstumsrate ist ein Mal} fir die Wachstumsgeschwindigkeit.

Halbwertszeit (Verdopplungszeit)
Das ist die Zeitspanne, in der sich ein Bestand halbiert (verdoppelt) hat.

[
@ Aufgabe 1: Erldutere die Begriffe (Tabelle oben) am Beispiel des Kapitalwachstums bei
einer Anlage nach Verzinsung mit Zinseszins.

Bestell-Nr. P12 929
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@ Aufgabe 2: Nenne je ein praktisches Beispiel fiir die Bedeutung der
WachstumsgréBen Halbwertszeit und Verdopplungszeit.
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Lineares Wachstum und lineare Abnahme

4.1 Allgemeine mathematische Grundlagen

Lineares Wachstum lasst sich mittels linearer Funktionen y = f(x) = m ¢ x + n beschreiben.

Der Anstieg m stellt dabei die Anderungsrate (Wachstumsrate) der Funktion dar.

By _ f(xp) - f(xa)
Ax Xy - X1

Es gilt: m=

wobei m dem Anstieg der Sekante durch die Punkte P1(x1; y1) € f und P2z(x2; y2) € f

entspricht.
Beispiele:
f(x) =2x -1 f(x)=—2x +8

P1(2;3)und P2 (4;7)ef

A 7-3 4
ay =—=2

Ax  4-2 2

Die Funktion fist fur alle x € R monoton
steigend und stellt eine lineare
Zunahme der Bestandsgrofe dar.

P1(1; 6) und P2(3; 2) € f
Ly _2-6_-4

m = =—==-2
Ax 3-1 2

Die Funktion fist fir alle x € R monoton
fallend und stellt eine lineare Abnahme der
Bestandsgrole dar.

y
sy ¥
P1 (1; 6)
2 |
P2 (4;7)
6 5
5 4
4
3
3 .
P1(2;3) ) P2 (3;2)
2
i 1
f(x) X f(x)
—4—3—2—10/12345678910 3 B 4 p 123\567
_1/

[ ]
@ Aufgabe: Der Graph der Funktion f verlaufe durch die Punkte P, und P,
Welche Aussagen treffen fiir die Funktion f(x) =mx +n zu?

Kreuze an.
P1ef und P2¢f Aussage wahr | falsch
m negativ
P1(2; — 2) und P2(— 1; 4)
P,(1;0) ef

f ist monoton fallend

P1(— 3; — 3) und P2(6; 3)

—

n=-—

m=-—

Wl

P1(—1; 4) und Pz(- 2; 5)
f ist monoton fallend
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