
Reelle Zahlen
Wenn das Zählen sich nicht 

nicht zähmen lässt

KOMPAKT

Mengenlehre
Ordnung 
schaffen

Topologie
Widerspenstige 
Möbiusbänder

UNENDLICH

27.20

LI
DI

IA
 M

O
O

R 
/ G

ET
TY

 IM
AG

ES
 / 

IS
TO

CK
; 

H
IN

TE
RG

RU
N

D:
 M

AT
DE

SI
G

N
24

 / 
G

ET
TY

 IM
AG

ES
 / 

IS
TO

CK
 



CHEFREDAKTEUR: Dr. Daniel Lingenhöhl (v.i.S.d.P.)
REDAKTIONSLEITERIN: Alina Schadwinkel
ART DIRECTOR DIGITAL: Marc Grove
LAYOUT: Oliver Gabriel, Marina Männle
SCHLUSSREDAKTION: Christina Meyberg (Ltg.), 
Sigrid Spies, Katharina Werle
BILDREDAKTION: Alice Krüßmann (Ltg.), Anke Lingg, Gabriela Rabe
PRODUKTMANAGEMENT DIGITAL: Antje Findeklee, 
Dr. Michaela Maya-Mrschtik
VERLAG: Spektrum der Wissenschaft Verlagsgesellschaft mbH,
Tiergartenstr. 15–17, 69121 Heidelberg, Tel. 06221 9126-600,
Fax 06221 9126-751; Amtsgericht Mannheim, HRB 338114,
UStd-Id-Nr. DE229038528
GESCHÄFTSLEITUNG: Markus Bossle
MARKETING UND VERTRIEB: Annette Baumbusch (Ltg.), 
Michaela Knappe (Digital)
LESER- UND BESTELLSERVICE: Helga Emmerich, Sabine Häusser,
Ilona Keith, Tel. 06221 9126-743, E-Mail: service@spektrum.de

BEZUGSPREIS: Einzelausgabe € 4,99 inkl. Umsatzsteuer
ANZEIGEN: Wenn Sie an Anzeigen in unseren Digitalpublikationen
interessiert sind, schreiben Sie bitte eine E-Mail an
anzeigen@spektrum.de.

Sämtliche Nutzungsrechte an dem vorliegenden Werk liegen bei

der Spektrum der Wissenschaft Verlagsgesellschaft mbH. Jegliche

Nutzung des Werks, insbesondere die Vervielfältigung, Verbreitung,

öffentliche Wiedergabe oder öffentliche Zugänglichmachung, ist

ohne die vorherige schriftliche Einwilligung des Verlags unzulässig.

Jegliche unautorisierte Nutzung des Werks berechtigt den Verlag

zum Schadensersatz gegen den oder die jeweiligen Nutzer. Bei jeder

autorisierten (oder gesetzlich gestatteten) Nutzung des Werks ist

die folgende Quellenangabe an branchenüblicher Stelle vorzu-

nehmen: © 2020 (Autor), Spektrum der Wissenschaft Verlagsgesell-

schaft mbH, Heidelberg. Jegliche Nutzung ohne die Quellenangabe

in der vorstehenden Form berechtigt die Spektrum der Wissenschaft

Verlagsgesellschaft mbH zum Schadensersatz gegen den oder die

jeweiligen Nutzer. Für unaufgefordert eingesandte Manuskripte und 

Bücher übernimmt die Redaktion keine Haftung; sie behält sich vor,

Leserbriefe zu kürzen.

Liebe Leserin, lieber Leser,
seit Jahrtausenden fasziniert uns das Konzept der Un-
endlichkeit. Umso erstaunlicher ist es, dass es Mathe-
matikern erst im 19. Jahrhundert gelang, die unvorstell-
baren Größen konsistent in ihre Modelle einzubauen. 
Was sie dabei herausfanden, verwundert noch heute 
viele Menschen: Es gibt nicht nur eine Art von Unend-
lichkeit, sondern unendlich viele! Wie gewöhnliche 
Zahlen lassen sich einige von ihnen ordnen – bei an-
deren ist man sich dagegen nicht einmal sicher, ob sie 
wirklich existieren. Die Welt der Unendlichkeiten steckt 
noch heute voller Rätsel und Überraschungen; einige 
davon möchten wir Ihnen hier vorstellen.

Eine spannende Lektüre wünscht

Manon Bischoff
E-Mail: m.bischoff@spektrum.de

Folgen Sie uns:

EDITORIAL IMPRESSUM

Erscheinungsdatum dieser Ausgabe: 06.07.2020
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 FREISTETTERS FORMELWELT

WENN DAS ZÄHLEN SICH  
NICHT ZÄHMEN LÄSST
 von Florian Freistetter
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Zählen können die meisten 
Kinder schon, bevor sie in die 
Schule gehen. Ab einem ge-
wissen Alter erscheint es uns 
fast intuitiv. Schwierig wird 

es erst dann, wenn wir bemerken, dass 
die Zahlen niemals aufhören! Zu verste-
hen, was wahre Unendlichkeit ist, gelingt 
aber nicht einmal den meisten Erwachse-
nen. Und die Mathematiker, bei denen 
das Zählen quasi zum Beruf  gehört, ha-
ben die Grenzen dieses Konzepts schon 
weit überschritten.

Die natürlichen Zahlen sind noch sim-
pel: 1, 2, 3, 4 und so weiter. Hier weiß je-
der, wie man beim Zählen vorgehen muss. 
Aber wie sieht es mit den rationalen Zah-
len, also den Bruchzahlen aus? Wir kön-
nen uns jede Menge Brüche ausdenken: 
1/2, 3/7, 26/89 oder 432/5329. Aber ihnen 
fehlt die natürliche Ordnung der (nicht 

umsonst so benannten) natürlichen Zah-
len. Auf den ersten Blick lassen sich die 
rationalen Zahlen nicht in eine ordentli-
che und vor allem abzählbare Reihenfol-
ge bringen. Und damit lässt sich auch 
nicht beantworten, ob es unendlich viele 
davon gibt oder vielleicht mehr.

»Mehr als unendlich« klingt nach ei-
nem seltsamen Konzept. Es ist auch sehr 
seltsam, aber trotzdem konnte Georg 
Cantor Ende des 19. Jahrhunderts zeigen, 
dass manche Mengen mehr Elemente 
enthalten, als man mit den natürlichen 
Zahlen abzählen kann. Trifft das auch auf  
die rationalen Zahlen zu? Nein – wie Can-
tor damals als Erster bewies. Eine aktua-
lisierte Version seines Beweises basiert 
auf  dieser Formel:

Sie beschreibt eine Folge natürlicher Zah-
len, die mit 0 und 1 beginnt und deren fol-
gende Werte durch die in der Formel be-
schriebene Rechenvorschrift bestimmt 
werden. Die ersten 20 Zahlen der Folge 

lauten etwa 0, 1, 1, 2, 1, 3, 2, 3, 1, 4, 3, 5, 2, 5, 
3, 4, 1, 5, 4 und 7. Die Zahlen werden mal 
größer, dann wieder kleiner, immer wie-
der taucht die 1 auf, und es ist kein offen-
sichtliches Muster zu sehen.

Wenn man aber etwas genauer auf  die-
se nach dem Mathematiker Moritz Stern 
und dem Uhrmacher Achille Brocot be-
nannte »Stern-Brocot-Folge« schaut, 
wird es plötzlich interessant. Wenn wir 
der Reihe nach jede Zahl der Folge durch 
ihren Nachfolger teilen, erhalten wir eine 
Abfolge rationaler Zahlen: 0/1, 1/1, 1/2, 
2/1, 1/3, 3/2, 2/3, 3/1, 1/4, 4/3 und so weiter. 
Man kann nun zeigen, dass sich in dieser 
Folge alle möglichen Bruchzahlen finden 
lassen. Vor allem findet man in der Stern-
Brocot-Folge jeden Bruch immer nur in 
der einfachsten Form. Wir sehen also den 
Bruch 3/2, aber nicht die identischen Zah-
len 6/4, 9/6 oder 12/8.

Die Stern-Brocot-Folge zeigt uns also, 
dass wir die rationalen Zahlen genau so 
zählen können wie die natürlichen Zah-
len. Wenn wir der Reihe nach alle natürli-
chen Zahlen in die Rechenvorschrift der 

Florian Freistetter ist Astronom, Autor und Wissen-
schaftskabarettist bei den »Science Busters«. »Freistet-
ters Formelwelt« ist seine regelmäßig erscheinende 
Kolumne auf »Spektrum.de«.

Zählen ist einfach – zumindest meistens. Was aber tun, wenn man unendlich viele Objekte vor 
sich hat? Dann muss man kreativ werden, um überhaupt einen Anfangspunkt zu finden.
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Folge einsetzen, erhalten wir am Ende alle 
existierenden rationalen Zahlen. Oder 
anders gesagt: Jeder natürlichen Zahl lässt 
sich genau eine rationale Zahl zuordnen 
und daraus folgt, dass beide Mengen auf  
die gleiche Weise unendlich groß sind.

Wenn wir zu den rationalen Zahlen 
aber auch noch die irrationalen Zahlen 
hinzunehmen, also die, die sich nicht 
durch einen Bruch darstellen lassen, sieht 
die Sache anders aus. Gleich wie sehr man 
sich anstrengt, man findet – wie Georg 
Cantor ebenfalls bewies – keinen Weg, 
diese »reellen Zahlen« irgendwie ver-
nünftig zu ordnen und aufzulisten. Bei 
jedem Versuch dieser Art wird man 
zwangsläufig ein paar Zahlen übersehen 
oder kann neue Zahlen finden, die nicht 
auf  der Liste stehen. Es ist unmöglich, je-
der natürlichen Zahl eine reelle Zahl zu-
zuordnen, so dass keine davon ohne Part-
ner bleibt.

Die reellen Zahlen sind nicht mehr ab-
zählbar. Es gibt »mehr als unendlich« von 
ihnen. Und das ist für Kinder wie Mathe-
matiker gleichermaßen schwer intuitiv 
zu verstehen.� O

(Spektrum – Die Woche, 18/2018)
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MENGENLEHRE

Ordnung in den  
Unendlichkeiten

von Manon Bischoff

Dass unendlich manchmal nicht gleich unendlich ist, 
sondern sogar noch größer, wissen Forscher schon  

lange. Jahrzehntelang rätselten sie aber, wie groß acht 
bestimmte Unendlichkeiten wirklich sind. Nun haben 

drei Mathematiker gezeigt, dass sie sich alle  
unterscheiden – und man sie der Größe  

nach ordnen kann.
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