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Mengenlehre Reelle Zahlen Topologie

Ordnung Wenn das Zahlen sich nicht Widerspenstige
schaffen nicht zéghmen l4sst Mobiusbander
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Manon Bischoff
E-Mail: m.bischoff@spektrum.de

Liebe Leserin, lieber Leser,

seit Jahrtausenden fasziniert uns das Konzept der Un-
endlichkeit. Umso erstaunlicher ist es, dass es Mathe-
matikern erst im 19. Jahrhundert gelang, die unvorstell-
baren Grollen konsistent in ihre Modelle einzubauen.
Was sie dabei herausfanden, verwundert noch heute
viele Menschen: Es gibt nicht nur eine Art von Unend-
lichkeit, sondern unendlich viele! Wie gewohnliche
Zahlen lassen sich einige von ihnen ordnen - bei an-
deren ist man sich dagegen nicht einmal sicher, ob sie
wirklich existieren. Die Welt der Unendlichkeiten steckt
noch heute voller Ratsel und Uberraschungen; einige
davon mochten wir Ihnen hier vorstellen.

Eine spannende Lektlre wunscht
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Zahlen ist einfach — zumindest meistens. Was aber tun, wenn man unendlich viele Objekte vor

sich hat? Dann muss man kreativ werden, um tberhaupt einen Anfangspunkt zu finden.

dhlen konnen die meisten
Kinder schon, bevor sie in die
Schule gehen. Ab einem ge-
wissen Alter erscheint es uns

fast intuitiv. Schwierig wird
es erst dann, wenn wir bemerken, dass
die Zahlen niemals aufhoren! Zu verste-
hen, was wahre Unendlichkeit ist, gelingt
aber nicht einmal den meisten Erwachse-
nen. Und die Mathematiker, bei denen
das Zihlen quasi zum Beruf gehort, ha-
ben die Grenzen dieses Konzepts schon
weit tiberschritten.

Die natiirlichen Zahlen sind noch sim-

pel: 1, 2, 3, 4 und so weiter. Hier weif} je-
der,wie man beim Zihlen vorgehen muss.
Aber wie sieht es mit den rationalen Zah-
len, also den Bruchzahlen aus? Wir kon-
nen uns jede Menge Briiche ausdenken:
1/2, 3/7, 26/89 oder 432/5%29. Aber ihnen
fehlt die natiirliche Ordnung der (nicht

Florian Freistetter ist Astronom, Autor und Wissen-
schaftskabarettist bei den »Science Busters«. »Freistet-
ters Formelwelt« ist seine regelmalig erscheinende
Kolumne auf »Spektrum.de«.

umsonst so benannten) natiirlichen Zah-
len. Auf den ersten Blick lassen sich die
rationalen Zahlen nicht in eine ordentli-

che und vor allem abzdhlbare Reihenfol-
ge bringen. Und damit lasst sich auch
nicht beantworten, ob es unendlich viele
davon gibt oder vielleicht mehr.

»Mehr als unendlich« klingt nach ei-
nem seltsamen Konzept. Es ist auch sehr
seltsam, aber trotzdem konnte Georg
Cantor Ende des 19. Jahrhunderts zeigen,
dass manche Mengen mehr Elemente
enthalten, als man mit den natiirlichen
Zahlen abzdhlen kann. Trifft das auch auf
dierationalen Zahlen zu? Nein - wie Can-

tor damals als Erster bewies. Eine aktua-
lisierte Version seines Beweises basiert
auf dieser Formel:

sg = 0; s1 =1

S9n = Sn; Sn+1 = Sn T+ Sp+1

Sie beschreibt eine Folge natiirlicher Zah-
len, die mit o und 1 beginnt und deren fol-
gende Werte durch die in der Formel be-
schriebene Rechenvorschrift bestimmt
werden. Die ersten 20 Zahlen der Folge

lautenetwao,1,1,2,1,3,2,3,1,4,3%,5,2,5,
3,4,1,5, 4 und 7. Die Zahlen werden mal
grofier, dann wieder kleiner, immer wie-
der taucht die 1 auf, und es ist kein offen-
sichtliches Muster zu sehen.

Wenn man aber etwas genauer auf die-
se nach dem Mathematiker Moritz Stern
und dem Uhrmacher Achille Brocot be-
nannte

»Stern-Brocot-Folge« schaut,

wird es plotzlich interessant. Wenn wir
der Reihe nach jede Zahl der Folge durch
ihren Nachfolger teilen, erhalten wir eine
Abfolge rationaler Zahlen: o/1, 1/1, 1/2,
2/1,1/%,3/2,2/3,3/1,1/4, 4/%und so weiter.
Man kann nun zeigen, dass sich in dieser
Folge alle moglichen Bruchzahlen finden
lassen. Vor allem findet man in der Stern-
Brocot-Folge jeden Bruch immer nur in
der einfachsten Form. Wir sehen also den
Bruch 3/2, aber nicht dieidentischen Zah-
len 6/4, 9/6 oder 12/8.

Die Stern-Brocot-Folge zeigt uns also,
dass wir die rationalen Zahlen genau so
zahlen konnen wie die natiirlichen Zah-
len. Wenn wir der Reihe nach alle natiirli-
chen Zahlen in die Rechenvorschrift der


https://www.spektrum.de/lexikon/mathematik/natuerliche-zahlen/9172
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https://www.spektrum.de/magazin/die-verkannte-schwester-der-fibonacci-folge/1338241

Folge einsetzen, erhalten wir am Ende alle
existierenden rationalen Zahlen. Oder
anders gesagt: Jeder natiirlichen Zahl 13sst
sich genau eine rationale Zahl zuordnen
und daraus folgt, dass beide Mengen auf
die gleiche Weise unendlich grof$ sind.

Wenn wir zu den rationalen Zahlen
aber auch noch die irrationalen Zahlen
hinzunehmen, also die, die sich nicht
durch einen Bruch darstellen lassen, sieht
die Sache anders aus. Gleich wie sehr man
sich anstrengt, man findet — wie Georg
Cantor ebenfalls bewies — keinen Weg,
diese »reellen Zahlen« irgendwie ver-
niinftig zu ordnen und aufzulisten. Bei
jedem Versuch dieser Art wird man
zwangsldufig ein paar Zahlen tibersehen
oder kann neue Zahlen finden, die nicht
auf der Liste stehen. Es ist unmoglich, je-
der natiirlichen Zahl eine reelle Zahl zu-
zuordnen, so dass keine davon ohne Part-
ner bleibt.

Die reellen Zahlen sind nicht mehr ab-
zdhlbar. Es gibt »mehr alsunendlich« von
ihnen. Und das ist fiir Kinder wie Mathe-
matiker gleichermafien schwer intuitiv
zu verstehen. o)

(Spektrum - Die Woche, 18/2018)
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