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Vorwort

Sie halten ein Lehrbuch über Elektrizität und Magnetismus in den Händen, das für
Studenten vor dem ersten bzw. zweiten Abschluss (Bachelor oder Vordiplom bzw.
Master oder Diplom) konzipiert ist. Es kann problemlos im Verlauf von zwei Semes-
tern behandelt werden, eventuell bleibt dabei sogar noch Raum für besondere The-
men (z. B. Gleichstromkreis, numerische Methoden, Plasmaphysik, Übertragungslei-
tungen, Antennentheorie usw.) Eine einsemestrige Vorlesung kann ohne Weiteres
nach Kapitel 7 aufhören. Anders als beispielsweise die Bücher zur Quantenmechanik
oder Statistischen Physik (um nur zwei Gebiete zu nennen) weisen die Lehrbücher
über Elektrodynamik verhältnismäßig große Ähnlichkeit auf, denn die zu behandeln-
den Themen und sogar ihre Reihenfolge sind kaum umstritten. Die Lehrbücher wei-
chen daher nur im Stil und Tonfall voneinander ab. Mein Ansatz ist vermutlich weni-
ger formal als derjenige der meisten anderen. Meiner Meinung nach werden schwie-
rige Gedanken dadurch interessanter dargestellt und sind leichter zu begreifen.

In dieser vierten Auflage habe ich zugunsten der Klarheit und Lesbarkeit zahlreiche
geringfügige Änderungen vorgenommen. An einigen Stellen habe ich gröbere Fehler
korrigiert. Eine Reihe von Aufgaben und Beispielen habe ich hinzugefügt (und einige
weniger wirkungsvolle entfernt). Darüber hinaus habe ich mehr Verweise auf die ver-
fügbare Literatur eingefügt (insbesondere auf das American Journal of Physics). Mir
ist allerdings wohl bewusst, dass viele Leser weder die Zeit noch das Interesse daran
haben werden, diese Quellen zu Rate zu ziehen. Dennoch bin ich der Ansicht, dass
sich das lohnt – und sei es nur, um hervorzuheben, dass die Elektrodynamik, trotz
ihres hohen Alters, sehr lebendig ist und immer noch faszinierende neue Entde-
ckungen gemacht werden. Ich hoffe, dass die eine oder andere Aufgabe Ihre Neugier
wecken wird und Sie dazu veranlasst, die Originalliteratur nachzulesen – bei einigen
von ihnen handelt es sich um wahre Juwelen.

Ich habe drei ungewöhnliche Notationen beibehalten:

Die kartesischen Einheitsvektoren werden mit Ox, Oy und Oz bezeichnet. Generell
erben alle Einheitsvektoren den Buchstaben der entsprechenden Koordinate.

In zylindrischen Koordinaten wird der Abstand von der z-Achse mit s bezeichnet,
um eine Verwechslung mit r zu vermeiden, dem Abstand vom Ursprung und der
Radialkoordinate in Kugelkoordinaten.

Der Schreibschriftbuchstabe r bezeichnet den Vektor von einem Quellpunkt r0 zu
einem Feldpunkt r (siehe Abbildung). Manche Autoren ziehen den expliziteren
Ausdruck .r � r0/ vor. Das macht aber viele Gleichungen unhandlich und lenkt
vom Wesentlichen ab, insbesondere wenn der Einheitsvektor Or vorkommt. Mir ist
klar, dass ahnungslose Leser geneigt sein werden, r als r zu interpretieren – das
vereinfacht sicherlich die Integrale. Merken Sie sich daher: r � .r� r0/, was nicht
dasselbe ist wie r. Ich denke, dass das eine gute Notation ist, die man allerdings
sorgfältig anwenden muss.1

1 In MS Word ist r im „Kaufmann-Font“, der allerdings sehr schwer in TEX zu installieren
ist. TEX-Nutzer können von meiner Website ein ziemlich gutes Faksimile herunterladen.
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x
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Feldpunkt

Wie in den früheren Auflagen unterscheide ich zwischen zwei Arten von Aufgaben.
Einige spielen eine besondere pädagogische Rolle und sollten sofort bearbeitet wer-
den, nachdem Sie den entsprechenden Abschnitt gelesen haben. Ich habe diese Auf-
gaben innerhalb eines Kapitels an geeigneten Stellen untergebracht. (In einigen weni-
gen Fällen, die in der Randspalte durch ein fettes Punktsymbol gekennzeichnet (•)
sind, wird die Lösung der Aufgabe im folgenden Text benötigt.) Längere Aufgaben
oder solche von allgemeiner Natur sind am Ende jedes Kapitels zu finden. In meinen
Vorlesungen behandle ich einige dieser Aufgaben, andere stelle ich als Übungsaufga-
ben. Außergewöhnlich anspruchsvolle Aufgaben werden durch ein Ausrufezeichen
(!) am Rand gekennzeichnet. Viele Leser haben darum gebeten, die Lösungen zu den
Aufgaben am Ende des Buches anzugeben. Unglücklicherweise sind etwa genauso
viele entschieden dagegen. Als Kompromiss habe ich bei besonders geeigneten Auf-
gaben auch die Antworten angegeben. Ein (englischsprachiges) Buch, das alle Lösun-
gen enthält, ist (für Dozenten) beim Verlag erhältlich.

Es gibt so viele Kollegen, die hilfreiche Anmerkungen zu diesem Buch gemacht
haben, dass ich sie nicht alle nennen kann. Ich möchte dennoch den folgenden
Menschen für Vorschläge danken, die besonders diese vierte Auflage vorangebracht
haben: Burton Brody (Bard), Catherine Crouch (Swarthmore), Joel Franklin (Reed),
Ted Jacobson (Maryland), Don Koks (Adelaide), Charles Lane (Berry), Kirk McDo-
nald2 (Princeton), Jim McTavish (Liverpool), Rich Saenz (Cal Poly), Darrel Schroe-
ter (Reed), Herschel Snodgrass (Lewis and Clark) und Larry Tankersley (Naval Aca-
demy). Praktisch alles, was ich über Elektrodynamik weiß – insbesondere über die
Didaktik der Elektrodynamik – verdanke ich Edward Purcell.

David J. Griffiths

2 Kirks Website, http://www.hep.princeton.edu/~mcdonald/examples/, ist eine fantastische
Quelle mit pfiffigen Erklärungen, raffinierten Aufgaben und nützlichen Literaturhinweisen.
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Vorbemerkungen

Was ist Elektrodynamik, und wie passt sie in den
allgemeinen Aufbau der Physik?

Die vier Bereiche der Mechanik

Im folgenden Diagramm habe ich die vier großen Bereiche der Mechanik skizziert:

Klassische Mechanik Quantenmechanik
(Newton) (Bohr, Heisenberg, Schrödinger et al.)

Spezielle Relativitätstheorie Quantenfeldtheorie
(Einstein) (Dirac, Pauli, Feynman, Schwinger et al.)

Die Newton’sche Mechanik ist zwar für den „Alltag“ ganz brauchbar, wird aber
für Objekte, die sich mit hoher Geschwindigkeit (nahezu Lichtgeschwindigkeit) be-
wegen, fehlerhaft und muss durch die (1905 von Einstein eingeführte) Spezielle
Relativitätstheorie ersetzt werden. Bei sehr kleinen Objekten (etwa von atomaren
Ausdehnungen) ist die Mechanik aus verschiedenen Gründen nicht anwendbar und
wird durch die Quantenmechanik ersetzt (die in den 1920er Jahren überwiegend von
Bohr, Schrödinger, Heisenberg und vielen anderen entwickelt wurde). Für Objekte,
die sowohl sehr schnell als auch sehr klein sind (wie in der modernen Teilchenphy-
sik), wird eine Mechanik benötigt, welche die Relativitätstheorie mit den Prinzipien
der Quantenphysik vereint. Diese relativistische Quantenmechanik wird als Quan-
tenfeldtheorie bezeichnet und entstand in den 1930er und 1940er Jahren. Dennoch
bildet sie auch heute noch kein völlig zufriedenstellendes System. Mit Ausnahme
des letzten Kapitels bewegen wir uns in diesem Buch ausschließlich in dem Gebiet
der klassischen Mechanik, obwohl sich die Elektrodynamik äußerst einfach auf die
drei anderen Bereiche erweitern lässt. (Tatsächlich ist die Theorie in den meisten
Fällen automatisch mit der Speziellen Relativitätstheorie konsistent, die sie, histo-
risch gesehen, auch inspiriert hat.)

Vier Kräfte

Die Mechanik sagt uns, wie sich ein System verhält, wenn es einer gegebenen Kraft
ausgesetzt ist. Die (heutige) Physik kennt lediglich vier grundlegende Kräfte der Phy-
sik, die ich hier in der Reihenfolge abfallender Stärke wiedergebe:

1. Starke Kraft

2. Elektromagnetische Kraft

3. Schwache Kraft

4. Gravitationskraft
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Vielleicht überrascht Sie die Kürze dieser Liste. Wo bleibt die Reibung? Wo ist die
„Normalkraft“, die Sie davon abhält, durch den Boden zu fallen? Was ist mit den
chemischen Kräften, welche die Moleküle zusammenhalten? Wo wirkt die Stoßkraft
zwischen zwei kollidierenden Billardbällen? Die Antwort: Alle diese Kräfte sind
elektromagnetischer Natur. Wir übertreiben keineswegs, wenn wir behaupten, dass
wir uns in einer elektromagnetischen Welt befinden, denn praktisch jede Kraft, der
wir im Alltag begegnen (mit Ausnahme der Gravitation), beruht auf dem Elektro-
magnetismus.

Die starke Kraft, die Protonen und Neutronen im Innern eines Atomkerns zusam-
menhält, besitzt extrem kurze Reichweite, daher „spüren“ wir sie nicht, obwohl
sie hundert Mal stärker ist als die elektromagnetische Kraft. Die schwache Kraft,
die für bestimmte Formen des radioaktiven Zerfalls verantwortlich ist, besitzt nicht
nur geringe Reichweite, sie ist zudem viel schwächer als die elektromagnetische
Kraft. Die Gravitation ist schließlich so unglaublich schwach (im Vergleich zu den
anderen), dass wir sie überhaupt nur durch unglaublich große Massenansammlun-
gen (wie die Erde oder die Sonne) wahrnehmen können. Die elektrische Abstoßung
zwischen zwei Atomen ist 1042-mal stärker als deren gravitative Anziehung. Wür-
den Atome durch die Gravitation (anstelle der elektrischen Kraft) zusammengehal-
ten, wäre ein einzelnes Wasserstoffatom größer als das gesamte bekannte Univer-
sum.

Elektromagnetische Kräfte sind nicht nur die mit Abstand stärksten Kräfte im All-
tag, sie sind derzeit auch die einzigen Kräfte, die vollständig verstanden sind. Es
gibt natürlich eine klassische Theorie der Gravitation (das Newton’sche Gravitations-
gesetz) sowie eine relativistische Gravitationstheorie (die Einstein’sche Allgemeine
Relativitätstheorie), allerdings wurde bis heute keine völlig zufriedenstellende quan-
tenmechanische Gravitationstheorie aufgestellt (obwohl viele Menschen daran arbei-
ten). Derzeit gibt es eine sehr erfolgreiche (aber umständliche) Theorie der schwa-
chen Wechselwirkungen und einen äußerst attraktiven Kandidaten für die starken
Wechselwirkungen (die sogenannte Chromodynamik). Alle diese Theorien werden
von der Elektrodynamik angeregt, dennoch wird derzeit keine von ihnen durch Expe-
rimente abschließend bestätigt. Die Elektrodynamik, eine wunderbar vollständige
und erfolgreiche Theorie, bildet daher eine Art Paradigma für Physiker: ein ideales
Modell, dem andere Theorien nachzueifern versuchen.

Die Gesetze der klassischen Elektrodynamik wurden stückchenweise von Franklin,
Coulomb, Ampère, Faraday und anderen entwickelt. Eine Person jedoch schloss
diese Arbeiten ab und goss sie in die kompakte und konsistente Form, die sie heute
besitzt: James Clerk Maxwell. Seine Theorie ist mittlerweile über hundert Jahre alt.

Die Vereinheitlichung physikalischer Theorien

Zu Beginn waren Elektrizität und Magnetismus völlig unterschiedliche Dinge. Das
eine befasste sich mit Glasstäben und Katzenfellen, Kugeln aus Holundermark, Bat-
terien, Strömen, Elektrolyse und Blitzen. Das andere behandelte Stabmagnete, Eisen-
kerne, Kompassnadeln und den Nordpol. Doch 1820 stellte Ørsted fest, dass elek-
trische Ströme in der Lage sind, eine magnetische Kompassnadel abzulenken. Bald
danach postulierte Ampère zu Recht, dass alle magnetischen Phänomene auf bewegte
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elektrische Ladungen zurückgeführt werden können. 1831 schließlich entdeckte
Faraday, dass durch einen bewegten Magneten ein elektrischer Strom hervorgeru-
fen wird. Als Maxwell und Lorentz die letzten Elemente der Theorie formulierten,
waren Elektrizität und Magnetismus unentwirrbar miteinander verflochten. Sie wur-
den nicht länger als unabhängige Gebiete gewertet, sondern als zwei Aspekte eines
einzigen Themas: als Elektromagnetismus.

Faraday hatte vermutet, dass auch Licht elektrischer Natur ist. Die Maxwell’sche
Theorie lieferte die spektakuläre Rechtfertigung für diese Hypothese, sodass bald dar-
auf die Optik – die Untersuchung von Linsen, Spiegeln, Prismen, Interferenzen und
Beugung – in den Elektromagnetismus eingegliedert wurde. Hertz, der 1888 die ent-
scheidende experimentelle Bestätigung der Maxwell’schen Theorie lieferte, formu-
lierte dies folgendermaßen: „Die Verbindung zwischen Licht und Elektrizität . . . ist
hergestellt . . . In jeder Flamme, in jedem leuchtenden Atome sehen wir einen elektri-
schen Prozeß . . . So verbreitet sich das Gebiet der Elektrizität über die gesamte Natur.
Es rückt auch uns selbst näher, wir erfahren, dass wir in Wahrheit ein elektrisches
Organ haben, das Auge.“1 Bis 1900 waren drei große Bereiche der Physik – die Elek-
trizität, der Magnetismus und die Optik – zu einer einzigen vereinheitlichten Theorie
verschmolzen. (Bald wurde auch deutlich, dass das sichtbare Licht nur ein winziges
„Fenster“ im breiten Spektrum der elektromagnetischen Strahlung darstellt, das sich
vom Radiobereich über Mikrowellen, Infrarot und Ultraviolett bis zum Röntgen- und
Gammabereich erstreckt.)

Einstein hatte die Vorstellung einer weiteren Vereinigung, die Gravitation und Elek-
trodynamik auf dieselbe Weise miteinander verschmelzen sollte, wie ein Jahrhun-
dert zuvor Elektrizität und Magnetismus miteinander kombiniert worden waren.
Seine vereinheitlichte Feldtheorie war allerdings nicht besonders erfolgreich. In den
letzten Jahrzehnten war derselbe Anstoß aber der Keim für eine Hierarchie immer
anspruchsvollerer (und spekulativerer) Vereinheitlichungsschemata. Den Anfang
machte 1960 die elektroschwache Theorie von Glashow, Weinberg und Salam (wel-
che die schwache und die elektromagnetische Kraft miteinander vereinigte) und
gipfelte in den 1980er Jahren in der Superstring-Theorie (die nach Aussage ihrer
Befürworter alle vier Kräfte zu einer einzigen „Theory of Everything“ vereinigt). Auf
jeder Ebene dieser Hierarchie erhöhen sich die mathematischen Schwierigkeiten,
und die Kluft zwischen inspirierter Vermutung und experimenteller Überprüfung
wird immer größer. Dennoch bildet die Vereinigung von Kräften, die durch die Elek-
trodynamik in Gang gesetzt wurde, heute eine der bedeutendsten Quellen des phy-
sikalischen Fortschritts.

Die Feldformulierung der Elektrodynamik

Das grundlegende Problem, das eine Theorie des Elektromagnetismus zu lösen hofft,
lautet: Ich halte hier einige elektrische Ladungen (und schüttle sie vielleicht durch-
einander) – was geschieht dann dort drüben mit einer anderen Ladung? Die klas-

1 Heinrich Hertz, Über sehr schnelle elektrische Schwingungen: Vier Arbeiten (1887–1889)
von Heinrich Hertz. Hrsg. von Hans Wußling. Einl. und Anm. von Gust. Hertz. – 2. Aufl.
Reprint der Ausg. Leipzig. Akad. Verl. Ges. Geest und Portig. 1971. Thun; Frankfurt am
Main: Deutsch. 1996 (Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften Bd. 251)
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sische Lösung hat die Form einer Feldtheorie: Wir sagen, dass der Raum um eine
elektrische Ladung von elektrischen und magnetischen Feldern durchsetzt ist (sozu-
sagen der elektromagnetische „Geruch“, welcher der Ladung entströmt). Eine zweite
Ladung erfährt in Anwesenheit dieser Felder eine Kraft. Die Felder übertragen dem-
nach den Einfluss einer Ladung auf die andere – sie vermitteln also die Wechsel-
wirkung.

Wird eine Ladung beschleunigt, „löst“ sich sozusagen ein Teil des Felds davon ab
und entfernt sich mit Lichtgeschwindigkeit, wobei es Energie, Impuls und Dreh-
moment mit sich trägt. Wir bezeichnen dies als elektromagnetische Strahlung. Ihre
Existenz lädt uns dazu ein (ja sie zwingt uns geradezu), das Feld als unabhängige
eigenständige dynamische Entität zu betrachten, die ebenso real ist wie Atome oder
Tennisbälle. Unser Interesse verschiebt sich daher von der Untersuchung der zwi-
schen Ladungen herrschenden Kräfte zur Theorie der Felder selbst. Dennoch ist eine
Ladung notwendig, um ein elektromagnetisches Feld zu erzeugen, und eine andere
Ladung wird benötigt, um ein Feld nachzuweisen. Daher beginnen wir am besten mit
einem Überblick über die wesentlichen Eigenschaften elektrischer Ladungen.

Elektrische Ladung

1. Ladung tritt in zwei Formen auf, die wir als „positiv“ („Plus“) und „negativ“
(„Minus“) bezeichnen, weil sich ihre Effekte gegenseitig aufheben. (Wenn am
selben PunktCq und�q vorliegen, ist dies elektrisch genauso, als wäre gar keine
Ladung vorhanden.) Dies scheint zu offensichtlich, als dass es einen Kommentar
verdiente, aber Sie sollten einmal über andere Möglichkeiten nachdenken: Was,
wenn es acht oder zehn verschiedene Ladungssorten gäbe? (In der Chromody-
namik gibt es tatsächlich drei unterschiedliche Größen, die jeweils positiv oder
negativ sind und der elektrischen Ladung entsprechen.) Oder was wäre, wenn
sich die beiden Ladungsarten nicht gegenseitig aufheben würden? Es ist doch
außergewöhnlich, dass positive und negative Ladungen in gewöhnlicher Mate-
rie mit unglaublicher Genauigkeit in exakt denselben Mengen vorliegen, sodass
ihre Effekte sich fast vollständig aufheben. Wäre dies nicht der Fall, wären wir
enormen Kräften ausgesetzt: Gäbe es beispielsweise in einer Kartoffel nur ein
winziges Ungleichgewicht von einem 1010-tel, würde sie eine gewaltige Explo-
sion auslösen.

2. Ladung bleibt erhalten: Sie kann nicht erzeugt oder zerstört werden – die La-
dung, die jetzt existiert, hat es schon immer gegeben. (Eine positive Ladung
kann eine negative „auslöschen“, sie kann aber nicht von selbst verschwin-
den – irgendetwas muss diese elektrische Ladung ausgleichen.) Die Gesamtla-
dung des Universums ist daher ein für alle Mal festgelegt. Dies wird als globale
Ladungserhaltung bezeichnet. Ich kann dies sogar noch viel enger formulieren:
Aufgrund der globalen Ladungserhaltung könnte eine Ladung in Hamburg ver-
schwinden und in München sofort wieder auftauchen (was das „Gesamt“ nicht
verändern würde), obwohl wir wissen, dass dies nicht vorkommt. Wenn die
Ladung zuerst in Hamburg war und sich nach München bewegt hat, muss sie auf
einem ununterbrochenen Weg von einem Ort zum anderen gelangt sein. Dies
wird als lokale Ladungserhaltung bezeichnet. Später werden wir noch sehen,
wie wir ein genaues mathematisches Gesetz formulieren können, das die lokale
Ladungserhaltung beschreibt – es wird als Kontinuitätsgleichung bezeichnet.
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3. Ladung ist quantisiert. Obwohl es in der klassischen Elektrodynamik keine
Gründe dafür gibt, treten elektrische Ladungen immer nur in diskreten Por-
tionen auf – ganzzahlige Vielfache der Elementarladung. Bezeichnen wir die
Ladung des Protons mit Ce, dann trägt das Elektron die Ladung �e, das Neu-
tron hat die Ladung Null, die Pi-Mesonen Ce, 0 und �e, der Kohlenstoffkern
C6 e usw. Es gibt jedoch niemals Ladungen wie 7‚392 e oder 1=2 e.2 Die Basis-
einheit der Ladung ist extrem klein. In der Praxis kann die Quantisierung daher
fast immer ignoriert werden. Auch Wasser besteht „in Wirklichkeit“ aus kleinen
Teilchen (Molekülen). Wenn wir uns jedoch mit hinreichend großen Mengen
davon befassen, können wir es als kontinuierliche Flüssigkeit auffassen. Dies
entspricht sogar Maxwells eigener Sichtweise, der noch keine Ahnung von Elek-
tronen und Protonen hatte. Er betrachtete Ladung vermutlich als eine Art von
„Sirup“, die in beliebige Portionen aufgeteilt und nach Belieben verschmiert
werden konnte.

Einheiten

Die Elektrodynamik leidet unter einer Reihe unterschiedlicher Einheitensysteme,
die es Physikern bisweilen schwer machen, sich miteinander auszutauschen. Das
Problem ist noch weit schlimmer als in der Mechanik, in der gewisse Neanderta-
ler immer noch Einheiten wie Pfund und Zoll verwenden. In der Mechanik haben
die Formeln wenigstens das gleiche Aussehen, egal welche Einheiten zur Messung
der Größen verwendet werden. Das zweite Newton’sche Gesetz lautet immer F D ma,
egal ob Zoll-Pfund-Sekunde, Kilogramm-Meter-Sekunde oder etwas anderes verwen-
det wird. Im Elektromagnetismus ist das nicht mehr der Fall. Hier kann das Cou-
lomb’sche Gesetz unterschiedliche Formen annehmen, etwa

q1q2

r2
Or (Gauß) oder

1
4�"0

q1q2

r2
Or (SI) oder

1
4�

q1q2

r2
Or (HL)

Unter den am meisten verbreiteten Systemen sind die beiden beliebtesten das
Gauß’sche System (mit den Basiseinheiten Zentimeter, Gramm, Sekunde, daher auch
als cgs-System bezeichnet) und das SI-System (mit den Basiseinheiten Meter, Kilo-
gramm, Sekunden, mks-System). Teilchenphysiker bevorzugen ein drittes System:
das Heaviside-Lorentz-System (wie das Gauß’sche System ein cgs-System, allerdings
mit einigen anderen Umrechnungsfaktoren). Obwohl Gauß’sche Einheiten einige be-
sondere theoretische Vorteile mit sich bringen, scheinen viele Dozenten für Anfänger-
vorlesungen das SI-System zu bevorzugen3, meiner Vermutung nach, weil darin die
aus dem Alltag gewohnten Einheiten (Volt, Ampere und Watt) enthalten sind. In
diesem Buch habe ich daher SI-Einheiten verwendet. Anhang C enthält ein „Wörter-
buch“, mit dessen Hilfe die wichtigsten Ergebnisse in das Gauß’sche System übertra-
gen werden können.

2 Genau genommen werden Protonen und Neutronen aus drei Quarks gebildet, die gebro-
chene Ladungen (˙2=3 e und ˙1=3 e) tragen. In der Natur scheinen jedoch keine freien
Quarks aufzutreten. Ihre Existenz beeinflusst keineswegs die Tatsache, dass Ladungen quan-
tisiert sind. Es verkleinert nur den Wert der Basiseinheit.

3 In Deutschland sind die SI-Einheiten als gesetzliche Einheiten für den amtlichen und
geschäftlichen Verkehr eingeführt.
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Vorwort zur deutschen Ausgabe

Von den vier fundamentalen Wechselwirkungen spielen in unserer Alltagswelt ledig-
lich zwei eine Rolle: die Gravitation und die elektromagnetische Wechselwirkung. Bei-
de machen sich Menschen in zahllosen Situationen zunutze; eine besondere Rolle in
unserer technisierten Welt spielen die Phänomene von Elektrizität und Magnetismus,
deren Verständnis daher nicht nur in der Physik, sondern auch in weiten Bereichen
deranderenNaturwissenschaftenundauchIngenieurswissenschaftenunerlässlichist.
Der überwältigenden Vielfalt von Phänomenen und Anwendungen des Elektromagne-
tismus steht ein extrem kompakter theoretischer Kern in Form der vier Maxwell’schen
Gleichungen gegenüber, und ein wesentliches Ziel einer Vorlesung über Elektroma-
gnetismus sollte es sein, den Studierenden nicht nur die Grundlagen zu vermitteln,
sondern auch die ersten Schritte in der Vielfalt der Anwendungen zu ermöglichen.

Diese Aufgabe löst das Standardwerk von David Griffiths, das sich vor allem an den
studentischen Hörerkreis wendet, wie er sich in einer ersten theorieorientierten Vor-
lesung zur Elektrodynamik findet. In diesem Zusammenhang kann dieses Buch auch
als Grundlage einer einsemestrigen Vorlesung dienen; wegen der gründlichen mathe-
matischen Grundlegung und der sehr detaillierten Erklärungen eignet sich das Werk
auch zum Selbststudium und für Studenten angrenzender Fächer sehr gut. In der
mittlerweile nun vierten vollständig überarbeitetenden Auflage wurden viele Details
noch klarer und pädagogischer gestaltet; zahlreiche neue spannende Übungsaufga-
ben sind hinzugekommen oder ersetzen frühere „Routineaufgaben“.

Zum Abschluss eine kleine typographische Anmerkung: Im englischsprachigen Ori-
ginal verwendet Griffiths zur Bezeichnung von Vektoren durchgehend Buchstaben
im Fettdruck. In der deutschsprachigen Literatur werden gerne auch kursive Buch-
staben im Fettdruck zur Bezeichnung von Vektoren verwendet. Es wurde jedoch
die ursprüngliche Darstellung beibehalten, da sie lesbarer erschien sowie mit den
Gebräuchen der meisten physikalischen Fachzeitschriften übereinstimmt.

Zum Buch

Inhalt

Im Kapitel 1 werden die Grundlagen der Vektoranalysis vorgestellt: Gradient, Diver-
genz, Rotation sowie die damit verbundenen Sätze der Analysis; ferner befasst es sich
mit krummlinigen Koordinatensystemen und der Dirac’schen Deltafunktion. Jeder
Leser sollte mit diesen Werkzeugen sicher umgehen können, bevor er sich an den
Rest des Buches macht.

In Kapitel 2 werden mittels des Feld- und des Potentialbegriffs die von statischen
Ladungen ausgeübten Kräfte untersucht sowie der Arbeitsbegriff in der Elektrostatik
eingeführt. Die auftretenden mathematischen Probleme können in der Praxis sehr
oft mit den in Kapitel 3 eingeführten Methoden (Spiegelladungen, Separation der
Variablen, Multipolentwicklung) gelöst werden.
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Kapitel 4: In der Regel kennen wir die mikroskopische Ladungsverteilung in Materie
nicht. Man kann jedoch phänomenologisch auch ohne Kenntnis der Details unter
Verwendung des Konzepts der Polarisation eine Theorie der elektrischen Felder in
Materie entwickeln.

Der Elektrostatik entspricht eine Magnetostatik, bei der die Magnetfelder, wie in
Kapitel 5 beschrieben, in oft verblüffender Analogie zur Elektrostatik auf stationäre,
d. h. zeitlich nicht veränderliche Ströme zurückgeführt werden können. Analog zur
Elektrostatik wird diese mikroskopische Theorie dann in Kapitel 6 phänomenolo-
gisch auf Magnetfelder in Materie ausgedehnt.

Bis zu diesem Punkt werden im Buch ausschließlich statische Phänomene behandelt.
Elektrodynamik ist aber, wie schon der Name andeutet, nicht ohne eine Betrachtung
zeitabhängiger Phänomene vollständig. Dies ist das Thema von Kapitel 7. Ausgehend
von einer Theorie der Batterie und der Faraday’schen Induktion werden die vier
Maxwell’schen Gleichungen vollständig dargelegt. Die Maxwellschen Gleichungen
werden dann in Kapitel 8 mit den zentralen Erhaltungsgrößen Energie und Impuls
durch gegenüber der Mechanik verallgemeinerten Erhaltungssätzen und der Einfüh-
rung des Maxwellschen Spannungstensors verknüpft.

Im Prinzip ist die Elektrodynamik an dieser Stelle komplett. Im weiteren Verlauf
des Buchs werden verschiedenste Konsequenzen der Grundgleichungen diskutiert,
mathematisch elegantere und transparentere, wenn auch abstraktere Formulierun-
gen der Elektrodynamik präsentiert sowie zu guter Letzt der implizit relativistische
Charakter der Maxwell’schen Gleichungen herausgearbeitet.

So befasst sich Kapitel 9 mit der Theorie elektromagnetischer Wellen, wobei der
Schwerpunkt auf der Theorie der ebenen Wellen (in Vakuum und Materie sowie an
Grenzflächen) und dem technisch wichtigen Spezialfall von Wellenleitern liegt.

In Kapitel 10 werden die im Buch bereits mehrfach angesprochenen, auf Potentialen
beruhenden Zugänge zur Elektrodynamik systematisiert. Dabei spielt der Begriff der
Eichfreiheit eine zentrale Rolle, da er es erlaubt, für viele Probleme eine möglichst
einfache Formulierung zu finden. Angewandt wird der Potentialformalismus dann
auf die Potentiale und daraus resultierenden Felder von kontinuierlichen Ladungs-
verteilungen und Punktladungen.

Kapitel 11 wendet sich dem Phänomen der Strahlung zu, also den von beschleunig-
ten Ladungen erzeugten zeitabhängigen elektromagnetischen Feldern. Dieses weite
Feld wird in zwei seiner wesentlichen Aspekte behandelt, nämlich der Strahlung
eines elektromagnetischen Dipols sowie der Strahlung einer Punktladung.

Ohne darauf angelegt zu sein, war die Elektrodynamik von Anfang an in relativis-
tisch invarianter Form formuliert worden, weist also im Gegensatz zur Mechanik
keine Veränderung aufgrund der speziellen Relativitätstheorie auf. Es ist daher in
manchen Curricula üblich, die Relativitätstheorie in Verbindung mit der Elektrody-
namik zu lehren. In Kapitel 12 werden die Grundlagen der speziellen Relativitäts-
theorie und der relativistischen Mechanik wiederholt und in diesem Zusammenhang
eine explizit relativistische Darstellung der Elektrodynamik gegeben, die in einer
äußerst kompakten tensoriellen Formulierung der Elektrodynamik gipfelt.
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Handhabung des Buches und Materialien zum Buch

Dozierende Vom Umfang her ist der Stoff des Buches im Wesentlichen in einer
einsemestrigen (Theorie-)Vorlesung zur Elektrodynamik zu behandeln, wobei sich je
nach Vorkenntnissen der Studenten und dem Curriculum gewisse Auslassungsmög-
lichkeiten ergeben (etwa bei der Behandlung der speziellen Relativitätstheorie oder
der Vektoranalysis in einer anderen Vorlesung).

Studierende Jedes Kapitel besteht aus einem Wechsel von mathematisch-physika-
lischer Entwicklung, illustrierenden, vollständig ausgearbeiteten Beispielen sowie
dazu passend ausgewählten Aufgaben. Es lohnt sich, die Detailerklärungen des Autors
im Text auch dann gründlich nachzuvollziehen, wenn sie im Moment überflüssig
erscheinen: in der Regel beseitigen sie ein potentielles Missverständnis einige Sei-
ten später! Wie immer, stellt sich das eigentliche Verständnis erst in den Beispielen
und bei selbständiger Behandlung der Aufgaben ein. Jedes Kapitel umfasst am Ende
noch eine reiche Auswahl weiterer Aufgaben, die zum Beispiel eine sehr effiziente
Klausurvorbereitung darstellen könnten. Aufgaben mit einem Punkt stellen Ergeb-
nisse bereit, die später in der Vorlesung verwendet werden; ein Ausrufezeichen mar-
kiert besonders anspruchsvolle Aufgaben. Einige dieser Aufgaben führen direkt in
die aktuelle Forschung und zeigen, dass selbst ein „altes“ Gebiet wie die klassische
Elektrodynamik noch spannende neue Entwicklungen erlebt. Die Lösungen zu den
Aufgaben stehen nach einer kurzen Registrierung auf der Webseite des Buches zum
Herunterladen bereit.

Lösungs-
hinweise

Ulrich Schollwöck, LMU München
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1 VEKTORANALYSIS

1.1 Vektoralgebra

1.1.1 Vektoroperationen

Wenn Sie sich vier Kilometer nach Norden und danach drei Kilometer nach Osten
bewegen (Abbildung 1.1), dann haben Sie zwar sieben Kilometer zurückgelegt, aber
Sie befinden sich trotzdem nicht sieben Kilometer von Ihrem Ausgangspunkt ent-
fernt, sondern nur fünf Kilometer. Wir brauchen eine besondere Rechenweise, um
Größen wie diese zu beschreiben, die ganz offensichtlich nicht auf gewöhnliche
Weise addiert werden können. Der Grund liegt natürlich darin, dass Verschiebun-
gen (gerade Streckenabschnitte, die von einem Punkt zu einem anderen reichen)
sowohl eine Richtung als auch einen Betrag (ihre Länge) besitzen. Beide muss man
berücksichtigen, wenn sie kombiniert werden sollen. Solche Objekte werden als Vek-
toren bezeichnet. Beispiele dafür sind Geschwindigkeit, Beschleunigung, Kraft und
Impuls. Im Gegensatz dazu heißen Größen, die nur einen Betrag aufweisen, Skalare.
Beispiel dafür sind Masse, Ladung, Dichte und Temperatur. Vektoren werde ich fett
darstellen (A, B usw.), während Skalare nur kursiv dargestellt werden. Der Betrag
eines Vektors A wird in der Form jAj oder einfach als A geschrieben. In Diagrammen
werden Vektoren durch Pfeile wiedergegeben, wobei die Länge eines Pfeils propor-
tional zum Wert des Vektors ist und die Pfeilspitze die Richtung angibt. Minus A
(oder �A) ist ein Vektor mit demselben Betrag wie A, der aber in die entgegenge-
setzte Richtung weist (Abbildung 1.2). Beachten Sie, dass Vektoren zwar Betrag und
Richtung besitzen, aber keinen Ursprung. Eine Verschiebung von vier Kilometern
in den Norden von München wird durch denselben Vektor beschrieben wie eine
Verschiebung von vier Kilometern in den Norden von Leipzig (wobei wir natürlich
die Erdkrümmung vernachlässigen). In einem Diagramm können Sie daher Vektoren
nach Belieben verschieben, sofern Sie deren Länge oder Richtung nicht verändern.

3 km

5 km
4

km

Abbildung 1.1

−A
A

Abbildung 1.2

Wir definieren vier Vektoroperationen: die Addition und drei Arten der Multiplika-
tion.

(i) Addition zweier Vektoren. Setzen Sie das Pfeilende von B an die Pfeilspitze
von A. Die Summe A C B ist der Vektor, der vom Pfeilende des Vektors A bis zur
Spitze von B verläuft (Abbildung 1.3). (Durch diese Regel wird der offensichtliche
Weg verallgemeinert, mit dem zwei Verschiebungen kombiniert werden.) Die Addi-
tion ist kommutativ:

AC B D BCA .
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A

A

B

B

(A+B)
(B+A)

Abbildung 1.3

−B

A
(A−B)

Abbildung 1.4

Wenn Sie zuerst 3 Kilometer nach Osten und dann vier Kilometer nach Norden
gehen, gelangen Sie also an denselben Punkt, wie wenn Sie zuerst vier Kilometer
nach Norden und dann drei Kilometer nach Osten gehen. Die Addition ist zudem
assoziativ:

.AC B/C C D AC .BC C/ .

Um einen Vektor zu subtrahieren (Abbildung 1.4), müssen Sie den umgekehrten Vek-
tor addieren:

A � B D AC .�B/ .

(ii) Multiplikation mit einem Skalar. Die Multiplikation eines Vektors mit einem
positiven Skalar a multipliziert den Betrag, verändert aber nicht die Richtung (Abbil-
dung 1.5). (Ist a negativ, wird die Richtung des Vektors umgekehrt.) Die Multiplika-
tion mit einem Skalar ist distributiv:

a.AC B/ D aAC aB .

(iii) Punktprodukt zweier Vektoren. Das Punktprodukt zweier Vektoren wird fol-
gendermaßen definiert:

A � B � AB cos � . (1.1)

Dabei ist � der Winkel zwischen den beiden Vektoren, sofern sie an ihren Pfeilenden
aneinandergefügt werden (Abbildung 1.6). Beachten Sie, dass A � B selbst ein Skalar
ist (daher die häufigere Bezeichnung Skalarprodukt). Das Skalarprodukt ist sowohl
kommutativ,

A � B D B �A ‚

A

2A

Abbildung 1.5
B

A

θ

Abbildung 1.6
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1 VEKTORANALYSIS

als auch distributiv:
A � .BC C/ D A � BCA � C . (1.2)

Geometrisch gesehen ist A � B das A-fache Produkt der Projektion von B auf A (bzw.
das B-fache Produkt der Projektion von A auf B). Verlaufen beide Vektoren parallel,
dann ist A � B D AB. Insbesondere ist für jeden Vektor A

A �A D A2 . (1.3)

Stehen A und B senkrecht aufeinander, dann ist A � B D 0.

Beispiel 1.1: Berechnung des Skalarprodukts

Sei C D A�B (Abbildung 1.7). Berechnen Sie das Skalarprodukt von C mit sich
selbst.

B

CA

θ

Abbildung 1.7

Lösung:
C � C D .A � B/ � .A� B/ D A �A�A � B� B �AC B � B ‚

oder
C2 D A2 C B2 � 2AB cos �

Dies wird als Kosinussatz bezeichnet.

(iv) Kreuzprodukt zweier Vektoren. Das Kreuzprodukt zweier Vektoren wird durch

A � B � AB sin � On (1.4)

definiert, wobei On der Einheitsvektor (ein Vektor der Länge 1) ist, der senkrecht auf
der von A und B gebildeten Ebene steht. (Ich benutze das „Dach“-Zeichen „ O“ zur
Kennzeichnung von Einheitsvektoren.) Selbstverständlich gibt es zwei Richtungen,
die senkrecht auf einer beliebigen Ebene stehen: „aufwärts“ und „abwärts“. Diese
Doppeldeutigkeit wird durch die sogenannte Rechte-Hand-Regel gelöst: Zeigen Sie
mit Daumen in Richtung des ersten Vektors und mit dem Zeigefinger (in Richtung
des kleineren Winkels) zum zweiten Vektor; steht Ihr Mittelfinger senkrecht auf der
Handebene, dann weist er in die Richtung von On. (In Abbildung 1.8 zeigt A � B
in die Seite hinein, B � A zeigt dagegen aus der Seite heraus.) Beachten Sie, dass
A � B wieder ein Vektor ist (man bezeichnet das Kreuzprodukt daher alternativ als
Vektorprodukt). Das Kreuzprodukt ist distributiv

A � .BC C/ D .A � B/C .A � C/ ‚ (1.5)
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1.1 Vektoralgebra

aber nicht kommutativ. Tatsächlich gilt

.B �A/ D � .A � B/ . (1.6)

Geometrisch gesehen bildet der Betrag des Kreuzprodukts, jA � Bj, die Fläche eines
Parallelogramms, das durch A und B gebildet wird (Abbildung 1.8). Sind beide Vek-
toren parallel, dann ist ihr Kreuzprodukt null. Insbesondere gilt für jeden Vektor A

A �A D 0 .

B

A

θ

Abbildung 1.8

� Aufgabe 1.1

Zeigen Sie anhand der Definitionen in den Gleichungen 1.1 und 1.4 sowie den
zugehörigen Diagrammen, dass das Punktprodukt sowie das Kreuzprodukt dis-
tributiv sind, und zwar

a. für drei Vektoren in einer Ebene,

b.! für den allgemeinen Fall.

� Aufgabe 1.2

Ist das Vektorprodukt assoziativ?

.A � B/ � C D? A � .B � C/

Falls ja, führen Sie den Beweis durch. Falls nein, nennen Sie ein Gegenbeispiel.

1.1.2 Vektoralgebra in der Komponentenform

Im vorangegangenen Abschnitt habe ich die vier Vektoroperationen (Addition, ska-
lare Multiplikation, Punktprodukt und Kreuzprodukt) in „abstrakter“ Form definiert,
d. h. ohne Bezug auf irgendein besonderes Koordinatensystem. In der Praxis ist es oft
einfacher, die kartesischen Koordinaten x, y, z zu benutzen und mit „Vektorkompo-
nenten“ zu arbeiten. Wir bezeichnen mit Ox, Oy und Oz die Einheitsvektoren parallel
zur x-, y- bzw. z-Achse (Abbildung 1.9a). Ein beliebiger Vektor kann anhand dieser
Basisvektoren dargestellt werden (Abbildung 1.9b):

A D Ax OxCAy OyCAz Oz .
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x

y

z
x

y

z

x

Ax x

Ayy

Azz

y

z

a b
Abbildung 1.9

Die Zahlen Ax, Ay und Az werden als Komponenten von A bezeichnet. Geometrisch
gesehen sind sie die Projektionen von A auf die drei Koordinatenachsen. Wir können
nun jede der vier Vektoroperationen umformulieren und erhalten so die Regeln für
das Rechnen mit den Komponenten:

AC B D �Ax OxCAy OyCAz Oz
�C �Bx OxC By OyC Bz Oz

�
D .Ax C Bx/ OxC

�
Ay C By

� OyC .Az C Bz/ Oz . (1.7)

Regel 1: Vektoren werden addiert, indem die zusammengehörigen Komponenten
addiert werden.

aA D .aAx/ OxC
�
aAy

� OyC .aAz/ Oz . (1.8)

Regel 2: Zur Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar wird jede Kompo-
nente mit dem Skalar multipliziert.

Weil Ox, Oy und Oz aufeinander senkrecht stehende Einheitsvektoren sind, gilt

Ox � Ox D Oy � Oy D Oz � Oz D 1 ‚ Ox � Oy D Ox � Oz D Oy � Oz D 0 . (1.9)

Entsprechend ist

A � B D �Ax OxCAy OyCAz Oz
� � �Bx OxC By OyC Bz Oz

�
D AxBx CAyBy CAzBz . (1.10)

Regel 3: Zur Berechnung des Skalarprodukts werden die zusammengehörigen
Komponenten multipliziert und die Produkte addiert.

Insbesondere ist
A �A D A2

x CA2
y CA2

z

und daher
A D

q
A2

x CA2
y CA2

z . (1.11)
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1.1 Vektoralgebra

(Wenn Sie so wollen, ist das die dreidimensionale Erweiterung des Lehrsatzes des
Pythagoras.) Beachten Sie, dass das Skalarprodukt von A mit irgendeinem Einheits-
vektor die Komponente von A in die Richtung des Einheitsvektors bedeutet (also ist
A � Ox D Ax, A � Oy D Ay und A � Oz D Az/.

Auf ähnliche Weise erhalten wir1

Ox � Ox D Oy � Oy D Oz � Oz D 0 ‚

Ox � Oy D �Oy � Ox D Oz ‚

Oy � Oz D �Oz � Oy D Ox ‚

Oz � Ox D �Ox � Oz D Oy . (1.12)

Daher gilt weiterhin

A � B D �Ax OxCAy OyCAz Oz
� � �Bx OxC By OyC Bz Oz

�
D �AyBz �AzBy

� OxC .AzBx �AxBz/ OyC
�
AxBy �AyBx

� Oz . (1.13)

Dieser komplizierte Ausdruck kann viel einfacher durch eine Determinante ausge-
drückt werden:

A � B D
ˇ̌̌
ˇ̌
ˇ
Ox Oy Oz

Ax Ay Az
Bx By Bz

ˇ̌̌
ˇ̌
ˇ . (1.14)

Regel 4: Zur Berechnung des Vektorprodukts bilden wir die Determinante einer
Matrix, deren erste Zeile durch Ox, Oy und Oz, deren zweite Zeile durch A (in Kom-
ponentenform) und deren dritte Zeile durch B gegeben ist.

Beispiel 1.2: Winkelbestimmung mit dem
Skalarprodukt

Bestimmen Sie den Winkel zwischen den Flächendiagonalen eines Würfels.

x

y

z

θ
A

B

(0, 0, 1)

(0, 1, 0)

(1, 0, 0)
Abbildung 1.10

1 Die Vorzeichen gelten hier für ein rechtshändiges Koordinatensystem (dessen x-Achse aus
der Seitenebene heraus reicht, die y-Achse zeigt nach rechts und die z-Achse zeigt zur obe-
ren Seitenkante). In einem linkshändigen Koordinatensystem (dessen z-Achse nach unten
zeigt), sind die Vorzeichen umgekehrt: Ox � Oy D �Oz usw. Wir werden ausschließlich rechts-
händige Koordinatensysteme verwenden.
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1 VEKTORANALYSIS

Beispiel 1.2 (Fortsetzung)

Lösung:

Wir können ohne Weiteres einen Würfel der Kantenlänge 1 benutzen, den wir,
wie in Abbildung 1.10 gezeigt, so ausrichten, dass sich eine seiner Ecken im
Ursprung befindet. Die Flächendiagonalen A und B sind dann

A D 1 OxC 0 OyC 1Oz I B D 0 OxC 1 OyC 1Oz

In Komponentenform lautet das Skalarprodukt

A � B D 1 � 0C 0 � 1C 1 � 1 D 1 .

Die „abstraktere“ (also koordinatenfreie) Darstellung lautete dagegen

A � B D AB cos � D p2
p

2 cos � D 2 cos � .

Daraus folgt
cos � D 1=2 oder � D 60ı .

Natürlich können Sie die Antwort auch leichter erhalten, indem Sie auf der
Oberseite des Würfels eine Diagonale einzeichnen, welche das gleichseitige
Dreieck vervollständigt. In Fällen, in denen die Geometrie nicht so einfach ist,
haben Sie mit dieser Methode des Vergleichs von „abstrakter“ und Komponen-
tenform des Skalarprodukts jedoch eine äußerst effektive Methode zur Bestim-
mung der Winkel.

� Aufgabe 1.3

Bestimmen Sie den Winkel zwischen den Raumdiagonalen eines Würfels.

� Aufgabe 1.4

Benutzen Sie das Vektorprodukt zur Bestimmung der Komponenten des Ein-
heitsvektors On, der senkrecht auf der in Abbildung 1.11 gezeigten Ebene steht.

x

y

z

n

Abbildung 1.11
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1.1 Vektoralgebra

1.1.3 Dreierprodukte

Da das Kreuzprodukt zweier Vektoren selbst wieder ein Vektor ist, kann dieser mit
einem dritten Vektor sowohl durch Skalar- als auch Vektorprodukt ein sogenanntes
Dreierprodukt bilden.

B

C

A

θn

Abbildung 1.12

(i) Skalares Dreierprodukt: A � .B � C/. Geometrisch gesehen ist jA � .B � C/j das
Volumen eines Parallelepipeds, das durch A, B und C aufgespannt wird (ein Paral-
lelepiped ist ein Körper mit sechs Begrenzungsflächen, bei dem gegenüberliegende
Flächen jeweils parallel sind). Darin ist j.B � C/j die Fläche der Basis und jA cos � j
ist dessen Höhe (Abbildung 1.12). Offenbar gilt

A � .B � C/ D B � .C �A/ D C � .A � B/ ‚ (1.15)

denn sie entsprechen alle dem gleichen geometrischen Körper. Beachten Sie, dass die
„alphabetische“ Reihenfolge erhalten bleibt, wenn man sich das „Alphabet“ zyklisch
fortgesetzt denkt: ABCABC . . . – in der Schreibweise von Gleichung 1.6 haben die
„nichtalphabetischen“ Dreierprodukte

A � .C � B/ D B � .A � C/ D C � .B �A/

jeweils das umgekehrte Vorzeichen. In Komponentenform lautet das Dreierprodukt

A � .B � C/ D
ˇ̌̌
ˇ̌
ˇ
Ax Ay Az
Bx By Bz
Cx Cy Cz

ˇ̌̌
ˇ̌
ˇ . (1.16)

Beachten Sie, dass Punkt und Kreuz miteinander vertauscht werden können (dies
folgt unmittelbar aus Gleichung 1.15):

A � .B � C/ D .A � B/ � C .

Allerdings ist die Anordnung der Klammern von Bedeutung, denn ein Ausdruck
wie .A �B/�C hat keinen Sinn: Sie können aus einem Skalar und einem Vektor kein
Vektorprodukt bilden.

(ii) Vektorielles Dreierprodukt: A � .B � C/. Das vektorielle Dreierprodukt wird
durch die sogenannte BAC-CAB-Regel vereinfacht:

A � .B � C/ D B .A � C/ � C .A � B/ . (1.17)
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1 VEKTORANALYSIS

Beachten Sie, dass

.A � B/ � C D �C � .A � B/ D �A .B � C/C B .A � C/

ein völlig anderer Vektor ist. Übrigens lassen sich alle höheren Vektorprodukte auf
ähnliche Weise vereinfachen, meist, indem Gleichung 1.17 mehrfach wiederholt
wird. Daher braucht in einem beliebigen Ausdruck in jedem beliebigen Term nicht
mehr als ein Vektorprodukt vorzukommen. Beispielsweise ist

.A � B/ � .C � D/ D .A � C/ .B � D/ � .A � D/ .B � C/ I
A � .B � .C � D// D B .A � .C � D// � .A � B/ .C � D/ . (1.18)

� Aufgabe 1.5

Beweisen Sie die BAC-CAB-Regel, indem Sie beide Seiten in Komponentenform
ausschreiben.

� Aufgabe 1.6

Beweisen Sie die Gleichung

[A � .B � C/]C [B � .C �A/]C [C � .A � B/] D 0 .

Unter welchen Bedingungen ist

A � .B � C/ D .A � B/ � C ?

1.1.4 Orts-, Verschiebungs- und Verbindungsvektoren

Der Ort eines Punkts in drei Dimensionen kann mithilfe seiner kartesischen Koordi-
naten (x, y, z) beschrieben werden. Der Vektor vom Koordinatenursprung zu diesem
Punkt (Abbildung 1.13) ist der sogenannte Ortsvektor:

r � x OxC y OyC zOz . (1.19)

Für einen Ortsvektor benutze ich im gesamten Buch den Buchstaben r. Sein Betrag

r D
q

x2 C y2 C z2 (1.20)

ist der Abstand vom Koordinatenursprung, und

Or D r
r
D x OxC y OyC zOzp

x2 C y2 C z2
(1.21)

ist der Einheitsvektor, der radial nach außen weist. Der infinitesimale Verschiebungs-
vektor von (x, y, z) nach (x C dx‚ y C dy‚ zC dz) lautet

dl D dx OxC dy OyC dzOz . (1.22)
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r

r
y

z

z

yx
x

(x, y, z)

Abbildung 1.13

r

r

r'

Quellpunkt

Feldpunkt

Abbildung 1.14

(Wir könnten ihn auch mit dr bezeichnen, denn darum handelt es sich eigentlich,
allerdings ist es sinnvoll, für infinitesimale Verschiebungen einen besonderen Buch-
staben vorzusehen.)

In der Elektrodynamik begegnen wir häufig Aufgabenstellungen, in denen zwei Posi-
tionen auftreten – üblicherweise ein Quellpunkt r0, in dem sich eine elektrische
Ladung befindet, und ein Feldpunkt r, in dem Sie das elektrische oder magneti-
sche Feld bestimmen müssen (Abbildung 1.14). Es ist sinnvoll, von Anfang an eine
Kurzschreibweise für den Verbindungsvektor zwischen Quellpunkt und Feldpunkt
festzulegen. Ich verwende dafür den Schreibschrift-Buchstaben r :

r � r � r0 . (1.23)

Sein Betrag ist
r D ˇ̌r � r0 ˇ̌ . (1.24)

Der Einheitsvektor in der Richtung von r0 nach r ist

Or D r
r D

r� r0
jr� r0j . (1.25)

In kartesischen Koordinaten sehen diese drei Größen folgendermaßen aus:

r D �x � x0� OxC �y � y 0� OyC �z � z0� Oz ‚ (1.26)

r D
q
.x � x0/2 C .y � y 0/2 C .z � z0/2 ‚ (1.27)

Or D
�
x � x0� OxC �y � y 0� OyC �z � z0� Ozq
.x � x0/2 C .y � y 0/2 C .z � z0/2

. (1.28)

(Gerade anhand dieser Darstellungen erkennen Sie sicher die Vorteile der r-Schreib-
weise.)

� Aufgabe 1.7

Suchen Sie den Verbindungsvektor r zwischen dem Quellpunkt (2, 8, 7) und
dem Feldpunkt (4, 6, 8). Bestimmen Sie seinen Betrag (r) und konstruieren Sie
den Einheitsvektor Or .
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1.1.5 Wie sich Vektoren transformieren2

Die Definition eines Vektors als einer „Größe mit Betrag und Richtung“ ist nicht völ-
lig befriedigend. Was genau bedeutet „Richtung“? Vielleicht erscheint diese Frage
pedantisch, aber wir werden in Kürze einer Reihe von Ableitungen begegnen, die
große Ähnlichkeit mit einem Vektor haben, und bei denen wir sicher gehen wollen,
dass sie auch Vektoren sind. Vielleicht neigen Sie zu der Ansicht, dass ein Vektor
etwas ist, das drei Komponenten besitzt, die sich bei der Addition richtig verhalten.
Betrachten wir Folgendes: Wir haben eine Kiste mit Früchten, in der sich Nx Bir-
nen, Ny Äpfel und Nz Bananen befinden. Ist N D Nx OxC Ny OyC Nz Oz ein Vektor? Die
Größe besitzt drei Komponenten, und wenn Sie eine weitere Kiste mit Mx Birnen,
My Äpfeln und Mz Bananen hinzufügen, erhalten Sie (Nx CMx) Birnen, (Ny CMy )
Äpfel und (Nz C Mz) Bananen. Also addiert sich die Größe auch wie ein Vektor.
Allerdings ist sie offensichtlich im physikalischen Sinn kein Vektor, denn sie besitzt
keine Richtung. Was also ist an ihr falsch?

Die Antwort besteht darin, dass sich N nicht korrekt transformiert, wenn Sie das
Koordinatensystem ändern. Das Koordinatensystem, mit dem wir Positionen im
Raum beschreiben, ist natürlich völlig willkürlich. Es gibt allerdings eine bestimmte
geometrische Transformationsregel, mit dem Vektorkomponenten von einem Koordi-
natensystem in ein anderes übertragen werden. Nehmen Sie beispielsweise an, das
System x, y, z sei um den Winkel ' um die gemeinsame Achse x D x gegenüber dem
x, y, z-System gedreht. Der Abbildung 1.15 entnehmen wir

Ay D A cos � ‚ Az D A sin �

und außerdem

Ay D A cos � D A cos .� � '/ D A .cos � cos' C sin � sin'/

D cos'Ay C sin'Az ‚

Az D A sin � D A sin .� � '/ D A .sin � cos ' C cos � sin '/

D � sin'Ay C cos'Az .

In Matrixschreibweise lautet dieser Ausdruck:�
Ay
Az

�
D
�

cos' sin'
� sin' cos'

��
Ay
Az

�
. (1.29)

y

z

y

z

θ
θ φ

A

Abbildung 1.15

2 Dieser Abschnitt kann ohne Weiteres übersprungen werden.
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Das Transformationsgesetz für eine Rotation um eine beliebige Achse in drei Dimen-
sionen lautet ganz allgemein

0
@Ax

Ay
Az

1
A D

0
@Rxx Rxy Rxz

Ryx Ryy Ryz
Rzx Rzy Rzz

1
A
0
@Ax

Ay
Az

1
A . (1.30)

Dies können wir folgendermaßen noch kompakter formulieren:

Ai D
3X

jD1

RijAj . (1.31)

Der Index 1 steht darin für x, die 2 steht für y und die 3 für z. Die Elemente der
Matrix R können für eine gegebene Rotation durch dieselben geometrischen Argu-
mente bestimmt werden, die wir für die Rotation um die x-Achse eingesetzt haben.

Kehren wir zu unserer ursprünglichen Frage zurück: Transformieren sich die Kom-
ponenten von N tatsächlich auf diese Weise? Natürlich nicht – welche Koordinaten
Sie auch immer zur Darstellung von Positionen im Raum verwenden, die Zahl der
Äpfel in der Kiste ändert sich nicht. Sie können durch eine andere Wahl der Achsen
keine Birne in eine Banane umwandeln, allerdings können Sie bei einem Vektor Ax
in Ay umwandeln. Formal ist daher ein Vektor jedes Gebilde aus drei Komponen-
ten, das sich bei Koordinatenänderung auf dieselbe Weise transformiert wie eine
Verschiebung.3 Wie immer, bildet auch hier die Verschiebung das Modell für das
Verhalten aller Vektoren.4

Übrigens: Ein Tensor (zweiter Stufe) ist eine Größe mit neun Komponenten Txx, Txy ,
Txz, Tyx, . . . , Tzz, die anhand zweier Faktoren R transformiert wird:

Txx D Rxx
�
RxxTxx C RxyTxy C RxzTxz

�
C Rxy

�
RxxTyx C RxyTyy C RxzTyz

�
C Rxz

�
RxxTzx C RxyTzy C RxzTzz

�
. . .

oder in der kompakten Schreibweise:

Tij D
3X

kD1

3X
lD1

RikRjlTkl . (1.32)

3 Ein Skalar ändert sich nicht, wenn Sie die Koordinaten verändern. Insbesondere sind die
Komponenten eines Vektors keine Skalare; seine Länge dagegen schon. Die Aussage gilt
natürlich auch für höherdimensionale Koordinatensysteme, die mehr als drei Basisvektoren
besitzen.

4 Falls Sie Mathematiker sind, möchten Sie sich vielleicht auch verallgemeinerte Vektorräume
anschauen. Dort haben die „Achsen“ nichts mit Richtungen zu tun und die Basisvektoren
lauten nicht mehr Ox, Oy und Oz (es kann auch mehr als drei Dimensionen geben). Das ist das
Thema der linearen Algebra. Für unsere Zwecke leben alle Vektoren im üblichen dreidi-
mensionalen Raum (bzw. in Kapitel 12 in der vierdimensionalen Raumzeit).
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Im Allgemeinen hat ein Tensor n-ter Stufe n Indizes und 3n Komponenten und trans-
formiert sich mit n Faktoren von R. In dieser Ordnung ist ein Vektor ein Tensor erster
Stufe, und ein Skalar ist ein Tensor nullter Stufe.5

� Aufgabe 1.8

a. Beweisen Sie, dass die zweidimensionale Rotationsmatrix (1.29) Skalar-
produkte erhält. (Mit anderen Worten, zeigen Sie, dass AyBy C AzBz D
AyBy CAzBz.)

b. Welche Bedingungen müssen die Komponenten (Rij) der dreidimensiona-
len Rotationsmatrix (1.30) erfüllen, damit sich die Länge von A (für alle
beliebigen Vektoren A) nicht ändert?

� Aufgabe 1.9

Bestimmen Sie die Transformationsmatrix R, welche eine Rotation um 120ı um
eine Achse vom Ursprung durch den Punkt (1‚ 1‚ 1) beschreibt. Wenn Sie entlang
der Achse zum Ursprung blicken, verläuft die Rotation im Uhrzeigersinn.

� Aufgabe 1.10

a. Wie transformieren sich die Komponenten eines Vektors6 bei Verschiebung
der Koordinaten (x D x, y D y � a, z D z, Abbildung 1.16a)?

b. Wie transformieren sich die Komponenten eines Vektors bei Inversion der
Koordinaten (x D �x, y D �y, z D �z, Abbildung 1.16b)?

y

z

x x

z

y
a }

z

y

x

x

z

y

a b

Abbildung 1.16

5 Anschaulich betrachtet ist ein Tensor eine mehrdimensionale Matrix, was zur genannten
Hierarchie führt. Physikalisch betrachtet ist ein Tensor eine lineare Abbildung, die unter
Transformationen ein spezielles Verhalten zeigt: Sie verändert sich nicht bei Verschiebungen
des Koordinatensystems und transformiert sich bei Koordinatendrehungen wie ein Vektor.
A. d. Ü.

6 Vorsicht: Der Vektor r (Gleichung 1.19) weist von einem bestimmten Punkt im Raum (dem
Ursprung O) zum Punkt P D .x‚ y‚ z/. Bei einer Transformation befindet sich der neue
Ursprung ( QO) an einer anderen Stelle, und der Pfeil von QO zu P ist ein ganz anderer Vektor.
Der ursprüngliche Vektor r weist immer noch von QO nach P, egal mit welchen Koordinaten
Sie diese Punkte bezeichnen.

40



1.2 Differentialrechnung

c. Wie transformiert sich das Kreuzprodukt (1.13) zweier Vektoren bei Inver-
sion? (Wegen dieses „anomalen“ Verhaltens wird das Kreuzprodukt zweier
Vektoren korrekterweise auch als Pseudovektor bezeichnet.) Ist das Kreuz-
produkt zweier Pseudovektoren ein Vektor oder ein Pseudovektor? Nen-
nen Sie zwei Größen der klassischen Mechanik, die Pseudovektoren
sind.

d. Wie transformiert sich das skalare Dreierprodukt dreier Vektoren bei Inver-
sion? (Ein solches Objekt wird als Pseudoskalar bezeichnet.)

1.2 Differentialrechnung

1.2.1 „Gewöhnliche“ Ableitungen

Frage: Angenommen, wir haben eine Funktion einer Variablen: f .x/. Was kann uns
die Ableitung df /dx sagen?

Antwort: Wir können daraus entnehmen, wie schnell sich die Funktion f .x/ verän-
dert, wenn wir das Argument x um einen winzigen Betrag dx verändern:

df D
�

df
dx

�
dx . (1.33)

Mit anderen Worten: Wenn wir x um den Betrag dx verändern, dann ändert sich f
entsprechend um den Betrag df . Die Ableitung stellt dabei den Proportionalitätsfak-
tor dar. In Abbildung 1.17a verändert sich z. B. die Funktion bei kleinen Änderun-
gen von x ebenfalls nur wenig, die Ableitung ist daher nur klein. In Abbildung 1.17b
ändert sich f schnell mit x, und die Ableitung wird, sobald Sie sich von x D 0 ent-
fernen, immer größer.

Geometrische Interpretation: Die Ableitung df=dx ist die Steigung des Graphen von
f .x/.

x

f

x

f

a b
Abbildung 1.17

1.2.2 Gradient

Nehmen wir nun an, wir hätten eine Funktion von drei Variablen, beispielsweise die
Temperatur T.x‚ y‚ z/ in einem Zimmer. (Wir beginnen dazu in einer Ecke und erstel-
len ein Achsenkreuz. Dann ist für jeden Punkt .x‚ y‚ z/ des Raums die Temperatur

41



1 VEKTORANALYSIS

an diesem Punkt durch T gegeben.) Wir wollen nun die Schreibweise der „Ableitun-
gen“ auf Funktionen wie T verallgemeinern, die nicht von einer, sondern von drei
Koordinaten abhängen.

Durch die Ableitung erfahren wir, wie schnell sich die Funktion verändert, wenn
wir den Ort geringfügig verändern. Bei dreidimensionalen Funktionen ist die Situa-
tion komplizierter, denn das Resultat hängt davon ab, in welche Richtung wir uns
bewegen: Wenn wir uns direkt nach oben bewegen, steigt die Temperatur vermutlich
recht schnell an, wenn wir uns aber horizontal bewegen, verändert sie sich kaum.
Tatsächlich hat die Frage „Wie schnell ändert sich T?“ unendliche viele Antworten,
eine für jede Richtung, die wir untersuchen.

Glücklicherweise ist das Problem nicht so schlimm, wie es scheinen mag. Nach dem
Satz über partielle Ableitungen gilt

dT D
�
@T
@x

�
dxC

�
@T
@y

�
dy C

�
@T
@z

�
dz . (1.34)

Wir erfahren damit, wie sich T verändert, wenn wir alle drei Variablen um einen
infinitesimal geringen Betrag dx, dy, dz verschieben. Beachten Sie, dass wir keine
unendlich große Zahl von Ableitungen benötigen – drei Stück genügen: die partiellen
Ableitungen entlang jeder der drei Richtungen der Koordinaten.

Gleichung 1.34 erinnert an ein Skalarprodukt:

dT D
�
@T
@x
OxC @T

@y
OyC @T

@z
Oz
�
� .dx OxC dy OyC dzOz/

D .rT/ � .dl/ ‚ (1.35)

wobei

rT � @T
@x
OxC @T

@y
OyC @T

@z
Oz (1.36)

der Gradient von T ist. rT ist eine Vektorgröße mit drei Komponenten. Sie ist die
verallgemeinerte Ableitung, nach der wir gesucht haben. Gleichung 1.35 ist daher
die dreidimensionale Version von Gleichung 1.33.

Geometrische Interpretation des Gradienten: Wie jeder Vektor hat der Gradient einen
Betrag und eine Richtung. Um seine geometrische Bedeutung zu erkennen, schreiben
wir das Skalarprodukt 1.35 in abstrakter Form mittels Gleichung 1.1:

dT D rT � dl D jrTj jdlj cos � . (1.37)

Darin ist � der Winkel zwischen rT und dl. Wenn wir nun den Betrag jdlj festhalten
und in verschiedenen Richtungen suchen (also � verändern), dann tritt die größte
Änderung von T offensichtlich bei � D 0 auf (dort gilt cos � D 1). Bei festgehaltener
Strecke jdlj ist dT also am größten, wenn man sich in derselben Richtung bewegt
wie rT. Daher gilt:

Der Gradient rT zeigt in die Richtung des größten Anstiegs der Funktion T.
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1.2 Differentialrechnung

Darüber hinaus gilt:

Der Betrag jrTj gibt die Steigung entlang dieser Richtung größten Anstiegs an.

Stellen Sie sich vor, Sie stehen auf der Kuppe eines Hügels. Sehen Sie sich um und
suchen Sie die Richtung des steilsten Anstiegs. Dies ist die Richtung des Gradienten.
Messen Sie nun die Steigung in dieser Richtung (also die Höhendifferenz pro (in die
x-y-Ebene projizierte) Längeneinheit). Dies ist der Betrag des Gradienten. (In unse-
rem Beispiel ist die Funktion, von der wir reden, die Höhe des Hügels, und die Koor-
dinaten sind Orte, z. B. Länge und Breite. Diese Funktion hängt zwar nur von zwei
Variablen ab, nicht von drei, allerdings ist die geometrische Bedeutung des Gradien-
ten in zwei Dimensionen leichter zu erfassen.) Wie Gleichung 1.37 zeigt, verläuft die
Richtung des größten Absinkens entgegengesetzt zur Richtung des größten Anstiegs,
während rechtwinklig davon (� D 90ı) die Steigung null ist (denn der Gradient ver-
läuft rechtwinklig zu den Höhenlinien). Sie können sich Flächen ausdenken, die
nicht diese Eigenschaften aufweisen, allerdings enthalten sie immer „Sprünge“ und
werden von nicht differenzierbaren Funktionen beschrieben.

Was bedeutet es, wenn der Gradient verschwindet? Wenn rT D 0 am Ort .x‚ y‚ z/ gilt,
dann ist für kleine Auslenkungen um den Punkt .x‚ y‚ z/ auch dT D 0. Es handelt
sich daher um einen stationären Punkt der Funktion T.x‚ y‚ z/. Dabei könnte es sich
sowohl um ein Maximum (einen Gipfel), ein Minimum (ein Tal), einen Sattelpunkt
(Pass) oder eine Schulter handeln. Dies entspricht der Situation bei Funktionen einer
Variablen, bei der eine verschwindende Ableitung ein Maximum, ein Minimum oder
einen Wendepunkt anzeigt. Wenn Sie also die Extremwerte einer Funktion von drei
Variablen bestimmen wollen, müssen Sie deren Gradienten gleich null setzen.

Beispiel 1.3: Gradientenbestimmung

Bestimmen Sie den Gradienten von r D
q�

x2 C y2 C z2
�

(der Betrag des Orts-
vektors).

Lösung:

rr D @r
@x
OxC @r

@y
OyC @r

@z
Oz

D 1
2

2xp
x2 C y2 C z2

OxC 1
2

2yp
x2 C y2 C z2

OyC 1
2

2zp
x2 C y2 C z2

Oz

D x OxC y OyC zOzp
x2 C y2 C z2

D r
r
D Or .

Ist das sinnvoll? Offenbar ja, denn die Gleichung besagt, dass die Entfernung
vom Ursprung in radialer Richtung am schnellsten ansteigt, und dass die Rate
des Anstiegs in dieser Richtung 1 beträgt – also genau das, was wir erwartet
haben.
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1 VEKTORANALYSIS

� Aufgabe 1.11

Bestimmen Sie die Gradienten der folgenden Funktionen:

a. f .x‚ y‚ z/ D x2 C y3 C z4.

b. f .x‚ y‚ z/ D x2y3z4.

c. f .x‚ y‚ z/ D ex sin.y/ ln.z/.

� Aufgabe 1.12

Die Höhe eines bestimmten Hügels (in Metern) wird durch folgende Funktion
beschrieben:

h.x‚ y/ D 10.2xy � 3x2 � 4y2 � 18xC 28y C 12/ ‚

wobei y die Entfernung (in Kilometern) nördlich von Rosenheim und x die Ent-
fernung östlich von Rosenheim ist.

a. Wo befindet sich der Gipfel des Hügels?

b. Wie hoch ist der Hügel?

c. Wie steil ist der Anstieg (in Metern pro Kilometer) an einem Punkt, der
sich einen Kilometer nördlich und einen Kilometer östlich von Rosenheim
befindet? In welcher Richtung ist an diesem Punkt die Steigung am größten?

• � Aufgabe 1.13

Sei r der Verbindungsvektor zwischen einem festen Punkt (x0, y 0, z0) und dem
Punkt (x, y, z), und r dessen Länge. Zeigen Sie, dass

a. r.r2/ D 2r .

b. r.1=r/ D � Or=r2.

c. Wie lautet die allgemeine Formel für r.rn/?

! � Aufgabe 1.14

Nehmen Sie an, f sei eine Funktion von nur zwei Variablen (y und z). Zeigen Sie,
dass der Gradient r f D .@f=@y/ Oy C .@f=@z/Oz sich entsprechend Gleichung 1.29
bei Rotation wie ein Vektor transformiert. (Hinweis: .@f=@y/ D .@f=@y/.@y=@y/C
.@f=@z/.@z=@y/, und ein entsprechender Ausdruck gilt für .@f=@z/. Wir wissen,
dass y D y cos ' C z sin' und z D �y sin' C z cos' sind. „Lösen“ Sie diese
Gleichungen nach y und z (als Funktionen von y und z) auf und berechnen Sie
danach die notwendigen Ableitungen @y=@y, @z=@y usw.)
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1.2 Differentialrechnung

1.2.3 Der Operator r
Der Gradient hat das formale Erscheinungsbild eines Vektors (nämlich r ), der mit
einem Skalar T „multipliziert“ wird:

rT D
�
Ox @

@x
C Oy @

@y
C Oz @

@z

�
T (1.38)

(dieses eine Mal schreibe ich die Einheitsvektoren auf die linke Seite, damit niemand
auf den Gedanken kommt, ich wollte @ Ox=@x usw. berechnen – das wäre nämlich null,
da Ox konstant ist.) Der Term in Klammern wird als „Nabla“ bezeichnet7:

r D Ox @

@x
C Oy @

@y
C Oz @

@z
. (1.39)

Natürlich ist Nabla kein Vektor im üblichen Sinn. Tatsächlich ist die Größe ohne
besondere Bedeutung, solange wir zu ihr keine Funktion hinzufügen, auf die sie
angewendet werden kann. Darüber hinaus „multipliziert“ sie T nicht, sie ist viel-
mehr eine Anweisung, dass der folgende Ausdruck zu differenzieren ist. Um genau
zu sein, müssten wir also sagen, dass r ein Vektoroperator ist, der auf T wirkt,
keineswegs aber ein Vektor, der mit T multipliziert wird.

Trotz dieser Klarstellung ahmt r in fast jeder Hinsicht das Verhalten eines norma-
len Vektors nach. Fast alles, was mit anderen Vektoren durchgeführt werden kann,
lässt sich auch mit r durchführen, sofern wir nur „multiplizieren“ durch die For-
mulierung „darauf wirken“ ersetzen. Nehmen Sie also das Erscheinungsbild von r
als Vektor durchaus ernst. Es ist ein herausragendes Beispiel einer vereinfachten
Schreibweise. Sie werden das unter anderem dann zu schätzen lernen, wenn Sie
jemals Maxwells Originalarbeiten über Elektromagnetismus lesen sollten, die völlig
ohne den Vorteil von r verfasst wurden.

Ein gewöhnlicher Vektor A kann auf dreierlei Weise multipliziert werden:

1. Multiplikation mit einem Skalar a: Aa,

2. Skalarmultiplikation mit einem anderen Vektor B: A � B,

3. Vektormultiplikation mit einem anderen Vektor: A � B.

Entsprechend gibt es drei Möglichkeiten, wie der Nabla-Operator angewendet wer-
den kann:

1. auf eine Skalarfunktion T: rT (der Gradient),

2. mittels Skalarprodukt auf eine Vektorfunktion v: r � v (die Divergenz),

3. mittels Vektorprodukt auf eine Vektorfunktion v: r � v (die Rotation).

7 Die Bezeichnung „Nabla“ stammt von dem Physiker und Theologen William Robertson
Smith (1846–1894), den die Form des Zeichens an eine antike Harfe (griechisch �˛ˇ�˛
nábla) erinnerte. In der englischsprachigen Literatur heißt diese Funktion „del“ (hergeleitet
von dem (auf dem Kopf stehenden) griechischen Buchstaben Delta). A. d. Ü.
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1 VEKTORANALYSIS

Den Gradienten haben wir bereits diskutiert. In den folgenden Abschnitten befassen
wir uns näher mit den beiden anderen vektoriellen Ableitungen, der Divergenz und
der Rotation.

1.2.4 Die Divergenz

Aus der Definition von r bilden wir die Divergenz durch

r � v D
�
Ox @

@x
C Oy @

@y
C Oz @

@z

�
� ��x OxC �y OyC �z Oz

�

D @�x

@x
C @�y

@y
C @�z

@z
. (1.40)

Wie Sie sehen können, ist die Divergenz einer Vektorfunktion8 v selbst ein Skalar
r � v.

Geometrische Deutung: Der Name Divergenz (von lateinisch divergere, auseinander-
streben) ist gut gewählt, denn r � v ist ein Maß für die „Spreizung“ des Vektors v
am gewählten Punkt. Die Vektorfunktion in Abbildung 1.18a hat beispielsweise eine
große (positive) Divergenz. (Würden die Pfeile nach innen deuten, hätte sie ein große
negative Divergenz.) Die Divergenz der Funktion aus Abbildung 1.18b ist null, und
die Funktion aus Abbildung 1.18c weist wieder eine positive Divergenz auf. (Beach-
ten Sie bitte, dass v hier eine Funktion darstellt – jeder Punkt des Raums ist mit
einem anderen Vektor verknüpft. In den Diagrammen kann ich natürlich nur an eini-
gen wenigen ausgewählten Punkten Pfeile einzeichnen.) Stellen Sie sich vor, Sie
ständen am Rand eines Teichs. Werfen Sie etwas Sägemehl oder eine Handvoll Tan-
nennadeln auf die Wasseroberfläche. Wenn sich das Material ausbreitet, haben Sie
es an einem Punkt mit positiver Divergenz ausgestreut. Sammelt es sich jedoch an,
haben Sie es jedoch an einem Punkt mit negativer Divergenz verteilt. (Die Vektor-
funktion v entspricht in diesem Modell der Geschwindigkeit des Wassers – es han-
delt sich um ein zweidimensionales Beispiel, das aber dazu beiträgt, ein Gefühl für

a b c
Abbildung 1.18

8 Eine Vektorfunktion v.x‚ y‚ z/ D vx.x‚ y‚ z/OxCvy .x‚ y‚ z/OyCvz.x‚ y‚ z/Oz setzt sich in Wirklich-
keit aus drei Funktionen zusammen – eine für jede Komponente. So etwas wie die Divergenz
eines Skalars gibt es nicht.
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die Bedeutung der Divergenz zu entwickeln. Ein Punkt mit positiver Divergenz ist
eine Quelle, ein Punkt mit negativer Divergenz ist eine Senke.)

Beispiel 1.4: Berechnung der Divergenz

Nehmen Sie an, die in Abbildung 1.18 dargestellten Funktionen wären va D r D
x OxC y OyC zOz, vb D Oz und vc D zOz. Berechnen Sie deren Divergenzen.

Lösung:

r � va D @

@x
.x/C @

@y
.y/C @

@z
.z/ D 1C 1C 1 D 3 .

Wie angedeutet, hat diese Funktion die erwartete positive Divergenz.

r � vb D
@

@x
.0/C @

@y
.0/C @

@z
.1/ D 0C 0C 0 D 0 ‚

wie erwartet. Für die Divergenz von vc finden wir:

r � vc D @

@x
.0/C @

@y
.0/C @

@z
.z/ D 0C 0C 1 D 1 .

� Aufgabe 1.15

Berechnen Sie die Divergenz der folgenden Vektorfunktionen:

a. va D x2 OxC 3xz2 Oy � 2xzOz ‚

b. vb D xy OxC 2yz OyC 3zx Oz ‚

c. vc D y2 OxC �2xy C z2� OyC 2yzOz .

• � Aufgabe 1.16

Skizzieren Sie die Vektorfunktion

v D Or
r2

und berechnen Sie ihre Divergenz. Die Antwort wird Sie überraschen – können
Sie sie erläutern?

! � Aufgabe 1.17

Zeigen Sie im Zweidimensionalen, dass sich die Divergenz unter Rotation wie
ein Skalar transformiert. (Hinweis: Bestimmen Sie anhand von Gleichung 1.29 vy
und vz und wenden Sie die Methode aus Aufgabe 1.14 an, um die Ableitungen
zu berechnen. Sie müssen zeigen, dass @vy=@y C @vz=@z D @vy=@y C @vz=@z.)
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1.2.5 Die Rotation

Gemäß der Definition von r bilden wir die Rotation durch

r � v D

ˇ̌̌
ˇ̌
ˇ̌̌
Ox Oy Oz
@

@x
@

@y
@

@z
�x �y �z

ˇ̌̌
ˇ̌
ˇ̌̌

D Ox
�
@�z

@y
� @�y

@z

�
C Oy

�
@�x

@z
� @�z

@x

�
C Oz

�
@�y

@x
� @�x

@y

�
. (1.41)

Beachten Sie, dass die Rotation einer Vektorfunktion v, wie jedes Kreuzprodukt,
einen Vektor darstellt.9

Geometrische Interpretation: Auch die Bezeichnung Rotation ist eine gute Wahl,
denn r � v ist ein Maß dafür, wie sehr sich der Vektor v um einen bestimmten Punkt
herum windet oder „rotiert“. Daher weisen alle drei Funktionen aus Abbildung 1.18
die Rotation null auf (wie Sie selbst leicht nachprüfen können). Die Funktionen
aus Abbildung 1.19 haben hingegen eine erkennbare Rotation, die – entsprechend
der Rechte-Hand-Regel – in z-Richtung weist. Stellen Sie sich wieder vor, am Rand
eines Teichs zu stehen. Lassen Sie ein kleines Turbinenrad treiben (es genügt bereits
ein Korken mit Zahnstochern, die radial nach außen weisen). Wenn es zu rotieren
beginnt, haben Sie es an einem Punkt ausgesetzt, an dem die Rotation nicht null ist.
Ein Wirbel wäre ein Gebiet hoher Rotation.

Beispiel 1.5: Berechnung der Rotation

Nehmen Sie an, die in Abbildung 1.19a skizzierte Funktion wäre va D �y OxCx Oy,
und die in Abbildung 1.19b dargestellte Funktion wäre vb D x Oy. Berechnen Sie
die Rotationen.

Lösung:

r � va D

ˇ̌
ˇ̌̌
ˇ̌
ˇ̌

Ox Oy Oz
@

@x
@

@y
@

@z
�y x 0

ˇ̌
ˇ̌̌
ˇ̌
ˇ̌
D 2Oz

und

r � vb D

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌̌
ˇ̌

Ox Oy Oz
@

@x
@

@y
@

@z
0 x 0

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌̌
ˇ̌
D Oz .

Wie erwartet, weisen diese Rotationen in die positive z-Richtung. (Übrigens ist
ihre Divergenz null, was Sie anhand der Abbildung vermuten konnten, denn
dort „breitet sich nichts aus“, sondern „dreht sich nur im Kreis“.)

9 Es ist hingegen sinnlos, die Rotation eines Skalars zu berechnen.
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z

x

y

x

y

z

a b

Abbildung 1.19

� Aufgabe 1.18

Berechnen Sie die Rotation der Vektorfunktionen aus Aufgabe 1.15.

� Aufgabe 1.19

Zeichnen Sie einen Kreis in der x-y-Ebene. Tragen Sie ferner an ein paar reprä-
sentativen Punkten den zum Kreis tangentialen Vektor v ein, und zwar so, dass er
im Uhrzeigersinn weist. Bestimmen Sie das Vorzeichen von @vx=@y und @vy=@x,
indem Sie benachbarte Vektoren vergleichen. In welche Richtung zeigt dann
nach Gleichung 1.41 der Vektor r � v? Erklären Sie, wie dieses Beispiel die geo-
metrische Deutung der Rotation illustriert.

� Aufgabe 1.20

Konstruieren Sie eine Vektorfunktion, deren Divergenz und deren Rotation über-
all null sind. (Natürlich würde eine Konstante ausreichen. Finden Sie bitte eine
etwas interessantere Lösung!)

1.2.6 Produktregeln

Die Berechnung gewöhnlicher Ableitungen wird durch eine Reihe allgemeiner
Rechenregeln erleichtert, beispielsweise durch die Summenregel

d
dx
.f C g/ D df

dx
C dg

dx
‚

die Faktorregel für die Multiplikation mit einer Konstanten

d
dx
.kf / D k

df
dx

‚

die Produktregel
d

dx
.fg/ D f

dg
dx
C g

df
dx

‚

und die Quotientenregel

d
dx

�
f
g

�
D g df

dx � f dg
dx

g2 .
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Für die Ableitungen von Vektoren gelten ähnliche Beziehungen. Daher ist, wie Sie
leicht nachprüfen können:

r.f C g/ D r f C rg ‚

r � .AC B/ D .r �A/C .r � B/ ‚

r � .AC B/ D .r �A/C .r � B/

und
r.kf / D krf ‚ r � .kA/ D k.r �A/ ‚ r � .kA/ D k.r �A/ .

Die Produktregeln sind nicht ganz so einfach. Es gibt zwei Möglichkeiten, einen Ska-
lar als Produkt zweier Funktionen darzustellen:

fg (das Produkt zweier Skalarfunktionen)

A � B (das Skalarprodukt zweier Vektorfunktionen).

Außerdem gibt es zwei Möglichkeiten, einen Vektor zu erzeugen:

f A (das Produkt eines Skalars mit einem Vektor)

A � B (das Kreuzprodukt zweier Vektoren).

Dementsprechend gibt es sechs Produktregeln, jeweils zwei für den Gradienten, für
die Divergenz und für die Rotation.

Produktregeln für den Gradienten:

(i) r.fg/ D f rg C gr f ;

(ii) r.A � B/ D A � .r � B/C B � .r �A/C .A � r/BC .B � r/A.

Produktregeln für die Divergenz:

(iii) r.f A/ D f .r �A/C A � .r f /;

(iv) r � .A � B/ D B � .r �A/�A � .r � B/.

Produktregeln für die Rotation:

(v) r � .f A/ D f .r �A/�A � .r f /;

(vi) r � .A � B/ D .B � r/A � .A � r/BCA.r � B/� B.r �A/.

Sie werden diese Produktregeln noch so häufig einsetzen müssen, dass ich sie auf
der inneren Umschlagseite wiederhole, auf der sie schnell gefunden werden kön-
nen. Die Beweise beruhen direkt auf der Produktregel für gewöhnliche Ableitungen.
Beispielsweise ist:

r � .f A/ D @

@x
.fAx/C @

@y

�
fAy

�C @

@z
.fAz/

D
�
@f
@x

Ax C f
@Ax

@x

�
C
�
@f
@y

Ay C f
@Ay

@y

�
C
�
@f
@z

Az C f
@Az
@z

�

D .r f / �AC f .r �A/ .
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Darüber hinaus können drei Quotientenregeln formuliert werden:

r �
�

f
g

�
D gr f � f rg

g2 ‚

r �
�

A
g

�
D g .r �A/�A � .rg/

g2 ‚

r �
�

A
g

�
D g.r �A/ �A � .rg/

g2 .

Da diese allerdings schnell aus den entsprechenden Produktregeln abgeleitet wer-
den können, habe ich darauf verzichtet, sie ebenfalls auf der Umschlaginnenseite zu
wiederholen.

� Aufgabe 1.21

Beweisen Sie die Produktregeln (i), (iv) und (v).

� Aufgabe 1.22

a. Wenn A und B zwei Vektorfunktionen sind, was bedeutet dann der Aus-
druck .A � r/B? (Was sind also die x-, y- und z-Komponenten der kartesi-
schen Komponenten von A, B und r?)

b. Berechnen Sie .Or �r/Or, wobei Or der in Gleichung 1.21 definierte Einheitsvek-
tor ist.

c. Berechnen Sie .va � r/vb für die Funktionen aus Aufgabe 1.15.

� Aufgabe 1.23

(Nur für Masochisten!) Beweisen Sie die Produktregeln (ii) und (vi). Verwenden
Sie die Definition von (A � r/B aus Aufgabe 1.22.

� Aufgabe 1.24

Leiten Sie die drei Quotientenregeln her.

� Aufgabe 1.25

a. Überprüfen Sie die Produktregel (iv) (indem Sie jeden Term einzeln berech-
nen) für die Funktionen
A D x OxC 2y OyC 3zOz I B D 3y Ox� 2x Oy.

b. Wiederholen Sie das für die Produktregel (ii).

c. Wiederholen Sie das für die Produktregel (vi).

1.2.7 Zweite Ableitungen

Gradient, Divergenz und Rotation sind die einzigen ersten Ableitungen, die wir mit
r berechnen können. Wenden wir r aber zwei Mal an, können wir fünf verschiedene
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zweite Ableitungen bestimmen. Der Gradient rT ist ein Vektor, weshalb wir von ihm
die Divergenz und Rotation bestimmen können.

(1) Divergenz des Gradienten: r � .rT/.

(2) Rotation des Gradienten: r � .rT/.

Die Divergenz r � v ist ein Skalar, daher können wir lediglich seinen Gradienten
bestimmen:

(3) Gradient der Divergenz: r .r � v/.

Da die Rotation r � v ein Vektor ist, können wir dessen Divergenz und Rotation
bestimmen:

(4) Divergenz der Rotation: r � .r � v/.

(5) Rotation der Rotation: r � .r � v/.

Damit sind unsere Möglichkeiten ausgeschöpft, und genau betrachtet liefern nicht
alle dieser Operationen etwas Neues. Betrachten wir eine nach der anderen:

(1) r � .rT/ D
�
Ox @

@x
C Oy @

@y
C Oz @

@z

�
�
�
@T
@x
OxC @T

@y
OyC @T

@z
Oz
�

D @2T
@x2 C

@2T
@y2 C

@2T
@z2 . (1.42)

Diese Größe, die wir kurz als r2T schreiben, wird als Laplace-Operator von
T bezeichnet10. Wir werden ihn später noch ausführlich behandeln. Beach-
ten Sie, dass der Laplace-Operator eines Skalars T wieder ein Skalar ist. Bis-
weilen werden wir auch den Laplace-Operator eines Vektors r2v bestimmen.
Darunter verstehen wir eine Vektorgröße, deren x-Komponente der Laplace-
Operator von �x ist, usw.11:

r2v �
�
r2�x

�
OxC

�
r2�y

�
OyC

�
r2�z

�
Oz . (1.43)

Dies ist nichts anderes als eine bequeme Erweiterung der Bedeutung von r2.

(2) Die Rotation eines Gradienten ist immer null:

r � .rT/ D 0 . (1.44)

Diese wichtige Aussage werden wir noch oft verwenden. Sie können sie an-
hand der Definition von r in Gleichung 1.39 einfach beweisen. Aber Vorsicht:
Sie sind vielleicht der Ansicht, dass Gleichung 1.44 „offensichtlich“ richtig
ist – schließlich scheint es sich einfach um .r � r/T zu handeln, und das
Kreuzprodukt jedes Vektors (in diesem Fall r ) mit sich selbst ist ja immer null.

10 Oft bezeichnet man ihn auch kurz als „der Laplace von . . . “. A. d. Ü.
11 In krummlinigen Koordinaten, in denen die Basisvektoren selbst von der Position abhängen,

müssen diese ebenfalls differenziert werden (siehe Abschnitt 1.4.1).
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1.2 Differentialrechnung

Diese Deutung drängt sich zwar auf, ist aber keineswegs schlüssig, denn r ist
ein Operator und kann nicht auf „normale“ Weise multipliziert werden. Der
Beweis von Gleichung 1.44 hängt tatsächlich von der Gleichheit der gemischt-
partiellen Ableitungen ab:

@

@x

�
@T
@y

�
D @

@y

�
@T
@x

�
. (1.45)

Wenn Sie jetzt glauben, ich wäre ein Umstandskrämer, gehen sie zunächst
intuitiv an folgenden Ausdruck heran:

.rT/ � .rS/ .

Ist dieser Ausdruck immer null? (Das wäre natürlich der Fall, sobald Sie die
Nablas durch einen gewöhnlichen Vektor ersetzen.)

(3) Der Ausdruck r .r �v/ taucht in physikalischen Anwendungen aus irgendwel-
chen Gründen nur selten auf und besitzt daher keinen besonderen Namen. Es
handelt sich schlicht um den Gradienten der Divergenz. Beachten Sie, dass
r.r � v/ nicht dasselbe ist wie der Laplace-Operator, angewendet auf einen
Vektor: r2v D .r � r/v 6D r .r � v/.

(4) Die Divergenz einer Rotation ist, ebenso wie die Rotation eines Gradienten,
immer null:

r � .r � v/ D 0 . (1.46)

Sie können dies selbst nachprüfen. (Ähnlich wie weiter oben wäre aber die
Abkürzung des Beweises, welche die Vektoridentität A � .B � C/ D .A � B/ � C
ausnutzt, fehlerhaft.)

(5) Wie Sie anhand der Definition von r überprüfen können, ist

r � .r � v/ D r.r � v/ � r2v . (1.47)

Die Rotation der Rotation bietet daher nichts wirklich Neues. Den ersten Term
hatten wir schon in Nummer (3) behandelt, und der zweite Term ist der La-
place (eines Vektors). (Tatsächlich wird Gleichung 1.47 oft zur Definition des
Laplace-Operators eines Vektors verwendet und Gleichung 1.43 vorgezogen,
die sich besonders auf kartesische Koordinaten bezieht.)

Genau genommen gibt es also nur zwei unterschiedliche zweite Ableitungen: den
Laplace-Operator (der von grundlegender Bedeutung ist) und den Gradient der Diver-
genz (der uns selten begegnet). Wir könnten auf ähnliche Weise die dritten Ableitun-
gen konstruieren, doch glücklicherweise reichen für fast alle physikalische Anwen-
dungen die zweiten Ableitungen aus.

Erlauben Sie mir zum Schluss ein letztes Wort über die vektorielle Differentialrech-
nung: Sie beruht vollständig auf dem Operator r und auf der Berücksichtigung von
dessen Vektorcharakter. Selbst wenn Sie sich ausschließlich an die Definition von
r erinnern können, sollten Sie – zumindest im Prinzip – in der Lage sein, den Rest
selbst herzuleiten.
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� Aufgabe 1.26

Berechnen Sie den Laplace-Operator der folgenden Funktionen:

a. Ta D x2 C 2xy C 3zC 4 I
b. Tb D sin x sin y sin z I

c. Tc D e�5x sin 4y cos 3z I
d. v D x2 OxC 3xz2 Oy � 2xzOz .

� Aufgabe 1.27

Beweisen Sie, dass die Divergenz der Rotation immer null ist. Überprüfen Sie
dies für die Funktion va aus Aufgabe 1.15.

� Aufgabe 1.28

Beweisen Sie, dass die Rotation eines Gradienten immer null ist. Überprüfen Sie
dies für die Funktion (b) aus Aufgabe 1.11.

1.3 Integralrechnung

1.3.1 Linien-, Flächen- und Volumenintegrale

In der Elektrodynamik haben wir mit unterschiedlichen Arten der Integration zu tun.
Die bedeutendsten sind die Wegintegrale (oder besser Linienintegrale), die Flächen-
integrale (auch als Flussintegrale bezeichnet) und die Volumenintegrale.

(a) Linienintegrale. Ein Linienintegral ist ein Ausdruck der Form

bZ
a

v � dl . (1.48)

Hierin ist v eine Vektorfunktion, dl ist ein infinitesimal kleiner Verschiebungsvek-
tor (siehe Gleichung 1.22), und das Integral muss entlang eines vorgegebenen Pfads P
von einem Anfangspunkt a zu einem Endpunkt b durchgeführt werden (Abbil-
dung 1.20). Bildet dieser Pfad eine geschlossene Schleife (ist also b D a), schreibe

y

z

x

a

bd l

Abbildung 1.20
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1.3 Integralrechnung

ich das Integralzeichen mit einem Kreis:I
v � dl . (1.49)

Auf jedem Punkt des Pfads berechnen wir das Skalarprodukt von v (das am ent-
sprechenden Punkt genommen wird) und der Verschiebung dl zum nächsten Punkt
auf dem Pfad. Das bekannteste physikalische Beispiel für ein Linienintegral ist die
Arbeit, die entlang eines Weges durch eine Kraft F verrichtet wird: W D R F � dl.

Normalerweise hängt der Wert eines Linienintegrals entscheidend von dem jeweili-
gen Pfad ab, der zwischen a und b verwendet wird. Allerdings gibt es eine wichtige
spezielle Gruppe von Vektorfunktionen, für die das Linienintegral vom verwendeten
Pfad unabhängig ist und alleine durch die Endpunkte bestimmt wird. Wir werden
diese spezielle Klasse von Vektoren in diesem Buch noch genauer festlegen. (Eine
Kraft mit dieser Eigenschaft wird als konservativ bezeichnet.)

Beispiel 1.6: Linienintegral

Berechnen Sie das Linienintegral der Funktion v D y2 OxC 2x.y C 1/ Oy zwischen
dem Punkt a D .1‚ 1‚ 0/ und dem Punkt b D .2‚ 2‚ 0/ entlang der Pfade (1) und (2)
aus Abbildung 1.21. Welches Ergebnis erhalten Sie für

H
v � dl, wenn der Inte-

grationsweg entlang Weg (1) von a nach b verläuft und entlang Weg (2) wieder
zu a zurückkehrt?

x

y

2

1

1 2

(2)

(1)(i)

(ii)

b

a

Abbildung 1.21

Lösung:

Wie immer lautet die Verschiebung dl D dx OxC dy OyC dzOz. Weg (1) besteht aus
zwei Teilen: Entlang des „horizontalen“ Wegstücks ist dy D dz D 0. Somit ist

(i) dl D dx Ox ‚ y D 1 ‚ v � dl D y2 dx D dx und daher

Z
v � dl D

2Z
1

dx D 1 .

Für das „vertikale“ Wegstück gilt dx D dz D 0. Es ist

(ii) dl D dy Oy ‚ x D 2 ‚ v � dl D 2x.y C 1/dy D 4.y C 1/dy und daher

Z
v � dl D 4

2Z
1

.y C 1/dy D 10 .
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Beispiel 1.6 (Fortsetzung)

Für Weg (1) erhalten wir also

bZ
a

v � dl D 1C 10 D 11 .

Für Weg (2) gilt x D y, dx D dy und dz D 0; daher ist

dl D dx OxC dy Oy ‚ v � dl D x2 dxC 2x.xC 1/dx D
�
3x2 C 2x

�
dx .

Damit wird unser Integral zu

bZ
a

v � dl D
2Z

1

�
3x2 C 2x

�
dx D

�
x3 C x2

�ˇ̌ˇ2
1
D 10 .

(Unser Ziel war hier, alle Größen in Abhängigkeit von derselben Variablen aus-
zudrücken. Ich hätte ohne Weiteres x zugunsten von y eliminieren können.)

Für die Schleife, die zuerst entlang von Weg (1) und danach entlang von Weg (2)
verläuft, erhalten wir somit

I
v � dl D 11 � 10 D 1 .

(b) Flächenintegrale. Ein Flächenintegral ist ein Ausdruck der Form
Z
S

v � da . (1.50)

Hierin ist v wieder eine beliebige Vektorfunktion und da eine infinitesimal kleine
Fläche, deren Richtungsvektor senkrecht auf der Fläche steht (die sogenannte Flä-
chennormale, Abbildung 1.22). Es gibt für eine beliebige Fläche natürlich immer
zwei dazu senkrechte Richtungsvektoren, daher ist das Vorzeichen eines Flächenin-

x

y

z
da

Abbildung 1.22
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tegrals zunächst unbestimmt. Ist die Fläche geschlossen (bildet sie also einen „Bal-
lon“), verwende ich ebenfalls einen kleinen Kreis auf dem Integralzeichen

I
v � da .

Traditionellerweise wird für geschlossene Flächen die „nach außen“ führende Rich-
tung positiv genommen. Bei offenen Flächen ist diese Richtung aber zunächst noch
unbestimmt. Beschreibt v eine strömende Flüssigkeit (und damit eine Masse, die pro
Zeiteinheit durch eine Einheitsfläche strömt), dann entspricht

R
v � da der Gesamt-

masse, die pro Zeiteinheit durch die Fläche strömt – darauf beruht ja der alternative
Name des Integrals, das Flussintegral.

Üblicherweise hängt der Wert eines Flächenintegrals nur von der gewählten beson-
deren Fläche ab. Es existiert aber eine spezielle Klasse von Vektorfunktionen, für die
das Flächenintegral von der Art der Fläche unabhängig ist und nur von der Art der
Randlinie abhängt. Wir werden bald in der Lage sein, diese besondere Klasse von
Funktion genauer festzulegen.

Beispiel 1.7: Flächenintegral

Berechnen Sie das Flächenintegral von v D 2xz OxC .x C 2/ Oy C y.z2 � 3/Oz über
fünf Seiten des kubischen Kastens aus Abbildung 1.23 (ignorieren Sie nur die
Bodenfläche). Verwenden Sie, entsprechend der eingezeichneten Pfeile, „nach
oben“ und „nach außen“ als positive Richtung.

x

y

z

(iii)

(ii)

(i)

(v)

(iv)

2

2

2

Abbildung 1.23

Lösung:

Betrachten Sie die Seiten nacheinander:

(i) x D 2 ‚ da D dy dz Ox ‚ v � da D 2xzdy dz D 4zdy dz ‚ daher ist

Z
v � da D 4

2Z
0

dy

2Z
0

zdz D 16 .

(ii) x D 0 ‚ da D �dy dz Ox ‚ v � da D �2xz dy dz D 0 ‚ daher istZ
v � da D 0 .
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Beispiel 1.7 (Fortsetzung)

(iii) x D 2 ‚ da D dx dz Oy ‚ v � da D .xC 2/dx dz ‚ daher ist

Z
v � da D

2Z
0

.x C 2/dx

2Z
0

dz D 12 .

(iv) y D 0 ‚ da D �dx dz Oy ‚ v � da D �.x C 2/dx dz ‚ daher ist

Z
v � da D �

2Z
0

.x C 2/dx

2Z
0

dz D �12 .

(v) z D 2 ‚ da D dx dy Oz ‚ v � da D y
�
z2 � 3

�
dx dy D y dx dy ‚ daher ist

Z
v � da D

2Z
0

dx

2Z
0

y dy D 4 .

Der Gesamtfluss ist daher
Z

Fläche

v � da D 16C 0C 12 � 12C 4 D 20 .

(c) Volumenintegrale. Ein Volumenintegral ist ein Ausdruck der Form
Z
V

T d� . (1.51)

Hierin ist T eine Skalarfunktion und d� ein infinitesimal kleines Volumenelement.
In kartesischen Koordinaten lautet es

d� D dx dy dz . (1.52)

Ist beispielsweise T die Dichte einer Substanz (die von Ort zu Ort verschieden sein
kann), dann würde das Volumenintegral auf die Gesamtmasse führen. Gelegentlich
begegnen uns auch Volumenintegrale von Vektorfunktionen:

Z
vd� D

Z �
�x OxC �y OyC �z Oz

�
d� D Ox

Z
�x d�COy

Z
�y d� C Oz

Z
�z d� . (1.53)

Weil hierin die Einheitsvektoren Konstanten sind, dürfen sie vor das Integral gezogen
werden.

Beispiel 1.8: Volumenintegral

Berechnen Sie das Volumenintegral von T D xyz2 über das in Abbildung 1.24
dargestellte Prisma.
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Beispiel 1.8 (Fortsetzung)

x

y

z

1
1

3

Abbildung 1.24

Lösung:

Sie können die drei Integrale in beliebiger Reihenfolge lösen. Wir beginnen mit
der x-Richtung: das Prisma verläuft hier von 0 bis .1 � y/, berechnen danach
die y-Richtung (in der es von 0 bis 1 reicht) und anschließend die z-Richtung
(0 bis 3): Z

T d� D
3Z

0

z2

8̂
<
:̂

1Z
0

y

2
64

1�yZ
0

x dx

3
75 dy

9>=
>; dz

D 1
2

3Z
0

z2 dz

1Z
0

.1 � y/2y dy D 1
2
.9/

�
1

12

�
D 3

8
.

� Aufgabe 1.29

Berechnen Sie das Linienintegral der Funktion v D x2 OxC 2yz OyC y2 Oz zwischen
dem Ursprung und dem Punkt (1, 1, 1) auf drei unterschiedlichen Pfaden:

a. .0‚ 0‚ 0/! .1‚ 0‚ 0/! .1‚ 1‚ 0/! .1‚ 1‚ 1/;

b. .0‚ 0‚ 0/! .0‚ 0‚ 1/! .0‚ 1‚ 1/! .1‚ 1‚ 1/;

c. Entlang der direkten Verbindungslinie.

d. Wie lautet das Linienintegral der geschlossenen Schleife, die entlang von
Weg (a) wegführt und entlang (b) zurückkommt?

� Aufgabe 1.30

Berechnen Sie das Flächenintegral der Funktion aus Beispiel 1.7 über der Boden-
fläche des Würfels. Setzen Sie aus Konsistenzgründen „aufwärts“ als positive
Richtung. Hängt das Flächenintegral nur von der Randlinie dieser Funktion ab?
Wie lautet der gesamte Fluss durch die geschlossene Oberfläche des Würfels (ein-
schließlich der Bodenfläche)?

[Hinweis: Bei der geschlossenen Oberfläche weist die positive Richtung nach
außen und daher für die Bodenfläche nach „unten“.]

� Aufgabe 1.31

Berechnen Sie das Volumenintegral der Funktion T D z2 über dem Tetraeder,
dessen Ecken bei .0‚ 0‚ 0/, .1‚ 0‚ 0/, .0‚ 1‚ 0/ und .0‚ 0‚ 1/ liegen.
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1.3.2 Der Fundamentalsatz der Differentialrechnung

Sei f .x/ eine Funktion, die allein von einer Variablen abhängt. Der Fundamentalsatz
der Differentialrechnung besagt:

bZ
a

df
dx

dx D f .b/� f .a/ . (1.54)

Falls Ihnen das jetzt unvertraut erscheint, betrachten Sie die folgende Darstellung:

bZ
a

F.x/dx D f .b/� f .a/ .

Dabei haben wir df=dx D F.x/ verwendet. Der Fundamentalsatz besagt, wie F.x/
integriert werden muss: Sie suchen nach einer Funktion f .x/, deren Ableitung gleich
F ist.

Geometrische Interpretation: Gemäß Gleichung 1.33 ist df D .df=dx/dx die infi-
nitesimal kleine Änderung von f , wenn Sie sich von .x/ nach .x C dx/ bewegen.
Nach dem Fundamentalsatz (1.54) erhalten Sie, wenn Sie das Intervall von a nach b
in Abbildung 1.25 in viele kleine Teile dx zerlegen und die Unterschiede jedes der
kleinen Intervalle df aufaddieren, als Resultat (kaum überraschend) den Gesamtun-
terschied von f , nämlich f .b/ � f .a/. Es gibt mit anderen Worten zwei Methoden,
um die Gesamtänderung der Funktion zu berechnen: Sie subtrahieren entweder die
Werte an den Integralgrenzen oder Sie addieren Schritt für Schritt jeden der kleinen
Funktionsunterschiede auf. Mit beiden Methoden erhalten Sie dasselbe Ergebnis.

Beachten Sie die grundlegende Form des Fundamentalsatzes: Das Integral einer Ab-
leitung in einem Intervall wird von den Werten der Funktion an den Endpunkten
(den Integrationsgrenzen) gegeben. In der Vektorrechnung kennen wir drei unter-
schiedliche Arten von Ableitungen (Gradient, Divergenz und Rotation). Jede hat
ihren eigenen „Fundamentalsatz“, der im Wesentlichen dieselbe Form aufweist. Ich
werde diese Sätze hier nicht beweisen. Vielmehr werde ich erläutern, was sie bedeu-
ten, und werde versuchen, sie verständlich darzustellen. Die Beweise finden Sie im
Anhang A.

xdxa b

f (x)

f (b)

f (a)

Abbildung 1.25
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1.3.3 Der Fundamentalsatz für den Gradienten

Wir betrachten eine Skalarfunktion T.x‚ y‚ z/, die von drei Variablen abhängt. Begin-
nend an einem Punkt a bewegen wir uns um eine geringe Strecke dl1 (Abbil-
dung 1.26). Gemäß Gleichung 1.37 verändert sich die Funktion dadurch um den
Betrag

dT D .rT/ � dl1 .

Wir bewegen uns nun um einen weiteren kleinen Betrag dl2 voran. Die entspre-
chende Veränderung in T ist dann (rT/ � dl2. Auf diese Weise legen wir in immer
weiteren kleinen Schritten den Weg bis zum Punkt b zurück. Für jeden Punkt berech-
nen wir den Gradienten von T (in dem jeweiligen Punkt) und multiplizieren ihn
skalar mit der Verschiebung dl, wodurch wir die Veränderung in T erhalten. Die
Gesamtänderung von T auf dem Weg von a entlang des gewählten Pfads nach b ist
offenbar

bZ
a
P

.rT/ � dl D T.b/ � T.a/ . (1.55)

Dies wird als Fundamentalsatz für Gradienten bezeichnet. Wie der „normale“ Fun-
damentalsatz besagt er, dass das Integral (hier das Linienintegral) einer Ableitung
(hier der Gradient) durch den Wert der Funktion an den Integrationsgrenzen (a und b)
gegeben wird.

Geometrische Interpretation: Nehmen Sie an, Sie wollten die Höhe des Eiffelturms
bestimmen. Dazu könnten Sie die Stufen hinaufsteigen, mit einem Lineal jede Stufe
nachmessen und alle Ergebnisse aufaddieren (was der linken Seite von Glei-
chung 1.55 entspricht). Sie könnten aber auch Höhenmesser am Boden und an der
Spitze ablesen und die Werte voneinander subtrahieren (das entspricht der rechten
Seite). In beiden Fällen sollten Sie dasselbe Ergebnis erhalten (dies ist die Aussage
des Fundamentalsatzes).

Wie wir in Beispiel 1.6 festgestellt hatten, hängen Linienintegrale üblicherweise
von dem Weg ab, der von a nach b zurückgelegt wird. Auf der rechten Seite von
Gleichung 1.55 taucht der Pfad jedoch nicht auf – lediglich die Endpunkte. Offen-
sichtlich haben Gradienten die spezielle Eigenschaft, dass ihre Linienintegrale vom
benutzten Pfad unabhängig sind.

y

z

x

a

b

d l1

Abbildung 1.26
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Korollar 1

Das Linienintegral
bZ

a

.rT/ � dl

ist vom Pfad zwischen a und b unabhängig.

Korollar 2

Für das Linienintegral über einen geschlossenen Weg gilt
I
.rT/ � dl D 0 ‚

da Anfangs- und Endpunkt identisch sind und folglich T.b/ � T.a/ D 0.

Beispiel 1.9: Fundamentalsatz für den Gradienten

Sei T D xy2 und Punkt a der Ursprung .0‚ 0‚ 0/ und b der Punkt .2‚ 1‚ 0/. Über-
prüfen Sie den Fundamentalsatz für den Gradienten.

Lösung:

Obwohl das Integral wegunabhängig ist, müssen wir einen bestimmten Weg aus-
wählen, um es zu berechnen. Bewegen wir uns in Abbildung 1.27 zunächst ent-
lang der x-Achse (Schritt (i)) und dann nach oben (Schritt (ii)). Wie immer ist
dl D dx OxC dy OyC dzOz und rT D y2 OxC 2xy Oy.

(i) y D 0 I dl D dx Ox I rT � dl D y2 dx D 0 ‚ daherZ
i

rT � dl D 0 .

(ii) x D 2 I dl D dy Oy I rT � dl D 2xy dy D 4y dy ‚ daher

Z
ii

rT � dl D
1Z

0

4y dy D 2y2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
1

0

D 2 .

Wie eben gezeigt, beträgt das Gesamtergebnis des Linienintegrals 2. Ist dieses
Ergebnis mit dem Fundamentalsatz vereinbar? Ja, denn: T.b/�T.a/ D 2�0 D 2.
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Beispiel 1.9 (Fortsetzung)

x

y

(iii)

(i)

1

1

a

b

2

(ii)

Abbildung 1.27

Um Sie nun davon zu überzeugen, dass das Ergebnis tatsächlich wegunabhängig
ist, berechnen wir dasselbe Integral entlang Weg (iii) (d. h., der direkten Verbin-
dung zwischen a und b):

(iii) y D 1
2

x ‚ dy D 1
2

dx ‚ rT � dl D y2 dx C 2xy dy D 3
4

x2 dx ‚ daher

Z
iii

rT � dl D
2Z

0

3
4

x2 dx D 1
4

x3

ˇ̌̌
ˇ̌
2

0

D 2

� Aufgabe 1.32

Überprüfen Sie den Fundamentalsatz für den Gradienten anhand der Funktion
T D x2 C 4xy C 2yz3 für die Punkte a D .0‚ 0‚ 0/ und b D .1‚ 1‚ 1/ sowie die drei
in Abbildung 1.28 skizzierten Wege:

a. .0‚ 0‚ 0/! .1‚ 0‚ 0/! .1‚ 1‚ 0/! .1‚ 1‚ 1/,

b. .0‚ 0‚ 0/! .0‚ 0‚ 1/! .0‚ 1‚ 1/! .1‚ 1‚ 1/,

c. entlang der Parabel z D x2, y D x.

y

z

x

y

z

x

y

z

x
a b c

Abbildung 1.28

1.3.4 Der Fundamentalsatz für die Divergenz

Der Fundamentalsatz für die Divergenz besagt:

Z
V

.r � v/d� D
I
S

v � da . (1.56)
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1 VEKTORANALYSIS

Ich nehme an, es liegt an seiner Bedeutung, dass dieser Satz gleich drei verschie-
dene Namen trägt: Gauß’scher Satz, Green’scher Satz oder einfach Divergenzsatz.12

Wie die anderen „Fundamentalsätze“ besagt er, dass das Integral einer Ableitung (in
diesem Fall der Divergenz) über ein Gebiet (in diesem Fall ein Volumen) gleich dem
Wert der Funktion an den Grenzen ist (in diesem Fall die Fläche, welche das Volu-
men umschließt). Beachten Sie, dass der Ausdruck für die Grenzen selbst wieder ein
Integral ist (genau genommen ein Flächenintegral). Dies können Sie folgendermaßen
nachvollziehen: So wie die Endpunkte die „Begrenzung“ eines Pfads sind, stellt eine
(geschlossene) Fläche die Begrenzung eines Volumens dar.

Geometrische Interpretation: Wenn v den Strom einer inkompressiblen Flüssigkeit
darstellt, dann ist der Fluss von v (die rechte Seite der Gleichung 1.56) die Gesamt-
menge der Flüssigkeit, die pro Zeiteinheit durch die Fläche strömt. Da die Diver-
genz die „Ausbreitung“ eines Vektors von einem Punkt aus beschreibt, entspricht ein
Ort hoher Divergenz einer „Quelle“, aus der Flüssigkeit herausströmt. Wenn wir in
einem Gebiet mit einer inkompressiblen Flüssigkeit viele Quellen haben, muss eine
entsprechende Flüssigkeitsmenge durch die Grenzen der Region hindurchgepresst
werden. Wir können sogar auf zwei verschiedene Arten nachprüfen, wie viel Flüs-
sigkeit freigesetzt wird: Wir könnten (a) alle Quellen aufaddieren und aufzeichnen,
wie viel jede freisetzt, oder (b) um die Grenze herumgehen, den Fluss in jedem Punkt
bestimmen und alles aufaddieren. In beiden Fällen erhalten Sie dasselbe Ergebnis:Z

.Quellen innerhalb des Volumens/ D
I
.Fluss durch die Fläche/

Dies ist die wesentliche Aussage des Gauß’schen Satzes.

Beispiel 1.10: Gauß’scher Satz

Überprüfen Sie den Gauß’schen Satz für die Funktion

v D y2 OxC
�
2xy C z2

�
OyC .2yz/Oz

und den in Abbildung 1.29 skizzierten Einheitswürfel, dessen Eckpunkt im Ur-
sprung liegt.

x

y

z

(iii)

(ii)

(i)

(v)

(iv)

(vi)

1

11

Abbildung 1.29

12 Im Deutschen ist die Bezeichnung Gauß’scher Satz gebräuchlich, die wir hier verwenden.
A. d. Ü.
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1.3 Integralrechnung

Beispiel 1.10 (Fortsetzung)

Lösung:

In diesem Fall ist
r � v D 2.xC y/

und Z
V

2.xC y/d� D 2

1Z
0

1Z
0

1Z
0

.x C y/dx dy dz ‚

1Z
0

.x C y/dx D 1
2
C y ‚

1Z
0

�
1
2
C y

�
dy D 1 ‚

1Z
0

1dz D 1 .

Das Endergebnis ist damit offenbar
Z
V

r � vd� D 2 .

Soweit zur linken Seite des Gauß’schen Satzes. Zur Berechnung des Flächenin-
tegrals müssen wir die sechs Seiten des Würfels einzeln berechnen:

(i)
Z

v � da D
1Z

0

1Z
0

y2 dy dz D 1
3

‚

(ii)
Z

v � da D �
1Z

0

1Z
0

y2 dy dz D �1
3

‚

(iii)
Z

v � da D
1Z

0

1Z
0

�
2xC z2

�
dx dz D 4

3
‚

(iv)
Z

v � da D �
1Z

0

1Z
0

z2 dx dz D �1
3

‚

(v)
Z

v � da D
1Z

0

1Z
0

2y dx dy D 1 ‚

(vi)
Z

v � da D �
1Z

0

1Z
0

0dx dy D 0 .

Der Gesamtfluss ist damit wie erwartet:
I
S

v � da D 1
3
� 1

3
C 4

3
� 1

3
C 1C 0 D 2 .
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� Aufgabe 1.33

Überprüfen Sie den Gauß’schen Satz für die Funktion v D .xy/ OxC.2yz/ OyC.3zx/Oz.
Benutzen Sie den in Abbildung 1.30 dargestellten Würfel mit der Seitenlänge 2
als Integrationsvolumen.

x

y

z

2

2

2

Abbildung 1.30

1.3.5 Der Fundamentalsatz für die Rotation

Der Fundamentalsatz für die Rotation wird auch als Stokes’scher Satz bezeichnet. Er
besagt, dass Z

S

.r � v/ � da D
I
P

v � dl . (1.57)

Wie in den früheren Sätzen ist das Integral einer Ableitung (hier der Rotation) über
ein Gebiet (hier einen Teil einer Fläche) gleich dem Funktionswert an den Grenzen
(hier die Randlinie der Fläche). Wie im Fall des Gauß’schen Satzes ist der Term für
die Integrationsgrenzen ebenfalls ein Integral – genau genommen ein geschlossenes
Linienintegral.

Geometrische Interpretation: Wie bereits erwähnt, misst die Rotation die „Verdril-
lung“ eines Vektors v. Ein Gebiet mit hoher Rotation ist ein Wirbel – wenn Sie dort
eine kleine Turbine hineinwerfen, beginnt sie sich zu drehen. Das Integral der Rota-
tion über irgendeine Fläche (genauer gesagt der Fluss der Rotation durch die Oberflä-
che) entspricht dem „Gesamtbetrag des Wirbels“. Wir können diesen Wirbel genauso
gut bestimmen, wenn wir uns um seine Kante herum begeben und feststellen, wie
weit der Fluss der Randlinie folgt (Abbildung 1.31).

Vielleicht ist Ihnen eine scheinbare Doppeldeutigkeit des Stokes’schen Satzes auf-
gefallen: In welcher Richtung sollen wir die Berechnung des Linienintegrals um
die Randlinie durchführen – im Uhrzeigersinn oder im Gegenuhrzeigersinn? Wenn
wir die falsche Richtung wählen, produzieren wir einen Vorzeichenfehler für die
gesamte Formel. Die Antwort darauf lautet: Ihre Bewegungsrichtung ist ganz egal,
solange Sie sich nur einheitlich bewegen. Das Oberflächenintegral enthält nämlich
eine grundlegende Doppeldeutigkeit hinsichtlich des Vorzeichens, die sich aber von
selbst aufhebt. Sie beruht auf der Richtung, in die da weist. Bei einer geschlossenen
Oberfläche (wie im Gauß’schen Satz) zeigt da in Richtung der nach außen gerich-
teten Flächennormale. Welche Richtung ist aber in einer offenen Fläche „außen“?
Die Konsistenz im Stokes’schen Satz (wie in allen anderen Fällen) wird durch die
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1.3 Integralrechnung

=

Abbildung 1.31

da

dl
Abbildung 1.32

Rechte-Hand-Regel sichergestellt: Wenn Ihre Finger in Richtung des Linienintegrals
deuten, dann ist die Richtung von da durch Ihren (rechtwinklig dazu abstehenden)
Daumen festgelegt (Abbildung 1.32).

Allerdings gibt es viele Oberflächen (sogar unendlich viele), die zu einer gegebe-
nen Randlinie gehören. Biegen Sie eine Büroklammer zu einer Schleife und tauchen
Sie diese in Seifenwasser. Der Seifenfilm erzeugt eine Fläche, deren Randlinie die
Drahtschleife ist. Wenn Sie diese anblasen, dehnt sich der Seifenfilm aus, wodurch
eine neue Oberfläche mit derselben Randlinie entsteht. Üblicherweise hängt zwar
ein Flächenintegral entscheidend von der Fläche ab, über die Sie integrieren, bei der
Rotation ist das aber offensichtlich nicht der Fall. Nach dem Stokes’schen Satz istR
.r � v/ � da gleich dem Linienintegral von v um die Randlinie. Diese aber hängt in

keiner Weise von der von Ihnen gewählten Fläche ab.

Korollar 1

R
.r�v/�da hängt nur von der Randlinie, aber nicht von der verwendeten Fläche

ab.

Korollar 2

Für jede geschlossene Oberfläche gilt
H
.r � v/ � da D 0, denn die Begrenzungs-

linie schrumpft, wie das Mundstück eines Luftballons, zu einem Punkt zusam-
men, wodurch die rechte Seite von Gleichung 1.57 verschwindet.

Diese Korollare entsprechen den entsprechenden Aussagen für den Fundamentalsatz
des Gradienten. Wir werden die Parallelen im Weiteren noch vertiefen.

Beispiel 1.11: Stokes’scher Satz

Betrachten Sie die Funktion v D �
2xzC 3y2� Oy C �4yz2� Oz. Überprüfen Sie den

Stokes’schen Satz für die in Abbildung 1.33 gezeigte quadratische Fläche.
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1 VEKTORANALYSIS

Beispiel 1.11 (Fortsetzung)

x y

z

1

1

(iv) (ii)

(iii)

(i)

Abbildung 1.33

Lösung:

In diesem Fall ist r �v D .4z2 �2x/ OxC 2zOz und da D dy dz Ox. (Mit der Aussage,
dass da in x-Richtung deutet, legen wir uns auf ein Linienintegral im Gegenuhr-
zeigersinn fest. Wir könnten genauso gut da D �dy dz Ox wählen, müssten dann
aber das Linienintegral im Uhrzeigersinn bestimmen.) Da für diese Oberfläche
x D 0 gilt, ist

Z
.r � v/ � da D

1Z
0

1Z
0

4z2 dy dz D 4
3

.

Was ist nun mit dem Linienintegral? Wir müssen es in vier Teile zerlegen.

(i) x D 0‚ z D 0‚ v � dl D 3y2 dy ‚
Z

v � dl D
1Z

0

3y2 dy D 1 I

(ii) x D 0‚ y D 1‚ v � dl D 4z2 dz ‚
Z

v � dl D
1Z

0

4z2 dz D 4
3
I

(iii) x D 0‚ z D 1‚ v � dl D 3y2 dy ‚
Z

v � dl D
0Z

1

3y2 dy D �1 I

(iii) x D 0‚ y D 0‚ v � dl D 0 ‚
Z

v � dl D
0Z

1

0dz D 0 .

Daher ist I
v � dl D 1C 4

3
� 1C 0 D 4

3
‚

was zu zeigen war.

Ein Wort noch zum Vorgehen: Beachten Sie, wie ich Schritt (iii) durchgeführt
habe. Natürlich ist es verlockend, hier dl D �dy Oy zu verwenden, da der Pfad
nach links verläuft. Wenn Sie darauf bestehen, ist das solange in Ordnung, so-
lange Sie das Integral von 0 ! 1 nehmen. Ich persönlich bevorzuge immer die
Schreibweise dl D dx OxC dy OyC dzOz (die nirgendwo Minuszeichen enthält) und
lasse die Integrationsgrenzen die Richtung bestimmen.
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1.3 Integralrechnung

� Aufgabe 1.34

Überprüfen Sie den Stokes’schen Satz für die Funktion v D .xy/ Ox C .2yz/ Oy C
.3zx/Oz für das dreieckige schattierte Gebiet aus Abbildung 1.34.

� Aufgabe 1.35

Überprüfen Sie Korollar 1 für dieselbe Funktion und Begrenzungslinie wie in
Beispiel 1.11. Integrieren Sie nun aber über die fünf Seiten des in Abbildung 1.35
dargestellten Kubus. Die Rückseite des Kubus ist offen.

x y

z

2

2

Abbildung 1.34

x

y

z

(iii)

(i)

(v)

(iv)

(ii)

1

1

1

Abbildung 1.35

1.3.6 Partielle Integration

Eine Technik, die (ungeschickterweise) als partielle Integration bezeichnet wird,
beruht auf der Produktregel für Ableitungen:

d
dx
.fg/ D f

�
dg
dx

�
C g

�
df
dx

�
.

Integrieren wir beide Seiten und wenden den Fundamentalsatz an, dann erhalten
wir

bZ
a

d
dx
.fg/dx D fg

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
b

a

D
bZ

a

f
�

dg
dx

�
dx C

bZ
a

g
�

df
dx

�
dx

bzw.
bZ

a

f
�

dg
dx

�
dx D �

bZ
a

g
�

df
dx

�
dx C fg

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
b

a

. (1.58)

Dies ist die partielle Integration. Sie gilt für die Fälle, in denen Sie die Aufgabe
haben, das Produkt einer Funktion (f ) und der Ableitung einer anderen Funktion
(g) zu integrieren. Mithilfe der partiellen Integration können Sie für den Preis eines
Minuszeichens und eines Zusatzterms die Ableitung von g auf f übertragen.
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Beispiel 1.12: Partielle Integration

Bestimmen Sie das Integral
1Z
0

x e�x dx .

Lösung:

Der Exponentialterm kann als Ableitung ausgedrückt werden:

e�x D d
dx

��e�x� .

In diesem Fall ist f .x/ D x, g.x/ D �e�x und df=dx D 1 und daher

1Z
0

x e�x dx D
1Z
0

e�x dx � x e�x

ˇ̌̌
ˇ̌
1

0

D �e�x

ˇ̌̌
ˇ̌
1

0

D 1 .

Auf genau die gleiche Art und Weise können wir auch die Produktregeln der Vektor-
rechnung zusammen mit den entsprechenden Fundamentalsätzen anwenden. Inte-
grieren wir beispielsweise

r � .f A/ D f .r �A/CA � .r f /

über ein Volumen und wenden den Gauß’schen Satz darauf an, erhalten wir
Z

r � .f A/d� D
Z

f .r �A/d� C
Z

A � .r f /d� D
I

f A � da

bzw. Z
V

f .r �A/d� D �
Z
V

A � .r f /d� C
I
S

f A � da . (1.59)

Hierbei ist wieder der Integrand das Produkt einer Funktion .f /mit der Ableitung (in
diesem Fall der Divergenz) einer anderen Funktion .A/. Aufgrund der partiellen Inte-
gration dürfen wir die Ableitung von A auf f übertragen (sie wird dadurch zu einem
Gradienten), wobei wir nur ein Minuszeichen und einen Zusatzterm (in diesem Fall
ein Flächenintegral) aufwenden müssen.

Vielleicht fragen Sie sich gerade, wie oft Ihnen wohl ein Integral begegnet, in dem
eine Funktion mit der Ableitung einer anderen multipliziert wird. Dies ist erstaun-
lich oft der Fall, und daher ist die partielle Integration eines der leistungsfähigsten
Hilfsmittel der Vektorrechnung.
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� Aufgabe 1.36

a. Zeigen Sie, dass

Z
S

f .r �A/ � da D
Z
S

�
A � .r f /

	 � daC
I
P

f A � dl . (1.60)

b. Zeigen Sie, dass

Z
V

B � .r �A/d� D
Z
V

A � .r � B/d� C
I
S

.A � B/ � da . (1.61)

1.4 Krummlinige Koordinaten

1.4.1 Sphärische Polarkoordinaten

Die sphärischen Polarkoordinaten (r, � , ')(auch als Kugelkoordinaten bezeichnet)
eines Punktes P sind entsprechend Abbildung 1.36 definiert. Dabei ist r die Ent-
fernung vom Ursprung (also der Betrag des Ortsvektors), � (der Winkel zwischen
Ortsvektor und z-Achse) ist der Polwinkel, und ' (der Winkel zwischen dem in die
x-y-Ebene projizierten Ortsvektor und der x-Achse in der x-y-Ebene) ist der Azimut-
winkel. Ihr Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten (x, y, z) lässt sich aus
der Abbildung ablesen:

x D r sin � cos ' ‚ y D r sin � sin' ‚ z D r cos � . (1.62)

In Abbildung 1.36 sind auch drei Basisvektoren zu erkennen, Or, O�, O', die in Richtung
ansteigender Werte der zugehörigen Koordinaten deuten. Sie bilden eine orthogonale
(aufeinander senkrecht stehende) Gruppe von Basisvektoren (genau wie Ox, Oy, Oz), und
jeder Vektor A kann auf übliche Weise in Form dieser Vektoren ausgedrückt werden:

A D Ar OrC A�
O� CA' O' . (1.63)

x

y

z

θ
θ

r
ϕ

ϕ

r

P

Abbildung 1.36
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Dabei sind Ar , A� und A' die radialen, polaren und azimutalen Komponenten von A.
In Einheiten der kartesischen Basisvektoren lautet dies

Or D sin � cos' OxC sin � sin' OyC cos � Oz
O� D cos � cos ' OxC cos � sin' Oy � sin � Oz
O' D � sin' OxC cos ' Oy

9=
; ‚ (1.64)

wie Sie leicht selbst überprüfen können (und in Aufgabe 1.38 auch sollen). Damit
sie schneller zu finden sind, habe ich auch diese Formeln auf die Innenseite des
Umschlags gestellt.

Es gibt hier aber eine Fußangel, vor der ich Sie warnen muss: Or, O� und O' gehören zu
einem bestimmten Punkt P und verändern ihre Richtung, sobald sich P bewegt. So
deutet beispielsweise Or immer radial nach außen, allerdings kann es sich bei „radial
nach außen“ auch um die x-Achse, die y-Achse oder, je nachdem, wo Sie sich befin-
den, um irgendeine andere Richtung handeln. In Abbildung 1.37 ist A D Oy und
B D �Oy, dennoch werden beide in sphärischen Koordinaten als Or geschrieben. Wir
könnten das berücksichtigen, indem wir uns explizit auf den Ausgangpunkt bezie-
hen: Or.� ‚ '/‚ O�.� ‚'/‚ O'.� ‚ '/, was allerdings ziemlich mühsam wäre. Solange Sie sich
des Problems bewusst sind, gehe ich davon aus, dass es keine Schwierigkeiten berei-
ten wird.13 Insbesondere dürfen Sie keineswegs die sphärischen Komponenten von
Vektoren, die sich auf unterschiedliche Punkte beziehen, einfach miteinander ver-
binden. (In Abbildung 1.37 ist beispielsweise A C B D 0 und keineswegs 2Or, außer-
dem ist A �B D �1 und nicht C1.) Passen Sie auf, wenn Sie einen Vektor differenzie-
ren, der in sphärischen Koordinaten ausgedrückt ist, denn dessen Einheitsvektoren
sind selbst wieder Funktionen des Orts (z. B. @Or=@� D O�). Weiterhin dürfen Sie Or, O�
und O' nicht aus einem Integral herausziehen, wie wir das in Gleichung 1.53 anhand
von Ox, Oy und Oz gezeigt haben. Wenn Ihnen nicht klar ist, ob eine Operation erlaubt
ist, drücken Sie die Aufgabe am besten in kartesischen Koordinaten aus; dort treten
diese Probleme nicht auf.

x
y

z

AB
1−1

Abbildung 1.37

Eine unendlich kleine Verschiebung in Or-Richtung wird einfach durch dr beschrie-
ben (Abbildung 1.38a), ähnlich wie ein infinitesimales Längenelement in x-Richtung
durch dx wiedergegeben wird:

dlr D dr . (1.65)

Andrerseits ist ein infinitesimales Längenelement in O�-Richtung (Abbildung 1.38b)
nicht einfach d� dabei handelt es sich ja um einen Winkel, der nicht einmal die

13 Ich bleibe bei dem, was ich in Abschnitt 1.1.2 erwähnt habe: Vektoren besitzen keinen
Ursprung. Vektoren existieren „dort draußen“ völlig unabhängig von unserer Wahl des
Koordinatensystems. Allerdings hängt die Schreibweise, mit denen wir sie beschreiben, in
gekrümmten Koordinaten sehr wohl vom gewählten Ursprung ab.
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