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Vorwort

Mit dem vorliegenden Band Analysis 2 erscheint nun auch der zweite Teil des im angel-
sachsischen Sprachraum dufierst populdren Klassikers Thomas” Calculus in deutscher
Ubersetzung. Zusammen mit dem bereits erschienenen Band Analysis 1 liegt nun end-
lich eine komplette deutschsprachige Version des englischen Bestsellers vor, der bereits
unzéhlige Studierende in ihrer Mathematikausbildung begleitet und bei Priifungsvor-
bereitungen unterstiitzt hat. Eine kompakte Zusammenfassung der ersten 8 Kapitel
von Thomas’ Calculus ist auch als Basisbuch Analysis erschienen.

Das Buch Analysis 2 ist eine hochmoderne Darstellung der Analysis, erfolgreich unter
Studenten erprobt, visuell einpragsam gestaltet und didaktisch hervorragend aufge-
baut. Es richtet sich in erster Linie an Anwender wie Naturwissenschaftler, Ingenieure
und Wirtschaftswissenschaftler und behandelt die klassischen Themen einer Analysis-
Vorlesung im zweiten Semester, wie Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Funktionen
mehrerer Veranderlicher, Mehrfachintegrale und Kurven; daneben finden sich die nicht
nur fiir den Anwender besonders wichtigen Themen wie Umgang mit Differentialen,
Kurven- und Oberflachenintegralen, Integration in Vektorfeldern und Differentialglei-
chungen. Der folgende kurze Inhaltsabriss zeigt die Breite der behandelten Themenge-
biete:

Parameterdarstellung und Polarkoordinaten

Ausgehend von einer Parameterdarstellung einer ebenen Kurve werden Begriffe wie
Kurvenldnge, Steigung, Rotationsflichen und -volumina behandelt. Oftmals ist ein
Ubergang zu Polarkoordinaten sinnvoll, weshalb diese ausfiihrlich dargestellt werden.
Wichtige Kurven sind (ebene) Kegelschnitte, die zusammen mit ihren Eigenschaften
besprochen werden.

Vektoren

Eine Einfithrung in die Theorie der Vektoren (Lange, Winkel, Skalar- und Kreuzpro-
dukt, ...) und Geometrie im Raum (Geraden und Ebenen, Abstiande, Flichen zweiter
Ordnung, ...) vermittelt die fiir die folgenden Kapitel benétigten Kenntnisse.

Kurven im Raum

In Erweiterung zum ersten Kapitel werden jetzt Raumkurven mit ihren entsprechen-
den (Bewegungs-)Groflen wie Geschwindigkeit, Kriimmung, Beschleunigung, Torsion
und begleitendes Dreibein betrachtet, illustriert und in einer Fiille von Anwendungen
diskutiert.



Vorwort

Differenzierbarkeit von Funktionen mehrerer Variabler

Dies ist das klassische Kernthema einer Analysis-2-Vorlesung. Wie bei Funktionen
einer Veranderlichen werden auch hier die Eigenschaften Stetigkeit und Differenzier-
barkeit definiert, wobei bei Letzterer zwischen partieller und totaler Differenzierbarkeit
zu unterscheiden ist. Hinsichtlich des Definitionsgebiets werden die Begriffe Rand-
punkt und innerer Punkt erldautert. Bei Ableitungsregeln wie der Kettenregel wird der
korrekte Umgang mit Differentialen eingetibt. Zur Untersuchung von Extremstellen
steht die Hesse-Matrix zur Verfligung. Maxima und Minima unter Nebenbedingungen
werden (mit Lagrange-Multiplikatoren) behandelt, ebenso die Taylor-Entwicklung und
viele Beispiele.

Mehrfachintegrale

In diesem Kapitel wird das Integral fiir Funktionen mehrerer Variabler (Mehrfachin-
tegral) vorgestellt und gezeigt, wie man es auf einfache Weise mithilfe des Satzes von
Fubini berechnen kann. An vielen praktischen Beispielen werden damit z. B. Volumina,
Momente oder Massenmittelpunkte berechnet und es wird demonstriert, wie sich das
Integral beim Ubergang zu einem anderen Koordinatensystem, z. B. Polar-, Kugel- oder
Zylinderkoordinaten, verandert.

Integration in Vektorfeldern

In diesem Kapitel werden Funktionen und Vektorfelder iiber Kurven und Oberfliachen
integriert. Der Leser wird sicher und mathematisch exakt bis hin zu den Sitzen von
Green und Stokes gefiihrt, und zwar so, dass er die Aussagen dieser bedeutenden Sétze
verstehen, mathematisch damit umgehen und praktisch anwenden kann.

Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Differentialgleichungen zweiter Ordnung werden u. a. zur Beschreibung von Schwin-
gungen gebraucht. Neben der allgemeinen Losung der homogenen Differentialglei-
chung (mit konstanten Koeffizienten) stellt dieses Kapitel auch Methoden zur Lésung
inhomogener Differentialgleichungen zweiter Ordnung vor. Als Beispiel einer Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung mit nicht konstanten Koeffizienten wird die Euler’sche
Differentialgleichung untersucht. In vielen praktischen Beispielen kommt die Theorie
zum Einsatz.

Trotz des starken Anwendungsbezugs, der auch aus obiger Inhaltsiibersicht erkennbar
ist, ist das Gerlist des Buches ein mathematisches; an der mathematischen Formulie-
rung und Prazision werden keinerlei Abstriche gemacht.

Wesentlich zum Verstdandnis der mathematischen Sachverhalte tragen dabei die vielen,
durchgehend farbigen 3-D-Abbildungen bei, die fast alle Definitionen, Sitze, Beweise
und Beispiele begleiten. Sie sind einzigartig in ihrer Qualitdt und Aussagestarke, ins-
besondere bei Objekten wie Vektoren, Kurven und Flachen im Raum.

Ebenfalls einzigartig ist die Fiille an Ubungsaufgaben, die das Buch zu jedem Kapitel
bereitstellt. Sie decken die ganze Bandbreite von leicht bis anspruchsvoll, von theore-
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tisch bis anwendungsbezogen, von Wiederholungsfragen bis zu Aufgaben fiir Fortge-
schrittene ab. Zu vielen Aufgaben finden sich auf der Webseite zum Buch MyMath-
Lab Deutsche Version die Kurzlgsungen. Einige Aufgaben konnen und sollen mit dem
Taschenrechner oder Computer gelost werden; diese sind mit einem eigenen Symbol
gekennzeichnet. Nutzen Sie die einzigartige Moglichkeit und rechnen Sie die Aufgaben
mithilfe von MyMathLab Deutsche Version nach. Dort bekommen Sie zu den meisten
Ubungen ein Schritt-fiir-Schritt-Feedback, welches Thnen hilft, die Aufgabe besser zu
verstehen und durchzurechnen.

Ubungsbuch 2.0

Interaktives Lernen mit MyMathLab Deutsche Version. Dieses Buch enthélt dafiir einen
24-monatigen Zugang zu myMathLab Deutsche Version an, ein am MIT millionenfach
erfolgreiches erprobtes und entwickeltes interaktives E-Learning-Tool fiir Mathematik,
das Studierende beim Aufbereiten des Stoffes und beim schrittweisen Losen der buch-
bezogenen Ubungsaufgaben sowie bei den Priifungsvorbereitungen ideal unterstiitzt.
Profitieren Sie davon, die Ubungen Schritt fiir Schritt durchzugehen. Lernen Sie mit
dem zu den meisten Aufgaben dazugehorigen Feedback und 16sen Sie sie so lange, bis
das rechnerische Handwerk sitzt.

Weitere Informationen unter www.mymathlab.com/deutsch .

Ein besonderer Dank gilt zum Schluss dem Verlags- und Ubersetzerteam, welches mit
seiner Arbeit dafiir verantwortlich ist, dass sich die herausragende Qualitédt des Origi-
nals ungebrochen in der deutschen Version wiederfindet.

Miinchen Daniel Rost

MyMathLab Deutsche Version
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Parameterdarstellung und Polarkoordinaten

12

Ubersicht

Wie wir in den vergangenen Kapiteln gesehen haben, gibt es verschiedene Moglichkei-
ten, eine Kurve in einer Ebene zu definieren; in diesem Kapitel wollen wir eine weitere
untersuchen. Wir stellen uns dabei eine Kurve nicht mehr als Graphen einer Funk-
tion oder als Menge von Punkten (x,y), die eine bestimmte Gleichung erfiillen (z.B.
x2 + y* = 1) vor; stattdessen betrachten wir eine Kurve in einem allgemeineren Ansatz
als die Bahn eines Teilchens, dessen Position sich mit der Zeit andert. Damit ist jede
der x- und y-Koordinaten des Teilchens eine Funktion einer dritten Variable f. AufSer-
dem betrachten wir in diesem Kapitel eine alternative Darstellungsweise fiir Punkte
in der Ebene, namlich mithilfe von Polarkoordinaten anstelle des kartesischen Koordi-
natensystems. Diese beiden Techniken werden oft verwendet, wenn man Bewegungen
darstellen mochte, z. B. die von Planeten und Satelliten, oder von Wurfgeschossen in
der Ebene oder im Raum. In diesem Kapitel werden wir aufSerdem die geometrischen
Definitionen und Gleichungen von Kreisen, Ellipsen und Hyperbeln zusammenstellen.
Diese Kurven nennt man Kegelschnitte. Wirkt auf ein Teilchen nur eine Gravitationskraft
oder elektromagnetische Kraft, so kann seine Bahn mit diesen Kurven beschrieben wer-
den.
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11.1 Parametrisierung einer ebenen Kurve

Bisher haben wir Kurven meist als Graphen einer Funktion betrachtet; dabei hangt der
Wert y der Funktion von der Variablen x ab. Wir werden jetzt ein weiteres Verfahren
zu Darstellung einer Kurve einfiihren, bei dem die beiden Koordinaten x und y eine
Funktion einer dritten Variablen ¢ sind.

Parameterdarstellung

\

Position des Teilchens
zur Zeit t T (f(®), g(0)

PJIGITIVRRIME  Die Bahn eines Teilchens in der xy-Ebene ist nicht immer der Graph einer einzelnen Funktion.

» Abbildung 11.1 zeigt die Bahn eines Teilchens in der xy-Ebene. Diese Bahn schneidet
eine vertikale Gerade mehr als einmal, sie kann also nicht als der Graph einer Funktion
in der Variablen x dargestellt werden. Allerdings kann man zumindest manchmal diese
Bahn mit dem Gleichungspaar x = f(¢) und y = g(t) beschreiben; f und g sind dabei
stetige Funktionen. Wenn man die Bewegung eines Teilchens untersucht, steht ¢ in der
Regel fiir die Zeit. Mit solchen Gleichungspaaren kann man auch allgemeinere Kurven
beschreiben, die sich nicht als y = f(x) darstellen lassen. Auerdem erhélt man so nicht
nur die Bahn des Teilchens, sondern auch den Ort (x,y) = (f(t), g(t)) zur Zeit .

Es seien x und y durch die stetigen Funktionen

x=f(t) y=g(t)

in einem Intervall I von t-Werten gegeben. Dann ist die Menge der Punkte (x,y) =
(f(t),g(t)), die durch diese Gleichungen definiert wird, eine
. Die Gleichungen sind die der Kurve.

Die Variable t ist dabei der Parameter, von dem die Kurve abhdngt; den Definiti-
onsbereich I nennt man auch das Parameterintervall. Fiir ein abgeschlossenes Para-
meterintervall I = [a,b] ist der Punkt (f(a),g(a)) der Anfangspunkt der Kurve und
(f(b),g(b) ihr, Endpunkt. Wenn wir Parametergleichungen und ein Parameterintervall
fiir eine Kurve bestimmen, nennt man dies die Parametrisierung der Kurve. Gleichun-
gen und Intervall zusammen sind die Parameterdarstellung einer Kurve. Eine Kurve
kann durch unterschiedliche Parametergleichungen beschrieben werde (vgl. die Auf-
gaben 11 und 12).
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CEHAEIRNRY Skizzieren Sie die Kurve, die durch die Parametergleichungen

x:tz, y=t+1, —oo<t<oo
definiert wird.
y
t=3
I (=2 0
P 7
~7(1,2)
t=0¢0,1)
(I’IO)I L L L L L L L X
T~ 4-D
i t=-2 9, -2)
i t=-3

JYYSICINREW] Diese Kurve wird durch die Parametergleichungen x = t2 und y = t -+ 1 definiert (Beispiel
11.1).

Tabelle 11.1: Werte von x = t? und y = t + 1 fiir ausgewahlte t

-2 4 -1
o

0 0 1
B

2 4 3
BEREINES

Wir stellen eine kurze Wertetabelle auf (vgl. Tabelle 11.1), zeichnen die Punkte
(x,¥) und legen durch sie eine glatte Kurve (»Abbildung 11.2). Zu jedem Wert von ¢
gehort ein Punkt (x,y) auf der Kurve; wie man der Tabelle entnehmen kann, gehort
beispielsweise zu t = 1 der Punkt (1,2). Wenn wir diese Kurve als die Bahn eines Teil-
chens interpretieren, dann bewegt sich das Teilchen entlang der Kurve in die Richtung
der Pfeile, die in Abbildung 11.2 eingetragen sind. Die Zeitintervalle, nach denen wir
den néchsten Punkt bestimmt haben, sind hier jeweils gleich lang. Die Bogenlinge
zwischen zwei entsprechenden Punkten auf der Kurve sind dagegen nicht gleich lang.
Das Teilchen wird also langsamer, wenn es sich auf der unteren Hélfte der Kurve mit
wachsendem ¢ der y-Achse ndhert; nachdem es im Punkt (0,1) die y-Achse passiert
hat und sich auf der oberen Halfte der Kurve bewegt, wird es wieder schneller. Das
Parameterintervall fiir die Werte von t umfasst alle reellen Zahlen, es gibt also keinen
Anfangs- und Endpunkt der Kurve. |

CEHAEREPS Untersuchen Sie die Kurve aus Beispiel 11.1 (vgl. Abbildung 11.2). Wel-
che geometrische Form hat sie? Eliminieren Sie dazu den Parameter t und stellen Sie
eine algebraische Gleichung mit den Variablen x und y fiir die Kurve auf.
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Wir 16sen die Gleichung y = t + 1 nach dem Parameter ¢ auf und setzen das
Ergebnis in die Parametergleichung fiir x ein. Wir erhalten t = y — 1 und damit

x=P=y-12=y*-2y+1.

Die Gleichung x = y? — 2y + 1 beschreibt eine Parabel, wie in Abbildung 11.2 zu sehen.
Es ist allerdings nicht immer so einfach wie hier, den Parameter aus den beiden Para-
metergleichungen zu eliminieren, manchmal ist es sogar unmoglich.

CEHAEIRNEEY Zeichnen Sie die folgenden in Parameterdarstellung gegebenen Kur- Kurven in

ven: Parameterdarstellung

H X = cost, Yy = sint, 0<t<2m.
“ x=uacost, y=asint, 0<t<2m.

¥ +y?=1

| P(cos t, sin )

K:’IT \t t=0 e

0 (1,0)

_3m
=5

Y TIGOLGRERE] Die Gleichungen x = cos t und y = sin t beschreiben die Bewegung auf dem Kreis x2 + y? =
1. Der Pfeil gibt die Richtung zunehmender Zeit t an (Beispiel 11.3).

Es gilt x> + 42 = cos? t + sin’ t = 1, die gegebene Kurve in Parameterdarstellung
liegt also auf dem Einheitskreis x? + > = 1. Wenn t die Werte zwischen 0 und
27t durchlduft, bewegt sich der Punkt (x,y) = (cost,sint) von (1,0) aus auf der
gesamten Kreislinie gegen den Uhrzeigersinn (»Abbildung 11.3).

Fir x =acost, y =asint, 0 <t <27 ergibt sich x% + yz = a2 cos?t + a?sin? ¢
= a2. Die Parametergleichungen beschreiben eine Bewegung entlang der Kreisli-
nie 2 + 12 = a2. Sie beginnt in dem Punkt (a,0), durchlauft den Kreis entgegen
dem Uhrzeigersinn und endet bei t = 271 wieder im Punkt (4,0). Der Graph ist
ein Kreis mit dem Mittelpunkt im Ursprung und dem Radius r = a; die Koordi-
natendarstellung der Punkte ist (acost, asint).

CEHAERNELY Ein Teilchen bewegt sich in der xy-Ebene. Seine Position ist durch die Bahnbestimmung bei
folgenden Parametergleichungen gegeben: Parameterdarstellung

x=+vt y=t t>0.

Bestimmen Sie die Bahn des Teilchens und beschreiben Sie seine Bewegung.
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\
t=1/ P(i1)
1,1
0| Startpunkt bei
t=0

LY HGOTRE®A  Die Gleichungen x = +/t und y = t beschreiben in dem Intervall t > 0 die Bahn eines Teil-
chens, das sich auf dem rechten Ast der Parabel y = x2 bewegt (Beispiel 11.4).

Wir versuchen, den Parameter ¢ in den beiden Gleichungen x = Vf und
y =t zu eliminieren und so die Bahn zu bestimmen. Wenn dieses Verfahren funk-
tioniert, erhdlt man damit einen algebraischen Zusammenhang zwischen x und y. In
diesem Beispiel ergibt sich

y:t:(ﬂ)zzxz.

Fiir die Koordinaten der Position des Teilchens gilt die Gleichung y = x2, das Teilchen

bewegt sich also auf der Parabel y = x2.

Die Bahn des Teilchens entspricht allerdings nicht der gesamten Parabel, sondern nur
dem rechten Ast. Die x-Koordinate des Teilchens wird niemals negativ. Es startet zur
Zeit t = 0 bei (0,0) und bewegt sich dann im ersten Quadranten mit wachsendem ¢
aufwirts. Das Parameterintervall ist [0, 00), es gibt also keinen Endpunkt.

Der Graph jeder beliebigen stetigen Funktion y = f(t) kann parametrisiert werden,
indem man x = t und y = f(t) setzt. Der Definitionsbereich des Parameters entspricht
in diesem Fall dem Definitionsbereich der Funktion f.

SHJEREE) Eine Parameterdarstellung des Graphen der Funktion f(x) = x? ist
x=t y=f(t)=F# —co<t< oo

Fiir t > 0 erhalten wir mit dieser Parameterdarstellung die gleiche Bahn in der
xy-Ebene wie in Beispiel 11.4. Weil der Parameter t hier aber auch negative Werte
annehmen kann, umfasst die Bahn auch den linken Ast der Parabel. Insgesamt erhal-
ten wir also die gesamte Parabelkurve. In dieser Parameterdarstellung gibt es keinen
Anfangs- und keinen Endpunkt (»Abbildung 11.5).

Die Parameterdarstellung gibt nicht nur die Bahn des Teilchens an, sondern auch, wann
(bei welchem Wert des Parameters) ein Teilchen sich an einem bestimmten Punkt der
Kurve befindet. So erreicht das Teilchen in Beispiel 11.4 den Punkt (2,4) bei t = 4;
in Beispiel 11.5 wird dieser Punkt schon ,frither” erreicht, bei t = 2. Wie wichtig die-
ser Aspekt der Parameterdarstellung ist, wird deutlich, wenn man mogliche Kollisio-
nen von Teilchen behandelt: Teilchen stofSen zusammen, wenn sie den genau gleichen
Punkt P(x,y) bei einem bestimmten Wert des Parameters erreichen. Wir werden dies
genauer besprechen, wenn wir in Kapitel 13 Bewegungen behandeln.



11.1 Parametrisierung einer ebenen Kurve

0

INISICIERERY Die Parameterdarstellung x = t, y = t2, —co < t < oo beschreibt als Bahn die gesamte
Parabel y = x? (Beispiel 11.5).

SEEJEREEED Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung fiir die Gerade durch den Aufstellen von
Punkt (4, b) mit der Steigung m. Parametergleichungen

Eine Gleichung dieser Geraden in kartesischen Koordinaten ist y — b
= m(x — a). Wir definieren den Parameter t = x — a. Damit erhalten wir x = a + t und
y — b = mt. Eine Parameterdarstellung der Geraden ist also

x=a+t, y=b+mt, —oo<t< oo

Wenn wir wie in Beispiel 11.5 x = t, y = m + b(x — a) setzen, erhalten wir eine andere
Parameterdarstellung. Beide beschreiben jedoch diesselbe Gerade. |

SEEJENNYS Skizzieren Sie die Bahn, die der Punkt P(x,y) durchlduft, wenn gilt Bahn in
Parameterdarstellung

Um was fiir eine Bahn handelt es sich?
Tabelle 11.2: Wertevon x = t + (1/t) und y = t — (1/t) fiir einige Werte von t

t 1/t X y

02 50 52 48

1,0 1,0 20 0,0

50 02 52 48

Wir erstellen eine kurze Wertetabelle (Tabelle 11.2), zeichnen die Punkte in
ein Koordinatensystem und legen dann wie in Beispiel 11.1 eine glatte Kurve hin-
durch. Danach eliminieren wir den Parameter ¢ aus den Gleichungen. Das ist hier
etwas komplizierter als in Beispiel 11.2. Wenn wir mithilfe der Parametergleichungen
die Differenz von x und y bestimmen, erhalten wir

e ) ()3
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Addition der beiden Parametergleichungen ergibt

1 1
xt+y= (t+?>+(t—?) =2t

Multiplizieren wir nun diese beiden Gleichungen, kénnen wir so den Parameter f eli-
minieren:

-y = (7) @0 =4

Wir multiplizieren in dieser Gleichung die Klammern auf der linken Seite aus und
erhalten so die Standardgleichung einer Hyperbel (wir kommen darauf in Abschnitt
11.6 zurtick):

-y =4 (11.1)

Die Koordinaten aller Punkte P(x,vy), die von den Parametergleichungen beschrieben
werden, erfiillen Gleichung (11.1). Allerdings setzt Gleichung (11.1) nicht voraus, dass
die x-Koordinate positiv ist. Es gibt also Punkte (x, y) auf der Hyperbel, die die Parame-
tergleichung x = t + (1/t), t > 0, nicht erfiillen, denn in dieser Gleichung ist x immer
positiv. Die Parametergleichung beschreibt also keine Punkte auf dem linken Ast der
Hyperbel aus Gleichung (11.1), denn hier ware die x-Koordinate negativ. Fiir kleine
positive Werte von ¢ liegt die Bahn im vierten Quadranten und steigt mit wachsendem
t an; sie schneidet die x-Achse bei t = 1 und steigt dann weiter im ersten Quadran-
ten (> Abbildung 11.6). Der Definitionsbereich des Parameters ist (0, c0), es gibt keinen
Anfangs- oder Endpunkt der Bahn.

.
10 t=10
/(.10,1, 9.9)

(10,1,-9.9)
~10+ \o

t=0,1

ALLTIGOGGRERY  Die Kurve mit der Parameterdarstellung x = t + (1/t), y =t — (1/t), t > 0 aus Beispiel
11.7. (Gezeigt wird die Bahn im Bereich 0,1 < t < 10).

In den Beispielen 11.4, 11.5 und 11.6 wird deutlich, dass sich eine gegebene Kurve
(oder ein Teil einer Kurve) durch verschiedene Parameterdarstellungen repréasentieren
lasst. In Beispiel 11.7 konnen wir auch den rechten Ast der Hyperbel darstellen, wenn
wir die folgende Parameterisierung wéhlen:

x=V4+1t, y=t -—-co<t<oo.

Dazu 16st man Gleichung (11.1) fiir x > 0 nach x auf und wéhlt y als Parameter. Eine
andere Parameterdarstellung fiir den rechten Ast der Hyperbel, die durch Gleichung
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(11.1) beschrieben wird, ist

x= 2 = 2sect = 2tant 7T<t<7-[
~ cost P Y= ’ 2 2°
Diese Parametrisierung ergibt sich aus der trigonometrischen Identitét sec? t — tan? t
=1, die zu

x? —y2 :4sec2t—4tan2t:4(sec2t—tan2t> =4

fiihrt. Wenn t Werte zwischen —71/2 und 7/2 annimmt, bleibt x = 2sect positiv, und
y = 2tant liegt zwischen —oo und oo; P durchlduft dann den rechten Ast der Hyperbel.
Der Punkt bewegt sich auf der unteren Halfte des Astes fiir t — 07, erreicht bei t = 0
den Punkt (2,0) und lauft dann im ersten Quadranten nach oben, wenn t bis 77/2
ansteigt. Es handelt sich dabei um den gleichen Hyperbel-Ast, von dem ein Teil in
Abbildung 11.6 gezeigt wird.

Zykloiden

Schwingt das Ende eines Uhrenpendels auf einer Kreisbahn, so hingt die Frequenz der
Schwingung von der Amplitude ab. Je grofSer der Ausschlag des Pendels, desto langer
dauert es, bis das Pendel wieder ins Zentrum (die tiefste Position) zuriickkehrt. Damit
wird die Zeitmessung ungenau.

Dieses Problem kann man umgehen, wenn man das Pendel so konstruiert, dass es
auf der Bahn einer Zykloide schwingt. Was eine Zykloide ist, definieren wir in Beispiel
11.8. 1683 baute Christiaan Huygens eine Pendeluhr, bei der das Ende des Pendels eine
Zykloide beschreibt. Das Pendel besteht hierbei aus einer Masse an einem feinen Draht
und wird zwischen zwei Fiihrungsschienen aufgehéngt. Wegen der Fiihrungsschienen
wird die Masse angehoben, wenn sie sich vom Zentrum entfernt (»Abbildung 11.7).

Fiihrungs-
schiene

Fiihrungs-
schiene

"« ., Zykloide e

P JIGITVREWA  Bei der Pendeluhr von Huygens schwingt das Ende des Pendels auf einer Zykloidenbahn. Die
Frequenz wird damit unabhangig von der Amplitude.

Ein Rad mit dem Radius a rollt auf einer Geraden. Welche Bahn be- Zykloide
schreibt dabei ein Punkt P auf dem Rand des Rades? Bestimmen Sie eine Parame-
terdarstellung fiir diese Bahn. Eine solche Kurve nennt man Zykloide, in der dlteren

Literatur findet man auch die Bezeichnung Rollkurve.

Die Gerade soll die x-Achse sein. Wir zeichnen den Punkt P auf dem Rad
ein, starten die Bewegung mit P im Ursprung und rollen das Rad nach rechts ab. Als
Parameter wéhlen wir den Winkel f, um den sich das Rad gedreht hat, gemessen in
Radiant. »Abbildung 11.8 zeigt das Rad zu dem Zeitpunkt, an dem sein tiefster Punkt
sich um die Strecke at vom Ursprung entfernt hat. Der Mittelpunkt des Rads liegt dann
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P(x,y) = (at + acos 0, a + a sin 0)

0l< at

POJIGOTRERY  Die Position des Punkts P(x, y) auf einem rollenden Rad bei dem Winkel t (Beispiel 11.8).

bei (at,a), und die Koordinaten von P sind
x=at+acosf, y=a+asinf.

Wir wollen nun 60 als Funktion von ¢ ausdriicken. Der Zeichnung entnehmen wir, dass
gilt t +6 = 37/2, also

Daraus folgt
cos 0 = cos <377T — t> = —sint, sinf = sin <377T — t> = —cost.
Die gesuchten Parametergleichungen sind
x=at—asint, y=a—acost.
Man schreibt sie normalerweise mit 2 ausgeklammert:
x=a(t—sint), y=a(l—cost). (11.2)

» Abbildung 11.9 zeigt den ersten Bogen dieser Zykloide und einen Teil des zweiten.

X
o] 2Ta

PXOIGOTRERE]  Die Zykloide x = a(t —sint), y = a(1 — cost) fir t > 0.

Brachistochronen und Tautochronen

Wenn wir die Abbildung 11.9 auf den Kopf stellen, so gelten die Gleichungen (11.2)
immer noch. Die Kurve, die damit entsteht (»Abbildung 11.10), hat zwei interessante
physikalische Eigenschaften. Die erste betrifft den Ursprung O und den Punkt B an
der tiefsten Stelle des ersten Bogens. Diese beiden Punkte kénnen durch viele unter-
schiedliche Kurven verbunden werden. Wir betrachten nun eine kleine Kugel, die sich
reibungsfrei, nur unter dem Einfluss der Schwerkraft, entlang einer dieser Kurven
bewegt; die Zykloide ist dann die Kurve, auf der die Kugel am schnellsten Punkt B
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B(amw,2a)

Wir untersuchen die Bewegung auf einer Zykloide unter dem Einfluss der Schwerkraft und
drehen dazu Abbildung 11.9 um. Damit zeigt die y-Achse in Richtung der Gravitationskraft
und die nach unten gehenden y-Koordinaten werden positiv. Die Parametergleichungen und
das Intervall firr die Zykloide sind noch immer x = a(t —sint),y = a(1 —cost)undt > 0.
Der Pfeil zeigt in Richtung wachsender t.

erreicht. Damit ist die Zykloide auch eine Brachistochrone (von griechisch brachistos
,kiirzest” und chronos ,Zeit”). Eine Brachistochrone beschreibt den schnellsten Weg
zwischen zwei Punkten.

Die zweite physikalische Eigenschaft der Kurve betrifft die Gleitzeit selbst. Interessan-
terweise braucht eine Kugel auch dann die gleiche Zeit zum Erreichen von B, wenn sie
nicht am Ursprung O, sondern weiter unten auf die Bahn gesetzt wird. Die Zykloide ist
damit auch eine Tautochrone (von griechisch fautds, , das Gleiche”), d.h. eine Kurve,
auf der jede Teilstrecke gleich schnell zuriickgelegt wird.

Gibt es noch andere Brachistochronen zwischen O und B, oder ist die Zykloide die
einzige? Wir konnen diese Frage folgendermafien als mathematische Aufgabe formu-
lieren: Zu Beginn ist die kinetische Energie der Kugel null, da ihre Geschwindigkeit
null ist. Die Gravitationskraft verrichtet eine Arbeit, um die Kugel von (0,0) zu einem
beliebigen Punkt (x,) zu bewegen; diese Arbeit ist mgy, sie muss gleich der Anderung
in der kinetischen Energie sein. Es gilt also

1 1
mgy = Emvz - Em(0)2.

Die Geschwindigkeit der Kugel im Punkt (x,y) ist damit

v =./28V.
Daraus folgt

ds oy ds ist das Differential der Bogenlinge
a - 28y entlang der Bahn der Kugel.

oder

df — ds /14 (dy/dx)?dx
V28Yy V28Y

Eine Kugel braucht die Zeit Ty, um entlang einer bestimmten, durch y = f(x) gegebe-
nen Bahn von O bis zu B(ar, 2a) zu gleiten. Fiir diese Zeit Ty gilt

X=a 1 4 (dy/dx)?
T, = — 7 dx. 11.3
f /x:0 V 2gy g (1L3)

Gibt es Kurven y = f(x), fiir die der Wert dieses Integrals minimal wird? Wenn ja,
welche sind das?

Man koénnte zuerst annehmen, dass die Kugel auf der geraden Strecke zwischen den
Punkten O und B die kiirzeste Zeit benétigt, da dies die kiirzeste Strecke ist. Aber
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vielleicht ist das auch nicht so? Es konnte ja auch ein Vorteil sein, die Kugel zuerst fast
vertikal nach unten fallen zu lassen, denn damit erreicht man eine grofiere Geschwin-
digkeit. Dann konnte die Kugel auch einen lingeren Weg zuriicklegen und trotzdem
schneller am Punkt B sein. Diese Uberlegungen sind in der Tat richtig. Man kann die
Kurve, fiir die das Integral in Gleichung (11.3) den minimalen Wert annimmt, mithilfe
der Variationsrechnung bestimmen. Das Ergebnis ist, dass es nur eine einzige Brachisto-
chrone zwischen O und B gibt, und das ist die Zykloide.

Wir kénnen diese Rechnung mit unseren jetzigen Kenntnissen leider nicht nachvoll-
ziehen. Wir konnen aber zeigen, warum die Zykloide eine Tautochrone ist. Wie wir
im ndchsten Abschnitt zeigen werden, entspricht die Ableitung dy/dx der Ableitung
dy/dt geteilt durch die Ableitung dx/dt. Wir fithren diese Rechnungen hier nicht im
Detail aus, aber wenn man die Ableitungen berechnet und in Gleichung (11.3) einsetzt,

erhilt man
r=arn 1—i—(dy/dx)2
O N (ECE
Zykloide —o0 2gy

2(9 _ 9 ¢ Aus den Gleichungen (11.2) folgt
( cos ) dx/dt =a(l — cost), dy/dt=asint

2ga(1 — cost) und y = a(1 — cost).

7T
- [ =T
0 8 8

Wird eine reibungsfreie Kugel also aus dem Ruhezustand bei O losgelassen und gleitet
die Zykloide herab, so kommt sie nach der Zeit 7r4/a/g bei B an.

Die Kugel wird nun nicht in O losgelassen, sondern an einem Punkt weiter unten
auf der Zykloidenbahn, an dem Punkt P(ag, o), zu dem der Parameter fy > 0 gehort.
Die Geschwindigkeit der Kugel an einem beliebigen Punkt (x,y) weiter unten auf der
Zykloide betrdgt dann

v= \/Zg(y—yo) = \/Zga(costo — cost). y=a(l—cost)

Damit benotigt die Kugel fiir den Weg von (x, i) nach B die Zeit:

/ 2 2cost) / 1—cost
fo Zgu cos ty — cos t to Cos to — cost
/ 2sin®(t/2) dt
t, | (2cos?(tg/2) —1) — (2cos?(t/2) — 1)

\/’ sin(t/2)dt
to \/cos2(tg/2) — cos?(t/2)

u = cos(t/2),
—2du = sin(t/2)dt,

[ t=ty \/ 2 —y?2 ¢ =cos(ty/2)

a ult="
= 2\/i[ —sin~! —}
g C L=t
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_ \/? {_sin_l cos(t/2) }

B g COS(tO/Z) to

= 2\/? (— sin~10 4+ sin~? 1) =7 E.
8 8

Dies ist genau die Zeit, die die Kugel braucht, um von O nach B zu gleiten. Allge-
meiner: Die Kugel benétigt immer die gleiche Zeit, um B zu erreichen, unabhingig
vom Startpunkt. Starten also beispielsweise drei Kugeln an den Punkten O, A und C in
» Abbildung 11.11, so kommen sie alle gleichzeitig bei B an.

0

y

PJIGIMIVREMEE  Drei Kugeln, die auf einer umgedrehten Zykloide gleichzeitig in den Punkten O, A und C
losgelassen werden, erreichen B zur gleichen Zeit.

Kehren wir zu dem Problem der Pendeluhr vom Beginn des Kapitels zurtick. In der
Huygens’schen Uhr bewegt sich der Pendelkérper ebenfalls auf einer Zykloidenbahn —
und das ist der Grund dafiir, dass die Schwingungsdauer des Pendels nicht von seiner

Amplitude abhéngt.

Aufgaben zum Abschnitt

Aufstellen einer Funktionsgleichung in kartesischen
Koordinaten bei gegebener Parameterdarstellung
In den Aufgaben 1-10 ist jeweils die Parameterdarstel-
lung fiir die Bewegung eines Teilchens in der xy-Ebene
gegeben. Bestimmen Sie die Bahn des Teilchens und
stellen Sie eine Gleichung in kartesischen Koordinaten
fiir sie auf. Zeichnen Sie den Graphen zu dieser Glei-
chung (die Graphen kénnen von der ausgewéahlen Glei-
chung abhingen). Welcher Teil des Graphen wird von
dem Teilchen durchlaufen? Zeichnen Sie ein, in welche
Richtung sich das Teilchen bewegt.

Bl -3 y=92 -—-w<t<o

Bl =25 y=4-7, —o<t<om
- x=cos2t, y=sin2t, 0<t<m
- x=4cost, y=2sint, 0<t<2m1
- x =sint, y = cos2t, —ggtgg
B =2 y=1-2* —co<t<oo

- y=V1-12, -1<t<0

Bl x—se?t—1, y=tant, —m/2<t<m/2
Bl = —cosht, y=sinhf, —oco <t < o0

x =2sinht, y=2cosht, —oco <t < o0

Aufstellen von Parametergleichungen [l Ein
Teilchen startet in dem Punkt (a,0) und bewegt sich auf
der Kreislinie x? + > = 4. Bestimmen Sie zwei Parame-
tergleichungen und ein Parameterintervall, wenn das
Teilchen den Kreis

a. einmal im Uhrzeigersinn,
b. einmal gegen den Uhrzeigersinn,
¢. zweimal im Uhrzeigersinn,

d. zweimal gegen den Uhrzeigersinn

durchlauft. (Es gibt hier viele richtige Losungen, Thre
Antwort muss also nicht mit der im Anhang {iberein-
stimmen.)
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Ein Teilchen startet in dem Punkt (4,0) und
bewegt sich auf der Ellipse (x?/a?) + (y*/b?) = 1.
Bestimmen Sie zwei Parametergleichungen und ein
Parameterintervall, wenn das Teilchen die Ellipse

g

einmal im Uhrzeigersinn,

=

einmal gegen den Uhrzeigersinn,
¢. zweimal im Uhrzeigersinn,

d. zweimal gegen den Uhrzeigersinn

durchlauft. (Wie in Aufgabe 11 gibt es viele richtige
Losungen.)

Bestimmen Sie in den Aufgaben 13-18 eine Parameter-
darstellung der Kurve.

BB Die Strecke mit den Endpunkten (—1,—-3) und
(4,1).

Die Strecke mit den Endpunkten (—1,3) und
(3, =2).

Bl Diec untere Halfte der Parabel x — 1 = yz.
Den linken Ast der Parabel y = x2 + 2x.

Bl Der Strahl (die Halbgerade) mit dem Startpunkt
g p
(2,3), der durch den Punkt (—1, —1) geht.

Der Strahl (die Halbgerade) mit dem Startpunkt
(—1,2), der durch den Punkt (0,0) geht.

BBl Ein Teilchen startet im Punkt (2,0) und bewegt
sich viermal entlang der oberen Hailfte des Kreises
x2 +y? = 4. Bestimmen Sie Parametergleichungen und
Parameterintervall.

Bl Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung fiir den
Halbkeis

2

x2+y2:a, y > 0.

Verwenden Sie als Parameter die Steigung t = dy/dx
einer Tangente an die Kurve im Punkt (x,y).

Bl Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung der
Strecke zwischen den Punkten (0,2) und (4, 0). Verwen-
den Sie als Parameter den Winkel 8, den Sie der folgen-
den Abbildung entnehmen kénnen.

y

26
\‘(X\,y)
9 \

@ X

0 4
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Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung der
Kurve y = /x mit dem Endpunkt (0,0). Verwenden
Sie als Parameter den Winkel 6, den Sie der folgenden
Abbildung entnehmen koénnen.

\0

0

BB Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung fiir den
Kreis (x —2)2 +y? = 1, die bei (1,0) startet und sich
einmal im Uhrzeigersinn um die Kreislinie bewegt. Ver-
wenden Sie als Parameter den Winkel 6, den Sie der
folgenden Abbildung entnehmen kénnen.

Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung fiir den
Kreis x? + y*> = 1, die bei (1,0) startet und sich gegen
den Uhrzeigersinn bis zum Endpunkt (0,1) bewegt.
Verwenden Sie als Parameter den Winkel 6, den Sie der
folgenden Abbildung entnehmen kénnen.

y

»\.(Q )
1

I 160 )\

X
i) \J(l, 0)

Bl Die Versiera der Agnesi Die Versiera der Agnesi
ist eine Kurve, die nach der Mathematikerin Maria
Agnesi benannt ist, die sie 1748 zum ersten Mal
beschrieben hat. Sie wird folgendermafSen konstruiert:
Wir starten mit einem Kreis mit dem Radius 1 und dem
Mittelpunkt (0,1), wie in der untenstehenden Abbil-
dung zu sehen. Wir wihlen nun einen Punkt A auf der
Geraden y = 2 und verbinden ihn mit dem Ursprung.
Die Strecke zwischen A und dem Ursprung schnei-
det den Kreis im Punkt B. P sei der Punkt, an dem
sich die vertikale Gerade durch A und die horizontale
Gerade durch B schneiden. Bewegt sich nun A entlang
der Geraden y = 2, so beschreibt P eine Kurve, eben

0, 1)
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die Versiera der Agnesi. Bestimmen Sie Parameterglei-
chungen und ein Parameterintervall fiir diese Kurve.
Driicken Sie dazu die Koordinaten von P als Funktion
von t aus; t ist der Winkel zwischen der Strecke OA
und der positiven x-Achse, gemessen in Radiant. Die
folgenden Identititen konnen Sie voraussetzen und bei
der Losung verwenden:

a. x=AQ b.y=2-ABsint ¢ AB-OA = (AQ)?

Hypozykloiden Wenn ein Kreis auf der Innen-
seite eines weiteren, unbeweglichen Kreises abge-
rollt wird, dann beschreibt jeder Punkt P auf
dem Umfang des rollenden Kreises eine Kurve, die
man Hypozykloide nennt. Der unbewegliche Kreis sei
x4+ yz = a2, der Radius des rollenden Kreises b, und
die Anfangsposition des Punkts P sei A(a,0). Stellen Sie
eine Parametergleichung fiir die Hypozykloide auf; ver-
wenden Sie als Parameter den Winkel 6, der zwischen
der positiven x-Achse und der Geraden liegt, die durch
die beiden Kreismittelpunkte geht. In der untenstehen-
den Abbildung ist b = a/4. Zeigen Sie, dass dann die
Hypozykloide der Astroide

x=acos’f, y=asin®f

entspricht.

A
0 b (a,0)

27| Bewegt sich der Punkt N in der untenstehenden
Abbildung entlang der Geraden y = g, so ist der Punkt
P wie in der Abbildung definiert durch: OP = MN. Stel-
len Sie Parametergleichungen fiir die Koordinaten von
P in Abhangigkeit von t auf. t ist dabei der Winkel zwi-
schen der Geraden ON und der positiven y-Achse.

A0, a)

T

Trochoiden Ein Rad mit dem Radius a rollt ent-
lang einer horizontalen Geraden ohne dabei zu gleiten.
Auf einer Speiche des Rades befindet sich im Abstand
b vom Mittelpunkt der Punkt P. Stellen Sie Parameter-
gleichungen fiir die Bahn auf, die dieser Punkt duch-
lauft. Verwenden Sie als Parameter den Drehwinkel 6
des Rades. Eine solche Kurve heif3t Trochoide (von grie-
chisch trochos ,Rad”), fiir b = a ist sie eine Zykloide.

Abstandsberechnungen mit Parametergleichungen
- Welcher Punkt liegt auf der Parabel x =t, y = £,
—o00 < t < oo am néchsten an dem Punkt (2,1/2)? (Hin-
weis: Stellen Sie eine Gleichung fiir das Quadrat des
Abstands in Abhéangigkeit von ¢ auf und bestimmen Sie
das Minimum.)

Welcher Punkt liegt auf der Ellipse x = 2cost, y =
sint, 0 <t < co am nédchsten an dem Punkt (3/4,0)?
(Hinweis: Stellen Sie eine Gleichung fiir das Quadrat des
Abstands in Abhangigkeit von ¢ auf und bestimmen Sie
das Minimum.)

Untersuchungen mit einem Grafikprogramm Zeich-
nen Sie in den Aufgaben 31-38 die Kurven zu den gege-
benen Gleichungen in dem gegebenen Intervall, falls Sie
ein Grafikprogramm besitzen, das Parametergleichun-
gen darstellen kann.

Ellipse x =4cost, y = 2sint, im Intervall

a. 0<t<2m b.0<t<n

Hyperbel-Ast x =sect (geben Sie dies als
1/ cos(t) ein), y = tant (geben Sie dies als sint/ cost
ein), im Intervall

a. —15<t<15 b —05<t<05 c. —01<t<O0,l.
Parabel x=2t+3, y=1> -1, 2<t<2

Zykloide x =t—sint, y =1—cost, im Intervall

a. 0<t<2mr b 0<t<dn ¢ T<t<3m.

25
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Eine spezielle Hypozykloide: Das Deltoid (Stei-
ner’sche Kurve)

x =2cost+cos2t, y=2sint—sin2t; 0 <t <27

Was passiert, wenn man in den Gleichungen fiir x und
y die Zahl 2 durch —2 ersetzt? Zeichnen Sie dazu die
neuen Kurven.

Eine hiibsche Kurve

x =3cost+cos3t, y=23sint —sin3t; 0 <t <27

Was passiert, wenn man in den Gleichungen fiir x und
y die Zahl 3 durch —3 ersetzt? Zeichnen Sie dazu die
neuen Kurven.

a. Epizykloide
x =9cost —cos9t, y=9sint — sin9¢;
0<t<2nr

26

b. Hypozykloide
x = 8cost+2cos4t, y = 8sint — 2sin4t;
0<t<2mt

¢. Hypotrochoide
x =cost+5cos3t, y =6cost —5sin3t;
0<t<2m

a. x=6cost + 5cos3t, y =6sint — 5sin3t
0<t<2m

b. x = 6cos2t +5cos6t, y = 6sin2t — 5sin 6¢;
0<t<m

C. x =6cost+5cos3t, y = 6sin2t — 5sin3t;
0<t<2nr

d. x = 6cos2t+ 5cos6t, y = 6sin4t — 5sin 64;
0<t<m

7
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11.2 Analysis mit der Parameterdarstellung

In diesem Abschnitt fithren wir Berechnungen mit Kurven durch, die in Parameterdar-
stellung gegeben sind. Insbesondere bestimmen wir Steigungen, Kurvenlangen und
Flacheninhalte.

Tangenten und Flachen

Eine Kurve in Parameterdarstellung, x = f(¢) und y = g(t), heiSt differenzierbar bei ,
wenn f und g an dieser Stelle differenzierbar sind. Ist fiir eine differenzierbare Kurve
in Parameterdarstellung auch y eine differenzierbare Funktion von x, so besteht fiir die
Ableitungen dy/dt, dx/dt und dy/dx mit der Kettenregel der folgende Zusammen-
hang;:

dy dy dx

dr  dx dt’

Fir dx/dt # 0 konnen wir beide Seiten dieser Gleichung durch dx/dt teilen und so
die Gleichung nach dy/dx auflosen.

4 2\

Gleichung fiir dy/dx [ Merke |

Wenn alle drei Ableitungen existieren und dx/dt # 0, dann gilt

dy dy/dt

drx  dx/dt

(11.4)

A J

Bezogen auf die durch x = f(t), y = g(t) gegebene Kurve nennen wir dann % = g%gi

auch Steigung der Kurve bei f.

Behandeln wir die Parameterdarstellung einer Funktion y, die zweimal nach x differen-
zierbar ist, dann kénnen wir Gleichung (11.4) auf die Funktion dy/dx =y’ anwenden
und damit d?y/dx? als Funktion von t berechen:

2 !
% = %(y’ ) = ((:1:1{( //;1: Gleichung (11.4) mit i statt y
4 2\
Gleichung fiir d?y/dx? [ Merke |

Wenn die Gleichungen x = f(¢) und y = g(t) eine Funktion y definieren, die zwei-
mal nach x ableitbar ist, dann gilt mit dx/dt # 0 und y’ = dy/dx:

d?y  dy'/dt
— = . 11.
dx2  dx/dt (11.5)
N\ J
CEHAERNRE) Bestimmen Sie die Tangente an die Kurve Tangentenbestimmung

bei Parameterdarstellung
x = ! = sect = tant n<t<n
" cost Y= ! 2 2

in dem Punkt (v/2,1) mit t = 7r/4 (»Abbildung 11.12).
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y
2_
1_
X
0 1 2
x=sect, y=tant,
™ ™
Lt =
< <2

TGN RERP] Die Kurve aus Beispiel 11.9 ist der rechte Ast der Hyperbel x2 — y? = 1.

Die Steigung der Kurve bei ¢ ist fiir ¢ # 0

dy _ dy/dt 1/ cos?t 1 .
dx — B =St Gleichung (11.4
dr dx/dt sint/cos’t sint eichung (11.4)

Setzt man nun ¢ gleich 77/4, erhdlt man

dy _ 1
dx|,_.,y sin(7/4)
2
=—==V2
V2
Die Tangente ist damit
y—1= V2 (x - \/5)
y= V2x =241
y= V2x —1. |

zweite Ableitung in  (EEEIERER) Bestimmen Sie fiir x = t — 2, y = t — > die zweite Ableitung dy/dx?
Parameterdarstellung als Funktion von t.

Bestimmung von d2y/dx?  [{ll Driicken Sie ' = dy/dx als Funktion von ¢ aus.
mithilfe von t
, dy dy/dt  1-3#
Il Driicken Sie y = dydx dr — dx/dt 12t
mithilfe von t aus.
Berechnen Sie dy’/dt. Leiten Sie y' nach t ab.

1| Teilen Sie dy’/dt durch / — 3¢ — 2
= dx/dt. / C(li—yt = % (11 321; > = 2(1 ot ;)6; Quotientenregel fiir Ableitungen

[N Teilen Sie dy’/dt durch dy/dt.

d?y  dy//dt  (2—6t+6t2)/(1—2t)2
dx  dx/dt 12t
_2—6t+6t2
o (1-2t)3

Gleichung (11.5) |
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CEHAERNRAD Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die von der folgenden Astroide Fléachenberechnung bei

(»Abbildung 11.13) umschlossen wird. Kurven in
Parameterdarstellung
x:cos3t, y:sin3t, 0<t<2m.

—
(=]

-1
ELIGITRRAE]  Die Astroide aus Beispiel 11.11.

Die gesuchte Flache entspricht dem Vierfachen der Flache unter der Kurve
im ersten Quadranten fiir 0 < x < 71/2; dies sieht man, wenn man die Symmetrie der
Figur betrachtet. Wir schreiben den Flacheninhalt als Integral und driicken y und das
Differential dx mithilfe von t aus.

1
A=4 / ydx
0
7T/ 2 Substituti fi
=4 / sin®t - 3 cos? tsin tdt ubstitutionen fir y
0 und dx
/2 (1 —cos2t\? [ 1+ cos2t 1—cos2t)?
—12/ ( > ) ( > )dt sin* = (—2 )
0
3 7'[/2
=5 / (1 —2cos 2t + cos® 2t) (1 + cos 2t)dt Binomische Formel
0
3 (/2 2 3 Ausmultiplizieren
=5 /0 (1 — cos 2t — cos” 2t + cos® 2t)dt der Klammern
3 [ pn/2 /2
== / (1 —cos2t)dt — / cos? 2tdt
2| Jo 0
/2
+ / cos® 2tdt
0
37 1 1 1
=5 _<t— Esin2t> -3 <t+ Zsin2t>
1 1 /2 Abschnitt 8.2, Beispiel
+ 5 (sin 2t — 3 sin® Zt)] 8.11 im ersten Band,
0 Seite 599
:;{(——0 0-0) - ( +0-0-0)
1
+= > (0-0—-0+0) Grenzen einsetzen
_3x
8
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30

Lange einer Kurve in Parameterdarstellung

Es sei C eine Kurve, die durch die folgenden Gleichungen in Parameterdarstellung
gegeben ist:

x=f(t) und y=g(t), a<t<bh.

X

0

Die glatte Kurve C wird in Parameterdarstellung definiert durch die Gleichungen x = f(t)
und y = g(t), a <t < b. Die Lange der Kurve von A bis B wird durch Lénge eines Poly-
gonzugs angenahert; d. h. die geraden Strecken, die von A = Py nach P; gehen, von dort
nach P; und so weiter bis zu B = P,.

Wir nehmen an, dass die Funktionen f und g auf dem Intervall [s, b] stetig differenzier-
bar sind, sie haben hier also stetige erste Ableitungen. Wir nehmen auflerdem an, dass
die beiden Ableitungen f'(¢) und g’ (t) nicht gleichzeitig null werden, d.h. die Kurve
hat keine Ecken oder Spitzen. Eine solche Kurve heifit glatt. Wir unterteilen die Kurve
(oder den Bogen) AB in n Teile mit den Teilungspunkten A = Py, Py, P, ..., P, =B
(»Abbildung 11.14). Diese Punkte entsprechen einer Unterteilung des Intervalls [a, b]
mit den Teilungspunktena =ty < t; < fp < --- < t, = bmit Py = (f(t),g(t))-

Wir verbinden nun aufeinander folgende Punkte dieser Unterteilung mit geraden Stre-
cken (vgl. Abbildung 11.14). Eine typische solche Strecke hat die Lange (»Ab-
bildung 11.15)

Ly =/ (Axp)? + (Ayg)?
= \/IF(h) — F(o)P? + [g(0) — (1)

Fir kleine Afy, ist die Lange Ly ndherungsweise gleich der Lange des Bogens Py_1Pk.
GemiB dem Mittelwertsatz existieren dann Zahlen £ und t* im Intervall [t;_;t], fiir
die gilt

Ax = f(t) = f(tk—1) = f' () Oty
Ay = g(t) — 8(t—1) = &' () Aty
Wir nehmen nun an, dass mit wachsendem ¢ von t = a bis t = b die Kurve genau ein-

mal von A nach B durchlaufen wird; nichts wird also doppelt oder riickwarts durch-
laufen. Die , Lange” der Kurve AB (die wir noch definieren miissen), wird dann ange-
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P = (f(1p), 8(1)

Py = (f(tp), 8(5_1))

0

PJIGIMIVREME]  Die Bogenlénge Py _q P wird angenahert durch die hier gezeigte gerade Strecke. Eine solche
Strecke hat die Lange L = /(A% )? + (Ayi )2

ndhert durch die Summe der Langen Lj:

(Axi)? + (Ayp)?

[;1:
i
D=

-
Il
—_
-~
Il
—_

I
™=

VI + 18/ (1) 124k

-~
Il
—_

Die letzte Summe auf der rechten Seite der Gleichung ist genaugenommen keine Rie-
mann’sche Summe, da f’ und ¢’ an unterschiedlichen Punkten berechnet werden. Trotz-
dem kann man ihren Grenzwert bestimmen, wenn die Teilungsnorm gegen null geht
und fiir die Anzahl der Teilstrecken damit n — co gilt; und man kann zeigen, dass
dieser Grenzwert das folgende bestimmte Integral ist:

n b
tim V[P + [Pt = [ 0P + g0

IPI=0:=

Es ist also sinnvoll, die Kurvenlange von A bis B mithilfe dieses Integrals zu definieren.

Eine Kurve C sei mithilfe der Parametergleichungen x = f(f) und y = g(t),a < t <
b definiert; dabei seien f’ und ¢’ stetig und nicht gleichzeitig null im Intervall [a, b].
Aufierdem werde C genau einmal durchlaufen, wenn t von t = a bis t = b geht.
Dann ist die definiert durch das Integral

L= [ViFOP g ora

Bei einer glatte Kurve C dndert sich die Bewegungsrichtung im Zeitintervall [4, b] nicht,
denn im gesamten Intervall gilt (f')2 + (g')> > 0 . An einem Punkt, an dem eine Kurve
in sich selbst zuriicklauft, ist sie entweder nicht differenzierbar, oder beide Ableitungen
sind gleichzeitig gleich null. Wir werden diese Félle in Kapitel 13 untersuchen, wenn
wir Tangentenvektoren von Kurven behandeln.

Fiir x = f(t) und y = g(t) erhalten wir in der Leibniz-Schreibweise das folgende Ergeb-
nis fiir die Bogenlénge:

(11.6)

Was passiert, wenn es zwei verschiedenen Parameterdarstellungen fiir eine Kurve C
gibt? Ist es dann von Bedeutung, welche wir benutzen? Die Antwort ist nein, sofern
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die Parameterdarstellung die Bedingungen erfiillt, die in der Definition der Bogenldange
stehen (vgl. hierzu z. B. Aufgabe 31).

Bogenlange eines Kreises (HEJEIRNRPY Bestimmen Sie mithilfe der oben gegebenen Definition die Lange einer
Kreisbahn mit dem Radius r. Der Kreis ist durch die folgende Parameterdarstellung
gegeben:

x=rcost und y=rsint, 0<t<2m.

Der Kreis wird genau einmal durchlaufen, wenn ¢ von 0 bis 271 geht. Der
Umfang ist dann

Aus der Parameterdarstellung des Kreises folgt

% = —rsint ﬂ =rcost
dt foodr ’

also

Damit ergibt sich

27T 27T
= \/r—zdt:r[t}o = 27r

0

Bogenlange einer (GEHJERENE] Berechnen Sie die Bogenldnge der Astroide aus Beispiel 11.11 (vgl.
Astroide Abbildung 11.13).

x:cos3t, y:sin?’t, 0<t<2m.

Die Kurve ist symmetrisch zu beiden Koordinatenachsen, die Kurvenldnge
entspricht also dem Vierfachen der Lange der Teilkurve im ersten Quadranten.

x = cos’t, y= sin3 t

2 2
<%> :[3cos2t(—sint)] = 9cos* tsin’ t

dy 2_ 2 2 gt 2
(a) = [3sm t(cost)] = 9sin* tcos” ¢t

—_————

\/9cosztsm t(cos? t + sin? )
1

= V9cos? tsin? t

= 3| costsint|
costsint > 0

= 3costsint. fir0<t<nm/2
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Damit ergibt sich

Linge der Teilk /2
ange der Jefiuve - _ / 3costsintdt
im ersten Quadranten 0
/2
= E/ sin 2tdt costsint = (1/2)sin 2t
0
3 T3
= [—ZCOSZt]O =5

Die Kurvenldnge ist das Vierfache dieses Wertes: 4(3/2) = 6.

Die Lénge einer Kurve y = f(x)

Die Gleichung fiir die Kurvenldnge in Abschnitt 6.3 im ersten Band ist ein Spezialfall
von Gleichung (11.6). Wenn wir eine stetig differenzierbare Funktion y = f(x),a < x <
b betrachten, konnen wir f = x als Parameter setzen. Der Graph der Funktion f ist dann
die Kurve, die mit den folgenden Parametergleichungen definiert wird:

x=t und y=f(t), a<t<bh

Dies ist ein Spezialfall der Kurven, die wir bisher betrachtet haben. Damit gilt

dx ﬂ,/
a =1 und ar =f'(¢).

Mit Gleichung (11.4) ergibt sich

ﬂ _ dy/dt o
dx = dx/dt =f®),

und damit erhalten wir

(8 ()=
2

1+ [f()2. f=x

Setzen wir dies in Gleichung (11.6) ein, so erhalten wir eine Gleichung fiir die Bogen-
lange des Graphen von y = f(x). Diese Gleichung stimmt mit Gleichung (6.3) in Ab-
schnitt 6.3 iiberein.

Das Differential der Bogenlange

In Ubereinstimmung mit unseren Diskussionen in Abschnitt 6.3 kénnen wir nun eine
Funktion fiir die Bogenldnge einer Kurve definieren, die durch die Parametergleichun-
genx =f(t) und y = g(t), a < t < b gegeben ist. Fiir die Bogenlidnge gilt

()= [ ViF@R+ g @R

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt daraus
ds 12 12 dx\? dy
=V riger=(5) + (Y
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Das Differential der Bogenldnge ist

dx\? dy 2
o [(2) (2 a1

Gleichung (11.7) wird héufig kurz geschrieben als

ds = y/dx? + dy2.

Wie in Abschnitt 6.3 besprochen, konnen wir dieses Differential zwischen zwei passen-
den Grenzpunkten integrieren und erhalten so die Gesamtldnge einer Kurve.

Im folgenden Beispiel verwenden wir die Gleichung fiir die Bogenlédnge, um den geo-
metrischen Schwerpunkt eines Bogens zu berechnen.

Geometrischer (GEEHJERNREY Betrachten Sie die Astroide aus Beispiel 11.13 und bestimmen Sie den
Schwerpunkt eines geometrischen Schwerpunkt des Teilbogens im ersten Quadranten.
Bogens

B(0, 1)

&, %) = (cos 1, sin® 1)

.geometrischer Schwerpunkt

X
0 A(L, 0
UGN RRREY  Der geometrische Schwerpunkt der Astroide aus Beispiel 11.14.

Wir setzen die Dichte der Kurve gleich § =1 und berechnen wie in Ab-
schnitt 6.6 die Masse der Kurve und ihre Momente um die Koordinatenachsen.

Die Masseverteilung ist symmetrisch um die Gerade y = x, es ist also X = ¥. Ein typi-
sches Teilstiick der Kurve (»Abbildung 11.16) hat die Masse

2 2
dm=1-ds= (%) + (%) dt = 3 costsintdt. Aus Beispiel 11.13

Die Masse der gesamten Kurve ist dann

/2 /2 3
M= / dm = / 3costsintdt = 5 Wieder aus Beispiel 11.13
0 0

Damit ldsst sich das Moment der Kurve um die x-Achse berechnen,

/2
M, :/']]dm:/ sin®t - 3costsintdt
0

/2

/2 in® ¢ 3
:3/ sin*tcostdt =3- sm .
0 5 0 5
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Daraus folgt

oMy 3/5 2
Y=M 3275

Der geometrische Schwerpunkt liegt in dem Punkt (2/5,2/5).

Flacheninhalt von Rotationsoberflachen

In Abschnitt 6.4 haben wir Integralgleichungen fiir die Flachen aufgestellt, die bei
der Rotation einer Kurve um eine Koordinatenachse entstehen. Unser Ergebnis war,
dass der Flacheninhalt bei Rotation um die x-Achse S = [ 27ty ds betrdgt, bei Rotation
um die y-Achse ist er S = [27mxds. Die Kurve sei nun in der Parameterdarstellung
x=f(t) und y = g(t), a <t < b gegeben, f und g seien dabei stetig differenzierbar
und (f')% + (¢')> > 0 im Intervall [a,b]. Dann ist das Differential der Bogenlange ds
durch Gleichung (11.7) gegeben. Mit diesen Beobachtungen kann man die folgenden
Gleichungen fiir den Flacheninhalt der Rotationsfldche von glatten Kurven in Parame-
terdarstellung aufstellen.

s N
Flacheninhalt der Rotationsflache einer Kurve in Parameterdarstellung Eine m

glatte Kurve x = f(t), y = g(t), a <t < b werde genau einmal durchlaufen, wenn
t von a nach b geht. Wird diese Kurve um eine der Koordinatenachsen gedreht, so
entsteht eine Rotationsflache, fiir deren Flacheninhalt gilt:

1. Drehung um die x-Achse (y > 0):

b 2 2

dx dy
S :/ 2 <—> + (—> dt (11.8)
. TN ar at
2. Drehung um die y-Achse (x > 0):

b 2 2

B dx dy
L J

Wie schon bei der Bogenlange festgestellt, konnen wir auch den Flacheninhalt mithilfe
jeder Parameterdarstellung der Kurve berechnen, die die angefiihrten Bedingungen
erfiillt. Wir kénnen also eine Darstellung wéhlen, die die Berechnungen moglichst ein-
fach macht.

CEHAERNREY Die Parameterdarstellung eines Kreises mit dem Radius 1 und dem Flacheninhalt einer
Mittelpunkt im Punkt (0,1) in der xy-Ebene ist Rotationsflache

x=cost, y=1+sint, 0<t<2m.

Dieser Kreis wird um die x-Achse gedreht (»Abbildung 11.17). Bestimmen Sie mit
der gegebenen Parameterdarstellung den Flacheninhalt der Rotationsfldche, die dabei
entsteht.
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Kreis y
x=cost

y=1+sint
0=t=2m

ELIGITLIRRIRWA [0 Beispiel 11.15 berechnen wir den Flacheninhalt der Flache, die bei Rotation dieser Kurve
in Parameterdarstellung entsteht.

Wir rechnen mit Gleichung (11.8).
Gleichung (11.8) fiir die

b 2
S = / 2my % + % dt Rotation um die x-Achse;
a dt y=1+sint>0
27T

= / 271(1 + sint)V/(—sint)? + (cos t)>dt
0
1

27
= 271/ (1+sint)dt
0

2 5
:2n[t—cost]0 = 47°.

Aufgaben zum Abschnitt

Tangenten an Kurven in Parameterdarstellung H - L’ y= L’ F—2
Bestimmen Sie in den Aufgaben 1-8 eine Gleichung fiir t+1 t—1

die Tangente an die Kurve in dem Punkt, der dem gege- Bl c—t+ef, y=1-¢, t=0
benen Parameterwert von t entspricht. Berechnen Sie

auerdem den Wert von d?y/dx? in diesem Punkt.
Implizit definierte Parametrisierungen Die Glei-

Bl :=2cost, y=2sint, t=rm/4 chungen in den Aufgaben 9-12 seien implizite Defini-
tionen von differenzierbaren Funktionen x = f(¢) und
Bl :=4sint, y=2cost, t=m/4 y = g(t). Bestimmen Sie dann die Steigung der Kurve

- i x = f(t), y = g(t) bei den gegebenen Werten von .
x=t, y=vi t=1/4
Bl S22 =9 2pP2-32=4 t=2

—sect, y=tant, t=7m/6 =
- X sec y an 7'[/ - x—|—2x3/2:t2+t, y t+1+2t\/y:4, =0

__ 042 __ 44 _
Bl «=20+3 y=t, t=-1 Bl -2 y+r28=2x+82 t=1
B x=:—sint, y=1—cost, t=rm/3 t=In(x—t), y=telf, t=0
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Aufgaben zum Abschnitt 11.2

Flicheninhalt [l Berechnen Sie den Flicheninhalt
der Flache unter einem Bogen der Zykloide

x=a(t—sint), y=a(l—cost).

Bestimmen Sie den Flacheninhalt der Flache zwi-
schen der y-Achse und der Kurve

X :t—tz, yzl—l—e’t.

- Bestimmen Sie den Flacheninhalt der Ellipse

x=acost, y=bsint, 0<t<2m.
Bestimmen Sie den Inhalt der Fliache unter der
Kurve y = x> im Intervall [0, 1]; verwenden Sie die fol-
genden Parametrisierungen:

a. x =12,

y=1t° b.x=13, y=+¢

Kurvenldngen Bestimmen Sie in den Aufgaben 17-20
die Lange der gegebenen Kurve.

- X = cost,

Bl «=2/2 y=(2t4+1)%2/3, 0<t<4

y=t+sint, 0<t<m

- x = 8cost+ 8tsint,
0<t<2m

y = 8sint — 8tcost,

x =In(sect+tant) —sint, y = cost,
0<t<m/3

Oberflachen In den Aufgaben 21-24 wird die Kurve
um die angegebene Achse gedreht. Berechnen Sie den
Flacheninhalt der Rotationsflache, die dabei entsteht.

- x=cost, y=2+sint, 0 <t <2m; x-Achse
x=(2/3)%2, y=2vt 0<t<+3; y-Achse

B =+ V2 y=(2/2)+V2t, —V2<t<V2
y-Achse

x =In(sect + tant) —sint, y = cost,
0<t<m/3; x-Achse

[25.] Kegelstumpf Die Strecke zwischen den Punkten
(0,1) und (2,2) wird um die x-Achse gedreht; dabei
entsteht ein Kegelstumpf. Berechnen Sie dessen Ober-
flache. Verwenden Sie die Parametrisierung x = 2t, y =
t+1,0<t<1. Uberpriifen Sie Thr Ergebnis mit der
Formel fiir den Kegelstumpf aus der Geometrie:

Flache = 7t(r1 + 7) - (Mantellinie).

Kegel Die Strecke zwischen dem Ursprung und
dem Punkt (h,r) wird um die x-Achse gedreht; dabei
entsteht ein Kegel mit der Hohe /1 und dem Grundkreis-
radius r. Berechnen Sie dessen Oberfliache. Verwenden
Sie die Parametergleichungen x = ht, y =rt, 0 <t < 1.
Uberpriifen Sie Thr Ergebnis mit der Formel fiir Kegel
aus der Geometrie: Flache = 7tr - (Mantellinie).

Geometrischer Schwerpunkt [l Berechnen Sie die
Koordinaten des geometrischen Schwerpunkts der
Kurve

x = cost + tsint,
0<t<m/2

y =sint —tcost,

Berechnen Sie die Koordinaten des geometrischen
Schwerpunkts der Kurve

x = el cos t,

y:etsint, 0<t<mm.

BBl Berechnen Sie die Koordinaten des geometrischen
Schwerpunkts der Kurve

0<t<m.

x =cost, y=1t-+sint,

Meistens fithrt man die Berechnung des geome-
trischen Schwerpunkts einer Kurve mit einem Taschen-
rechner oder Computer durch, der Integrale berechnen
kann. Bestimmen Sie auf diese Weise die Koordinaten
des geometrischen Schwerpunkts der folgenden Kurve.
Runden Sie Ihr Ergebnisse auf Hundertstel.

x=1, y=3/2, 0<t<V3

Theorie und Beispiele

Bl Die Kurvenlinge ist unabhingig von der
gewdhlten Parameterdarstellung Die Zahl, die wir
bei der Berechnung der Kurvenlinge als Ergebnis
bekommen, hiangt nicht von der Parameterdarstellung
ab, mit der wir rechnen — abgesehen von den Bedin-
gungen an diese Darstellung, die wir oben aufgestellt
haben und die verhindern, dass die Kurve riickwiérts
und doppelt durchlaufen wird. Veranschaulichen Sie
dies, indem Sie die Lange des Halbkreises y = V1 — x2
mit den beiden folgenden Parametrisierungen berech-
nen:

0<t<m/2
-1/2<t<1/2

a. x =cos2t, y=sin2t,

b. x =sinnt, y=cosmnt,
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a. Zeigen Sie: Die Gleichung Die Kurven in den Aufgaben 35 und 36 sind Beispiele .
fiir sogenannte Lissajous-Figuren. Bestimmen Sie in bei-
/ /1 + dx den Fillen den Punkt im Inneren des ersten Quadran-
ten, in dem die Tangente an die Kurve horizontal ist.

fir die Linge einer Kurve x=g(y), c<y<d Stellen Sie dann die Gleichungen fiir die beiden Tan-
in kartesischen Koordinaten (Abschnitt 6.3, Glei- genten im Ursprung auf.

chung (6.4)) ist ein Spezialfall der Langengleichung [ ]

in Parameterdarstellung,

Y x = sint
y = sin2¢
Bestimmen Sie mit Threm Ergebnis die Langen der ¥
beiden folgenden Kurven. -l !
b. x=y2, 0<y<4/3 cx= gyz/S/ Osy=<1
Bl Die Kurve mit der Parameterdarstellung
= (1+2sinf)cosh, y=(1+2sinh)sind
nennt man eine Pascal’sche Schnecke (vgl. die untenste- y
hende Abbildung). Bestimmen Sie die Punkte (x,y) und *=sm g;
= Sin
die Steigung der Tangente in den Punkten, fiir die gilt ! >
a. 6=0, b. 6 =m/2, ¢ 0=4n/3.
y ! L x
-1 1
3
-1
1 Bl Zzykioide
= 1 x a. Berechnen Sie die Lénge eines Bogens der Zykloide

x=a(t—sint), y=a(l—cost).
Die Kurve mit der Parameterdarstellung

x=t y=1—cost, 0<t<2m b. Ein Bogen der Zykloide aus Teil a. wird um die x-
) . ) ) ) Achse gedreht. Berechnen Sie fiir 2 = 1 den Flachen-
nennt man eine Sinusoide (vgl. die untenstehende Abbil- inhalt der Rotationsfliche, die dabei entsteht.

dung). Bestimmen Sie den Punkt (x,y), an dem die Stei-
gung der Tangente

a. am groften und Volumen Ein Bogen der Zykloide

b. kleinst .
am emsten x=t—sint, y=1-cost

ist. und die x-Achse bilden eine Flache; diese Flache wird
um die x-Achse gedreht. Berechnen Sie das Volumen
des Rotationskorpers.




Aufgaben zum Abschnitt 11.2

Computerberechnungen Fiihren Sie in den Aufga- ¢ Berechnen Sie die Linge der Kurve mit einem Inte-
ben 39-42 mithilfe eines CAS die folgenden Schritte fiir gral. Vergleichen Sie die Naherungen fiir n =2, 4, 8
die gegebene Kurve in dem gegebenen geschlossenen mit der exakten Lange, die durch das Integral gege-
Intervall aus. ben ist. Wie fallt dieser Vergleich fiir wachsende n
aus? Erlautern Sie.

a. Zeichnen Sie die Kurve zusammen mit einem Poly-

gonzug, der sie anndhert. Wahlen Sie n = 2, 4, 8 Tei- x = %tg’, y= %tz, 0<t<1

lungspunkte in dem Intervall (vgl. Abbildung 11.14).

— 23 _ 1612 — 24y
b. Addieren Sie die Lingen der Teilstrecken der Poly- E x =26 162 +25t 45, y=£+t-3,

gonziige und berechnen Sie so jeweils einen Néahe- 0<f<6
rungswert fiir die Kurvenlange. x=t—cost, y=1+sint, —nm<t<m

x = el cost, y:etsint, 0<t<m
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11.3 Polarkoordinaten

Viele Aufgaben in der Analysis konnen sehr viel einfacher gelost werden, wenn man
statt kartesischen Koordinaten Polarkoordinaten verwendet. Dies gilt, wie wir in Kapi-
tel 15 sehen werden, insbesondere fiir Mehrfachintegrale. In diesem Abschnitt untersu-
chen wir Polarkoordinaten und ihren Zusammenhang mit kartesischen Koordinaten.

Definition der Polarkoordinaten

Zur Definition der Polarkoordinaten werden zunichst der Ursprung O (auch Pol ge-
nannt) und eine Polarachse festgelegt, die von O ausgeht (»Abbildung 11.18). Damit
kann jeder Punkt P bestimmt werden, indem man ein polares Koordinatenpaar (7, 9)
angibt; dabei gibt r den gerichteten Abstand zwischen O und P an und 6 den gerichte-
ten Winkel zwischen der Polarachse und OP.

P(r, 0)
,

Ursprung (Pol) \
0

o X

Polarachse

P JIGIMIVREME]  Zur Definition von Polarkoordinaten in der Ebene werden zunéchst der Ursprung (Pol) und ein
Strahl (Polarachse) festgelegt.

P(r,0)
N
Gerichteter Abstand Gerichteter Winkel von
von O nach P der Polarachse zu OP

X

Polarachse
0=0

P JIGIMIVREME]  Ein Punkt hat unendlich viele Polarkoordinaten.

Wie in der Trigonometrie ist 6 positiv, wenn er entgegen dem Uhrzeigersinn gemes-
sen wird, und negativ bei Messung im Uhrzeigersinn. Zu einem gegebenen Punkt
gehort dabei nicht nur ein einziger Winkel. Ein Punkt in der Ebene hat zwei eindeutige
kartesische Koordinaten, aber unendlich viele Paare an Polarkoordinaten. So hat bei-
spielsweise der Punkt, der 2 Einheiten entlang des Strahls 6 = 77/6 vom Ursprung ent-
fernt ist, die Polarkoordinaten r = 2, § = 7/6. Gleichzeitig gelten fiir ihn aber auch die
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0 = /6
Tw/6
/6
0 =0 "

o2 5)=7(2)

ALIGIT TN PD]  Polarkoordinaten konnen auch negative Werte fiir r haben.

Koordinaten r =2, § = —117t/6 (»Abbildung 11.19). Manchmal kann es sogar sinn-
voll sein, fiir » negative Werte anzusetzen. Deshalb wird r in der Definition von P(r, )
als gerichteter Abstand angegeben. Den Punkt P(2,77/6) erreicht man, indem man
sich von der Polarachse aus 77r/6 Radiant gegen den Uhrzeigersinn dreht und dann
2 Einheiten geradeaus geht (»Abbildung 11.20). Genauso kann man sich aber auch
von der Polarachse aus 71/6 Radiant im Uhrzeigersinn drehen und dann 2 Einheiten

riickwirts gehen. Dieser Punkt hat also auch die Polarkoordinaten r = -2, 6 = /6.
SEEJERNRLD Geben Sie alle Polarkoordinaten des Punkts P(2, 7t/6) an. Polarkoordinaten eines

Punkts

X
Polarachse

—5/6
VGJIGURRPAL  Der Punkt P(2, 7t/6) hat unendlich viele Paare von Polarkoordinaten (Beispiel 11.16).

Wir zeichnen die Polarachse des Koordinatensystems und den Strahl, der
vom Ursprung ausgeht und mit der Polarachse einen Winkel von 77/6 Radiant ein-
schlieBt. Dann zeichnen wir den Punkt (2, 71/6) ein (> Abbildung 11.21). Fiir alle Koor-
dinatenpaare von P gilt r = 2 oder r = —2; wir bestimmen jetzt die Winkel der anderen
Paare.

Fiir r = 2 ist die vollstdndige Liste der Winkel
T
6 7
Fiir r = —2 sind die Winkel

T s s

57 5 51 57
% —?izn, _?1471, —71671,

Die entsprechenden Koordinatenpaare von P sind damit

(Z%+hm% n=0,+1,42, ...
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Gleichungen bestimmter
Mengen in
Polarkoordinaten

Skizzen von Mengen in
Polarkoordinaten

42

und

(_21_5?”+2m), n=0,+1,+2,....

Fiir n = 0 ergibt sich mit diesen Gleichungen also (2, 77/6) und (-2, —57/6). Firn =1
folgt aus ihnen (2,1377/6) und (—2,77/6) und so weiter. ]

Mengen in Polarkoordinaten

Wenn r den konstanten Wert » = 4 # 0 hat, dann liegt der Punkt P(r,0) |a| Einheiten
von Ursprung O entfernt. Variiert 6 nun in einem Intervall der Breite 277, so beschreibt
P(r,0) eine Kreislinie mit dem Radius |a| und dem Mittelpunkt O (»Abbildung 11.22).

LULLIIGITMGRNWYE  Die Gleichung eines Kreises in Polarkoordinaten ist r = a.

Wenn 6 den konstanten Wert 6 = ) hat und r zwischen —co und oo variiert, dann
beschreibt der Punkt P(r,0) eine Gerade durch den Ursprung, die im Winkel 6y zur
Polarachse steht.

Gleichung  Menge
r=a Kreis mit Radius |a| und Mittelpunkt O
0 =6y Gerade durch O mit dem Winkel 6y zur Polarachse

Beispiel 11.17

Y r=1undr=—1sind Gleichungen fiir den Kreis mit dem Radius 1 und dem
Mittelpunkt O.

BN 9=rn/60=77/6 und 6 = —57/6 sind Gleichungen fiir die Gerade in Abbil-
dung 11.21.

CEHAEIREREY Zeichnen Sie die Menge der Punkte, deren Polarkoordinaten die fol-
genden Gleichungen erfiillen:

[ | 1§r§2und0§9§g

ﬂ —3<r<2undf=
27 57 . . .. ..

= <f< o (keine Einschrankung fiir r)

Die Mengen sind in »Abbildung 11.23 zu sehen. |



11.3 Polarkoordinaten

(a) y
1=r=20=0=<2
\ g 5
\ )
o] 1 2
(b) y ,
//Tr
% =3
m 3=r=2
4
0 X
3
7/
Ve
2wy
©) 3
5w 21 S5t
6 3 =0="¢
0 X

P JIGIMVREPE]  Diese Mengen gehdren zu den Ungleichungen fiir r und 6 in Beispiel 11.18.

Zusammenhang zwischen Polarkoordinaten und kartesischen
Koordinaten

Wenn wir in einer Ebene zugleich kartesische Koordinaten und Polarkoordinaten ver-
wenden, legen wir beide Urspriinge zusammen und definieren den gleichen Strahl als
Polarachse und positive x-Achse. Der Strahl mit den Polarkoordinaten 6 = /2, r > 0
entspricht dann der positiven y-Achse (»Abbildung 11.24). Die folgenden Gleichungen
beschreiben den Zusammenhang zwischen den beiden Koordinatensystemen.

_T
Strahl 6 = 3

P(x,y) = P(r, 0)

Geheinsamer r

Ursprung 4
N
0 X

0=0,r=0
Polarachse

P JIGIMIVREPZY  Der iblicherweise verwendete Zusammenhang zwischen Polarkoordinaten und kartesischen
Koordinaten.
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m Gleichungen zum Zusammenhang zwischen Polarkoordinaten und kartesi-
schen Koordinaten

x=rcosf, y=rsin, r2:x2+y2, tanB:% (fiir x #£0)

Die ersten beiden dieser Gleichungen geben eindeutig die kartesischen Koordinaten
x und y an, wenn die Polarkoordinaten r und 6 gegeben sind. Sind dagegen x und
y gegeben, so erhdlt man mit der dritten Gleichung zwei mogliche Werte fiir r (einen
positiven und einen negativen). Fiir jedes Paar (x,y) # (0,0) gibtes firr > Oundr <0
jeweils ein eindeutiges 6 € [0,27), das die ersten beiden Gleichungen erfiillt; damit
erhélt man je eine Darstellung in Polarkoordinaten fiir den Punkt mit den kartesischen
Koordinaten (x,y). Die anderen moglichen Darstellung des Punkts in Polarkoordinaten
kann man aus diesen beiden wie in Beispiel 11.16 herleiten.

Gleichungenin [EEEJEIRNNEN Wir geben hier einige Beispiel fiir Gleichungen in Polarkoordinaten
verschiedenen und kartesischen Koordinaten. Die Gleichungen sind jeweils dquivalet.

Koordinaten
Gleichung in Polarkoordinaten Gleichung in kartesischen Koordinaten

2 cos@sinh = 4 xy =4

r=1+2rcosf V2—3x2 —4x—1=0

Bei einigen Kurven fiihrt die Darstellung in Polarkoordinaten zu deutlich einfacheren
Gleichungen, aber nicht bei allen.

Polarkoordinaten aus  (SE JEIRNIFA) Stellen Sie den Kreis x> + (y — 3)2 = 9 in Polarkoordinaten dar (»Ab-
kartesischen Koordinaten bildung 11.25).

y

x2+(y—3)2:9
oder

r=06sin 6

©,3)¢

0

PLIGOTVRNWAEY  Der Kreis aus Beispiel 11.20.
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Wir rechnen mit den Gleichungen zum Zusammenhang zwischen Polar- und
kartesischen Koordinaten.

24 (y-3P%=9

Xty —6y+9=9 Ausrechnen von (y — 3)?
2+ y2 —6y=0 Zusammenfassen
r* —6rsind =0 PP =1
r=0oderr—6sinf =0
r =6sinf Umfasst beide Méglichkeiten |

CEHAEIRNPAR Stellen Sie fiir die folgenden Gleichungen in Polarkoordinaten die Kartesische Koordinaten
dquivalenten Gleichungen in kartesischen Koordinaten auf und benennen Sie ihre Gra- aus Polarkoordinaten
phen.

n rcosf = —4 “ r2 = 4rcos 0 r 4

~ 2cosf —sinf

eHUile) Wir rechnen mit den Substitutionen rcos6 = x, rsinf =y, 2 =x24 yz.

BN rcosf=—4
Gleichung in kartesischen Koordinaten:
rcosf = —4
x=-—4

Graph: Vertikale Gerade durch x = —4 auf der x-Achse
N 2 =4rcost

Gleichung in kartesischen Koordinaten:
12 = 4rcosf
X2+ P =dx
¥ —dx+y?2 =0
X —dx+44yr = Quadratische Ergidnzung
(x =202 +y* =4
Graph: Kreis mit dem Radius 2 und dem Mittelpunkt (h, k) = (2,0)

y 4

~ 2cosf —sinf

Gleichung in kartesischen Koordinaten:
r(2cos@ —sinf) =4
2rcosf —rsinf = 4
2x—y=4
y=2x—4
Graph: Gerade mit der Steigung m = 2 und dem y-Achsenabschnitt b = —4 H
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Polarkoordinaten [l Welche der folgenden Polar-
koordinatenpaare stehen fiir denselben Punkt?

a. (3,0) b (=3,0)

¢ (2,271/3) d. (2,77/3)
e. (=3,m) £ (2,7/3)

g (— 3271) h. (=2,—m/3)

- Zeichnen Sie die folgenden in Polarkoordinaten
gegebenen Punkte. Bestimmen Sie dann alle moglichen
Polarkoordinaten der Punkte.

a. (2,m/2) b. (2,0)
¢ (=2,7/2) d. (—2,0)

Umrechnung von Polar- in kartesische Koordinaten
Bl Bestimmen Sie die kartesischen Koordinaten der
Punkte in Aufgabe 1.

Il Bestimmen Sie die kartesischen Koordinaten der
folgenden Punkte, die in Polarkoordinaten gegeben
sind.

a. (\/5,7{/4> b. (1,0)

c. (0,7/2) d. (- 2n/4>
e. (—3,571/6) f. (5 tan"1(4/3))
g (—1,77) h. (2\/’,27{/3)

Umrechnung von kartesischen in Polarkoordinaten
B Bestimmen Sie die Polarkoordinaten mit 0 < 6 <
27 und r > 0 der folgenden Punkte, die in kartesischen
Koordinaten gegeben sind.

a. (1,1) b. (—3,0)

c. (\/3 —1) d. (—3,4)

Bl Bestimmen Sie die Polarkoordinaten mit 0 < 0 <
27 und r < 0 der folgenden Punkte, die in kartesischen
Koordinaten gegeben sind.

a. (3,3)

C. (—1, \/5)

b. (—1,0)
d. (4,-3)

Bestimmen Sie die Polarkoordinaten mit —m <
6 < 2m und r <0 der folgenden Punkte, die in karte-
sischen Koordinaten gegeben sind.

a. (~2,0) b. (1,0)

(72)

c. (0,-3)
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Zeichnen von Graphen in Polarkoordinaten Zeich-
nen Sie die Menge der Punkte, deren Polarkoordinaten
die Gleichungen und Ungleichungen der Aufgaben 8-
18 erfiillen.

o -2
[

n/4<60<3m/4 0<r<1

—m/2<60<7m/2

— —
g el Lo

kA 0<60<m/2

Umschreiben von Gleichungen in Polarkoordinaten
in Gleichungen in kartesischen Koordinaten Bestim-
men Sie in den Aufgaben 19-32 die Gleichungen in kar-
tesischen Koordinaten, die dquivalent zu den gegebe-
nen Gleichungen in Polarkoordinaten sind. Beschreiben
oder benennen Sie dann die Graphen der Gleichungen.

- rcosf =2

rsinf =0

r = 4 cosect
rcosf +rsinf =1
=1

5
sinf — 2cos 6

r = cotf cosect

r = cosec fe’ <0s?

2 +2r2 cosfsinf = 1

2 = _4yrcosf

r
r = 8sinf

r=2cosf0+2sinf
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31)] rsin(G—l—%) =2

rsin(%—ﬂ) =5

Umschreiben von Gleichungen in kartesischen Koor-
dinaten in Gleichungen in Polarkoordinaten Bestim-
men Sie in den Aufgaben 33-40 die Gleichungen in
Polarkoordinaten, die dquivalent zu den gegebenen
Gleichungen in kartesischen Koordinaten sind.

[

[

B 2=
2

[ |

2
X y_
g T =1

[ [T

Bl 2+ (y-22%=4

Bl («-32+(y+1)2=4

M (x+2)2+(@y—52=16

Bl Bestimmen Sie alle Polarkoordinaten des
Ursprungs.

Vertikale und horizontale Geraden

a. Zeigen Sie, dass jede vertikale Gerade in der xy-
Ebene in Polarkoordinaten eine Gleichung der Form
r = asec 0 hat.

b. Welche Form haben analog alle Gleichungen von
horizontalen Geraden in der xy-Ebene?

47



Parameterdarstellung und Polarkoordinaten

48

11.4 Kurven in Polarkoordinaten

Den Graphen! zu einer Gleichung in Polarkoordinaten zu zeichnen, ist nicht so ein-
fach wie in kartesischen Koordinaten. Trotzdem ist es oft hilfreich, eine solche Skizze
anzufertigen. In diesem Abschnitt behandeln wir verschiedene Verfahren, mit denen
die Graphen zu solchen Gleichungen gezeichnet werden kénnen; dabei helfen Symme-
trien und Tangenten.

Symmetrie

Es gibt ein Standardverfahren, mit dem man eine Gleichung in Polarkoordinaten auf
Symmetrie {iberpriifen kann. Dieses Verfahren wird in »Abbildung 11.26 illustriert
und hier zusammengefasst.

e N
Untersuchung eines Graphen in Polarkoordinaten auf Symmetrie

1. Symmetrie zur x-Achse: Wenn der Punkt (¢, 0) auf dem Graphen liegt, dann liegt
auch der Punkt (r, —6) oder der Punkt (—r, 7 — 6) auf dem Graphen (vgl. Abbil-
dung 11.26a).

2. Symmetrie zur y-Achse: Wenn der Punkt (t,6) auf dem Graphen liegt, dann liegt
auch der Punkt (r, w — 0) oder der Punkt (—r, —8) auf dem Graphen (vgl. Abbil-
dung 11.26b).

3. Symmetrie zum Ursprung: Wenn der Punkt (t,6) auf dem Graphen liegt, dann
liegt auch der Punkt (—r,6) oder der Punkt (7,6 + ) auf dem Graphen (vgl.
Abbildung 11.26c).

& J
y (r,m—10) Y y
r.6) oder (‘f’:f{ o 7(r, 0) . 6)
I
I
I
+ X X X
0 } 0 0
I
(r,=0)
oder (—r, 7 — 0) (=r, 0) oder (r, 60 + )
(a) Symmetrie zur x-Achse (b) Symmetrie zur y-Achse (c) Symmetrie zum Ursprung

LGOI Drei Verfahren, mit denen Symmetrie von Graphen in Polarkoordinaten iiberpriift werden
kann.

Steigung

Die Steigung einer Kurve r = f(6), die in der xy-Ebene in Polarkoordinaten gegeben
ist, ist nach wie vor durch dy/dx gegeben. Diese Ableitung ist allerdings nicht gleich
" = df /d. Dies kann man sich klarmachen, indem man den Graphen von f als Kurve
mit der folgenden Parameterdarstellung betrachtet:

x=rcost =f(0)cosf, y=rsinh=f(0)siné.

1 Der Begriff ,,Graph” ist eigentlich fiir Funktionen reserviert. Wir verwenden ihn aber auch,
wenn wir eine Kurve zeichnen, die in Parameterdarstellung, durch eine Gleichung oder in
Polarkoordinaten gegeben ist.
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Wenn f eine differenzierbare Funktion von 0 ist, dann gilt dies auch fiir x und y. Fiir
dx/df # 0 konnen wir von den Parametergleichungen ausgehen und damit dy/dx

berechnen:
% = jz;jg Gleichung 11.4 in Abschnitt 11.2 mit t = 6
d .
_ @(f(f)) -sin6)
d
a8 (0) - cosb)

d
& sin@ + f(6) cos @
— do Produktregel fiir Ableitungen

df .
a0 cos® —f(6) sin6

dy/dx ist also nicht identisch mit df /dé.

( )

Steigung der Kurve r = f(0) m

dy :f’(f)) sin® + f(6) cos 6
dx|(,e f/(6)cos® —f(6)sinf’

unter der Voraussetzung, dass dx/d6 # 0 bei (r, 0).
N\ y,

Wenn die Kurve r = f(6) bei § = 6y durch den Ursprung geht, dann gilt f(6y) = 0, und
mit der Gleichung fiir die Steigung folgt

dy _ f'(6o) sin by

= tan 6.
dx|(g,) f'(60)cos by 0

Es gilt also: Wenn der Graph zu r = f(6) bei dem Wert 6 = 6y durch den Ursprung
geht, dann ist die Steigung an dieser Stelle tan 8y. Wir sprechen von der ,Steigung
bei (0,6p)“, nicht einfach von der ,Steigung im Ursprung”. Der Grund hierfiir ist,
dass eine Kurve in Polarkoordinaten mehrmals durch den Ursprung gehen kann (wie
durch jeden anderen Punkt) und dann fiir unterschiedliche Werte von 6 dort auch
unterschiedliche Steigungen hat. Dies ist im ersten der folgenden Beispiele allerdings
nicht der Fall.

RN IPPY Zeichnen Sie die Kurve r = 1 — cos 6. Zeichnen einer Kardioide

Die Kurve ist symmetrisch um die x-Achse, denn es gilt

(r,0) liegt auf dem Graphen = r =1 — cosf
=r=1-—cos(—0)
cos 0 = cos(—0)

= (r,—0) liegt auf dem Graphen

Wenn nun 6 von 0 nach 7t ansteigt, dann nimmt cos# von 1 nach —1 ab, und r =
1 — cos 6 geht von dem Minimalwert 0 zum Maximum 2. Im weiteren Verlauf geht 6
von 71 nach 27, dabei steigt cos § wieder von —1 nach 1 an, und r geht von 2 zuriick
auf 0. Die Kurve wiederholt ihren Verlauf ab 6 = 271, denn die Periode des Kosinus ist
271,
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Zeichnen einer Kurve mit
vielen Symmetrien

50

r=1-cos 6

3 w":\]’ SIERNIEI- M

N NI = = O

—
o0
=

(m,2)—& X

r=1-cos @

(m,2)

©

PJIGIMISREWPYA  Die drei Schritte zum Zeichnen der Kardioide r = 1 — cos 6 (Beispiel 11.22). Die Pfeile zeigen
die Richtung steigender 6 an.

Die Kurve verldsst den Ursprung mit der Steigung tan(0) = 0 und kehrt mit der Stei-
gung tan(27r) = 0 in den Ursprung zurtick.

Wir stellen nun eine Wertetabelle fiir 6 = 0 bis § = 7 auf, tragen die Punkte in ein
Koordinatensystem ein und zeichnen durch sie eine glatte Kurve, die im Ursprung
eine horizontale Tangente hat. Diese Kurve spiegeln wir dann an der x-Achse und ver-
vollstindigen so den Graphen (»Abbildung 11.27). Diese Kurve nennt man Kardioide
oder Herzkurve (nach dem griechischen kardio ,Herz”), weil ihr Aussehen einem Herz
dhnelt.

SECIENEPEY Zeichnen Sie die Kurve r2 = 4 cos 6.

Die Gleichung 72 = 4cosf gilt nur fiir cos # > 0, wir erhalten also den kom-
pletten Graphen, wenn wir das Intervall —71/2 < 6 < 71/2 betrachten. Die Kurve ist
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y
0 | cosB | r==*2cos b r2=4cos 0
0 1 +2
2 2 X
+T 1 - 0
S A = *1,7
=T | 5 | = x4
+T . / L\
) 0 0 Schleife fiir r = -2Vcos 6, Schleife fiir r = 2Ncos 0,
_m ™ _m ™
(@) 2=0=3 2=0=3

(b)

NGOG REWE]  Der Graph zu der Gleichung r?2 = 4cos 6. Die Pfeile zeigen in die Richtung ansteigender 6;
die Werte von r in der Tabelle sind gerundet.

symmetrisch zur x-Achse, denn es gilt

(,0) liegt auf dem Graphen = 1> = 4 cos
= 12 = 4cos(—b)
cos 0 = cos(—0)

= (r,—0) liegt auf dem Graphen.
Die Kurve ist auSerdem punktsymmetrisch zum Ursprung, denn

(r,0) liegt auf dem Graphen = r* = 4 cos 6
= (—r)? =4cosf

= (—r, 0) liegt auf dem Graphen.

Aus diesen beiden Symmetrien folgt auch eine Symmetrie zur y-Achse.

Die Kurve geht fiir § = —71/2 und 6 = 71/2 durch den Ursprung. Sie hat beide Male
eine vertikale Tangente, da tan 6 dort unendlich wird.

Fiir jeden Wert von 6 in dem Intervall zwischen —7/2 und 71/2 erhalten wir mit der
Gleichung 2 = 4 cos 6 zwei Werte fiir 7:

r = +2+v/cos6.

Wir stellen eine kleine Wertetabelle auf und tragen diese Punkte in ein Koordinaten-
system ein. Wir beriicksichtigen aulerdem unser Wissen zur Symmetrie und den Tan-
genten und verbinden diese Punkte mit einer glatten Kurve (»Abbildung 11.28).

Ein Verfahren zum Zeichnen von Kurven

Will man eine Kurve r = f(0) zeichnen, die in Polarkoordinaten gegeben ist, so kann
man eine Wertetabelle aufstellen, die Punkte in ein Koordinatensystem einzeichnen
und in der Reihenfolge wachsender #-Werte verbinden. Damit kann man ein gutes
Ergebnis erreichen, allerdings nur, wenn man eine ausreichende Zahl von Punkten
berechnet hat, mit denen alle Schleifen und Bogen des Graphen erfasst sind. Es gibt
jedoch noch ein weiteres Verfahren, das normalerweise schneller geht und zuverlassi-
ger alle Details des Graphen abdeckt.
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Verfahren zum Zeichnen
von Kurven in
Polarkoordinaten
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@ r?
. r2 =sin 20
s 3m
2 2 2w
T T R T R N
0 E s 6
4
1k
Keine Quadratwurzeln
¥ negativer Zahlen
(b) r
r=+\sin 26
’ TI | ‘ | \ + Anteile der

[ 37 Quadratwurzeln

2

o
PR
©Ia

r=—\sin 20
'Y o
(c) y
r? =sin 20

JYSIGIGREWA]  Um r = £(6) in der kartesischen rg-Ebene zu zeichnen (b), zeichnen wir zunachst r? = sin 26
in der r29-Ebene (a) und ignorieren dann alle Werte von @, fiir die sin 26 negativ wird. Die
Abstande aus (b) ergeben beide den Graphen der Lemniskate in (c) (Beispiel 11.24).

Zeichnen Sie zuerst r = f(0) in der kartesischen r6-Ebene.

Verwenden Sie dann diesen Graphen als Richtschnur und ,Wertetabelle”, um den
Graphen in Polarkoordinaten zu skizzieren.

Dieses Verfahren hat einen Vorteil gegeniiber dem einfachen Verbinden von Punkten:
Mit dem ersten, kartesischen Graphen bekommt man — selbst wenn er nur fliichtig
skizziert ist — einen Uberblick dariiber, wo r positiv oder negativ ist, wo es nicht exis-
tiert und wo die Werte fiir x ansteigen oder abfallen. Wir erldutern dies im folgenden
Beispiel.

CETHJENEPEY Zeichnen Sie die Kurve

72 = sin20.

Eine solche schleifenférmige Kurve nennt man eine Lemniskate (von lateinisch lemniscus
,,Schleife”).



Aufgaben zum Abschnitt 11.4

Wir zeichnen hier zunichst 2 (nicht r) als Funktion von 6 in die kartesi-
sche r26-Ebene (»Abbildung 11.29a). Damit erstellen wir als nachstes den Graphen
von r = £1/sin26 in der rf-Ebene (vgl. Abbildung 11.29b) und dann den Graphen
in Polarkoordinaten (vgl. Abbildung 11.29c). Der Graph in Abbildung 11.29b ,iiber-
deckt” zweimal den gesuchten Graphen in Polarkoordinaten in Abbildung 11.29¢c. Wir
hitten ihn auch mit jeder der beiden Ellipsen alleine konstruieren kénnen, oder mit
den beiden oberen bzw. unteren Halften. Es schadet aber auch nicht, diese Dopplung
zu haben, man lernt damit noch etwas mehr iiber das Verhalten der Funktion.

EINSATZ VON TECHNOLOGIE - Zeichnen von Kurven in
Polarkoordinaten als Parametergleichungen

Sind die Gleichungen in Polarkoordinaten komplizierter, zeichnen wir sie besser mit-
hilfe eines Grafikprogramms auf dem Taschenrechner oder Computer. Falls das Pro-
gramm Kurven in Polarkoordinaten nicht direkt zeichnen kann, kénnen wir r = ()
in eine Parameterdarstellung umrechnen. Dazu verwenden wir die Gleichungen

x=rcosf =f(0)cosd, y=rsind=f(0)sinb.

Dann koénnen wir die Kurve der Parametergleichungen in der kartesischen xy-Ebene
zeichnen. Manchmal kann in den Programmen der Parameter nicht 6 genannt werden,
dann verwendet man meist den Buchstaben .

Aufgaben zum Abschnitt

- Vierblittrige Rosette
0 ==+m/4, £371/4

Symmetrien bei Graphen in Polarkoordinaten
Untersuchen Sie in den Aufgaben 1-7 die Graphen der

Kurven auf Symmetrien. Skizzieren Sie dann die Kur-

ven Vierblittrige Rosette
’ 0=0, xm1/2, T

r=14cosf r=1-—sinf

r = sin 26,

r = cos 206;

r =sin(6/2)
A 2 =-sing

r=2+sinf
72 = cos@

2 = —cosf

Zeichnen Sie in den Aufgaben 8-11 die Lemniskaten.
Welche Symmetrien haben diese Kurven?

“ 7 =4cos20 “ 7> = 4sin20
2 = —sin20 2 = — cos 26

Steigung einer Kurve in Polarkoordinaten Bestim-
men Sie in den Aufgaben 12-15 die Steigung der Kurve
bei dem gegebenen Wert. Skizzieren Sie dann die Kurve
und die Tangente in dem zugehorigen Punkt.

Bl Kardioide r= —1+cosf; 0=+mn/2

Kardioide r

—1+sinf; 6=0, 7

Pascal’sche Schnecken Zeichnen Sie in den Aufga-
ben 16-19 die Pascal’schen Schnecken. Wenn Sie die
erste Kurve in Aufgabe 16 zeichnen, wird Thnen auch
klarwerden, warum diese Kurven so heifien. Die Glei-
chungen der Pascal’schen Schnecken haben die Form
r=a+bcosf oder r =a =+ bsin6. Es gibt vier Grund-
formen.

- Pascal’sche Schnecke mit einer inneren Schlaufe

1
Lr== 0
a. r 2+cos

Kardioide

a. r=1-—cosf

1
b. r= E—l—sine

b. r=—1+sinf

- Pascal’sche Schnecke mit einer Einbuchtung

3 3 .
a.rfi—i—cos(? b.rfi—sm(?
Ovale Pascal’sche Schnecke

a. r=2+cosb b. r=—-2+sinf
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Zeichnen von Flachen und Kurven in Polarkoordina-
ten [l Die beiden Ungleichungen —1 <r < 2 und
—7/2 < 6 < 71/2 definieren eine Flache. Skizzieren Sie
diese Flache.

Die beiden Ungleichungen 0 <r < 2secf und
—7m/4 < 6 < /4 definieren eine Fldche. Skizzieren Sie
diese Flache.

Skizzieren Sie in den Aufgaben 22 und 23 die Flache,
die durch die Ungleichung definiert wird.

0<r<2-—2cost 0<7r<cosf

Bl Welche der folgenden Gleichungen liefert densel-
ben Graphen wie ¥ =1 — cos 6?
a. r=—1—cosf b. =1+ cosf

Bestdtigen Sie Thre Losung mit algebraischen Berech-
nungen.

Welche der folgenden Gleichungen liefert densel-
ben Graphen wie ¥ =1 — cos 6?

a. r= —sin(20 + t/2) b. ¥ = —cos(6/2)

Bestdtigen Sie Thre Losung mit algebraischen Berech-
nungen.
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Eine Rosette in einer Rosette Zeichnen Sie den
Graphen zu der Gleichung r = 1 — 2sin 36.

Nephroide von Freeth Zeichnen Sie die Nephro-
ide von Freeth. (Eine Nephroide (von griech. nephros
,Niere”) ist eine nierenférmige Kurve; die Nephroide
von Freeth hat zwei Innenschleifen.)

0
=1+2sin—.
r + sm2

Rosetten Zeichnen Sie die Rosetten r = cosmf
firm=1/3,2,3,und 7.

Spiralen Spiralen lassen sich besonders gut in
Polarkoordinaten beschreiben. Zeichnen Sie die folgen-
den Spiralen:

a.r==0

b. r=-0

c. Eine logarithmische Spirale: r = 9/10
d. Eine hyperbolische Spirale: r = 8/0

e. Eine gleichseitige Hyperbel: r = +10//6
(Verwenden Sie verschiedenen Farben fiir die beiden
Aste.)
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11.5 Flachen und Langen in Polarkoordinaten

In diesem Abschnitt berechnen wir den Flacheninhalt von durch Kurven begrenz-
ten Flachen und Bogenldngen von Kurven in Polarkoordinaten. Die Definitionen und
grundlegenden Uberlegungen dndern sich natiirlich nicht, wenn man Polarkoordina-
ten verwendet. Es ergeben sich aber andere Formeln als in kartesischen Koordinaten.

Flachen in der Ebene

Die Flache OTS in »Abbildung 11.30 wird von den Strahlen # = « und 6 =  sowie der
Kurve r = f(0) eingeschlossen. Um diese Fliche ndherungsweise zu bestimmen, teilen
wir sie in n Sektoren ein, die die Form von Kreissegmenten haben, ein wenig wie die
Teile eines Fachers. Dazu verwenden wir eine Unterteilung P des Winkels TOS. Ein
solcher Sektor hat den Radius 7, = f(6;) und den Winkel Af;, gemessen in Radiant.
Seine Flache entspricht dem A6 /27-Fachen eines Kreises mit dem Radius ¢, also

1
Ak 2A9k 5 (f(ek))2 Aby.

Der Flacheninhalt von OTS ist dann nédherungsweise

Y A=) % (f(61))* Ay

P JIGIMIVRE D] Zur Berechnung der Flache OTS zerlegen wir sie in Kreissektoren, die wie in einem Facher
angeordnet sind.

Fiir stetige f sollte diese Anndherung besser werden, wenn die Norm von P gegen null
geht; die Norm von P entspricht dabei dem grofiten Wert von Afy. Damit ergibt sich
die folgende Gleichung, die den Flacheninhalt definiert:

Z (f(Br))* 26

|P||aok

"L a0
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Flacheninhalt einer

Kardioide

56

e N
Flacheninhalt einer facherdhnlichen Flache zwischen dem Ursprung und der

Kurver =f(0), a <0< B
P 1
_ 12
A—/‘x 21fd9.

Diese Gleichung entspricht dem Integral des Flachendifferentials (»Abbil-
dung 11.31):

dA = 22d6 = L (#(6))2 0.
2 2
. J
y
da= 1246
2
\ P(r, 0)
dé s
N
3
9 X
o

PVIIGODRRRERE  Das Flachendifferential dA fiir die Kurve r = £(6)

SEEJERNPEY Die Kardioide ¥ = 2(1 + cos ) schlieit eine Flache ein. Berechnen Sie
ihren Flacheninhalt.

r=2(1+cos 0)
% P(r, 0)
7
60=0,2m
X
0 4
-2

PLIGOTRNIEYA  Die Kardioide aus Beispiel 11.25.

Wir zeichnen die Kurve (»Abbildung 11.32) und stellen fest, dass der Radius
OP die gesuchte Flache genau einmal tiberstreicht, wenn 6 von 0 bis 27t geht. Damit
kann man die Flache berechnen:

0=2m 1 27 1
/ ~r?do :/ 5 4(1+cos 0)2de
0

27
:/ 2(1 + 2 cos 0 4 cos? 6)d6
0
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27
:/ (2+4cos€+2ﬂ)d9
0

27
:/ (344 cosf + cos26)d6
0

=6mr—0=67m. |

sin 29] 2

= {39+4Sin9—|—
0

0=p

)

5]

0

PJIGIMIVREREE]  Die schattierte Flache berechnet man, indem man die Flache zwischen r; und dem Ursprung
von der zwischen r, und dem Ursprung abzieht.

Die schattierte Flache in »Abbildung 11.33 liegt zwischen zwei Kurven in Polarkoordi-
naten, r; = r1(0) und r, = r,(0), beide von 8 = a bis = B. Um diese Fldche zu bestim-
men, subtrahieren wir das Integral iiber (1/2)r2d6 von dem Integral iiber (1/2)r5d6
Damit erhalten wir die folgende Gleichung;:

Inhalt der Flache 0 < rq(0) <r<n(6),a<6<p

/312 ﬁlz T2 2
A= / de/ de—/z(rz—rl)de

(11.10)

ST JENA P Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die innerhalb des Kreises r = 1
und aufserhalb der Kardioide r = 1 — cos @ liegt.

vy Obere Integrationsgrenze
rp=1-cos 6 6=m/2

rp=1

Untere Integrationsgrenze
0=-m/2

LUCLIIGITGIRNREYY  Flache und Integrationsgrenzen in Beispiel 11.26.

Berechnung eines
Flacheninhalts durch
Subtraktion
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Anhang einer Skizze der Flache bestimmen wir ihre Begrenzungen und
damit die Integrationsgrenzen zu bestimmen (»Abbildung 11.34). Die duflere Begren-
zungskurve der Flache ist r; = 1, die innere Kurve r; = 1 — cos 6, und 6 geht von —7/2
bis 7t/2. Mit Gleichung (11.10) kann man dann den Flacheninhalt berechnen.

A= /7:/22 % (r% — r%) do

TE/2 1
=2 / 5 (”2 — r1> de Symmetrie

/ (1— (1 —2cosf + cos®0))de Einsetzen von r; und r;
/ (2cos 0 — cos® 0)do

/2
(2C089 — M) de

2
/2
[Zsmﬂ———sng] :2—2.
4 |y 4

Wie wir bereits wissen, kann ein Punkt durch verschiedene Polarkoordinaten beschrie-
ben werden. Dies erfordert besondere Aufmerksamkeit, wenn wir entscheiden, ob ein
Punkt auf dem Graphen zu einer Gleichung in Polarkoordinaten liegt, oder wenn wir
die Schnittpunkte von Graphen bestimmen, die in Polarkoordinaten gegeben sind.
(Solche Schnittpunkte brauchten wir in Beispiel 11.26.) In kartesischen Koordinaten
koénnen wir die Schnittpunkte zweier Kurven berechnen, indem wir ihre Gleichungen
gleichsetzen und l6sen. In Polarkoordinaten ist das etwas komplizierter. Es kann pas-
sieren, dass man durch Gleichsetzen zwar einige Schnittpunkte erhélt, aber nicht alle.
Alle Schnittpunkte zweier Kurven in Polarkoordinaten zu berechnen, kann schwierig
sein. Wenn man die beiden Kurven zeichnet, dann lassen sich damit alle Schnittpunkte
zumindest erkennen.

Bogenlange in Polarkoordinaten

Wir wollen nun eine Gleichung fiir die Lange der Kurve r = f(6), « < 6 <  in Polar-
koordinaten aufstellen. Dazu schreiben wir diese Kurve zunidchst in der Parameterdar-
stellung

x=rcosf =f(0)cosf, y=rsind=f(0)sinf, a<6<p. (11.11)

Damit kénnen wir die Gleichung fiir die Bogenldnge in Parameterdarstellung anwen-
den (Gleichung (11.6) aus Abschnitt 11.2). Wir erhalten

Setzen wir jetzt Gleichung (11.11) fiir x und y ein, so ergibt sich

In Aufgabe 29 wird dies genauer betrachtet.
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s N
Lange einer Kurve in Polarkoordinaten 7 = f(6) habe eine stetige erste Ablei- | [0y
tung fiir « < @ < B, und der Punkt P(r,0) durchlaufe die Kurve r = f(#) genau
einmal, wenn 6 von a bis 8 geht. Dann gilt fiir die Lange der Kurve

p dr\?
L= 2 — | dé. 11.12
/,x 2+ ( de) (11.12)
N J
CEHAERNPYS Berechnen Sie die Bogenldnge der Kardioide r = 1 — cos 6. Bogenlénge einer
Kardioide
y
r=1-—cosf
P(r, 6)
r 1
TN
X
2 0

P JIGIMIVREREE]  Berechnung der Lange einer Kardioide (Beispiel 11.27).

Wir skizzieren die Kardioide, um die Integrationsgrenzen zu bestimmen
(»Abbildung 11.35). Der Punkt P(r,6) iiberstreicht die Kurve einmal entgegen dem
Uhrzeigersinn, wenn 6 von 0 bis 271 geht. Wir setzen diese Werte also fiir « und j ein.
Mit

dr .
r=1-—cosb, a0 =sinf

erhalten wir
2
4 (ﬂ> = (1 —cos8)? + (sinh)?

=1-—2cos6 + cos?f +sin?0 =2 — 2 cos b
\_.\/_/

1

und damit
P dr\?
= 2 —
L : e+ (d@) do
27T
= V2 —2cos0db
0

27T 0
= \/4Sin2§d9 1 —cosf = 2sin?(8/2)
0

27 0
:/ 2Sin§d9 sin(6/2) >0 fiir 0 <60 < 2w
0
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Berechnung von Flachen in Polarkoordinaten
Berechnen Sie in den Aufgaben 1-8 den Inhalt der ange-
gebenen Flachen.

- Die Flache innerhalb der Spirale r =6 fiir
0<o<m.

~

(m, ) 0

Die Flache innerhalb der Kreises r = 2sinf fiir
n/4<60<m/2.

r=2sinf

Il Die Fliche im Inneren der Pascal’schen Schnecke
r=4+42cos6.

M Die Fliche innerhalb der Kardioide
r=a(l+cosf), & >0

- Die Flache innerhalb eines Blattes der vierblattri-
gen Rosette r = cos 26.

ﬂ Die Flache innerhalb eines Blattes der dreiblattri-
gen Rosette r = cos 36.

r = cos 36

- Die Flache innerhalb einer Schleife der Lemnis-
kate 12 = 4sin26.

60

Aufgaben zum Abschnitt

Bl Die Fliche innerhalb der sechsblattrigen Rosette
% = 25sin 36.

Berechnen Sie in den Aufgaben 9-16 den Inhalt der
beschriebenen Fldche.

Bl Die Schnittmenge der Kreise r =2cosf und
r=2sinf

Die Schnittmenge der Kreise ¥ =1 und r = 2sin6

Bl Die Schnittmenge des Kreises r = 2 und der Kar-
dioide r = 2(1 — cos9)

Die Schnittmenge der Kardioiden r = 2(1 + cos )
und r = 2(1 — cos 0)

- Die Flache, die gleichzeitig innerhalb der Lem-
niskate 72 = 6 cos 26 und auferhalb des Kreises r = /3
liegt.

Die Flache, die gleichzeitig innerhalb des Krei-
ses 1 = 3acos @ und auBerhalb der Kardioide r = a(1 +
cosf), a > 0 liegt.

Bl Die Fliche, die gleichzeitig innerhalb des Kreises
r = —2cos 6 und aufierhalb des Kreises r = 1 liegt.

Die Flache, die gleichzeitig im Kreis r = 6 und
oberhalb der Geraden r = 3 cosec 0 liegt.

Bl Die Fliche, die gleichzeitig im Kreis r = 4 cos 0
und rechts der vertikalen Geraden r = sec 6 liegt.

Die Flache, die gleichzeitig im Kreis r = 4sin6
und unterhalb der horizontalen Geraden r = 3 cosect
liegt.

BBl -. Berechnen Sie den Flacheninhalt der schattier-
ten Flache in der untenstehenden Abbildung.
Y r=tan0

™
<6<2

\ (1, /4)

= (\2/2) cosec 6

I I
-1 0 1

T
2

X

b. Es sieht so aus, als ob sich die Kurve r = tan6
fir —m/2 <6 < m/2 den beiden Geraden x =1
und x = —1 asymptotisch nahert. Ist das der Fall?
Begriinden Sie Thre Antwort.



Aufgaben zum Abschnitt 11.5

Wir betrachten die Flache, die innerhalb der Kar-
dioide r = cos 8 + 1 und aufSerhalb des Kreises r = cos 0
liegt. Ihr Flacheninhalt ist nicht gleich

1 2
3 / [(cos @ 4 1)% — cos? 0]do = 7.
0

Warum nicht? Wie grofl ist die Fldche stattdessen?
Begriinden Sie Thre Antwort.

Bestimmen der Kurvenldange von Kurven in Polarko-
ordinaten Berechnen Sie in den Aufgaben 21-28 die
Léange der angegebenen Kurven.

Bl Die Spirale r = 02, 0<0<+5

Die Spirale r = e/V2,0<0<7m

BB Die Kardioide r = 1+ cos 6

Die Kurve r = usinz(G/Z), 0<6<ma>0
B Der Parabelteil r = 6/(1 4 cos) 0 < 6 < 7/2
Der Parabelteil r = 2(1 —cosf) /2 <6< m
Bl Dic Kurver = cos3(0/3), 0< 0 < /4

Die Kurve r = v/1 +sin20, 0 < 0 < 1v/2

Die Linge der Kurve r=f(0)a <0 <p Es
seien alle notwendigen Ableitungen stetig. Zeigen Sie

dann: Mit den Substitutionen
x=f(0)cosf, y=f(0)sind

(Gleichung (11.11) im Text) wird aus

die Gleichung
p dr\?
— 2 —_
L /a \/T +(d9) de.

Umfang von Kreisen Untersucht man eine neue
Formel, so kann man sie oft tiberpriifen, indem man mit
ihr eine bekannte Grof3e berechnet. So lasst sich feststel-
len, ob das Ergebnis im Einklang mit bekanntem Wissen
steht. Berechnen Sie mit der Gleichung (11.12) fiir die
Bogenldnge den Umfang der folgenden Kreise (a > 0):

a.r=a b. r=acos6 C. r=asin6

Theorie und Beispiele

Mittelwerte Fiir eine stetige Funktion f gilt: Der
durchschnittliche Wert der Polarkoordinate r iiber der
Kurve r = f(0), « < 0 < B in Bezug auf 6 ist gegeben
durch die Gleichung

b
P — ﬁiw/a £(6)do.

Berechnen Sie mit dieser Gleichung den Mittelwert von
r in Bezug auf 0 fiir die folgenden Kurven (a > 0):

a. Die Kardioide r = a(1 — cos 6)
b. Der Kreisr = a
¢. Der Kreisr =acos, —m/2<60<m/2

r=£(0) im Vergleich zu r = 2f(f) Kann man
irgendeine Aussage machen zum Verhiltnis der Bogen-
langenvonr =f(0), a <6 < Bundr=2f(0), a <6 <
B? Begriinden Sie Thre Antwort.
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11.6 Kegelschnitte

In diesem Abschnitt fassen wir noch einmal zusammen, was wir {iber Parabeln, Ellip-
sen und Hyperbeln wissen. Wir definieren sie geometrisch und leiten ihre Standard-
gleichungen in kartesischen Koordinaten her. Diese Kurven nennt man auch Kegel-
schnitte; sie entstehen, wenn man einen Doppelkegel mit einer Ebene schneidet (» Abbil-
dung 11.36). Die altgriechischen Mathematiker haben diese Kurven nur auf diese geo-
metrische Weise beschreiben konnen, da kartesische und Polarkoordinaten noch nicht
bekannt waren. Im néchsten Abschnitt stellen wir dann Gleichungen fiir Kegelschnitte
in Polarkoordinaten auf.

Parabeln

Eine Menge umfasse alle Punkte in einer Ebene, die von einem festen Punkt und

einer festen Geraden gleich weit entfernt sind. Diese Punkte bilden eine

Der Punkt ist der der Parabel, die Gerade nennt man oder
, Mehrzahl Direktrices.

& o -4 b
Kreis: Ebene Ellipse: Ebene Parabel: Ebene parallel Hyperbel: Ebene schneidet
senkrecht zur schrig zur Kegel- zur Seite des Kegels beide Hilften des Doppel-
Kegelachse achse kegels
(a)
Punkt: Ebene geht nur ~ Gerade: Ebene liegt Zwei sich kreu-
durch die Spitze des tangential zum Kegel zende Geraden

Kegels
(b)

Die klassischen Kegelschnitte (a) entstehen, wenn ein Doppelkegel mit einer Ebene geschnit-
ten wird. Hyperbeln bestehen dabei aus zwei Teilen, die man die Hyperbel-Aste nennt. Geht
die Schnittebene durch die Spitze des Kegels, so entstehen ein Punkt oder Geraden; diese
nennt man entartete Kegelschnitte.

Wenn der Brennpunkt F auf der Leitlinie L liegt, dann entspricht die Parabel der Gera-
den senkrecht zu L, die durch F geht. Dies gilt als der entartete Fall einer Parabel. Wir
nehmen im Folgenden an, dass F nicht auf L liegt.

Eine Parabel hat dann eine besonders einfache Gleichung, wenn der Brennpunkt und
die Leitlinie auf einer Koordinatenachse liegen. Betrachten wir zum Beispiel. den Fall,
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dass der Brennpunkt der Punkt F(0, p) auf der positiven y-Achse ist und dass die Leitli-
nie die Gleichung y = —p hat (»Abbildung 11.37). Wir verwenden die Bezeichnungen
aus der Abbildung. Hier liegt ein Punkt P(x,yy) dann und nur dann auf der Parabel,
wenn gilt PF = PQ. Wir verwenden die Gleichung fiir den Abstand zweier Punkte und
erhalten

PF=/(x =002+ (y—p)2 = /2 + (y — p)?
PQ=/(x—xP +(y— (-p)2 =/ +p)

Wir setzen diese Ausdiicke gleich, quadrieren und vereinfachen. Das Ergebnis ist:

2

y= jlc_p oder x* = 4py (11.13)

Normalform

x? =4dpy

Brennpunkt ‘f (©, p)

Der Scheitel ¥ P(x, y)
liegt in der Mitte I
zwischen Leitlinie }
und Brennpunkt. 0

Leitlinie: y = —p Q(x,'—p)

IV TGINGRERYA  Die Normalform der Parabel x2 = 4py, p > 0.

Diese Gleichungen zeigen die Symmetrie der Parabel um die y-Achse. Wir nennen die
y-Achse hier die Achse der Parabel (eine Kurzform von Symmetrieachse).

Der Punkt, an dem die Parabel ihre Achse schneidet, ist ihr Scheitelpunkt. Der Schei-
telpunkt der Parabel x*> = 4py liegt im Ursprung (vgl. Abbildung 11.37). Die positive
Zahl p nennt man die Brennweite, oft wird auch der Halbparameter p* = 2p angege-
ben.

Hat eine Parabel den Brennpunkt (0, —p), die Leitlinie y = p und 6ffnet sich nach
unten, dann werden die Gleichungen (11.13) zu

y= & und x* = —4py.

Tauschen wir die Variablen x und y aus, so erhalten wir Gleichungen fiir Parabeln, die
sich nach links oder rechts 6ffnen (»Abbildung 11.38).

SEHIEREPE) Bestimmen Sie Brennpunkt und Leitlinie der Parabel y? = 10x.

Wir berechnen die Brennweite p mit der Standardgleichung y> = 4px,
also p= 0_»
P=4~ 7o

Mit diesem Wert von p bestimmen wir den Brennpunkt und die Leitlinie:

()

x = —p oder

4p =10,

Brennpunkt: (p,0) =

5
x=—=

Leitlinie:
eitlinie >

Parameterbestimmung fiir
eine Parabel
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y y
Leitlinie x = —p Leitlinie
xX=p
Scheitelpunkt Scheitelpunkt
Brennpunkt Brennpunkt
= X = X
O\ F(p, 0) F(-p,0) 40
(a) (b)
UGN REREE]  (a) Die Parabel y2 = 4px. (b) Die Parabel y2 = —4px.
Ellipsen

Eine Menge umfasse alle Punkte in einer Ebene, deren Abstande von zwei festen
Punkten in der Ebene eine konstante Summe haben. Diese Punkte bilden eine

. Die beiden festen Punkte sind die der Ellipse.
Die Gerade durch die beiden Brennpunkte ist die der Ellipse, der
Punkt in der Mitte der Brennpunkte der . Die Ellipse schneidet die
Hauptachse in den beiden (»Abbildung 11.39). Die Gerade durch

den Mittelpunkt senkrecht zur Hauptachse heifst

Mittel-
punkt

Haupt- / Brenn-
scheitel [ punkt

Brenn-\ Haupt-
punkt | scheitel

P IGIMIVREREE]  Punkte auf der Hauptachse einer Ellipse.

Die Brennpunkte einer Ellipse seien die Punkte Fi(—c,0) und F(c,0) (»Abbil-
dung 11.40), und PF; + PF, werde mit 22 abgekiirzt. Dann erfiillt ein Punkt P auf
der Ellipse die Gleichung

\/(x+c)2—|—y2+ \/(x—c)2+y2 = 2a.
Diese Gleichung wird vereinfacht, indem man die zweite Wurzel auf die rechte Seite
bringt, die Gleichung quadriert, die verbleibende Wurzel auf einer Seite isoliert und
wieder quadriert. Damit erhalt man

2 2
x v _
o) + o 1. (11.14)
PFy + PF, ist grofier als die Lange F1Fy; dies kann man mit der Dreiecksungleichung
im Dreieck PF1F; zeigen. Damit ist die Zahl 2a grofser als 2c. Entsprechend gilt a > ¢,
und die Zahl a2 — ¢2 in Gleichung (11.14) ist positiv.
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= I

Brennpunkt ~ ~ | Brennpunkt ,'

F,(~c,0) 0 [Mittelpunkt/
Fy(c, 0)

PGISIGITGRERG]  Wird eine Ellipse durch die Gleichung PFy + PF, = 2a definiert, so ist sie der Graph der
Gleichung (x2/a?) + (y2/b%) = 1 mit b2 = a2 — 2.

Jeder Punkt P, dessen Koordinaten eine Gleichung in der Form von Gleichung (11.14)
mit 0 < ¢ < a erfiillen, erfiillt auch die Gleichung PF; + PF, = 2a. Dies kann man zei-
gen, indem man die Rechenschritte zur Herleitung von Gleichung (11.14) umkehrt.
Ein Punkt liegt also dann und nur dann auf einer Ellipse, wenn seine Koordinaten
Gleichung (11.14) erfiillen.

Wenn gilt

b=+a?-c? (11.15)

dann ist 2 — ¢2 = b2, und Gleichung (11.14) hat die Form
¥y _
S+ =1 (11.16)

An Gleichung (11.16) kann man sehen, dass die Ellipse symmetrisch sowohl zum
Ursprung als auch zu beiden Koordinatenachsen ist. Sie liegt innerhalb des Rechtecks,
das von den Geraden x = £a und y = b gebildet wird, und schneidet die Koordina-
tenachsen in den Punkten (£a,0) und (0, £b). Die Tangenten an der Ellipse in diesen
Punkten sind senkrecht zu den Achsen, denn

% B b2x Durch implizite Ableitung aus

dx — _a2y Gleichung (11.16)

ist null fiir x = 0 und unendlich fiir y = 0.

Der Hauptachsenabschnitt der Ellipse aus Gleichung (11.16) ist die Strecke der Lange
24, die die Punkte (+4,0) verbindet. Entsprechend ist der Nebenachsenabschnitt die
Strecke mit der Lange 2b zwischen den Punkten (0, +b). Die jeweils halb so langen
Strecken bezeichnet man als groB3e Halbachse (a) und kleine Halbachse (b). Die Zahl
c aus Gleichung (11.15),

c=Va%—12,

entspricht dem Abstand des Mittelpunkts von einem Brennpunkt. Man nennt sie die
lineare Exzentritat der Ellipse. Fiir b = a ist die Ellipse ein Kreis.
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Parameter einer Ellipse (CEHJERKWE) Die Ellipse

2 2
’16—6 + % —1 (11.17)

in »Abbildung 11.41 hat die folgenden Parameter:

grofse Halbachse: a = V16 = 4,

kleine Halbachse: b = v/9 = 3,

lineare Exzentritit: ¢ = /16 — 9 = /7,
Brennpunkte: (+c,0) = (:i:\/7,0),
Hauptscheitel: (+a,0) = £4,0),
Mittelpunkt: (0,0).

y
2_ 7
169 |03
Hauptscheitel Hauptscheitel

0,-3)

LLIGITNRIERE  Die Ellipse aus Beispiel 11.29 mit ihren Achsen und Parametern. Die Hauptachse ist horizon-
tal.

Tauschen wir in Gleichung (11.17) die Variablen x und y aus, so erhalten wir
2

2 2
9

Y
+ig =1 (11.18)
Die Hauptachse dieser Ellipse ist nun vertikal statt horizontal, die Brennpunkte und
Hauptscheitel liegen auf der y-Achse. Dennoch besteht bei Gleichung wie (11.17) und
(11.18) keine Verwechslungsgefahr, denn wir konnen einfach feststellen, welche der
Achsen die Hauptachse ist, indem wir die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen
bestimmen: Der ldngere der Achsenabschnitte definiert die Hauptachse.

e N
m Normalform der Gleichungen fiir Ellipsen mit dem Mittelpunkt im Ursprung

22
Brennpunkte auf der x-Achse ;C—2 + Z—z =1 (a>b)
lineare Exzentritit: ¢ = v/a2 — b2

Brennpunkt: (£¢,0)

Hauptscheitel: (£a,0)
2 2

Brennpunkte auf der y-Achse ;:—2 + Z—2 =1 (a>b)
lineare Exzentritdt: c = /a2 — b2
Brennpunkte: (0, %)
Hauptscheitel: (0, £a)

In jedem Fall ist a die grofie und b die kleine Halbachse.
N J
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Hyperbeln

Eine Menge umfasse alle Punkte in einer Ebene, deren Abstdnde von zwei festen
Punkten in der Ebene eine konstante Differenz haben. Diese Punkte bilden eine

. Die beiden festen Punkte sind die der Hyperbel.
Die Gerade durch die beiden Brennpunkte ist die der Hyperbel, der
Punkt in der Mitte der Brennpunkte der . Die Hyperbel schneidet die
Hauptachse in den beiden (»Abbildung 11.42).

Scheitelpunkte

Brennpunkt Brennpunkt

Mittel-
punkt

Hauptachse

ALTIGUTTINRPA  Punkte auf der Hauptachse einer Hyperbel.

Die Brennpunkte einer Hyperbel seien die Punkte Fqi(—c,0) und Fy(c,0) (»Abbil-
dung 11.43), und die konstante Differenz sei 24. Damit liegt ein Punkt (x,y) dann
und nur dann auf der Hyperbel, wenn gilt

\/(x+c)2+y2 - \/(x—c)z +y? = +2a. (11.19)

Diese Gleichung kann vereinfacht werden, indem man die zweite Wurzel auf die rechte
Seite der Gleichung bringt, quadriert, die verbleibende Wurzel isoliert und wieder
quadriert. Damit erhéllt man

2 2

x v _

St =1 (11.20)
Bis jetzt hat diese Gleichung grofie Ahnlichkeit mit der Gleichung fiir eine Ellipse.
Allerdings ist jetzt > — c? negativ, denn 24 ist die Differenz zweier Seiten des Dreiecks
PF1F, und damit kleiner als die dritte Seite 2c.

Jeder Punkt, dessen Koordinaten eine Gleichung von der Form (11.20) mit 0 <a < ¢
erfiillen, erfiillt auch Gleichung (11.19). Dies kann man zeigen, indem man die Rechen-
schritte zur Herleitung von Gleichung (11.20) umkehrt. Ein Punkt liegt also dann und
nur dann auf einer Hyperbel, wenn seine Koordinaten Gleichung (11.20) erfiillen.

Wir bezeichnen die positive Wurzel von c2 — a2 mit b,

b=+Vc2—a? (11.21)
damit wird a2 — ¢2 = —b%, und Gleichung (11.20) bekommt die kompaktere Form
2 yZ

Gleichung (11.22) fiir eine Hyperbel und Gleichung (11.16) fiir eine Ellipse unterschei-
den sich in dem Minuszeichen; aufierdem gilt jetzt die Gleichung

2 =a% 4+ 12 Aus Gleichung (11.21)

67



Parameterdarstellung und Polarkoordinaten

y
X =-a X=a
APG )
-~/
/// I
- |
. & 4 X
Fy(~c, 0) 0 Fy(c, 0)

I\ SIGOTREWE] Hyperbeln haben zwei Aste. Fiir die Punkte auf dem rechten Ast der hier gezeigten Parabel
gilt PF, — PF, = 2a, fiir die Punkte auf dem linken Ast PF, — PF; = 2a.

Wie die Ellipse ist auch die Hyperbel symmetrisch zum Ursprung und zu den Koor-
dinatenachsen. Sie schneidet die x-Ache in den Punkten (%4, 0). Die Tangenten an die
Hyperbel in diesen Punkten sind vertikal, denn

% _ b2x Durch implizite Ableitung aus

dx u2y Gleichung (11.22)
ist unendlich fiir y = 0. De Hyperbel hat keinen Schnittpunkt mit der y-Achse, mehr
noch, kein Teil der Kurve liegt zwischen den Geraden x = —a und x = a.

Die Geraden
y= i%x

sind die beiden Asymptoten der Hyperbel, die durch Gleichung (11.22) definiert wird.
Man kann diese Asymptoten am schnellsten berechnen, indem man in Gleichung
(11.22) die 1 durch eine 0 ersetzt und die dadurch entstehende Gleichung nach y auf-
16st.

2 2 2 2
Xy Xy b
L 1 L 0 =42
a2 b2 a2 b2 y o
~—
Hyperbel 0 statt 1 Asymptoten

Der Abstand eines Brennpunkts vom Mittelpunkt der Hyperbel heifit Brennweite oder
lineare Exzentritat, sie berechnet sich als ¢ = va? + b2.

Parameter einer Hyperbel (EHJERKEN) Die Gleichung
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x2

2
>y _
5 =1 (11.23)

entspricht Gleichung (11.22) mit a> = 4 und b> =5 (»Abbildung 11.44). Es ergeben
sich die folgenden Parameter:

lineare Exzentritit: ¢ = Va2 + b2 = VA+5=3,
Brennpunkte: (+¢,0) = (£3,0),

Scheitel: (+4,0) = (£2,0),

Mittelpunkt: (0,0),



